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متوسˁطه کتاب های در نپر عدد خالͬ جای

احمدی عزیزه و ∗ حسنͬ مهدی

از دفاع در را حاضر مقاله ی که داشت آن بر را ما داشت وجود دبیرستانͬ کتب در e عدد درباره ی که اندکͬ مطالب چͺیده.
با را کارمان درآوریم. تحریر رشته ی به نمود، بیان متوسطه سطح در عدد این با ارتباط در بیشتری حرف های ͬ توان م که این
عدد هر برای که ۰ < e−

∑n
k=۰ ۱/k! < ۱/(n.n!) نامساوی اثبات به سپس و ͬ کنیم، م آغاز عدد این از تاریخچه ای n∑ارائه ی

k=۰ P (n, k) مجموع مقدار کرده، استنتاج را e بودن گنگ نامساوی این ͷکم با ͬ پردازیم. م است، برقرار n ≥ ۱ طبیعͬ
رهنمون کامل گراف ͷی از دلخواه رأس دو بین متمایز مسیرهای تعداد شمارش به را ما مذکور، مجموع ͬ کنیم. م محاسبه را
هر برای که xe ≤ ex نامساوی اساس بر را همساز و هندسͬ حسابی، میانگین های نامساوی از اثباتͬ پایان، در ͬ دارد. م
ͬ شود. م بیان متوسطه آخر سال در که است مطالبی اساس بر استنتاج ها و برهان ها تمامͬ ͬ کنیم. م بیان است، برقرار x > ۰

مقدّمه .١

لͽاریتم که شد منتشر جدولͬ لͽاریتم، درباره ی نپر١ از مقاله ای ضمیمه ی در ١۶١٨ سال در .e عدد تاریخچه ی .١ . ١
راجع توضیحͬ نپر مقاله ی وجود این با بودند، e مبنای در جدول آن لͽاریتم های چند هر ͬ داد. م را مختلف اعداد ٢ طبیع̞ͬ
نپر، یعنͬ لͽاریتم مخترع افتخار به که است شده عجین نپر نام با قدری به عدد این حال هر به ͬ داد. نم e عدد خودِ به
امˁا داد ارائه e مبنای در ١٠ لͽاریتم برای عددی تقریب بریͽز٣ ١۶٢۴ سال در ͬ نامند. م نیز نپر عدد را e عدد اوقات گاهͬ
محاسبه را قائم الزˁاویه هذلولوی زیر مساحت وینسنت۴ ساینت ،١۶۴٧ سال در نشد. اشاره ای کار این در e عدد خود به
کامل وضوح با را لͽاریتم و yx = ۱ قائم الزˁاویه ی هذلولوی زیر ناحیه ی بین رابطه ی هویͽنس۵ ،١۶۶١ سال در و کرد،
که است خاصیˁتͬ این است. ۱ مساوی e تا ۱ از قائم الزˁاویه هذلولوی زیر مساحت که است طوری e عدد نمود. درک
اگر کرد. محاسبه اعشار رقم ١٧ تا را ١٠ مبنای در e لͽاریتم وی این، بر علاوه  ͬ دهد. م قرار طبیعͬ لͽاریتم مبنای را e

اثر مرکاتور۶,٧ نیͺولاس ١۶۶٨ سال در است. نشده ظاهر مستقیماً e عدد هنوز امˁا یافت ادامه لͽاریتم ها روی کار چه
کار این در وی بود. log(۱ + x) عبارت از سری هایی بسط شامل که کرد منتشر را لͽاریتم٨ فن عنوان تحت معروفش
حاشیه در باز و نشد ظاهر هم باز e خود امˁا برد، کار به e مبنای در لͽاریتم برای را طبیعͬ لͽاریتم نام بار نخستین برای

ماند. باقͬ

هندسͬ. حسابی‐ نامساوی کامل، گراف ترکیبیاتͬ، اتحاد گنگ، عدد نپر، عدد کلیدی. کلمات و عبارات
مسئول نویسنده ∗نام

. ١٣٩٣/١٠/٠٢ پذیرش: تاریخ ١٣٩٣/٠٢/٠٩ دریافت: تاریخ
ͬ باشد. م e عدد مبنای در لͽاریتم همان طبیعͬ لͽاریتم از منظورمان معمول طور ٢به

گرفت. اشتباه ͬ زیسته م قبل تر قرن ͷی حدود در که مرکاتور جراردز با نباید را مرکاتور این که شود ٧توجˁه
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برنولͬ ژاکوب و هویͽنس کریستین نپر، جان :١ شͺل

سال در شد. کشف e عدد که بود مرک͓ب٩ بهره ی مبحث در بلͺه لͽاریتم، بحث در نه بار نخستین تعجˁب، کمال با
کرد سعͬ مرک͓ب، بهره ی پیوستگͬ آزمودن جهت و نمود بررسͬ را مرک͓ب بهره ی از مسأله ای ١٠ برنولͬ ژاکوب ١۶٨٣
که داد نشان دوجمله ای قضیه ی از استفاده با او کند. محاسبه را ͬ کند م میل بی نهایت به n وقتͬ

(
۱+ ۱

n

)n
عبارت حدّ

به را حد این اگر همچنین است. شده پیدا e برای که است تقریبی نخستین این ͬ گیرد. م قرار ۳ و ۲ بین فوق حدّ مقدار
وی کار این در ͬ شود. م تعریف حدگیری عمل ͷکم به عدد ͷی که است بار نخستین این کنیم، قبول e تعریف عنوان

نداشت. لͽاریتم با کارش نتیجه ی ارتباط به توجˁهͬ هیچ
امˁا ͬ رسید. نم نظر به نما و آن بین رابطه ای هیچ لͽاریتم، ظهور اولیˁه ی سال های در که کردیم اشاره این به بالا در
به را لͽاریتم ما نگرش این در .t = logxa ͬ گیریم م نتیجه x = at معادله ی از که، شد گرفته نظر در رابطه این بعدها
ͬ شد. م توجˁه ͬ کرد، م ͷکم حساب به که عددی عنوان به لͽاریتم به قبلا́ که حالͬ در ͬ گیریم م نظر در تابع ͷی عنوان
شاید بیشتر، احتمال با طرفͬ از است. نمایی تابع وارون لͽاریتم تابع فهمید که باشد کسͬ نخستین برنولͬ ژاکوب شاید
١۶٨۴ سال در وی حال هر به گریͽوری١١ باشد. جیمز ساخت، مشخص را توان و لͽاریتم بین رابطه ی که کسͬ نخستین
در باشد. گرفته صورت کار این او از قبل است ممͺن گرچه داد، تشخیص را نماها و لͽاریتم ها بین رابطه ی قطع طور به
e نماد کرد. استفاده ͬ نامیم، م e حالا ما آنچه برای b نماد از آن در و نوشت هویͽنس به نامه ای لایب نیتز١٢ ١۶٩٠ سال

است١۵. شده ظاهر گلدباخ١۴ به اویلر١٣ از نامه ای در ١٧٣١ سال در بار نخستین

تحلیل در مقدّمه ای سال آن در و آورد دست به e به راجع گوناگونͬ یافته های ،١٧۴٨ سال تا بعد سال های در اویلر
که داد نشان او ساخت. منتشر بود e حول کامل ایده هایی حاوی که را ١۶ بی نهایت ها

e = ۱+
۱
۱! +

۱
۲! +

۱
۳! + · · · =

∞∑
k=۰

۱
k!
,(١)

درست نظر به نیز شده گرفته (نمایی) exponential از e که این ادˁعای حتّͬ ͬ نماید. م واقع از دور بود، خودش نام او̰ل چون کرده، استفاده را e نماد بار نخستین اویلر که ادˁعا ١۵این

کرˁات به a از کارهایش در اویلر و است a از بعد باصدای حرف e چون که است این ͬ رسد م نظر به معقول که آنچه اویلر، کارهای بالای حجم و سطح گرفتن نظر در با واقع در ͬ آید. نم
است. کرده استفاده ریاضͬ ثابت این دادن نشان برای e از لذا است، ͬ کرده م استفاده

9Compound interest 10Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705) 11James Gregory (1638-1675) 12Gottfried Wilhelm von Leibniz

(1646-1716) 13Leonhard Euler (1707-1783) 14Christian Goldbach (1690-1764) 16Introductio in Infinitorum Analysin
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نحوه ی به اشاره ای بدون ،e برای اعشار رقم ١٨ تا تقریبی همچنین اویلر ͬ باشد. م نیز lim
n→∞

(
۱+ ۱

n

)n
برابر مقدار این و

نمود.١٧ ارائه زیر صورت به آن، محاسبه ی

e = ۲٫۷۱۸۲۸۱۸۲۸۴۵۹۰۴۵۲۳۵.

رابطه ی اویلر کارهای در دیͽر توجه قابل نتایج بین در

eiθ = cos θ + i sin θ,

θ = π دادن قرار با رابطه این نتایج از ͬͺی است. کرده استنتاج را آن دموآور١٨ دستور با وی که نمود، مشاهده ͬ توان م را
او ͬ کند. م برقرار −۱ و i ،π ،e یعنͬ ریاضͬ، ˁمهم ثابت چهار بین ارتباطͬ که ͬ آید، م دست به eiπ = −۱ صورت به

از است عبارت آنها از ͬͺی که نمود، ارائه مسلسل کسرهای شͺل به e از بسط هایی همچنین

e− ۱
۲ =

۱
۱+ ۱

۶+ ۱
۱۰+ ۱

۱۴+ ۱
۱۸+···

.(٢)

اگر زیرا است. گنگ e که ͬ شود م ثابت برهان، ارائه ی صورت در ͬ دانست م او امˁا نداد، برهانͬ بالا بسط های برای اویلر
اختلاف الͽو این در واقع در ͬ شود. نم مختوم کنیم، دنبال را ۶,۱۰,۱۴,۱۸,۲۲,۲۶, · · · الͽوی (٢) مسلسل کسر در
بسیار احتمال به امˁا گفت، ͬ توان نم قطعیت با چند هر باشد. گویا ͬ تواند نم e−۱

۲ بنابراین است. ۴ متوالͬ جمله ی دو هر
هرمیت١٩ بار، او̰لین برای نهایت، در و نمود. اثبات را e بودن اصم که است کسͬ اولین اویلر بسیاری، اعتقاد به و زیاد
e که یافت ͬ توان نم صحیح ضرایب با جمله ای چند هیچ که معنا این به است، متعالͬ e که کرد ثابت ١٨٧٣ سال در

باشد. آن از ریشه ای

اویلر لئونارد و لایب نیتز فون ویلهلم گاتفرید گریͽوری، جیمز :٢ شͺل

همین به نیز اویلر زیاد احتمال به کرد. محاسبه را e اویلر، اعشاری دقّت همان با ͬ توان م ،(١) رابطه ی از نخست جمله ی ٢٠ محاسبه ی با که ͬ شود م مشاهده ساده  محاسبه ا ی با ١٧البته

است. داده انجام را محاسبه اش روش

18 Abraham de Moivre (1667-1754) 19Charles Hermite (1822-1901)
١۵



٢٣–١٣ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه احمدی، عزیزه و حسنͬ مهدی

است. گشته ظاهر ریاضͬ مختلف بحثهای در و شده متولّد e عدد صورت این به مقاله. این نگارش از هدف .١ . ٢
متوسˁطه دوره ی انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ٣٧ صفحه ی در ͬ گردیم. برم خودمان دبیرستانͬ ریاضیات به اینجا در

ͬ خوانیم: م [٩]

و ۳ و ۲ بین گنگ عددی e کرد ثابت ͬ توان م ͬ دهند. م نمایش e با را سری مقدار همͽراست.
∑∞

k=۰
۱
k! سری

ͬ کنند م اثبات حقیقت در است. ۲٫۷۱۸۳ آن تقریبی مقدار

e = lim
n→∞

(
۱+

۱
n

)n

.

دهیم نشان که است این عمدتاً نمودید، ملاحظه که تاریخͬ اطّلاعات ارائه ی بر علاوه مقاله، این نگارش از ما هدف
دروس با رابطه در بسیاری نتایج ͬ شود، م شناخته e عدد تعریف عنوان به امروزه که ،(١) رابطه ی اساس بر ͬ توان م چͽونه
واقع مؤثّر متوسˁطه، آخر سال مخصوصاً متوسˁطه، کتاب های بعدی نظرهای تجدید در امر این شاید نمود. ارائه متوسˁطه
مستخرج ͬ دانان ریاض تصاویر همچنین مقاله، این تاریخͬ مطالب تمامͬ که کنیم اشاره است لازم مقدّمه پایان در شود.
شرح با [١٢] در حاضر مقاله ی تاریخͬ مطالب سطور از برخͬ ضمناً است. گردیده معرفͬ [٨] در که ͬ باشد م سایتͬ از

است.  آمده بیشتری تفصیل و

ن پر عدد درباره ی مهم نامساوی ͷی .٢

داریم: n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر برای ،(١) رابطه ی به توجه با

۰ < e−
n∑

k=۰

۱
k!

=
∞∑

k=n+۱

۱
k!

=
۱

(n+ ۱)! +
۱

(n+ ۲)! + · · ·

=
۱
n!

( ۱
n+ ۱ +

۱
(n+ ۱)(n+ ۲) + · · ·

)
<

۱
n!

( ۱
n+ ۱ +

۱
(n+ ۱)۲ + · · ·

)
.

سری نتیجه در .۰ < ۱
n+۱ ≤ ۱

۲ لذا است شده فرض n ≥ ۱ که آنجایی از
۱

n+ ۱ +
۱

(n+ ۱)۲ + · · · ,

با است برابر سری این مقدار بود. خواهد همͽرا که است واحد از کمتر و مثبت قدرنسبت با هندسͬ سری ͷی

۱
n+ ۱ +

۱
(n+ ۱)۲ + · · · =

۱
n+۱

۱− ۱
n+۱

=
۱
n
.

ͬ آوریم٢٠. م دست به n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر برای را زیر ˁمهم نامساوی نتیجه در

۰ < e−
n∑

k=۰

۱
k!

<
۱

n(n!)
.(٣)

داد نشان ͬ توان ٢٠م

۱
(n + a)n!

≤ e −
n∑

k=۰

۱
k!

<
۱

(n + b)n!
,

خاصͬ حالت حͺم این واقع، در است. برقرار n = ۱ برای تنها چپ سمت تساوی و هستند، b = ۰ و a = ۱
e−۲ − ۱ ≊ ۰٫ ۳۹ ممͺن مقادیر بهترین دارای b و a ثابت های آن در که

است. گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد [۵] در که است ͬ تر کلّ حͺمͬ از

١۶



٢٣–١٣ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه متوسˁطه، کتاب های در نپر عدد خالͬ جای

ͬ دهیم. م توضیح را (٣) نامساوی اهمیˁت کاربرد، چندین ارائه ی با ادامه در

خطای مقدار و e ≊
∑n

k=۰
۱
k! که ͬ گوید م (٣) نامساوی دلخواه. اعشاری ارقام تعداد با نپر عدد محاسبه ی .٢ . ١

بزنیم تقریب اعشار رقم m تا
∑n

k=۰
۱
k! متناهͬ سری با را e عدد بخواهیم اگر پس ͬ باشد. م ۱

n(n!) از کمتر تقریب این
نامساوی که باشیم nای جستجوی در باید پس .n(n!) ≥ ۱۰m معادل طور به یا و ۱

n(n!) ≤ ۱۰−m باشیم داشته باید
پس بزنیم. تقریب اعشار رقم شش تا را e عدد ͬ خواهیم م کنید فرض مثلا́ ͬ کند. م برقرار شده داده m ازای به را اخیر

که باشیم nای دنبال به باید

۱
n(n!)

< ۱۰−۶.(۴)

ͬ دهد. م نشان ۱ ≤ n ≤ ۱۰ برای را n(n!) مقادیر زیر جدول

۱ ≤ n ≤ ۱۰ برای n(n!) مقادیر :١ جدول

n n(n!) ۱
n(n!) n n(n!) ۱

n(n!)

۱ ۱ ۱ ۶ ۴۳۲۰ ۰/۰۰۰۲۳
۲ ۴ ۰/۲۵ ۷ ۳۵۲۸۰ ۰/۰۰۰۲۸۳
۳ ۱۸ ۰/۰۵۵۵۵ ۸ ۳۲۲۵۶۰ ۰/۰۰۰۰۰۳۱
۴ ۹۶ ۰/۰۱۰۴ ۹ ۳۲۶۵۹۲۰ ۰/۰۰۰۰۰۰۳۰۶
۵ ۶۰۰ ۰/۰۰۱۶ ۱۰ ۳۶۲۸۸۰۰۰ ۰/۰۰۰۰۰۰۰۲۷

لذا ͬ کند. م برقرار را (۴) نامساوی که است طبیعͬ عدد کوچͺترین n = ۹ که ͬ شود م مشاهده بالا جدول به توجˁه با
یعنͬ ͬ آید. م دست به n = ۹ تا

∑n
k=۰

۱
k! سری نوشتن با اعشار رقم شش تا e عدد

e ≊
۹∑

k=۰

۱
k!

=
۱
۰! +

۱
۱! +

۱
۲! + · · ·+ ۱

۹! = ۲٫۷۱۸۲۸۱·

b ̸= ۰ و مثبت صحیح اعداد b و a که e = a
b ͬ دهیم م قرار باشد. گویا e کنید فرض است. گنگ نپر عدد .٢ . ٢

داریم n = b ازای به (٣) نامساوی از استفاده با است.

۰ <
a

b
−

b∑
k=۰

۱
k!

<
۱

b(b!)
·

ͬ شود م نتیجه b! در طرفین ضرب با

۰ < a(b− ۱)!−
b∑

k=۰

b!

k!
<

۱
b
≤ ۱·

بازه ی در صحیحͬ عدد هیچ اما باشد. صحیح باید نیز تفاضل شان هستند، صحیح اعداد
∑b

k=۰
b!
k! و a(b−۱)! چونکه

است. گنگ e که ͬ دهد م نشان تناقض این ندارد. وجود (۰,۱)
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٢٣–١٣ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه احمدی، عزیزه و حسنͬ مهدی

∑n
k=۰C(n, k) = که ͬ شود م داده نشان ،[١١] ٢ ریاضیات کتاب از ترکیبی آنالیز مبحث در ترکیبیاتͬ. اتّحاد ͷی .٢ . ٣

بلͺه ،٢ ریاضیات کتاب در تنها نه سؤال این جای اما شود. سؤال نیز
∑n

k=۰ P (n, k) مورد در که است طبیعͬ .۲n

واقع در ͬ یابیم. م را مجموع این حاصل (٣) نامساوی ͷکم با بخش این در است. خالͬ هم متوسˁطه دوره ی طول در
داریم n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر برای که ͬ دهیم م نشان نخست

n∑
k=۰

n!

k!
= ⌊en!⌋·(۵)

۰ < en! −
∑n

k=۰
n!
k! < داریم n! در (٣) رابطه ی طرفین ضرب با است. e عدد بودن گنگ اثبات مشابه کار ایده ی

یعنͬ باشد. صفر برابر باید عدد این صحیح جزء لذا و ͬ گیرد، م قرار (۰,۱) بازه ی در en!−
∑n

k=۰
n!
k! عدد پس .۱n ≤ ۱⌊

en!−
n∑

k=۰

n!

k!

⌋
= ۰.

و آورد بیرون صحیح جزء تابع داخل از آن را ͬ توان م پس ͬ باشد. م طبیعͬ عددی ،n ≥ ۱ هر برای
∑n

k=۰
n!
k! امˁا

که ͬ کنیم م توجˁه حال گرفت. نتیجه را (۵) تساوی
n∑

k=۰
P (n, k) =

n∑
k=۰

n!

(n− k)!
=

n!

n!
+

n!

(n− ۱)! + · · ·+ n!

۱! +
n!

۰!

=
n!

۰! +
n!

۱! + · · ·+ n!

n!
=

n∑
k=۰

n!

k!
= ⌊en!⌋.

ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
n∑

k=۰
P (n, k) = ⌊en!⌋.(۶)

n مجموعه ی ͷی زیرمجموعه های روی
∑n

k=۰C(n, k) = ۲n اتحاد ترکیبیاتͬ تعبیر ͬ کنیم. م مطرح را سؤالͬ اینجا در
به پاسخͬ بعد بخش موضوع باشد؟ ͬ تواند م چه (۶) تساوی ترکیبیاتͬ تعبیر که است این سؤال ͬ گیرد. م صورت عضوی

داد. خواهد سؤال این

(١۵ صفحه ی ،[١٠]) گسسته ریاضیات کتاب در کامل. گراف در متفاوت مسیرهای تعداد محاسبه ی .۴ . ٢
است: آمده زیر صورت به تمرینͬ

بیابید. را ،u ̸= v ،v رأس ͷی به u رأس ͷی از «متفاوت» مسیرهای تعداد ۲ ≤ p ≤ ۴ ،Kp کامل گراف در

در متمایز دلخواه رأس دو v و u کنید فرض ͬ کنیم. م حل ،n ≥ ۳ که Kn گراف برای کلͬ حالت در را مسأله این
ͬ تواند م ⃝ آنگاه باشد، ۲ طول به مسیری u⃝ v اگر دارد. وجود v و u بین ۱ طول به مسیر ͷی فقط باشند. Kn گراف
u⃝⃝v اگر ترتیب همین به است. عدد همین برابر ۲ طول به مسیرهای تعداد لذا شود. انتخاب طریق P (n−۲,۱) به
مسیرهای تعداد روند این ادامه ی با است. P (n−۲,۲) برابر ۳ طول به مسیرهای تعداد آنگاه باشد ۳ طول به مسیر ͷی
با است برابر v و u رأس دو بین متفاوت مسیرهای تعداد شد گفته آنچه بنابر است. تا P (n−۲, n−۲) ،n−۱ طول به

۱+ P (n− ۲,۱) + P (n− ۲,۲) + · · ·+ P (n− ۲, n− ۲) =
n−۲∑
k=۰

P (n− ۲, k).
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داریم ،(۶) رابطه ی ͷکم به حال
n−۲∑
k=۰

P (n− ۲, k) = ⌊e(n− ۲)!⌋ .

این .⌊e(n− ۲)!⌋ با است برابر n ≥ ۳ شرط با Kn گراف در متمایز دلخواه رأس دو بین متمایز مسیرهای تعداد نتیجه در
نمود٢١ استدلال نیز را زیر موارد ͬ توان م بالا مشابه روشͬ با ͬ باشد. م نیز (۶) رابطه ی برای ترکیبیاتͬ تعبیر ͷی راه حل،

.[٢]
با است برابر ،n > ۲ که Kn کامل گراف در متمایز دلخواه رأس دو بین متفاوت مسیرهای طول های مجموع .١

.۱+ (n− ۲) ⌊e(n− ۲)!⌋
طول های مجموع و ⌊e(n− ۱)!⌋ − n با است برابر ،n > ۲،Kn کامل گراف در رأس هر از موجود دورهای تعداد .٢

.⌊en!⌋ − ⌊e(n− ۱)!⌋ − ۲n+ ۱ با است برابر آنها

همساز و هندسͬ حسابی، میانگین های بین نامساوی های .٣

،G هندسͬ، میانگین ،A حسابی، میانگین اعداد، این برای باشند. مثبت حقیق̞ͬ اعداد a۱, a۲, . . . , an کنید فرض
ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به ،H همساز، میانگین و

A =
a۱ + a۲ + · · ·+ an

n
,

G = n
√
a۱ · · · an,

H =
n

۱
a۱

+ · · ·+ ۱
an

.

که ͬ کند م بیان همساز و هندسͬ حسابی، میانگین های نامساوی

A ≥ G ≥ H,(٧)

این از اثبات هایی داریم قصد بخش این در باشند. برابر هم با aiها تمام که ͬ دهد م روی زمانͬ فقط تساوی آن در که
بخش در که دارد وجود نامساوی این برای مقدماتͬ اثباتͬ هستند. بیان قابل متوسˁطه سطح در که دهیم ارائه را نامساوی
از ͬͺی دارد. وجود نیز است شده استفاده ex تابع و e عدد خواص از آنها در که دیͽری اثبات های آورده ایم. بعدی
دیͽر اثباتͬ مقاله، موضوع فراخور به بعد بخش در است. شده ارائه پولیا٢٢ جورج توسط اثبات ها قبیل این معروفترین
ارائه همساز و هندسͬ حسابی، میانگین های بین نامساوی های از ،[٧] است ex تابع ابتدایی خواص مبنای بر همچنان که

ͬ کنیم. م

تعداد محاسبه ی در عدد این ظهور معروف، و شده شناخته موارد از ͬͺی واقع در ͬ آید. م بͺار شمارش در نپر عدد که نیستند مواردی تنها این ها که شویم متذک͓ر است لازم اینجا ٢١در

ͬ کند نم تصویر خودش به را عضو هیچ که عضوی n مجموعه ای روی جایͽشت هایی تعداد از است عبارت و ͬ شود، م داده نشان d(n) نماد با که است، عضوی n مجموعه ͷی پریش های
داریم n ≥ ۲ برای که [٣] ͬ شود م ثابت ندارد). ثابت نقطه ی اصطلاحاً (و

d(n) =
⌊
(e + e

−۱
)n!
⌋
− ⌊en!⌋ .

است برقرار نیز زیر رابطه ی n ≥ ۱ برای که ͬ شود م ثابت همچنین

d(n) =

⌊
n! + ۱

e

⌋
.

22George Polya (1887-1985)
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تابع اثبات، کلید نپر. عدد ˁخواص اساس بر اثباتͬ .٣ . ١

f(x) = x
۱
x

ͬ شود م نتیجه رابطه این طرفین از مشتق گیری با بنابراین، .ln f(x) = ۱
x lnx داریم است.

f ′(x)

f(x)
= − ۱

x۲
lnx+

۱
x۲

=
۱
x۲

(۱− lnx).

f(x) > ۰ کنید دقت ) ͬ باشد م f ′(x) > ۰ ،۰ < x < e برای .x = e معادلا˟ یا ،lnx = ۱ داریم f ′(x) = ۰ اگر پس
که آنجا از ͬ باشد. م f(x) تابع نسبی ماکزیمم نقطه ی x = e لذا .f ′(x) < ۰ داریم ،x > e برای همچنین است).

lim
x→۰+

f(x) = ۰, lim
x→+∞

f(x) = ۱,

نیز f(x) تابع مطلق ماکزیمم عمل در x = e لذا است، مشتق پذیر و پیوسته (۰,∞) بازه ی سراسر در f(x) که این و
هر برای زیر نامساوی نتیجه در .x ۱

x ≤ e
۱
e معادل طور به .f(x) ≤ f(e) داریم x > ۰ هر ازای به بنابراین ͬ باشد. م

ͬ شود٢٣. م نتیجه x > ۰

xe ≤ ex.(٨)

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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1.4

y = ۱ و x = e خطوط همراه به f(x) = x
۱
x تابع نمودار :٣ شͺل

ضرب با .
(
aie
G

)e ≤ e
aie

G داشت خواهیم i = ۱,۲, . . . , n برای لذا .x = xi =
aie
G ͬ دهیم م قرار (٨) نامساوی در

ͬ شود م نتیجه نامساوی ها )این
a۱ · · · anen

Gn

)e

≤ e
e
G
(a۱+···+an).

ͬ گیریم: م نتیجه را هندسͬ و حسابی میانگین های نامساوی از زیر تظریف نامساوی این از است. برقرار e−۲(x− e)۲ +xe ≤ ex نامساوی x > ۰ هر برای که [۴] کرد ثابت ͬ توان ٢٣م

A ≥ G +
G

ne
log

(
۱ +

۱
ene

n∏
i=۱

(
ai

G
− ۱

)۲
)

≥ G.
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ene ≤ ene
A
G صورت به ͬ توان م را اخیر نامساوی ،a۱ + · · · + an = nA و a۱ · · · an = Gn که این به توجˁه با حال

.A ≥ G یعنͬ .AG ≥ ۱ لذا است صعودی و پیوسته ex تابع چون اما نوشت.
داریم ،ai هر جای به A ≥ G نامساوی در ۱

ai
جایͽذاری با این کار برای .H ≤ G ͬ دهیم م نشان نهایت در

۱
n

( ۱
a۱

+ · · ·+ ۱
an

)
≥

( ۱
a۱

· · · ۱
an

) ۱
n

·

پس
n

۱
a۱

+ · · ·+ ۱
an

≤
( ۱
a۱

· · · ۱
an

)− ۱
n

,

ͬ کند. م کامل را (٧) نامساوی اثبات موضوع این .H ≤ G معادل طور به یا

ͬ کنیم. م ارائه هندسͬ و حسابی میانگین های بین نامساوی از مقدّماتͬ اثباتͬ بخش این در مقدّماتͬ. اثبات .٣ . ٢
و ۰ < a ≤ b کنید فرض است. زیر مفید٢۴ و جالب نامساوی استدلال اساس است. شده اقتباس [۶] از اثبات این

اگر تنها و اگر است a ≤ x ≤ b صورت این در باشد. x > ۰

(٩) a+ b ≥ x+
ab

x
.

رابطه ی به x بر طرفین تقسیم با و x۲ − (a+ b)x+ ab = (x− a)(x− b) ≤ ۰ با است معادل a ≤ x ≤ b واقع در
آنگاه a ̸= b اگر و ͬ شوند، م تساوی به تبدیل بالا نامساوی های آنگاه a = b اگر که ͬ کنیم م توجˁه همچنین ͬ رسیم. م (٩)

بود. خواهند اکید بالا نامساوی های
ͬ کنیم. م ثابت n روی استقرا با را هندسͬ و حسابی میانگین های بین نامساوی های پیشین بخش فرضیات با حال
برای حͺم که ͬ کنیم م فرض .x =

√
a۱a۲ و b = a۲ ،a = a۱ دهیم قرار (٩) رابطه ی در است کافͬ n = ۲ برای

برقرار وضوح به حͺم و A = G آنگاه a۱ = · · · = an اگر مثبت، متغیˁر n حالت در است. برقرار نیز مثبت متغیˁر n−۱
ͬ کنیم م فرض استدلال کلیˁت از کاستن بدون نباشند، برابر هم با ͬͽهم متغیˁرها اگر است.

a۱ = min{a۱, . . . , an}, an = max{a۱, . . . , an}

و نامساوی این گرفتن درنظر با .a۱ < G < an لذا و ،an۱ < a۱ . . . an < ann داریم صورت این در باشد. a۱ < an و
ͬ گیریم م نتیجه (٩) رابطه ی از استفاده با

a۱ + an > G+
a۱an
G

.

ͬ گیریم م نتیجه ،a۱ + · · ·+ an = nA که این به توجˁه با و اخیر نامساوی طرفین به a۲ + · · ·+ an−۱ افزودن با

nA > G+
a۱an
G

+ a۲ + · · ·+ an−۱.

برقرار مثبت متغیˁر n−۱ برای هندسͬ و حسابی میانگین های بین نامساوی های استقرا فرض به بنا که ͬ کنیم م دقّت حال
داریم بنابراین ͬ کنیم. م استفاده a۱an

G , a۲, . . . , an−۱ اعداد روی را فرض این است.
a۱an
G + a۲ + · · ·+ an−۱

n− ۱ ≥
(a۱an

G
a۲ . . . an−۱

) ۱
n−۱

=

(
Gn

G

) ۱
n−۱

= G.

ͬ شود م نتیجه (٩) رابطه ی در (m,n ∈ N) x =
m+n√

ambn دادنِ قرار با که است شده اشاره که این جمله از است، آمده (٩) نامساوی کارایی با رابطه در توضیحاتͬ [١] ٢۴در

a + b ≥ m+n√
ambn +

m+n√
anbm.
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ͬ گیریم م نتیجه اخیر نامساوی های تلفیق با

nA > G+
a۱an
G

+ a۲ + · · ·+ an−۱ ≥ G+ (n− ۱)G = nG,

است. شده بحث بالا در قبلا́ تساوی حالت که ͬ کنیم م توجˁه ͬ آید. م دست به حͺم لذا و

قدردانͬ و تشͺر

از مقدّماتͬ اثبات بخش افزودن پیشنهاد مختلف جزئیˁات بررسͬ و مقاله دقیق مطالعه بر علاوه مقاله محترم داور
مقاله ارائه ارتقای باعث توصیه این که کردند، ارائه را مربوط منابع و هندسͬ، و حسابی میانگین های بین نامساوی های
مطالعه بسیار دقّت با را مقاله این متن که امام یاری دکتر خانم از همچنین ͬ کنیم. م تقدیر ایشان از بدین وسیله لذا گردید.
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.١٣٨۶ سیزدهم چاپ درسͬ، کتابهای تألیف و برنامه ریزی دفتر ،٢ و ١ انتگرال و دیفرانسیل حساب [٩]

.١٣٩٠ هفدهم چاپ درسͬ، کتابهای تألیف و برنامه ریزی دفتر گسسته، ریاضیات [١٠]
.١٣٨٩ دوم چاپ درسͬ، کتابهای تألیف و برنامه ریزی دفتر ،٢ ریاضیات [١١]

.١٢-١٠ (١٣٨٩) ٣ شماره ی نوزدهم دوره ی متوسطه، برهان رشد ،e عدد ͬ پور، یاس غ. [١٢]

حسنͬ مهدی
۴۵٣٨٧٩١-٣٧١ کدپستͬ ریاضͬ، گروه علوم، دانشͺده زنجان، دانشͽاه دانشͽاه، بلوار زنجان،

mehdi.hassani@znu.ac.ir

مهرداد پروفسور مشترک راهنمایی به خود دکترای رسالۀ از وی است. زنجان شهر در ١٣۵٨ ماه مرداد متولّد حسنͬ مهدی
همان از و کرد دفاع اعداد نظریه ی گرایش در ١٣٨٩ سال در فرانسه از دیزوئیه ژان‐مارک پروفسور و ایران از شهشهانͬ
و تحلیلͬ مقدّماتͬ، نظریه شامل وی پژوهشͬ حوزه های آمد. در زنجان دانشͽاه ریاضͬ گروه علمͬ هیأت عضویت به سال

است. فوق موارد در خاص توابع کاربرد و تحلیلͬ شمارش اعداد، احتمالاتͬ

احمدی عزیزه
۴۵١٣٨-۶٩٩٩۶ کدپستͬ زنجان، استان پرورش و آموزش کل اداره کریم، دارالقرآن میدان زنجان،

ahmadi.azizeh@yahoo.com
را ارشد كارشناسͬ مقطع ١٣٩٠ سال در و بوده ریاضͬ دبیر وی است. زنجان شهر در ١٣۶٠ ماه آذر متولّد احمدی عزیزه
تاکنون و ͬ باشد م ریاضͬ آموزش وی پژوهشͬ علاقه  رساند. اتمام به موفقیˁت با زنجان دانشͽاه محض رياضͬ رشته ی در
به ورود ابتدای از دانش آموزان «چرا متوسطه»، اول ریاضͬ درسͬ کتاب برای «پیشنهادهایی عناوین با آموزشͬ مقالاتͬ
ریاضͬ آموزش رشد فصلنامه ی در وی از جادویی» منحنͬ توسط کلام بدون «اثبات های و ͬ کنند» نم رشته انتخاب دبیرستان

است. رسیده چاپ به
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