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A NEURAL NETWORK-BASED ALGORITHM FOR PRICING EUROPEAN

BARRIER OPTIONS

AFSHIN BABAEI ∗ AND MARYAM REZAEI MIRARKOLAEI

Abstract. In recent decades, researchers in various disciplines have made many efforts to find an ap-

propriate approach to predict the financial market. Since it is very difficult to fully predict the financial

markets, machine learning methods can help to improve this prediction. The neural network method is

one of these machine learning methods that works better in modeling economic behaviors. In this study,

the neural network algorithm based on an improved extreme learning machine with Legendre polynomial

bases is used to determine the price of the double-barrier option. The Kronecker product of two Legendre

polynomials is chosen as the basis functions of the hidden neurons. The model we consider to evaluate the

double barrier option is a generalization of the Cox model, which represents the inverse relationship between

the price of the underlying asset and its volatility. In this model, the parameters of the problem are chosen

as time-dependent functions. First, we implement the neural network method on the proposed model and

then show the correctness of the method by presenting several numerical results.

1. Introduction

The huge profits generated by stock options trading over the past decade have made this financial

instrument extremely popular in the securities markets, attracting many investors and speculators. An

option is a right, not an obligation, to exercise a specific underlying asset at an agreed strike price on or

before the expiration date. Option holders have the right to exercise their option or not, depending on

market conditions. However, if option holders fail to manage this right properly, their investment portfolio
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may be severely jeopardized. In financial markets, options are used by investors to control investment

risks.

In financial markets, there are various types of options, including: European, American, Asian, barrier,

lookback, etc. In this study, among the above types of options, we intend to focus on the barrier option.

The option pricing model plays an important role in modern financial theories, as it has been used in

cost budgets [6, 13, 41], asset valuations [40], resource allocation [20], etc. The study of option pricing and

its modeling problem is of great importance. The first mathematical studies of financial markets date back

to 1900 [48]. In 1973, the classic Black-Scholes model was proposed by Fisher Black and Myron Scholes

and became the benchmark for fair market option pricing. Over the decades, the Black-Scholes model has

been widely accepted because it can effectively model the options pricing and provides a mechanism for

extracting implied volatility. It is also used in the price of commodity futures and investment portfolios.

In an ideal market, a European option price can be obtained by solving the partial differential equation

(classical Black-Scholes model)

(1.1)
∂V (S, t)

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V (S, t)

∂S2
+ rS

∂V (S, t)

∂S
− rV (S, t) = 0, (S, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ),

under the final and boundary conditions

Call option :

 V (S, T ) = max(S −K, 0), 0 < S < +∞,

V (0, t) = 0, limS→+∞ V (S, t) = S −Ke−r(T−t), 0 < t < T,

Put option :

 V (S, T ) = max(K − S, 0), 0 < S < +∞,

V (0, t) = Ke−r(T−t), limS→+∞ V (S, t) = 0, 0 < t < T,

where S is underlying asset price, σ is annual volatility of asset price, r is risk-free interest rate, K is

striking price, T is expiration date, and t is the elapsed time of the option’s life. In the above equation,

the price of the underlying asset S follows the geometric Brownian motion and satisfies in the following

stochastic differential equation

dSt = µStdt+ σStdW,

where µStdt is drift, µ is mean growth rate, σStdW is diffusion, and W is a geometric Brownian motion

process in probability space.

For decades, the classical Black-Scholes model has been used to price options, commodity futures, and

investments. However, this model has some shortcomings, including:

• No dividends are allocated to stocks.

• The model parameters are assumed to be fixed.

• Transactions are free of any fees or taxes.

• They are performed continuously.
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• This model does not show the inverse relationship between the price of the underlying asset and

its volatility that is observed in market reality.

To overcome the shortcomings of the classical Black-Scholes model, extended models such as Cox models

have been introduced [15]. Models developed from the classic Black-Scholes model do not have a closed-

form solution due to their high computational complexity. Therefore, numerical methods are better

alternatives for solving such mathematical models. Approach for option pricing are classified into two

categories of parametric and nonparametric methods.

Parametric models are usually described by a smaller number of parameters, which can simplify the

analysis. However, nonparametric methods may require more calculations or be more difficult to interpret

the results due to the internal layers that are created. On the other hand, we know that financial markets

behave nonlinearly, and this nonlinear learning capability allows nonparametric methods to model these

behaviors well. While parametric methods usually depend on linear assumptions. Therefore, nonparamet-

ric methods are often preferred in financial problems due to their very high learning capabilities, flexibility,

and adaptability to complex and large data.

In recent years, many researchers have turned to nonparametric methods such as neural networks and

support vector regression (SVR) methods for option pricing [7, 23, 21, 31, 51]. Neural network methods

are a subset of machine learning algorithms because they allow systems to learn from data and improve

without being explicitly programmed.

In the following, our goal is to apply the aforementioned Legendre neural network method to price the

European double barrier knock-out option under the Cox model, which is known as the constant elasticity

of variance (CEV) model. Cox introduced this model to show the inverse relationship between the price

of the underlying asset and its volatility. If in the model (1.1), we consider the volatility as σ(S) = δSβ,

we obtain the following equation [14]:

(1.2)
∂V (S, t)

∂t
+

1

2
δ2S2β+2∂

2V (S, t)

∂S2
+ rS

∂V (S, t)

∂S
− rV (S, t) = 0, Bl < S < Bu, 0 < t < T,

where σ(S) is the local volatility function, β is the elasticity of volatility, δ is the scale parameter of the

initial instantaneous volatility at time t = 0, and σ0 = σ(S0) = δSβ
0 . If β is set to zero in the differential

equation (1.2), then the Cox model will be the classic Black-Scholes model. Since in this paper we seek to

consider a more efficient model that is closer to the real market model, we adopt a generalization of the

Cox model. In this model, the dividend yield, which we denote by q, is attributed to the underlying asset

and the parameters of interest rate and dividend yield are functions of time [44]:

(1.3)
∂V (S, t)

∂t
+

1

2
δ2S2β+2∂

2V (S, t)

∂S2
+ (r(t)− q(t))S

∂V (S, t)

∂S
− r(t)V (S, t) = 0,
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with the final and boundary conditions:

(1.4) Call option :

 V (S, T ) = max(S −K, 0), Bl < S < Bu,

V (Bl, t) = Ψ(t), V (Bu, t) = Φ(t), 0 < t < T,

(1.5) Put option :

 V (S, T ) = max(K − S, 0), Bl < S < Bu,

V (Bl, t) = Ψ(t), V (Bu, t) = Φ(t), 0 < t < T,

where Bl and Bu are the lower and upper bound barriers, respectively. The functions Ψ(t) and Φ(t) are the

discounts paid when the price of the underlying asset hits the respective barrier levels. This generalized

Black-Scholes equation will be used to price the barrier option.

2. Main Results

Theorem 1. Suppose the vector P (S) is defined as P (S) = [P0(S), P1(S), · · · , PN+1(S)]
T where Pn(S),

n = 0, 1, · · · , N + 1, is the nth shifted Legendre polynomial in the interval [0, 1] and the vector P
′
(S)

is defined as P
′
(S) = [P

′
0(S), P

′
1(S), · · · , P

′
N+1(S)]

T where P
′
n(S), n = 0, 1, · · · , N + 1 is the first-order

derivative of the shifted Legendre polynomial Pn(S). Also, using the properties of the derivative of the

shifted Legendre polynomial, we have:

P
′
n+1(S) = P

′
n−1(S) + 2(2n+ 1)Pn(S).

Therefore, with the help of the above recursion relation, we will have the matrix form P
′
(S) = MP (S)

where the matrix M is defined as follows:

M =



0 0 0 0 0 · · · 0 0

2 0 0 0 0 · · · 0 0

0 6 0 0 0 · · · 0 0

2 0 10 0 0 · · · 0 0

0 6 0 14 0 · · · 0 0

2 0 10 0 18 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 6 0 14 0 · · · 2(2N + 1) 0

2 0 10 0 18 · · · 0 0


(N+2)×(N+2)

.

From the Kronecker product of two Legendre polynomials P (S) = [P0(S), P1(S), · · · , PN+1(S)]
T and

P (t) = [P0(t), P1(t), · · · , PN+1(t)]
T , we get:

ζ(S, t) = P (S)⊗ P (t) =[P0(S)P0(t), P0(S)P1(t), · · · , P0(S)PN+1(t)

P1(S)P0(t), P1(S)P1(t), · · · , P1(S)PN+1(t), · · · ,

PN+1(S)P0(t), PN+1(S)P1(t), · · · , PN+1(S)PN+1(t)]
T .
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ζ(S, t) is the basis function of the hidden neural networks.

Now, the theory of the European double barrier knock-out option pricing is described using the neural

network method. Note that the valuation process of the double-barrier put option is the same as the

double-barrier call option.

Theorem 2. Consider the continuous function of two variables V (S, t) : [Bl, Bu]×[0, T ] → R. For N ∈ N,
constant values γij, i, j = 0, 1, · · · , N + 1, and the shifted Legendre polynomials

P0(S), P1(S), · · · , PN+1(S) and P0(t), P1(t), · · · , PN+1(t), exist such that the shifted Legendre neural net-

work with (N + 1)2 neuron will be as follows:

Ṽ (S, t) =
N+1∑
i=0

N+1∑
j=0

γijPi(S)Pj(t) = ζT (S, t)Γ,(2.1)

where

Γ = [γ00, γ01, · · · , γ0,N+1, γ10, γ11, · · · , γ1,N+1, · · · , γN+1,0, γN+1,1, · · · , γN+1,N+1]
T ,

and Ṽ (S, t) is the approximate solution of the equation (1.3). Then, the following relation holds

∥V (S, t)− Ṽ (S, t)∥2 =
∫∫

D

[
V (S, t)− Ṽ (S, t)

]2
dSdt

=

∫∫
D

V (S, t)−
N+1∑
i=0

N+1∑
j=0

γijPi(S)Pj(t)

2

dSdt < ε,

where ε is a very small number.

According to the relation (2.1), the derivatives of the double-barrier option price function can be ap-

proximated as follows:

∂V (S, t)

∂S
≃ ζT (S, t)(MT ⊗ I)Γ,(2.2)

∂2V (S, t)

∂S2
≃ ζT (S, t)((MT )2 ⊗ I)Γ,(2.3)

∂V (S, t)

∂t
≃ ζT (S, t)(I ⊗MT )Γ.(2.4)

Suppose ∆S = Bu−Bl
m and ∆t = T

m , are uniform spatial and temporal step lengths, respectively, and

Si = Bl + i∆S, i = 0, 1, · · · ,m, and tj = j∆t, j = 0, 1, · · · ,m, are equidistant collocation points,

respectively, on the intervals [Bl, Bu] and [0, T ]. By rewriting the problem (1.3)-(1.4) based on the relations

(2.1)-(2.4), and substituting the assumed collocation points, the following system of linear equations is
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obtained:

(2.5)



ζT (Si, tj)
[
(I ⊗MT ) + 1

2δ
2S2β+2

i ((MT )2 ⊗ I)

+(r(tj)− q(tj))Si(M
T ⊗ I)− r(tj)(I ⊗ I)

]
Γ = 0,

ζT (Si, T )Γ = max(Si −K, 0),

ζT (Bl, tj)Γ = Ψ(tj),

ζT (Bu, tj)Γ = Φ(tj).

The system of equations (2.5) can be written in the following matrix form:

(2.6) AΓ = F,

where

A =


ζT (Si, tj)

[
(I ⊗MT ) + 1

2δ
2S2β+2

i ((MT )2 ⊗ I) + (r(tj)− q(tj))Si(M
T ⊗ I)− r(tj)(I ⊗ I)

]
ζT (Si, T )

ζT (Bl, tj)

ζT (Bu, tj)

 ,

and

F =


0

max(Si −K, 0)

Ψ(tj)

Φ(tj)

 .

By solving the system of linear equations (2.6), the unknown coefficients of the Legendre neural network

are obtained in such a way that ∥V (S, t) − Ṽ (S, t)∥2 is minimized. For each internal layer in the system

(2.6), to optimize the weight of the hidden layer, the learning machine method Γ uses the least squares

approach instead of the process of successive iterations, such that the norm 2 minimizes the output error,

that is, the optimal solution of the (2.6) is as Γ∗ = argminΓ ∥AΓ− F∥2.
According to the condition of the matrix A, solving the system (2.6) leads to the following three cases:

(1) If A is a square matrix and invertible, then Γ = A−1F .

(2) If A is rectangular, then Γ∗ = AT (λI +AAT )−1F and Γ∗ is the least squares solution of AΓ = F ,

i.e. Γ∗ = argminΓ ∥AΓ − F∥2. λ is a regularization factor that can be adjusted subject to an

specific sample.

(3) If A is a singular matrix, then Γ∗ = AT (λI +AAT )−1F .

In this way, the unknown weights of the Legendre neural network are obtained.

Now, we examine the theoretical results presented in the previous section. The values of N and m are

considered to be 25 and 100, respectively. The numerical results are extracted from a system with specifi-

cations 6500 CPU @ 3.20GHz 3.19GHz-Intel Core(TM) i5 and using the software MATLAB R2015a. The

28 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142958.1698

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142958.1698


A. Babaei and M. Rezaei Mirarkolaei, Journal of Mathematics and Society/ 10 no. 3 (2025) 23-52

double-barrier option pricing problem is solved using the neural network algorithm and considering the

following three different cases for the interest rate and dividend parameters [47]:

1) r(t) = 0.075 + 0.05t, q(t) = 0.05,

2) r(t) = 0.1 + 0.05e−t, q(t) = 0.03 + 0.001e0.01t,

3) r(t) = 0.1 + 0.0005t, q(t) = 0.02.

The expiration date to solve the problem is considered to be in years. The periods selected for solving

double barrier option pricing problem are 3 months, 4 months, 6 months, and 1 year. The strike price is

0.5 and the underlying asset price is chosen from the interval [0, 1]. The volatility elasticity in the relation

σ(S) = δSβ takes negative values, because as the underlying asset price increases, σ(S) must remain

bounded.

Figure 1 shows the double barrier call options price for three different cases of r and q based on the

remaining life of the option until the expiration date with a maturity period of 1 year. As can be seen

in the figure, at high prices, the longer the remaining life of the option until expiration, the higher the

option price. But at low prices, the shorter the remaining life of the option until expiration, the higher

the option price.

Figure 2 shows the value of barrier options for r(t) = 0.075 + 0.05t and q(t) = 0.05 based on different

values of β with 6-month maturity date. Figure 3 shows the value of barrier options for r(t) = 0.1+0.05e−t

and q(t) = 0.03 + 0.001e0.01t based on different values of βs with 3-month maturity date.

3. Conclusions

In this study, using the Legendre neural network method based on an improved extreme learning machine

algorithm, the evaluation of double-barrier options under the generalized constant elasticity variance model

has been investigated. The neural network method is used in the valuation of options to increase the

speed of decision-making and improve market forecasts. By learning from historical data, neural networks

can predict market movements. Also, neural networks, with the ability to analyze large amounts of

historical data in a short time, can identify patterns, complex relationships in the data, and optimal

hedging strategies that human traders may overlook. In addition, neural networks enable traders to

effectively protect their portfolios against adverse market conditions. In this paper, the risk-free interest

rate and dividend parameters of the valuation model are considered to be time-dependent to bring the

proposed model closer to the actual market model. The Kronecker product of Legendre polynomials is

considered as the basis function of the proposed method. The algorithm procedure is fully described

and, while theoretically examining the method, its performance is examined by providing appropriate

numerical simulations. The obtained numerical results show the accuracy of the proposed method. Due

to the effectiveness of the method investigated, this method can be used for valuation of different types of

options and also for calculation of implied volatility.
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Figure 1. Barrier option price for three different cases of r and q based on the remaining life of the option.
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Figure 3. Barrier option price for the second case of r and q based on different values of β.
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Figure 4. Barrier option price for the third case of r and q based on different values of β.
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جامعه و ریاضی

۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۵۲ −۲۳ صص. ،(۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد

اصفهان دانشگاه ۱۴۰۴ © http://www.ui.ac.ir

اروپایی مانع اختیارهای قیمت گذاری برای عصبی شبکه بر مبتنی الگوریتمی

 

 

میرارکلایی رضایی مریم و ∗
 

 

بابائی افشین

بازارهای پیش بینی جهت مناسب رویکردهایی یافتن برای زیادی تلاش های مختلف رشته های در محققان اخیر، دهه های در چکیده.
به می توانند ماشین، یادگیری روش های است، دشوار بسیار مالی بازارهای کامل پیش بینی اینکه به توجه با داده اند. انجام مالی
رفتارهای مدل سازی در که است ماشین یادگیری روش های این از یکی عصبی شبکه روش کنند. کمک پیش بینی ها این بهبود
یافته بهبود حداکثری یادگیری ماشین روش بر مبتنی عصبی شبکه الگوریتم از مطالعه، این در است. کرده عمل خوب اقتصادی
لژاندر چندجمله ای دو کرونکر حاصل ضرب است. شده استفاده دوگانه مانع اختیار قیمت تعیین برای لژاندر، چندجمله ای پایه با
مدل تعمیم شده، گرفته نظر در دوگانه مانع اختیار ارزش گذاری برای که مدلی می شود. انتخاب پنهان شبکه های پایه توابع به عنوان
به صورت مسأله پارامترهای مدل، این در است. آن نوسانات و پایه دارایی قیمت بین معکوس رابطه نشان دهنده که است کاکس
نتایج برخی ارائه با سپس و پیاده سازی پیشنهادی مدل روی بر را عصبی شبکه روش ابتدا می شوند. انتخاب زمان به وابسته توابع

می گیرد. قرار بررسی مورد روش صحت عددی

مقدمه .۱

بازارهای در مالی ابزار این چشمگیر محبوبیت باعث گذشته، دهه در سهام معامله اختیار معاملات از حاصل هنگفت سود
است الزام یک نه و حق یک معامله اختیار است. کرده جذب خود به را زیادی ۱ سفته بازان و سرمایه گذاران و شده بهادار اوراق
دارندگان می شود. اجرا آن از قبل یا سررسید تاریخ زمان در شده، توافق ۳ اجرای قیمت با مشخص ۲ پایه دارایی یک روی که
اختیار دارندگان اگر وجود، این با نه. یا کنند اجرا را خود اختیار که دارند را حق این بازار وضعیت به بسته معامله، اختیار
بازارهای در بیفتد. خطر به شدت به سرمایه گذاریشان ۴ سبد است ممکن کنند، مدیریت درستی به را حق این نتوانند معامله
قیمت دقیق محاسبه می شوند. استفاده سرمایه گذاری ریسک های کنترل برای سرمایه گذاران توسط معامله اختیارهای مالی،
مؤثرتری شیوه به را عاقلانه تری تصمیمات تا می کند کمک سرمایه گذار به آن آتی قیمت پیش بینی یا معامله اختیار یک فعلی

کند. اتخاذ
کاربرد اصلی ترین اما دارد، آن کمتر نقدینگی دلیل به قرارداد فروشندگان برای ویژه به بالایی ریسک معامله، اختیار چه اگر
داد مالی، بازار در متنوعی معامله های اختیار سرمایه گذاران، ریسک پذیری میزان به توجه با که است سرمایه گذاری مدیریت آن
اختیار دو این به که می شوند تقسیم آمریکایی و اروپایی دسته دو به معامله ها اختیار اجرا، تاریخ به توجه با می شوند. ستد و

معامله. اختیار قیمت گذاری مانع، اختیار لژاندر، چندجمله ای  عصبی، شبکه  کليدی: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع

نوبختیان صغری رابط: دبیرتخصصی
مسئول ∗نویسنده

۱۴۰۴/۰۴/۱۸ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۴/۰۱/۲۴ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۳/۰۷/۱۳ دریافت: تاریخ
.۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ۱۰ جامعه، و ریاضی نشریه اروپایی، مانع اختیارهای قیمت گذاری برای عصبی شبکه بر مبتنی الگوریتمی میرارکلایی، رضایی م. و بابائی ا. مقاله: به ارجاع
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۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه میرارکلایی، رضایی مریم و بابائی افشین

می تواند تنها اروپایی معامله اختیار دارنده که است این در اختیار دو این بین تفاوت می شود. گفته ۵ وانیلی اختیارهای معامله ،
معامله اختیار دارنده اما کند. استفاده قرارداد ۶ انقضا تاریخ در قرارداد، موضوع دارایی فروش یا خرید بر مبنی خود، حق از

کند. استفاده خود حق از قرارداد، انقضای تاریخ تا زمانی هر در می تواند آمریکایی
انـقـضا، تاریـخ نظر از و می گویند ۷ نامـتـعارف اخـتـیارهای آن ها به که دارد وجود مـعامله اخـتـیارهای از دیـگری نوع
،۱۱ مانـع ،۱۰ آسیایی اخـتـیارهای هـسـتند. مـتـفاوت وانـیـلی اخـتـیارهای با ... و ۹ انتظار مورد بازده ،۸ توافـقی قیمت
که داریم قصد پژوهش این در هستند. نامتعارف اختیارهای مهمترین از نمونه هایی ۱۴ گذشته نگر و ۱۳ انتخابگر ،۱۲ بایـنـری

کنیم. تمرکز مانع اختیار روی بر فوق، اختیارات انواع بین از
ارزش کرده اند. جلب خود به را زیادی علاقه مندان اختیارها، سایر به نسبت آن بودن ارزان تر دلیل به مانع اختیارهای
آن ها دلیل این به دارد. بستگی اختیار، قرارداد عمر طول در پایه، دارایی قیمت حرکت مسیر به معامله اختیار از نوع این
سهام، شاخص های بهره، نرخ سهام، روی بر ۱۵ فرابورس بازار در اختیارها این می نامند. نیز مسیر به وابسته اختیارهای را
زیرا می شوند، اسـتـفاده معامله گران توسط وانیلی اخـتـیارهای از بـیـشتر مانع اخــتیارهای می شوند. معامله ۱۶ ارزها و کالاها
بر می دهند. افزایش را معامله اختیار اهرمی خاصیت و است وانیلی اختیارهای از کمتر کلی به طور آن ها ۱۷ اولیه قیمت
مانع یک با اختیارهایی دارند: وجود مانع اختیار نوع دو می شوند، گرفته نظر در پایه دارایی روی که هدفی قیمت های اساس
وقتی دارد. خود پایین یا بالا در هدف قیمت یک فقط پایه دارایی یگانه، مانع اختیارهای در دوگانه. مانع با اختیارهایی و
می شوند. ارزشمند یا بی ارزش مانع، اختیارهای ارزش می رود، فراتر مانع از یا می شود نزدیک مانع به پایه دارایی قیمت که
اما شد. خواهد بی ارزش معامله اختیار قرارداد رسید، مشخص قیمت به پایه دارایی هنگامی که ،۱۸ بی ارزش اختیار در پس،
دارایی قیمت اینکه محض به و ندارد ارزشی اختیار نرسد، مشخص قیمت یک به پایه دارایی زمانی که تا ۱۹ ارزشمند اختیار در
از ترکیبی دوگانه مانع اختیارهای نمود. اجرا می توان بعد به زمان آن از را معامله اختیار قرارداد رسید، معین سطح به پایه
معتقد معامله گر یک اگر بنابراین، است. پایه دارایی فعلی قیمت از بالاتر مانع یک و زیر مانع یک با یگانه مانع اختیار دو
قیمت که کند انتخاب را بی ارزش اختیار خرید، برای است ممکن برسد، مانع سطح به است بعید پایه دارایی قیمت که باشد
عبور مانع سطح از پایه دارایی قیمت کند پیش بینی معامله گر اگر مقابل، نقطه در است. کمتر مانع بدون اختیار از اختیار اولیه
از نیز اختیار آن اولیه قیمت که نماید خریداری را مانع با ارزشمند اختیار مانع، بدون اختیار خرید جای به است بهتر می کند،
باشند، بی نهایت و صفر با برابر ترتیب به بالایی و پایینی موانع اگر دوگانه، مانع اختیارهای در است. کمتر مانع بدون اختیار
بی ارزش دوگانه مانع اختیار روی بر پژوهش این در می شوند. منتهی اروپایی اختیارهای به اروپایی دوگانه مانع اختیارهای

.[۲۵] می شود منقضی اختیار برسد، مشخصی قیمت به پایه دارایی که زمانی یعنی می کنیم، تمرکز اروپایی
۲۰ هزینه بودجه های در چنان که می کند، ایفا مدرن مالی نظریه های در مهمی نقش معامله اختیارهای ارزش گذاری مدل
ارزش گذاری مطالعه است. شده گرفته کار به غیره و [۱۸] ۲۲ منابع تخصیص ،[۳۸] ۲۱ دارایی ها ارزیابی ،[۳۹ ،۱۱ ،۴]
مالی بازارهای مورد در ریاضی مطالعه های اولین است. برخوردار زیادی اهمیت از آن مدل سازی مسأله و معامله اختیارهای
۲۴ شولز مایرون و ۲۳ بلک فیشر توسط کلاسیک بلک‑شولز مدل ،۱۹۷۳ سال در .[۴۶] برمی گردد میلادی ۱۹۰۰ سال به
بلک‑شولز مدل دهه، چندین طی در .[۳۳ ،۶] شد تبدیل منصفانه بازار اختیارهای ارزش گذاری برای عطفی نقطه به و پیشنهاد
استخراج برای مکانیزمی و کرده مدل را معامله اختیارهای قیمت مؤثر، طور به می تواند زیرا است، شده پذیرفته گسترده به طور

می شود. استفاده نیز سرمایه گذاری سبد و ۲۵ کالا آتی معاملات ارزش گذاری در مدل، این از کند. فراهم ضمنی نوسانات

5vanilla options 6expiration date 7exotic options 8strike price 9expected return 10asian 11barrier 12binary 13chooser
14lookback 15over-the-counter 16currencies 17premium 18knock-out option 19knock-in option 20cost budgets 21asset
valuations 22resource allocation 23Fisher Black 24Myron Scholes 25commodity futures
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۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه اروپایی، مانع اختیارهای قیمت گذاری برای عصبی شبکه بر مبتنی الگوریتمی

کلاسیک) بلک‑شولز (مدل جزئی دیفرانسیل معادله حل با می توان را ۲۶ اروپایی اختیار قیمت ایده آل، بازار یک در

(۱ .۱) ∂V (S, t)

∂t
+

۱
۲
σ۲S۲∂

۲V (S, t)

∂S۲ + rS
∂V (S, t)

∂S
− rV (S, t) = ۰, (S, t) ∈ (۰,+∞)× (۰, T ),

مرزی و نهایی شرایط تحت

خرید اختیار :

 V (S, T ) = max(S −K, ۰), ۰ < S < +∞,

V (۰, t) = ۰, limS→+∞ V (S, t) = S −Ke−r(T−t), ۰ < t < T,

فروش اختیار :

 V (S, T ) = max(K − S, ۰), ۰ < S < +∞,

V (۰, t) = Ke−r(T−t), limS→+∞ V (S, t) = ۰, ۰ < t < T,

توافقی، قیمت K ،۲۸ ریسک بدون بهره نرخ r ،۲۷ پایه دارایی قیمت سالانه نوسانات σ پایه، دارایی قیمت S که آورد به دست
براونی حرکت از S پایه دارایی قیمت فوق، رابطه در می باشند. اختیار عمر از شده سپری زمان مدت t و انقضا تاریخ T

می کند: صدق زیر تصادفی دیفرانسیل معادله در و تبعیت کرده ۲۹ هندسی

dSt = µStdt+ σStdW,

است. احتمال فضای در هندسی براونی حرکت فرایند W و ۳۲ انتشار σStdW ،۳۱ میانگین رشد نرخ µ ،۳۰ رانش µStdt که

پژوهش پيشينه و نظری مبانی .۲

است، پایه دارایی فعلی قیمت به توجه با منصفانه قیمت تعیین برای علمی فرآیند اختیار، یک «ارزش گذاری» اصطلاح
.[۲۶ ،۶] نباشد طرفین از ھیچ یک برای ریسک حاوی چنان که

دارایی، قیمت سالانه نوسانات توافقی، قیمت پایه، دارایی قیمت می گذارند: تأثیر معامله اختیار قیمت بر زیادی عوامل
به نسبت سرمایه گذاران نگرش انقضا، تاریخ تا باقیمانده زمان انقضا، تاریخ ،۳۳ سهام تقسیمی سود ریسک، بدون بهره نرخ
اما است، شده پذیرفته اختیارها ارزش گذاری برای گسترده به طور کلاسیک بلک‑شولز مدل اگرچه غیره. و بازار روند بازار،

جمله: از است، کاستی ها برخی دارای همچنان

نمی گیرد. تعلق سهام به تقسیمی سود •
شده اند. گرفته نظر در ثابت مدل پارامترهای •

هستند. مالیات و هزینه هیچ گونه بدون معاملات •
می شوند. انجام پیوسته به طور معاملات •

نشان می شود، مشاهده بازار واقعیت در که آن را نوسان پذیری و پایه دارایی قیمت بین معکوس رابطه مدل، این •
نمی دهد.

بلک‑شولز مدل چند ۳۴ مرتون شده اند. مطرح توسعه یافته مدل های کلاسیک، بلک‑شولز مدل کاستی های رفع برای
روش های از همکاران و ۳۶ کاکس .[۳۴] کرد پیشنهاد نیست، پیوسته ۳۵ سهام بازده که فرض این اساس بر را اصلاح شده

.[۱۳] نمی شود پرداخته سودی سهام، به آنها در که کرده اند استفاده ۳۸ خرید اختیارهای قیمت برآورد برای ۳۷ آربیتراژ

26european option price 27annual volatility of asset price 28risk-free interest rate 29geometric brownian motion 30drift
31mean growth rate 32diffusion 33stock dividend 34Merton 35stock return 36Cox 37Arbitrage 38call options
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۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه میرارکلایی، رضایی مریم و بابائی افشین

پرش اندازه دارای ۴۱ اختلال این حالت، در که گرفت نظر در معامله اختیار ارزش گذاری برای را ۴۰ لوی فرآیندهای ۳۹ چان
۴۴ غیرافزایشی خطی معاملات هزینه های با معامله اختیار ارزش گذاری مدل همکاران و ۴۳ آمستر .[۹] است ۴۲ تصادفی
انـقـضا تاریخ اجرای اسـتراتژی تـغـییر با .[۲] آوردند به دست ۴۵ پایین و بالا جواب روش با را تـقریبی جواب و بررسی را
آسیایی اختیارهای ،[۳۵] آمریکایی اختیارهای بلک‑شولز)، معادله نهایی و مرزی شرایط اصلاح (یعنی معامله ۴۶ عایدی و

گرفته اند. قرار مطالعه مورد اختیارها دیگر و [۱۴] گذشته نگر اختیارهای ،[۴۲] مانع اختیارهای ،[۴۷ ،۱۶]
بنابراین، نیستند. جواب بسته فرم دارای بالا، محاسباتی پیچیدگی به دلیل کلاسیک بلک‑شولز مدل از توسعه یافته مدل های
اختیارهای ارزش گذاری برای رویکردها هستند. ریاضی مدل های چنین حل برای بهتری جایگزین های عددی روش های بیشتر
گفته تکنیک هایی به پارامتریک روش های می شوند. طبقه بندی ۴۷ ناپارامتریک و پارامتریک روش های دسته دو به معامله
دیگر، به عبارت می شود. توصیف پارامتر تعدادی وسیله به توزیع این و می کنند پیروی خاص توزیع یک از داده ها که می شوند
ناپارامتریک روش های اما غیره. و نمایی توزیع نرمال، توزیع مانند دارند، توزیع شکل کردن فرض یا دانستن به نیاز روش ها این
از مختلفی انواع برای بتوانند می شود باعث این و ندارند داده ها توزیع درباره فرضی هیچ گونه که می شوند گفته تکنیک هایی به
می کنند. استفاده تعداد و ترتیب مانند داده ها ویژگی های از خاص، توزیع جای به روش ها این گیرند. قرار استفاده مورد داده ها
اما کند. ساده تر را تحلیل و تجزیه می تواند این که می شوند توصیف پارامترها از کمتری تعداد با پارامتریک مدل های معمولا
تفسیر یا و داشته بیشتری محاسبات به نیاز می شوند، ایجاد که درونی لایه های خاطر به است ممکن ناپارامتریک روش های
غیرخطی یادگیری قابلیت این و می کنند رفتار غیرخطی به صورت مالی بازارهای که می دانیم طرفی از باشند. دشوارتر نتایج
معمولا پارامتریک روش های که حالی در کنند. مدل سازی را رفتارها این به خوبی تا می دهد اجازه ناپارامتریک روش های به
و انعطاف پذیری یادگیری، در بالا بسیار توانایی های به دلیل ناپارامتریک روش های بنابراین هستند. وابسته خطی فرضیات به

می شوند. داده ترجیح مالی مسائل در اغلب بزرگ، و پیچیده داده های با سازگاری
،۵۰ متناهی تفاضلات روش ،۴۹ بلک‑شولز روش ،۴۸ دوجمله ای درخت روش مرسوم، پارامتریک روش های تأثیرگذارترین
کلی مدل یک دوجمله ای درخت روش .[۴۳ ،۳۲ ،۲۶ ،۲۰ ،۸] هستند ۵۲ مونت کارلو شبیه سازی روش و ۵۱ فوریه روش
مانند عوامل سایر ترکیب برای بیشتری انعطاف پذیری و می شود همگرا بلک‑شولز مدل به کوچک دوره محدوده در که است
دوجمله ای، درخت روش های دارد. شبیه سازی روند میانه در انقضا از قبل زمان هر در زمانی متغیر بهره نرخ های و سهام سود
و دوجمله ای درخت روش های اگرچه مثال، به عنوان دارند. متفاوتی قابلیت های مونت کارلو شبیه سازی و متناهی تفاضلات
نوسانات با تنها سهام قیمت دوجمله ای، درخت روش در اما دارند، مشابهی شبیه سازی چارچوب های مونت کارلو، شبیه سازی
که است اضافی نرمال توزیع با تصادفی متغیر یک شامل مونت کارلو، شبیه سازی روش حالی که در می شود، تعیین احتمال و
شده تولید دنباله از مونت کارلو شبیه سازی روش واقع، در می دهد. احتمال و نوسانات از جدا را زیادی تصادفی تغییرات اجازه
شبیه سازی مکانیسم متناهی، تفاضلات روش می شود. کنترل تصادفی دیفرانسیل معادله توسط که می کند استفاده سهام قیمت
دیفرانسیل معادله گسسته صورت روش، این دارد. مونت کارلو شبیه سازی و دوجمله ای درخت روش های به نسبت متفاوتی

می زند. تقریب را بلک‑شولز جزئی
و ۵۳ عصبی شبکه های مانند ناپارامتریک روش های به معامله اختیار ارزش گذاری برای محققان از بسیاری اخیر، سال های در
انتخاب برای SVR و عصبی شبکه های .[۴۸ ،۲۹ ،۱۹ ،۲۱ ،۵] آورده اند روی (SVR) ۵۴ پشتیبان بردار رگرسیون روش های
ارزش گذاری بر علاوه عـصـبی، شـبکه مدل های اقـتـصاد، در .[۲۸ ،۷] شده اند طراحی زمانی سری های از غیرخطی الگوهای
شاخص پیش بینی ،[۴۹ ،۳۰] سهام قیمت روند پیش بینی ،[۵۲ ،۴۴ ،۳۶] سهام قیمت پـیـش بینی برای معامله، اخـتـیار
بسیاری محققان نیز ایران مالی بازار در گرفته اند. قرار مطالعه مورد نیز [۲۲ ،۱۰] آتی قیمت پیش بینی و ،[۵۰ ،۳۱] ۵۵ سهام

39Chan 40Levy processes 41noise 42random size jump 43Amster 44non-increasing linear transaction costs 45upper
and lower solution method 46payoff 47parametric and nonparametric methods 48binomial tree method 49Black-Scholes
method 50finite differences method 51Fourier method 52Monte Carlo simulations method 53neural networks 54support
vector regression 55stock index
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۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه اروپایی، مانع اختیارهای قیمت گذاری برای عصبی شبکه بر مبتنی الگوریتمی

در تنها نه عصبی شبکه های .[۵۵ ،۵۶ ،۵۴] کرده اند استفاده بازار مختلف پیش بینی بخش های برای عصبی شبکه های از
الگو، تشخیص دارو، کشف گفتار، تشخیص تصویر، درک همچون مختلفی زمینه های در موفقی کاربردهای بلکه مالی، زمینه های
.[۵۱ ،۴۰ ،۳۷ ،۲۷ ،۱۷ ،۴۱ ،۱۵ ،۱] داشته اند طبقه بندی و پیش بینی کنترل، سیستم ریسک، ارزیابی گرافیکی، پردازش
ریاضی رابطه هیچ فرض بدون و دقیق طور به را تابع که است عصبی شبکه های سرتاسری تقریب قابلیت دلیل به موفقیت این

می زند. تقریب آن، خروجی و ورودی بین
داده ها از می دهند اجازه سیستم ها به که چرا هستند، ماشین یادگیری الگوریتم های از زیرمجموعه ای عصبی، شبکه  روش
۵۶ عصبی رشته های از مجموعه ای از عصبی شبکه های یابند. بهبود شوند، برنامه ریزی صریح به طور اینکه بدون و بگیرند یاد
این می گیرند. قرار خروجی و ورودی میان و می شوند تشکیل شده اند، سازماندهی لایه ای به صورت که پردازش) (واحدهای
شبکه های همچنین، بگیرند. یاد داده ها در را وابستگی ها و کنند شناسایی را الگوها که می دهد را امکان این آن ها به ساختار
داده های از می دهند اجازه آن ها به که می بینند آموزش (۵۷ کاهشی گرادیان (مانند یادگیری الگوریتم های از استفاده با عصبی

.[۳] کنند استخراج را ویژگی ها و الگوها نمونه،
یادگیری سرعت باشند. ۵۸ حداکثری یادگیری ماشین به صورت یا و سنتی به صورت است ممکن یادگیری الگوریتم های
سرعت کلیدی دلیل دو است. نیاز مورد حد از کندتر بسیار (۵۹ پشتیبان بردار ماشین مربعات کمترین (مثل سنتی الگوریتم های
عصبی شبکه های ۶۰ آموزش برای پایینی سرعت از گرادیان، بر مبتنی یادگیری الگوریتم های (۱ از: است عبارت پایین یادگیری
می شوند. تنظیم یادگیری الگوریتم های چنین از استفاده با مکرر به طور عصبی شبکه های پارامترهای تمام (۲ می گیرند. بهره
بهینه سازی و مدل کیفیت بر زیادی تأثیر لایه، هر عصبی رشته های و پنهان لایه های تعداد انتخاب مورد، دو این به توجه با پس
گرادیان بر مبتنی الگوریتم های ندارند. تنظیم به نیاز پنهان لایه های حداکثری، یادگیری ماشین در صورتی که در دارد. آن عملکرد
غیره و مناسب حد از بیش و نامناسب یادگیری نرخ محلی، مینیمم های مانند متعددی مشکلات با است ممکن کلاسیک
حداکثری، یادگیری ماشین یابد. دست ساده جواب های به دارد تمایل حداکثری یادگیری ماشین الگوریتم اما شوند. مواجه
از سنتی یادگیری های به نسبت ملایم تری بهینه سازی محدودیت های و دارد کمتری محاسبات پیچیدگی و بالاتر مقیاس پذیری
کُند بسیار یادگیری الگوریتم باشد، کوچک خیلی یادگیری نرخ که زمانی دارد. پشتیبان بردار ماشین مربعات کمترین جمله
با .[۲۴ ،۲۳] می شود واگرا و ناپایدار یادگیری الگوریتم باشد، بزرگ خیلی یادگیری نرخ که زمانی این حال، با می شود. همگرا
یادگیری ماشین الگوریتم پژوهش، این در پس است، وقت گیر بسیار کاربردها اکثر در گرادیان بر مبتنی یادگیری اینکه به توجه

می گیریم. نظر در مانع اختیار ارزش گذاری برای را لژاندر عصبی شبکه های پایه بر ۶۱ یافته بهبود حداکثری
را راه حل کارایی و اجتناب گسسته سازی از لژاندر عصبی شبکه متناهی، تفاضل مثل پارامتریک روش های با مقایسه در
عصبی رشته های پایه تابع به عنوان لژاندر چندجمله ای دو حاصل ضرب عصبی، شبکه الگوریتم نوع این در می بخشد. بهبود
سهام قیمت به مربوط اطلاعات دریافت برای که دارد ورودی عصبی رشته دو الگوریتم، این همچنین، می شوند. انتخاب پنهان
به طور می توان را سهام اطلاعات باشد، سهم چندین حاوی معامله اختیار زمانی که می شوند. استفاده انقضا تاریخ تا زمان و
جواب نمایش برای خروجی، لایه در موجود عصبی رشته تنها کرد. پردازش ورودی، لایه در عصبی رشته های افزودن با جداگانه
گرفتن نظر در با و شده بیان لژاندر عصبی شبکه از استفاده با آن مشتقات و مسأله جواب است. دیفرانسیل معادله عددی
یادگیری ماشین الگوریتم از و تبدیل جبری معادلات دستگاه  یک به معامله اختیار ارزش گذاری مسأله مرزی، و نهایی شرایط

می گردد. استفاده عصبی شبکه وزن های آوردن به دست برای یافته بهبود حداکثری
۶۲ اروپایی بی ارزش دوگانه مانع اختیار ارزش گذاری برای شده اشاره لژاندر عصبی شبکه روش کارگیری به ما هدف ادامه، در
نشان جهت را مدل این کاکس است. معروف (CEV) ۶۳ ثابت کشسانی واریانس مدل به که می باشد کاکس مدل تحت
تابع به صورت را نوسان پذیری ،(۱ .۱) مدل در اگر کرد. معرفی آن نوسان پذیری و پایه دارایی قیمت بین معکوس رابطه دادن

56neurons 57gradient descent 58extreme learning machine 59least square support vector machine 60train 61improved
extreme learning machine 62european double barrier knock-out option 63constant elasticity of variance
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۵۲ –۲۳ (۱۴۰۴) ۳ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه میرارکلایی، رضایی مریم و بابائی افشین

:[۱۲] می شود حاصل زیر معادله بگیریم، نظر در σ(S) = δSβ

(۱ .۲) ∂V (S, t)

∂t
+

۱
۲
δ۲S۲β+۲∂

۲V (S, t)

∂S۲ + rS
∂V (S, t)

∂S
− rV (S, t) = ۰, Bl < S < Bu, ۰ < t < T,

لـحـظه ای نوسان پذیری ثابت مـقـیاس پارامـتر δ و ۶۵ نوسان پذیری کـشسانی β ،۶۴ محلی نوسان پذیری تابع σ(S) آن در که
نظر در صفر برابر β ،(۱ .۲) دیفرانسیل معادله در اگر .σ۰ = σ(S۰) = δSβ

۰ و می دهند نشان را t = ۰ زمان در ۶۶ اولیه
نظر در دنبال به مقاله این در اینکه به توجه با بود. خواهد (۱ .۱) کلاسیک بلک‑شولز مدل همان کاکس مدل آنگاه شود، گرفته
سود، مدل، این در می کنیم. اتخاذ را کاکس مدل از تعمیمی باشد، نزدیک تر بازار واقعی مدل به که هستیم کارآمدتر مدلی گرفتن
می باشند زمان از تابعی به صورت تقسیمی سود و بهره نرخ پارامترهای و می گیرد تعلق پایه دارایی به می دهیم، نشان q با که

:[۴۲]

(۲ .۲) ∂V (S, t)

∂t
+

۱
۲
δ۲S۲β+۲∂

۲V (S, t)

∂S۲ + (r(t)− q(t))S
∂V (S, t)

∂S
− r(t)V (S, t) = ۰,

مرزی و نهایی شرایط با

(۳ .۲) خرید اختیار :

 V (S, T ) = max(S −K, ۰), Bl < S < Bu,

V (Bl, t) = Ψ(t), V (Bu, t) = Φ(t), ۰ < t < T,

(۴ .۲) فروش اختیار :

 V (S, T ) = max(K − S, ۰), Bl < S < Bu,

V (Bl, t) = Ψ(t), V (Bu, t) = Φ(t), ۰ < t < T,

دارایی قیمت وقتی که هستند تخفیف هایی Φ(t) و Ψ(t) تابع های هستند. بالا و پایین مرزی مانع های به ترتیب، ،Bu و Bl که
مانع اختیار ارزش گذاری جهت تعمیم یافته بلک‑شولز معادله این از می شوند. پرداخت کند، برخورد مربوط مانع  سطوح به پایه

شد. خواهد بیان مسأله حل تئوری پژوهش، روش شناسی بخش در و ادامه در شد. خواهد استفاده

پژوهش روش شناسي .۳
۶۷ کرونکر ضرب و لژاندر چندجمله ای دیفرانسیلی ویژگی های مثل پژوهش، برای نیاز مورد تئوری مباحث ابتدا بخش، این در

می پردازیم. مسأله حل به سپس و شده بیان ماتریس ها
قرار استفاده مورد عصبی شبکه داخلی لایه های در ۶۸ فعال ساز توابع به عنوان لژاندر متعامد چندجمله ای های مقاله، این در

می شوند: تعریف زیر بازگشتی رابطه طبق [−۱, ۱] بازه بر لژاندر چندجمله ای های می گیرند.

P̃۰(x) = ۰, P̃۱(x) = x,

P̃n+۱(x) =
۲n+ ۱
n+ ۱

xP̃n(x)−
n

n+ ۱
P̃n−۱(x), n ≥ ۱.

آن گاه ،n 6= m اگر یعنی هستند، متعامد w(x) = ۱ وزن تابع به نسبت لژاندر ∫چندجمله ای های +۱

−۱
P̃m(x)P̃n(x)dx = ۰.

به عنوان ۶۹ انتقال یافته لژاندر چندجمله ای های از بنابراین، باشند. منفی مقادیری نمی توانند زمان و قیمت که می شویم یادآور
انتقال تابع می شوند. تعریف Pn(x) = P̃n(۲x − ۱) به صورت که می کنیم استفاده داخلی لایه های در عصبی رشته های

64local volatility function 65elasticity of volatility 66initial instantaneous volatility 67Kronecker product 68activation
functions 69shifted Legendre polynomials

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142958.1698 ۳۸

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142958.1698
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متعامد [۰, ۱] بازه بر زیر رابطه طبق Pn(x) چندجمله ای های می کند. نگاشت [−۱, ۱] بازه به را [۰, ۱] بازه x 7→ ۲x − ۱
،n 6= m اگر ∫هستند، ۱

۰
Pm(x)Pn(x)dx =

۱
۲n+ ۱

δmn.

می آیند: به دست زیر رابطه از صریح به صورت انتقال یافته لژاندر چندجمله ای های

Pn(x) = (−۱)n
n∑

k=۰

(
n

k

)(
n+ k

k

)
(−x)k.

می کنیم: مشاهده را انتقال یافته لژاندر چندجمله ای های از تعدادی زیر، جدول در

انتقال یافته. لژاندر چندجمله ای های از نمونه هایی .۱ جدول

Table 1: Examples of shifted Legendre polynomials.

n Pn(x)

۰ ۱
۱ ۲x− ۱
۲ ۶x۲ − ۶x+ ۱
۳ ۲۰x۳ − ۳۰x۲ + ۱۲x− ۱
۴ ۷۰x۴ − ۱۴۰x۳ + ۹۰x۲ − ۲۰x+ ۱
۵ ۲۵۲x۵ − ۶۳۰x۴ + ۵۶۰x۳ − ۲۱۰x۲ + ۳۰x− ۱

،Pn(S) که شود تعریف P (S) = [P۰(S), P۱(S), . . . , PN+۱(S)]
T به صورت P (S) بردار کنیم فرض .۱ .۳ قضیه

به صورت P
′
(S) بردار و بوده [۰, ۱] بازه در انتقال یافته لژاندر چندجمله ای nامین ،n = ۰, ۱, . . . , N + ۱

چندجمله ای اول مرتبه مشتق ،n = ۰, ۱, . . . , N+۱ ،P ′
n(S) که شود تعریف P ′

(S) = [P
′
۰(S), P

′
۱(S), . . . , P

′
N+۱(S)]

T

داریم: انتقال یافته لژاندر چندجمله ای مشتق ویژگی های از استفاده با همچنین، است. Pn(S) انتقال یافته لژاندر

P
′
n+۱(S) = P

′
n−۱(S) + ۲(۲n+ ۱)Pn(S).

زیر به صورت M ماتریس که داشت خواهیم را P
′
(S) = MP (S) ماتریسی فرم فوق، بازگشتی رابطه کمک به بنابراین،

می شود: تعریف

M =



۰ ۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۶ ۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۲ ۰ ۱۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۶ ۰ ۱۴ ۰ · · · ۰ ۰
۲ ۰ ۱۰ ۰ ۱۸ · · · ۰ ۰
...

...
...

...
...

...
...

۰ ۶ ۰ ۱۴ ۰ · · · ۲(۲N + ۱) ۰
۲ ۰ ۱۰ ۰ ۱۸ · · · ۰ ۰


(N+۲)×(N+۲)

.
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کرونکر ضرب آنگاه ،p۱, p۲, p۳, p۴ ∈ R+ که باشد p۳ × p۴ ماتریس یک B و p۱ × p۲ ماتریس یک A اگر .۲ .۳ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت که است p۱p۲ × p۳p۴ مرتبه از ماتریسی ،B و A ماتریس دو

A⊗B =


a۱۱B · · · a۱p۲B

... . . . ...
ap۱۱B · · · ap۱p۲B

 =



a۱۱b۱۱ · · · a۱۱b۱p۴ · · · a۱p۲b۱۱ · · · a۱p۲b۱p۴

... . . . ...
... . . . ...

a۱۱bp۳۱ · · · a۱۱bp۳p۴ · · · a۱p۲bp۳۱ · · · a۱p۲bp۳p۴

...
... . . . ...

...
ap۱۱b۱۱ · · · ap۱۱b۱p۴ · · · ap۱p۲b۱۱ · · · ap۱p۲b۱p۴

... . . . ...
... . . . ...

ap۱۱bp۳۱ · · · ap۱۱bp۳p۴ · · · ap۱p۲bp۳۱ · · · ap۱p۲bp۳p۴


.

،k۱ به طوری که باشیم داشته را E ∈ Ck۷×k۸ و D ∈ Ck۵×k۶ ،B ∈ Ck۳×k۴ ،A ∈ Ck۱×k۲ ماتریس های اگر
می کند: صدق زیر ویژگی های در ماتریس ها کرونکر ضرب آنگاه هستند، مثبت ثابت های k۸،. . .،k۲

(A⊗B)(D ⊗ E) = (AD)⊗ (BE),

A⊗B ∈ Ck۱k۳×k۲k۴ , D ⊗ E ∈ Ck۵k۷×k۶k۸ .

و P (S) = [P۰(S), P۱(S), . . . , PN+۱(S)]
T انتقال یافته لژاندر چندجمله ای دو کرونکر ضرب از

داریم: P (t) = [P۰(t), P۱(t), . . . , PN+۱(t)]
T

ζ(S, t) = P (S)⊗ P (t) =[P۰(S)P۰(t), P۰(S)P۱(t), . . . , P۰(S)PN+۱(t)

P۱(S)P۰(t), P۱(S)P۱(t), , . . . , P۱(S)PN+۱(t), , . . . ,

PN+۱(S)P۰(t), PN+۱(S)P۱(t), . . . , PN+۱(S)PN+۱(t)]
T .

است. پنهان عصبی رشته های پایه تابع ζ(S, t)
داشته توجه می شود. توصیف عصبی شبکه روش از استفاده با بی ارزش دوگانه مانع خرید اختیار ارزش گذاری تئوری اکنون

است. خرید اختیار همانند دوگانه مانع فروش اختیار ارزش گذاری روند که باشید

،γij ثابت مقادیر ،N ∈ N ازای به بگیرید. نظر در را V (S, t) : [Bl, Bu]× [۰, T ] → R متغیره دو پیوسته تابع .۳ .۳ قضیه
و P۰(S), P۱(S), . . . , PN+۱(S) انتقال یافته لژاندر چندجمله های و ،i, j = ۰, ۱, . . . , N + ۱

به صورت عصبی، رشته (N + ۱)۲ با انتقال یافته لژاندر عصبی شبکه که طوری به دارند وجود P۰(t), P۱(t), . . . , PN+۱(t)

بود: خواهد زیر

Ṽ (S, t) =
N+۱∑
i=۰

N+۱∑
j=۰

γijPi(S)Pj(t) = ζT (S, t)Γ,(۱ .۳)

آن در که

Γ = [γ۰۰, γ۰۱, . . . , γ۰,N+۱, γ۱۰, γ۱۱, . . . , γ۱,N+۱, . . . , γN+۱,۰, γN+۱,۱, . . . , γN+۱,N+۱]
T ,
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است برقرار زیر رابطه آنگاه است. (۲ .۲) معادله تقریبی جواب Ṽ (S, t) و

‖V (S, t)− Ṽ (S, t)‖۲ =

∫∫
D

[
V (S, t)− Ṽ (S, t)

]۲
dSdt

=

∫∫
D

V (S, t)−
N+۱∑
i=۰

N+۱∑
j=۰

γijPi(S)Pj(t)

۲

dSdt < ε,

است. کوچک بسیار عددی ε که

□ ببینید. را [۵۳] اثبات.

می شود. بیان زیر قضیه تحت متغیره، یک تابع برای عصبی شبکه روش همگرایی مرتبه

تقریب ،Ṽ (S) =
∑N−۱

i=۰ γiPi(S) که کنیم فرض و گرفته نظر در را V ∈ C∞(۰, ۱) تابع همگرایی). (مرتبه .۴ .۳ قضیه
.|εN (S)| = O(۲−N+۱) آنگاه باشد. پنهان عصبی رشته N با تقریب خطای ،εN و V تابع

S۰ نقطه حول V تیلور سری بسط گرفتن نظر در با .|S − S۰| < ۱
۲ که شود انتخاب نحوی به S۰ کنیم فرض اثبات.

داریم:

V (S) =
V (S۰)

۰!
(S − S۰)

۰ + · · ·+ V (k)(S۰)

k!
(S − S۰)

k + · · · =
+∞∑
i=۰

V (i)(S۰)

i!
(S − S۰)

i.(۲ .۳)

کرد: بازنویسی زیر به صورت می توان را ،(۲ .۳) معادله

(۳ .۳) V (S) =

N−۱∑
i=۰

V (i)(S۰)

i!
(S−S۰)

i+

+∞∑
i=N

V (i)(S۰)

i!
(S−S۰)

i =

N−۱∑
i=۰

V (i)(S۰)

i!
(S−S۰)

i+O((S−S۰)
N ).

داریم: Ṽ (S) تقریب خطای برای بنابراین،

|εN (S)| =|V (S)− Ṽ (S)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=۰

V (i)(S۰)

i!
(S − S۰)

i −
N−۱∑
i=۰

γiPi(S)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
N−۱∑
i=۰

(
V (i)(S۰)

i!
(S − S۰)

i − γiPi(S)

)
+

+∞∑
i=N

V (i)(S۰)

i!
(S − S۰)

i

∣∣∣∣∣
≤

N−۱∑
i=۰

∣∣∣∣∣V (i)(S۰)

i!
(S − S۰)

i − γiPi(S)

∣∣∣∣∣+
+∞∑
i=N

|V (i)(S۰)|
i!

|S − S۰|i ≤ ۲O(|S − S۰|N ),

□ .|εN (S)| = O(۲−N+۱) رو این از

زد: تقریب زیر به صورت می توان را دوگانه مانع اختیار قیمت تابع مشتقات ،(۱ .۳) رابطه با مطابق

∂V (S, t)

∂S
' ζT (S, t)(MT ⊗ I)Γ,(۴ .۳)

∂۲V (S, t)

∂S۲ ' ζT (S, t)((MT )۲ ⊗ I)Γ,(۵ .۳)

∂V (S, t)

∂t
' ζT (S, t)(I ⊗MT )Γ.(۶ .۳)
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،Si = Bl + i∆S و یکنواخت زمانی و مکانی گام طول به ترتیب، ،∆t = T
m و ∆S = Bu−Bl

m کنیم فرض
[Bl, Bu] بازه ی روی به ترتیب، الفاصله، متساوی هم محلی نقاط ،j = ۰, ۱, . . . ,m ،tj = j∆t و ،i = ۰, ۱, . . . ,m

مفروض، هم محلی نقاط جایگذاری و ،(۶ .۳)−(۱ .۳) روابط براساس (۳ .۲)−(۲ .۲) مسأله بازنویسی با باشند. [۰, T ] و
می آید: به دست زیر خطی معادلات دستگاه

(۷ .۳)



ζT (Si, tj)
[
(I ⊗MT ) + ۱

۲δ
۲S۲β+۲

i ((MT )۲ ⊗ I)

+(r(tj)− q(tj))Si(M
T ⊗ I)− r(tj)(I ⊗ I)

]
Γ = ۰,

ζT (Si, T )Γ = max(Si −K, ۰),

ζT (Bl, tj)Γ = Ψ(tj),

ζT (Bu, tj)Γ = Φ(tj).

اختیار ارزش گذاری برای انتقال یافته لژاندر چندجمله ای پایه با یادگیری ماشین عصبی شبکه الگوریتم نمودار .۱ شکل
معامله.

Figure 1: Diagram of a learning machine neural network algorithm with a shifted Legendre
polynomial basis for option valuation.

نوشت: زیر ماتریسی فرم به می توان را (۷ .۳) معادلات دستگاه

(۸ .۳) AΓ = F,

که

A =


ζT (Si, tj)

[
(I ⊗MT ) + ۱

۲δ
۲S۲β+۲

i ((MT )۲ ⊗ I) + (r(tj)− q(tj))Si(M
T ⊗ I)− r(tj)(I ⊗ I)

]
ζT (Si, T )

ζT (Bl, tj)

ζT (Bu, tj)

 ,
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و

F =


۰

max(Si −K, ۰)
Ψ(tj)

Φ(tj)

 .

‖V (S, t)− Ṽ (S, t)‖۲ که می آید دست نحوی به لژاندر عصبی شبکه مجهول ضرایب ،(۸ .۳) خطی معادلات دستگاه حل با
لایه وزن بهینه سازی جهت ،(۸ .۳) دستگاه در درونی لایه هر برای است. شده داده نمایش ۱ شکل در روند این شود. مینیمم
خطای ۲ نرم طوری که می کند، استفاده متوالی تکرارهای روند به جای مربعات حداقل رویکرد از Γ یادگیری ماشین روش پنهان،

است. Γ∗ = argminΓ ‖AΓ− F‖۲ به صورت (۸ .۳) دستگاه بهینه جواب یعنی برساند، حداقل به را خروجی
می شود: منجر زیر حالت سه به (۸ .۳) دستگاه حل ،A ماتریس وضعیت به توجه با

.Γ = A−۱F آنگاه باشد معکوس پذیر و مربعی ماتریس ،A اگر (۱)
AΓ = F مربعات کمترین جواب Γ∗ و Γ∗ = AT (λI + AAT )−۱F آنگاه باشد، مستطیلی A ماتریس اگر (۲)
خاص نمونه یک به توجه با می تواند که است منظم سازی ضریب λ .Γ∗ = argminΓ ‖AΓ− F‖۲ یعنی است،

شود. تنظیم
.Γ∗ = AT (λI +AAT )−۱F آنگاه باشد منفرد ماتریس A اگر (۳)

می آیند. به دست لژاندر عصبی شبکه مجهول وزن های ترتیب، بدین

یافته ها و داده ها تحلیل .۴

و N مقدار می کنیم. بررسی را شده مطرح پژوهش روش شناسی بخش در که مسأله تئوری از حاصل نتایج بخش این در
با سیستمی از شده ارائه عددی نتایج می شود. گرفته نظر در ۱۰۰ و ۲۵ ترتیب به پژوهش روش شناسی بخش در شده مطرح m

MATLAB R۲۰۱۵a نرم افزار از استفاده با و Intel Core(TM) i۵−۶۵۰۰ CPU @ ۳٫۲۰GHz ۳٫۱۹GHz مشخصات
حالت سه گرفتن نظر در با و عصبی شبکه الگوریتم کمک به دوگانه مانع خرید اختیار ارزش گذاری مسأله است. شده استخراج

:[۴۵] می شود حل تقسیمی سود و بهره نرخ پارامترهای برای زیر مختلف

۱) r(t) = ۰٫۰۷۵ + ۰٫۰۵t, q(t) = ۰٫۰۵,

۲) r(t) = ۰٫۱ + ۰٫۰۵e−t, q(t) = ۰٫۰۳ + ۰٫۰۰۱e۰٫۰۱t,

۳) r(t) = ۰٫۱ + ۰٫۰۰۰۵t, q(t) = ۰٫۰۲.

اختیار ارزش گذاری مسأله حل برای منتخب دوره های است. شده گرفته نظر در سال اساس بر مسأله حل برای انقضا تاریخ
انتخاب [۰, ۱] بازه از پایه دارایی قیمت و ۰/۵ برابر توافقی قیمت می باشند. سال ۱ و ماه ۶ ماه، ۴ ماه، ۳ ،(۲ .۲) دوگانه مانع
باید σ(S) پایه، دارایی قیمت افزایش با زیرا می پذیرد، منفی مقادیر ،σ(S) = δSβ رابطه در نوسان پذیری کشسانی می شوند.

بماند. باقی کران دار
تاریخ زمان تا اختیار باقی مانده عمر اساس بر q و r مختلف حالت سه برای را، دوگانه مانع خرید اختیار قیمت ،۲ شکل
باقی مانده عمر چقدر هر بالا، قیمت های در می شود، دیده شکل در که همان طور می دهد. نشان ساله، ۱ سررسید دوره با انقضا
باقی مانده عمر چقدر هر پایین، قیمت های در اما بود. خواهد بالاتر نیز اختیار قیمت باشد، بیشتر سررسید زمان تا اختیار

بود. خواهد بالاتر اختیار قیمت باشد، کمتر سررسید زمان تا اختیار
سررسید تاریخ با مختلف βهای اساس بر q(t) = ۰٫۰۵ و r(t) = ۰٫۰۷۵ + ۰٫۰۵t برای مانع اختیار قیمت ،۳ شکل
بر q(t) = ۰٫۰۳ + ۰٫۰۰۱e۰٫۰۱t و r(t) = ۰٫۱ + ۰٫۰۵e−t برای مانع اختیار قیمت ،۴ شکل می دهد. نشان را ماهه ۶

۴۳ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142958.1698
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و r(t) = ۰٫۱+ ۰٫۰۰۰۵t برای مانع اختیار قیمت ،۵ شکل می دهد. نشان را ماهه ۳ سررسید تاریخ با مختلف βهای اساس
می کند. ارائه را ماهه ۴ سررسید تاریخ با مختلف βهای اساس بر q(t) = ۰٫۰۲

شکل ها، این از کدام هر در شده اند. انتخاب {−۸,−۶,−۴,−۲} مجموعه از مختلف βهای ،۵−۳ شکل های در
ملاحظه ،t ∈ {۰, T۴ ,

T
۲ ,

۳T
۴ } یعنی سررسید، زمان تا باقی مانده عمر حسب بر را معامله اختیار قیمت از مختلفی حالت های

خرید اختیار قیمت یابد، افزایش β چقدر هر توافقی، قیمت از بزرگتر قیمت های در که هستند این بیان گر شکل ها این می کنیم.
افزایش نیز مانع خرید اختیار قیمت یابد، کاهش β چقدر هر توافقی، قیمت از پایین تر قیمت های در و می یابد افزایش نیز مانع

می یابد.
می دهند. نمایش مختلف δهای اساس بر را q و r مختلف حالت سه برای دوگانه مانع خرید اختیار قیمت ،۸−۶ شکل های
مانع اختیار قیمت شکل ها این در این، بر علاوه است. شده انتخاب {۰/۲, ۰/۳, ۰/۴, ۰/۵} مجموعه از شکل ها این در δ

شکل ها این از است. شده داده نشان ،t ∈ {۰, T۴ ,
T
۲ ,

۳T
۴ } یعنی انقضا، تاریخ تا اختیار باقی مانده مختلف عمرهای ازای به

اختیار قیمت یابد، کاهش نیز δ و یابد افزایش توافقی قیمت به نسبت پایه دارایی قیمت چقدر هر که گرفت نتیجه می توان
اختیار قیمت یابد، افزایش نیز δ و کاهش توافقی قیمت به نسبت پایه دارایی قیمت چقدر هر و یافته افزایش نیز مانع خرید

می یابد. افزایش نیز مانع خرید
می شود، دیده که همان طور می دهد. نشان مثال سه برای مختلف m های و N ازای به را برنامه اجرای زمان ،۹ شکل

می باشد. پایین برنامه اجرای زمان
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اختیار. باقی مانده عمر اساس بر q و r مختلف حالت سه برای مانع اختیار قیمت .۲ شکل

Figure 2: Barrier option price for three different cases of r and q based on the remaining life
of the option.
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Figure 3: Barrier option price for the first case of r and q based on different values   of β.
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Figure 4: Barrier option price for the second case of r and q based on different values   of β.
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Figure 5: Barrier option price for the third case of r and q based on different values   of β.
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Figure 6: Barrier option price for the first case of r and q based on different values   of δ.
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Figure 7: Barrier option price for the second case of r and q based on different values   of δ.
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Figure 8: Barrier option price for the third case of r and q based on different values   of δ.
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Figure 9: Running time of the program to determine the option price for different N and m.

نتیجه گیری و بحث .۵

ارزش گذاری یافته، بهبود حداکثری یادگیری ماشین الگوریتم بر مبتنی لژاندر عصبی شبکه  روش کمک به پژوهش، این در
در عصبی شبکه روش  است. گرفته قرار بررسی مورد تعمیم یافته ثابت کشسانی واریانس مدل تحت دوگانه مانع اختیارهای
عصبی شبکه های می شود. استفاده بازار پیش بینی های بهبود و تصمیم گیری سرعت افزایش برای معامله اختیار های ارزش گذاری
تحلیل و تجزیه توانایی با عصبی شبکه های همچنین، کنند. پیش بینی را بازار حرکات می توانند تاریخی، داده های از یادگیری با
بهینه ریسک پوشش استراتژی های و داده ها در پیچیده روابط الگوها، می توانند کوتاه زمان در تاریخی داده های از زیادی مقادیر
را معامله گران عصبی، شبکه های این، بر علاوه بگیرند. نادیده است ممکن انسانی معامله گران که چیزهایی کنند شناسایی را
نرخ پارامترهای مقاله، این در کنند. محافظت مؤثر به طور بازار نامطلوب شرایط برابر در خود سهام سبد از تا می سازند قادر
مدل به پیشنهادی مدل تا شده گرفته  نظر در زمان به وابسته صورت به ارزش گذاری مدل تقسیمی سود و ریسک بدون بهره
شده گرفته نظر در پیشنهادی روش پایه توابع به عنوان لژاندر چندجمله ای های کرونکر حاصل ضرب شود. نزدیک تر بازار واقعی
عملکرد مناسب عددی شبیه سازی های ارائه با روش، نظری بررسی ضمن و شده داده شرح کامل به طور الگوریتم روند است.
بودن مؤثر به توجه با می دهند. نشان را شده پیشنهاد روش صحت حاصل، عددی نتایج است. گرفته قرار بررسی مورد آن
ضمنی نوسانات محاسبه برای همچنین و معامله اختیارهای انواع ارزش گذاری برای می توان روش این از شده، بررسی روش

کرد. استفاده
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محدودیت ها و پیشنهادها .۶

کرد: لحاظ را زیر موارد می توان آتی تحقیقات برای
برد. کار به نیز معامله ها اختیار سایر ارزش گذاری برای می توان را پژوهش این در شده مطرح روش (۱)

شبکه های پایه توابع به عنوان می توانند ۷۳ چبیشف و ۷۲ ژاکوبی ،۷۱ لاگر ،۷۰ هرمیت توابع مانند پایه توابع سایر (۲)
شوند. انتخاب پنهان

قدردانی و تشكر .۷

گردید. اجرا مازندران دانشگاه پژوهشی ویژه اعتبار از استفاده با طرح این
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کاربردی رياضی رشته كارشناسی مقطع وارد ۱۳۷۹ سال در وی است. رشت شهر در ۱۳۶۰ ماه خردادماه متولد بابائی افشین
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را عددی آنالیز گرایش در دکتری دوره ۱۳۹۶ سال در است. شده مدرس تربیت دانشگاه در كاربردی رياضی رشته ارشد كارشناسی
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