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CUBIC SEMISYMMETRIC GRAPHS OF ORDER 40p

MOHAMMAD REZA SALARIAN AND JAVANSHIR REZAEI ∗

Abstract. A simple graph Γ is called semisymmetric if it is regular and edge-transitive but not vertex-

transitive. A simple graph Γ is called cubic whenever it is 3-regular. An important research problem

is the classification of semisymmetric cubic graphs of different orders. The purpose of this article is

the classification of semisymmetric cubic graphs of order 40p, where p is a prime number. We show

that for p ̸= 3, 31 such a graph Does not exist. Suppose p is a prime number, Folkman showed in[13]

that there is no semisymmetric graph of order 2p or 2p2. We show that if Γ is a semisymmetric cubic

graph of order 40p, then p = 3 and Γ is isomorphic to a semisymmetric cubic graph of order 120 or

p = 31 and Γ is isomorphic to the coset graph C(L2(31) : S4, S4). Our basic tools in this research are

automorphism of graphs, simple groups, solevable groups and permutation groups.

1. Introduction

Throughout of this paper all graphs are finite, undirected and simple, i.e. without loops or multiple

edges. A graph is said semisymmetric if it is regular and edge-transitive, but not vertex-transitive.

An interesting research question is to classify connected cubic semisymmetric graphs of various types

of orders. Folkman proved in [13] that there is no connected cubic semisymmetric graph of order 2p

or 2p2. cubic semisymmetric graphs of orders 4p2, 8p2 and 10p3 have respectively been classified in
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[2],[1] and [3]. The authors of these articles have shown that there is no cubic semisymmetric graphs

of these orders. According to [23], only cubic semisymmetric graph is obtained for p = 3 and it is

gray graph with 54 vertices. In [18],it has been shown that there is no cubic semisymmetric graph

of order 4p3 and only cubic semisymmetric graph of order 8p3 is obtained p = 3. cubic semisym-

metric graphs of orders 6p2, 10p2, 14p2, 20p2, 20p, , 6p3, 12p3, 34p3 have respectively been classified in

[16],[19],[4],[11],[29],[23],[12],[18],[5] ‌‌‌‌,[10]. In this paper we will characterize connected cubic semisym-

metric graphs of order 40p. In fact we prove that if Γ is a connected cubic semisymmetric graph of

order 40p, p prime, then either p = 3 and Γ is isomorphic to the cubic semisymmetric graph of order

120 in or p = 31 and Γ ∼= C(L2(31);S4, S4). So precisely, we shall prove the following theorem.

Theorem 1.1. Let p be a prime and p ̸= 3, 31. Then there is no connected cubic semisymmetric

graph of order 40p.

2. Main Results

In this section, we prove theorem 1.1 First we state some lemmas and prove some of them.

Notation and Assumptions: According to [7], for p = 3 there is only one cubic semisymmetric

graph of order 120 and for p = 5, 7, 11, 13 and 17 there is no cubic semisymmetric graph of order 40p.

Thus we can assume that p > 19. In the remaining of this paper Γ is a cubic connected semisymmetric

graph of order 40p , where p > 19 is a prime. Set A = Aut(Γ).

Lemma 2.1. If Op(A) = 1, then A does not have normal subgroup of orders 10 and 20.

Proof. Let {U, V } be the bipartition of Γ and u ∈ U . Then |U | = |W | = 20p and |Au| = 2r.3, for

some r, 0 ≤ r ≤ 7 . So |A| = |Au||U | = 2r+2.3.5.p. Assume that Op(A) = 1 and let M be a

normal subgroup of A of order 20. Then M is intransitive on U and , ΓM is a A
M -semisymmetric

graph with bipartition {UM ,WM}. We note that | AM | = 2r.3.p, and |UM | = |WM | = p. Let K
M be a

minimal normal subgroup of A
M . If K

M is unsolvable, it must be a simple group of order 2i.3.p for some

i, 1 ≤ i ≤ 7 . But since p > 19 there is no K3-group of such order. So K
M is solvable and therefore

elementary abelian, whether it is transitive or intransitive on the partition sets we have |K| = 20p.

The Sylow p-subgroup of K is normal in K and since it is caracterisitic in K, hence normal in A that

contradicting with our assumption Op(A) = 1. Let M be a subgroup of A of oder 10. Since M is

intransitive on U , we have that ΓM is A
M -semisymmetric with a bipartition {UM ,WM} , | AM | = 2r+1.3.p

and |UM | = |WM | = 2p. Let K
M be a minimal normal subgroup of A

M . If K
M is unsolvable, it must be

a simple group of order 2i+1.3.p for some i, 1 ≤ i ≤ 8. But there is no K3-group of such order (for

p > 19). So K
M is solvable and then elementary abelian, whether it is transitive or intransitive on the

partition sets we have |K| = 20 or 10p. The first case could not be possible and in the second case
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the Sylow p-subgroup of K is normal in K and since it is characteristic in K, hence normal in A that

contradicting our assumption Op(A) = 1. Now the lemma is proved. □

Lemma 2.2. We have either |Op(A)| = p or p = 31 and Γ ∼= C(L2(31);S4, S4).

Proof. Let {U,W} be a bipartition for Γ. Then |U | = |W | = 20p and |A| = 2r+2.3.5.p, for some

r, 0 ≤ r ≤ 7. Let N be a minimal normal subgroup of A, then N ∼= T k, where T is a simple group.

If T is nonabelian, since the powers 3 and 5 in |A| equal 1, we get that k = 1 and N ∼= T . Either

|N | divides |U | = 20p or |U | divides |N |. In the first case, since |N | is divisible by at least three

distinct primes we have |N | = 2i.5.p and hence N is a simple K3-group. But the order of such groups

is divisible by 3. Therefore |N | is divisible by 20p. Again since the order of every simple K3-group

is divisible by 3, N must be a simple K4-group of order 2i.3.5.p. So N ∼= L2(11), L2(2
4) or L2(31),

these groups correspond to p = 11, p = 17 and p = 31 . Since p > 19, N ∼= L2(31) and the order of A
N

does not divisible by 3. Now Γ is a N -semisymmetric graph. For each u ∈ U and v ∈ W by [9], we

have Nu = Nv
∼= S4 and Γ ∼= C(N ;Nu, Nv). We note that by [24, Theorem 1.3], C(L2(31);S4, S4) is

a connected cubic semisymmetric graph.

Now assume that N is solvable and hence elementary abelian. It gives us that ΓN is a connected

cubic A
N -semisymmetric graph of order 40p

|N | . We claim that |Op(A)| = p. Assume not and Op(A) = 1,

then N ∼= Z2, Z2 × Z2 or Z5 and ΓN is A
N -semisymmetric graph of order 20p, 10p or 8p respectively.

Take {UN ,WN} to be the bipartition of ΓN and M
N be a minimal normal subgroup of A

N . Assume

that N ∼= Z2, then |MN | = 2r+1.3.5.p and |UN | = |WN | = 10p. If M
N is unsolvable, then it must be a

simple K4-group of order 2i.3.5.p that contradicts our assumption. If M
N is solvable, then M

N
∼= Z2, Z5

or Zp. If M
N

∼= Z5, then|M | = 10 that according to lemma 2.1 it could not be possible. If M
N

∼= Zp,

the Sylow p-subgroup of M is normal and characteristic in M , so it is normal in A, contradicting

our assumption. If M
N

∼= Z2, then M ∼= Z2 × Z2 or Z4, | AM | = 2r.3.5.p and |UM | = |WM | = 5p.Let
K
M be a minimal normal subgroup of A

M , then it is solvable and isomorphic to Z5 or Zp. The first

case by lemma 2.1 can not be hold and in the second case we have |Op(A)| > 1, contradiction our

assumption. This shows that N is not isomorphic to Z2 and a similar argument also shows that N is

not isomorphic to Z2 × Z2 . Finally we assume that N ∼= Z5, then |AN | = 2r+2.3.p. But there is no

such simple K3-group since p > 19. If M
N is solvable, then it is isomorphic to Z2, Z2 ×Z2 or Zp which

implies that |M | = 10, 20 or 5p and each of them is impossible. Now the lemma is proved. □

By lemma above, in the remaining of this paper we assume that p ̸= 31. Then a Sylow p-subgroup

of A is normal in A.

Lemma 2.3. Let M be the Sylow p-subgroup of A and A
M

∼= G. Then we have

(i) For each vertex u, Au is isomorphic to a subgroup of G.
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(ii) A ∼= G⋉ϕ M for some homomorphism ϕ : G → Aut(M).

Lemma 2.4. Let M be the Sylow p-subgroup of A. Then A
M is not isomorphic to A5.

Lemma 2.5. Let M be the Sylow p-subgroup of A. Then A
M is not isomorphic to S5.

Now we can prove our main theorem. We note that F40 is the unique cubic symmetric graph of

order 40.

The proof of theorem 1.1. : Let Γ be a connected cubic semisymmetric graph of order 40p. By [7] we

assume that p > 19. Let A = Aut(Γ) and M be a Sylow p-subgroup of A. We have |A| = 2r+2.3.5.p

and by lemma 2.2, either M ⊴ A or Γ ∼= C(L2(31);S4, S4). So we assume that M is normal in A. Let

U,W be a bipartition of Γ. Then we have |U | = |W | = 20p and M is on both U and W intransitive.

Now ΓM is a connected cubic A
M -semisymmetric graph of order 40. Set G = A

M . Since ΓM is G-

semisymmetric, we get by [7] that it is G-edge transitive and hence it is symmetric. Thus ΓM
∼= F40

and G is isomorphic to a subgroup of Aut(F40). By [7] we get that |Aut(F40)| = 480, so we have

|G| = 2r+2.3.5 ≤ 480. This implies that 2r+2 ≤ 32 and G is intransitive on U . Therefore |G| < 480

and 0 ≤ r ≤ 2. Hence |G| = 60, 120 or 240 and G is transitive on both UM and WM . This gives us that

G is a transitive permutation group of degree 20 and of order 60, 120 or 240. We note that Aut(F40)

has a subgroup H ∼= A5×Z2×Z2 of index 2 and G is a subgroup of Aut(F40). So G∩H is a subgroup

of index at most 2 in G. Assume that |G| = 60. Then using Gap we get that G ∼= A5 or Z5×A4. The

first case due to lemma 2.4 is not true and by the structure of (F40) we get that G is not isomorphic to

Z5×A4. Now assume that |G| = 120. Again using Gap we obtain that G ∼= S5,Z2×A5,S4⋉Z5,Z5×A4

or D10 ×A4. By lemma 2.5, G is not isomorphic to S5. By the structure of Aut(F40), we get that the

only possibility for G is to be isomorphic to Z2 ×A5. If G ∼= Z2 ×A5, then G has a normal subgroup

K ∼= A5 and 3 does not divide the order of G
K . This implies that ΓM is K-semisymmetric which is

impossible. Now assume that |G| = 240. Then G is a subgroup of index 2 in Aut(F40). By this and

Gap we get that G ∼= Z2 × S5,Z4 × A5,Z2 × Z2 × A5 or A5 ⋉ Z4. Assume that G ∼= Z2 × S5 and set

T = Z(G). Then T ∼= Z2 and (ΓM )T is G
T -semisymmetric. Now let B = G

T . Then B ∼= S5 and for

each edge {u, v} in Γ we have |Bu| = |Bv| = 12, also each subgroup of B of order 12 is isomorphic to

A4. This gives us that (Bu, Bv) = (A4,A4) that is impossible. A similar argument shows that G is

not isomorphic to A5 ⋉ Z4,Z4 × A5 or Z2 × Z2 × A5. This completes the proof of theorem 1.1. □

3. Conclusions

Corollary 3.1. We assume p is prime and Γ is a connected cubic graphs of rder40p:
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(1) If Γ is a semisymmetric graph then p = 3 and Γ is isomorphic to a semisymmetric cubic graph

of order 120 or p = 31 and Γ is isomorphic to the coset graph C(L2(31) : S4, S4)
(2) IF p ̸= 3, 31 then Γ is symmetric

4. Tables, Figurs and graphs

Table 1. K4-Simple groups of order 2i × 3× 5× p

Group order

L2(11) 22 × 3× 5× 11

L2(2
4) 24 × 3× 5× 17

L2(31) 25 × 3× 5× 31

Figure 1. Semisymmetric graph diagram S120
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جامعه و ریاضی

۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۱۴۴ −۱۲۵ صص. ،(۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد

اصفهان دانشگاه ۱۴۰۴ © http://www.ui.ac.ir

۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

∗
 

 

رضایی جوانشیر و محمدرضاسالاریان

مکعبی را ۳‑منتظم هرگراف نباشد. رأس‑انتقالی اما بوده ویال‑انتقالی منتظم هرگاه می نامیم رانیم متقارن Γ ساده گراف چکیده.
تعیین مقاله این از هدف است. مختلف مرتبه های از مکعبی نیم متقارن گر  اف های تعیین مهم تحقیقاتی مسئله یک می نامیم.
ندارد. وجود گرافی جنین p ̸= ۳ و ۳۱ برای می دهیم نشان است. اول ،p که است ۴۰p ازمرتبه مکعبی نیم متقارن گراف های
ازمرتبه نیم متقارن گرافی داد، نشان [۱۳] در فالکمن باشد، اول p کنیم فرض است. متقارن گراف حالت این در دیگر به عبارت
گراف بایک Γ و p = ۳ آنگاه باشد ۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف یک Γ اگر می دهیم نشان ما ندارد. وجود ۲p۲ یا ۲p
خودریختی تحقیق این در ما اساسی ابزارهای .Γ ∼= C(L۲(۳۱) : S۴, S۴) و p = ۳۱ یا است یکریخت ۱۲۰ مرتبه از نیم متقارن

باشند. می جایگشتی گروه های و پذیر حل گروه های ساده، گروه های گراف ها،

مقدمه .۱

گیریم. می نظر در چندگانه، های یال وفاقد طوقه بدون یعنی جهتدار، غیر همبند، ساده، را گرافها ما مقاله، این سراسر در
داد، نشان [۱۳] در فالکمن۱ نباشد. انتقالی − رأس ولی بوده انتقالی یال‑ و منتظم هرگاه می نامیم نیم متقارن را گراف یک
در ۱۰p۳،۸p۲،۴p۲به ترتیب مرتبه های از مکعبی نیم متقارن همبند گراف های ندارد. وجود ۲p۲یا ۲p ازمرتبه نیم متقارن گرافی
با ندارند. وجود مرتبه ها این از مکعبی نیم متقارن گرافی داده اند نشان مقاله ها این نویسندگان شده اند، بررسی [۳] و [۱] ،[۲]
است. رأس ۵۴ با ۲ گرای گراف آن که می آید به دست ،p = ۳ ازای ۲p۳،به مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف تنها [۲۳] به توجه
۸p۳ مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف تنها و ندارد وجود ۴p۳ ازمرتبه مکعبی نیم متقارن گراف که است شده داده نشان [۱۸] در
۶p۲, ۱۰p۲, ۱۴p۲, ۲۰p۲, ۲۰p, ۶p۳, ۱۲p۳, ۳۴p۳ مرتبه های از مکعبی نیم متقارن گراف های آید. می به دست p = ۳ ازای به
گراف های مقاله این در ما شده اند. رده بندی [۱۰]،    [۵]،[۱۸]،[۱۲]،[۲۳]،[۲۹]،[۱۱]،[۴]،[۱۹]،[۱۶] مقالات در به ترتیب
p = ۳ آنگاه باشد گرافی چنین Γ اگر می دهیم نشان درحقیقت می کنیم. رده بندی را ۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن همبند
یکریخت C(L۲(۳۱) : S۴, S۴) همدسته گراف با Γ و p = ۳۱ یا و است یکریخت مرتبه۱۲۰ از نیم متقارن گراف یک با Γو

است: زیر قضیه اثبات ما هدف واقع در است.

گراف. خودریختی یال‑انتقالی، گراف رأس‑انتقالی، گراف متقارن گراف نیم متقارن، گراف کليدي: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع

عبدالهی علیرضا رابط: دبیرتخصصی
مسئول نویسنده ∗

۱۴۰۴/۰۱/۱۸ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۳/۰۴/۲۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۱۰/۱۷ دریافت: تاریخ
.۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ۱۰ جامعه، و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های رضایی، ج. و سالاریان ر. م. مقاله: به ارجاع
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

ندارد. وجود ۴۰p ازمرتبه ونیم متقارن مکعبی همبند، گرافی دراین صورت ،p ̸= ۳, ۳۱ و اول p کنیم می فرض .۱ .۱ قضیه

اصلی متن .۲

استفاده آنها از ۱ .۱ قضیه اثبات برای که گراف، جبری نظریه و متناهی گروه های نظریه از مفاهیمی ابتدا قسمت این در
می کنیم. اثبات را قضیه این ادامه در سپس می کنیم بیان را می کنیم،

را x در f تابع مقدار می دهیم. نشان |A| با را A متناهی مجموعه اصلی عدد مقاله این در پیشنیازها. و مقدمات .۱ .۲
عضو باشد گروه یک G کنیم فرض می کنیم. تعریف x(fg) = (xf)g رابه صورت fg ترکیب همچنین می دهیم. نشان xf با
و n ازمرتبه دوری گروه های ،n درجه از ومتناوب متقارن گروه های می دهیم. نشان ۱ با را همانی زیرگروه و e با آن را همانی
خودریختی های گروه و مرکز ،G هرگروه برای می دهیم. نشان D۲n و Cn,An, Sn با به ترتیب را ۲n مرتبه از دووجهی گروه های
نرمال p‑زیرگروه بزرگ ترین باشد. G مرتبه اول عامل یک p کنید فرض می دهیم. نمایش Aut(G) Z(G)و با به ترتیب را G
ریختی خود هر ازای به صورتی که در می نامیم G مشخضه۳ زیرگروه را G از H زیرگروه می دهیم. نشان Op(G) با را G

H chG آنگاه H chKو K chG اگر که داد نشان می توان H chG می نویسیم این صورت در Hα ≤ H ،α ∈ Aut(G)

P آنگاه باشد G گروه سیلوی p‑زیرگروه تنها P اگر است واضح .H ⊴ G آنگاه K ⊴ G و H chK اگر این بر وعلاوه
مانند G زیرگروه های از متناهی دنباله ای هرگاه می نامیم حل پذیر۴ را G گروه است. G مشخصه زیرگروه

۱ = G۰ ≤ G۱ ≤ G۲ ≤ · · · ≤ Gr = G

زیرگروه را G از M زیرگروه باشد. آبلی Gi/Gi−۱ و Gi−۱ ⊴ Gi ،۱ ≤ i ≤ r که i هر ازای به به طوری که باشد داشته وجود
یا L = M آنگاه ۱ ≤ L ≤ M به طوری که باشد G نرمال زیرگروه L واگر M ̸= ۱ هرگاه می نامیم G می نیمال۵ نرمال
براین علاوه است. ساده گروه یک از نسخه هایی مستقیم حاصل ضرب متناهی گروه یک از می نیمال نرمال زیرگروه هر .L = ۱

G کنیم فرض است. مقدماتی آبلی آن می نیمال نرمال زیرگروه هر [۲ −۵ قضیه ،۲۸] به توجه با باشد حل پذیر گروه یک اگر
اگر که باشد داشته وجود G×X → X از تابعی هرگاه می کند عمل X بر G می گوییم باشد. ناتهی مجموعه ای Xو گروه یک

کند: صدق زیر درشرایط دهیم نشان xg با را ، g ∈ G و x ∈ X که ،(g, x) رادر تابع این مقدار

xe = x ِ،X از x هر ازای به (i)
x(g۱g۲) = (xg۱)g۲ ،X از x وهر Gاز g۲ و g۱ هر ازای به (ii)

Gx = {g ∈ G|xg = x} به صورت: و داده نشان Gx رابا x ساز۶ پایدار ،x ∈ X و کند عمل X روی G کنیم فرض
باشد داشته وجود g ∈ G مانند عضوی ،X در y و x دوعضو هر برای هرگاه می نامیم انتقالی۷ X روی را G می کنیم. تعریف
می نامیم منظم۹ را وآن  Gx = ۱ باشیم: داشته x ∈ X هر برای هرگاه، می نامیم نیم منظم۸ را X روی G عمل .xg = y که
تمام که باشد G از عضوی تنها همانی عضو هرگاه می نامیم ۱۰ صادق را عمل این همچنین انتقالی. هم باشد نیم منظم هم هرگاه

می نامیم. X روی جایگشتی۱۱ گروه يک را G این حالت در می دارد. نگه ثابت را X اعضای
توسط Kو H نیم مستقیم۱۲ حاصل ضرب باشد. همریختی یک ϕ : H → Aut(K)باشندو دوگروه K و H کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر به صورت و داده نشان H ⋉ϕ K با را ϕ

(h۱, k۱)(h۲, k۲) = (h۱h۲, (k۱ϕh۲)k۲)

3Characteristic 4Solvable 5minimal normal 6Stabilizer 7Transitive 8Semiregular 9Regular 10Faiteful 11Permutation
Group 12Semidirect Product
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه جوانشیررضایی، و محمدرضاسالاریان

ساده گراف یک Γ کنیم فرض     .H ⋉K می نویسیم نباشد نیاز آن کردن مشخص یا نیاید پیش ϕ درمورد ابهامی درصورتی که  
واضح می دهیم. نشان Γu رابا u مجاور رأس های تمام مجموعه .u ∼ v می نویسیم باشند مجاور رأس دو vو u اگر باشد.
می نامیم Γ گراف قطر۱۳  را همدیگر از Γ گراف رأس های فاصله درمیان عدد بزرگ ترین .|Γu|با است برابر u درجه که است
girth(Γ) با آن را و می نامیم Γ گراف کمر۱۴ را گراف این دور کوتاه ترین طول همچنین می دهیم. نشان diam(Γ) با وآن را
یال ها، مجموعه رأس ها، مجموعه باشند. برابر هم با آن رأس های تمام درجه هرگاه می نامیم منتظم را Γ گراف می دهیم. نمایش
فرض می دهیم. نشان Aut(Γ) و Arc(Γ) ،V (Γ) با به ترتیب را Γ گراف خودریختی های تمام مجموعه و کمان ها مجموعه
V (Γ) روی N مدارهای آن رأس های مجموعه که است گرافی ΓN قسمتی خارج گراف باشد. Aut(Γ) از زیرگروهی N کنیم
G کنید فرض باشند. مجاور V (Γ)در دیگری از عضوی با یکی از عضو یک اگر وفقط اگر مجاورند ΓN در ودومدار هستند
به ترتیب،G‑رأس‑انتقالی۱۵، را Γ باشد، انتقالی Arc(Γ) و E(Γ) ،V (Γ) روی G عمل اگر باشد. Aut(Γ) از زیرگروهی
باشد یال‑انتقالی −Gو منتظم هرگاه، می نامیم ۱۸ G‑نیم متقارن را Γ می نامیم. کمان‑انتقالی۱۷ −G انتقالی۱۶و یال‑ − G

اگر باشد. انتقالی کمان‑ −G و G‑رأس‑انتقالی هرگاه می نامیم G‑متقارن۱۹ را Γبه علاوه نباشد. G‑رأس‑انتقالی ولی
نیم متقارن کمان‑انتقالی، یال‑انتقالی، رأس‑انتقالی، به ترتیب را Γ و می کنیم حذف را G معمولا باشد، G = Aut(Γ)
به توجه با دارند یکسان اعضای تعداد آن دوبخش هر و است دوبخشی۲۰ G‑نیم متقارن همبند هرگراف می نامیم. ومتقارن
به توجه با می دهیم. نشان F۴۰ با را گراف این است. دوبخشی که دارد وجود ۴۰ مرتبه از مکعبی متقارن گراف یک فقط [۸]
مشخصات دهیم، نشان S۱۲۰ با را گراف این دارد. وجود مرتبه۱۲۰ از مکعبی نیم متقارن گراف یک فقط ،p = ۳ ازای به [۷]

است: زیر صورت به گراف این مهم

diam(S۱۲۰) = girth(S۱۲۰) = ۸, |Aut(S۱۲۰) = ۷۲۰, |Aut(S۱۲۰)u| = ۱۲

است. آمده ۱ شکل در گراف این از نموداری
−Kn را متناهی گروه یک ندارد. وجود ۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف p = ۱۹ و p = ۵, ۷, ۱۱, ۱۳, ۱۷ ازای به
−K۴ و ساده K۳‑گروه های بعد قضیه دو در باشد. داشته وجود متمایز اول عامل n دقیقاً آن مرتبه در هرگاه می نامیم گروه

می کنیم. رده بندی را ساده گروه ها

است: یکریخت زیر گروه های از یکی با ساده هرK۳‑گروه [۹]،[۱۷] .۱ .۲ قضیه
.۳۲ × ۳۲ × ۵ مرتبه از A۶ و ۲۲ × ۳ × ۵ مرتبه از A۵

متناوب۲۱ گروه های •
از L۳(۳) و ۲۴ × ۳۲ × ۱۷ مرتبه از L۲(۱۷) و ۲۲ × ۳ × ۷ مرتبه از L۲(۷) تصویری۲۲ خاص خطی گروه های •

.۲۴ × ۳۳ × ۱۳ مرتبه
.۲۶ × ۳۴ × ۵ مرتبه از U۴(۲) و ۲۵ × ۳۳ × ۷ مرتبه از U۳(۳) تصویری۲۳ خاص یکانی گروه های •

است: یکریخت زیر گروه های از یکی با ساده هرK۴‑گروه [۳۱] ،[۹]،[۲۶] ،[۶] .۲ .۲ قضیه
(i)

مرتبه های از ترتیب به A۷,A۸,A۹,A۱۰ متباوب گروه های •

۲۳ × ۳۲ × ۵ × ۷, ۲۶ × ۳۲ × ۵ × ۷, ۲۶ × ۳۴ × ۵ × ۷, ۲۷ × ۳۴ × ۵۲ × ۷

13Diameter 14Girth 15vertex-transitive 16edge- transitive 17arc-transitive 18semisymmetric 19symmetric 20bipartit
21Alternating Groups 22 Projective Special Linear Groups 23Projective Special Unitary Groups
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

تصویری خاص خطی گروهای •

L۲(۲۴), L۲(۵۲), L۲(۷۲), L۲(۳۴), L۲(۹۷), L۲(۳۵), L۲(۵۷۷), L۳(۲۲), L۳(۵), L۳(۷), L۳(۲۳), L۳(۱۷), L۴(۳)

های مرتبه از ترتیب به

۲۴ × ۳ × ۵ × ۱۷, ۲۳ × ۳ × ۵۲ × ۱۳, ۲۴ × ۳ × ۵ × ۷۲, ۲۴ × ۳۴ × ۵ × ۴۱, ۲۵ × ۳ × ۷۲ × ۹۷,
۲۳ × ۳۵ × ۱۱۲ × ۶۱, ۲۶ × ۳۲ × ۷۲ × ۵۷۷, ۲۶ × ۳۲ × ۵ × ۷, ۲۵ × ۳ × ۵۳ × ۳۱, ۲۵ × ۳۲ × ۷۳ × ۱۹,

۲۹ × ۳۲ × ۷ × ۵۱۱, ۲۹ × ۳۳ × ۱۷۳ × ۳۰۷, ۲۷ × ۳۶ × ۵ × ۱۳

تصویری خاص یکانی گروه های •

U۳(۲۲), U۳(۵), U۳(۷), U۳(۲۳), U۳(۳۲), U۴(۳), U۵(۲)

های مرتبه از ترتیب به

۲۶ × ۳ × ۵۲ × ۱۳, ۲۴ × ۳۲ × ۵۳ × ۱۷, ۲۷ × ۳ × ۷۳ × ۴۳, ۲۹ × ۳۴ × ۷ × ۱۹,
۲۵ × ۳۶ × ۵۲ × ۷۳, ۲۷ × ۳۶ × ۵ × ۷, ۲۱۰ × ۳۵ × ۵ × ۱۱

۲۴ × ۳۲ × ۵ × ۱۱, ۲۶ × ۳۳ × ۵ × ۱۱ های مرتبه از ترتیب به M۱۱,M۱۲
ماتیو۲۴ گروه های •

تصویری۲۵ همتافته گروه های •

S۴(۲۲), S۴(۵), S۴(۷), S۴(۳۲), S۶(۲)

های مرتبه از ترتیب به

۲۸ × ۳۲ × ۵۲ × ۱۷, ۲۶ × ۳۲ × ۵۴ × ۱۳, ۲۸ × ۳۲ × ۵۲ × ۷۴, ۲۸ × ۳۸ × ۵۲ × ۴۱, ۲۹ × ۳۴ × ۵ × ۷

۲۱۲ × ۳۵ × ۵۲ × ۷ مرتبه از O+
۸ (۲) ۲۶ متعامد گروه •

۲۶ × ۳۶ × ۷ × ۱۳ مرتبه از G۲(۳) شوالی۲۷ گروه •
۲۵ × ۵ × ۷ × ۱۳, ۲۱۰ × ۵۲ × ۳۱ × ۴۱ های ازمرتبه ترتیب به Sz(۲۳), Sz(۲۵) سوزوکی۲۸ گروه های •

۲۱۱ × ۳۳ × ۵۲ × ۱۳ ازمرتبه ۲F۴(۲)′ گروه •
۲۱۲ × ۳۴ × ۷۲ × ۱۳ مرتبه از ۳D۴(۲) گروه •

۲۷ × ۳۳ × ۵۲ × ۷ مرتبه از J۲
۲۹ جانکو گروه •

,a؛ b ∈ N و است اول عددی s > ۳ آن در که r۲ − ۱ = ۲a۳b.s و است اول عددی r که هنگامی L۲(r) (ii)
هستند؛ ۳ از وبزرگتر اول اعدادی m, ۲m − ۱, ۲m+۱

۳ که وقتی L۲(۲m) (iii)
هستند. متمایزی وفرد اول اعداد m, ۳m+۱

۴ , ۳m−۱
۲ که وقتی L۲(۳m) (iv)

.۲ ≤ i ≤ ۹ ،i ∈ N و p > ۵ است، اول p که دارند، وجود ۲i × ۳ × ۵ × p مرتبه از ساده K۴‑گروه سه تنها .۳ .۲ نتیجه
.L۲(۳۱) و L۲(۲۴), L۲(۱۱) از هستند عبارت ها گروه این

24Mathieu Groups 25Projective Symplectic Groups 26Orthogonal Group 27Chevalley Group 28Suzuki Group 29Janko
Group
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه جوانشیررضایی، و محمدرضاسالاریان

های آیتم در ۲i × ×۵ × p ازمرتبه گروهی تنها که بینیم می ۲,۲ درقضیه آمده بدست گروه های بررسی با اثبات.
باشیم: داشته بایستی باشد ۲i × ۳ × ۵ × p برابر (ii)آیتم در گروه یک مرتبه اگر است. L۲(۲۴) گروه (iv)و (iii)،(i)
r و ۲ ≤ i ≤ ۹ ،r۲ − ۱ = ۲i+۱ × ۳ × ۵ ولذا a− ۱ = i, b = ۱, s = ۵ نتیجه در .۲a−۱ · ۳brs = ۲i × ۳ × ۵ × p

□ r = یا۳۱ r = ۱۱ آید می بدست این واز است. اول فرد عدد یک

۲i × ۳ × ۵ × p مرتبه از ساده K۴‑گروه های زیر درجدول بالا نتیجه به باتوجه
۱ اند: شده مشخص آنها، مرتبه همراه به ۲ ≤ i ≤ ۹ ،i ∈ N

G صورت این در .(|N |, |G
N

|) = ۱ به طوری که باشد، Gاز نرمالی زیرگروه N کنیم فرض قضیه۲. ۱. ۹] ،۲۵] .۴ .۲ گزاره
.G ∼= H ⋉N یعنی G = HN,H ∩N = ۱ به طوری که دارد H مانند زیرگروهی

آبلی غیر ساده گروه هر مرتبه که است این قضیه این جالب نتیجه یک می کنیم. بیان را برنساید۳۰ مهم قضیه ادامه در
متمایزدارد. اول عامل سه حداقل

مرتبه از گروه هر باشند، متمایز اول دوعدد q و p و ،a, b ∈ N اگر [۵ .۲۵ قضیه ،۲۸] .( برنساید paqb (قضیه ۵ .۲ قضیه
است. پذ   یر حل paqb

برابر رأس هر پایدارساز مرتبه صورت این در باشد. مکعبی G‑نیم متقارن گراف یک V (Γ) کنیم فرض [۱۵] .۶ .۲ قضیه
یا زیر مرتب زوج ازپانزده یکی (Gu, Gv) آنگاه ،{u, v} ∈ E(Γ) اگر این بر علاوه .۰ ≤ r ≤ ۷ آن در که ۲r · ۳ با است
Dn و Cn, Bn, An همچنین است. (b, a) مرتب زوج (a, b) مرتب زوج وارون از منظور کنید توجه باشد. می آنها وارون

نداریم. آنها ساختار به نیازی ما هستندکه ای شده شناخته غیردوری گروه های

(Z۳,Z۳), (S۳, S۳), (S۳,Z۶), (D۱۲,D۱۲), (D۱۲,A۴), (S۴,D۲۴), (S۴,Z۳ ⋉D۸)

, (A۴ × Z۲,D۱۲ × Z۲), (S۴, S۴), (S۴ × Z۲,D۸ × S۳), (S۴ × Z۲, S۴ × Z۲),

(A۹۶, B۹۶), (A۱۹۲, B۱۹۲), (C۱۹۲, D۱۹۲), (A۳۸۴, B۳۸۴).

صورت این در یاشد. مکعبی G‑نیم متقارن گراف یک Γ و G ≤ Aut(Γ) کنیم فرض قضیه۶. ۲] ،۲۳] .۷ .۲ قضیه
کند. می عمل صادق طور به ،Γ دوبخش هر روی ،G یا ،Γ ∼= K۳,۳

شمارنده یک ،۳ و N ⊴ G اگر باشد. مکعبی G‑نیم متقارن گراف یک Γ و G ≤ Aut(Γ) کنیم فرض [۳۰] .۸ .۲ قضیه

است. نیم متقارن −N ،Γ آنگاه نباشد G

N
مرتبه

باشند.اگر Γ دوبخش {U,W} و باشد مکعبی G‑نیم متقارن گراف یک Γ و G ≤ Aut(Γ) کنیم فرض [۲۰] .۹ .۲ قضیه
G

N
گرافی ΓN و کند می عمل منظم نیم دوبخش، این روی N آنگاه نباشد انتقالی ،W روی وهم U روی هم Nو N ⊴ G

است. ‑نیم متقارن

اگر باشند. Γ دوبخش {U,W} و باشد مکعبی نیم G‑نیم متقارن گراف یک Γ و G ≤ Aut(Γ) کنیم فرض .۱۰ .۲ نتیجه
.|N | | |U | یا |U | | |N | آنگاه N ⊴ G

30William Burnside
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

طور به ،Uروی N ۹ .۲ قضیه به باتوجه صورت، این غیر در |U | | |N | آنگاه باشد، انتقالی U روی N عمل اگر اثبات.
□ .|N | | |U | ودرنتیجه کند می عمل منظم نیم

است گرافی C(G;H,K) همدسته گراف باشند. آن متناهی زیرگروه دو ،Kو H و گروه یک ،G کنیم فرض .۱۱ .۲ تعریف
وفقط اگر مجاورند، Ky و Hx رأس دو و {Hx|x ∈ G}∪{Ky|y ∈ G} با، برابراست آن های رأس مجموعه که دوبخشی

.Hx ∩Ky ̸= ∅ اگر

در صورت دراین باشند. آن زیرگروه دو K و H و باشد متناهی گروهی G کنیم فرض بخش۲] ،۱۵] .۱۲ .۲ گزاره
هستند: برقرار زیر خواص C(G;H,K)

باشد. d برابر Kو H در H ∩K اگراندیس فقط و اگر است d درجه از منتظم C(G;H,K) (۱)
.G = ⟨H,K⟩ اگر فقط و اگر است همبند C(G;H,K) (۲)

اگر فقط و اگر است صادق عمل واین کند می عمل C(G;H,K) روی راست از ضرب با G (۳)

CoreG(H ∩K) = ۱

است. نیم متقارن −G گراف یک C(G;H,K) صورت این در و

آنگاه باشد، نیم متقارن −G گرافی Γ اگر .G ≤ Aut(Γ) و باشد منتظم گرافی Γ کنیم فرض [۲ .۴ گزاره ،۲۲] .۱۳ .۲ گزاره
.Γ ∼= C(G;Gu, Gv) داریم: vو u مجاور رأس دو ازای به

کرد. خواهیم اثبات را ۱ .۱ قضیه ادامه در و کرده اثبات و رابیان لم چند ابتدا قسمت دراین اصلی. نتیجه .۲ .۲
باشد، ۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گرافی Γ می کنیم فرض بخش این پایان تا بعد به این از فرضیات: و گذاری نماد

.A = Aut(Γ) و است اول عددی p > ۱۹ که

باشد. داشته ۲۰ یا ۱۰ مرتبه از نرمال گروهی زیر تواند نمی A آنگاه ، Op(A) = ۱ اگر .۱۴ .۲ لم

۶ .۲ قضیه بر بنا .u ∈ U کنیم فرض باشد. Γ دوبخشی {U,W} کنیم فرض اثبات.

۰ ≤ r ≤ ۷, |Au| = ۲r × ۳, |U | = |W | = ۲۰p.

این بنابر
|A| = |Au||U | = ۲r+۲ × ۳ × ۵ × p.

وباتوجه نیست انتقالی W و U روی M ، ۱۰ .۲ برلم بنا باشد. ۲۰ مرتبه از A نرمال گروه زیر Mو Op(A) = ۱ کنیم فرض

داریم: صورت این در باشد. ΓM بخشی دو {UM ,WM} کنیم فرض است. نیم متقارن − A

M
گراف یک ΓM ۹ .۲ قضیه به

| A
M

| = ۲r × ۳ × p, |ΓM | = ۲p,

این بر بنا و
|UM | = |WM | = p.
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه جوانشیررضایی، و محمدرضاسالاریان

مرتبه از ساده ‑گروه K۳ یک آن نباشد پذیر حل K

M
اگر باشد. A

M
نیمال می نرمال گروه زیر K

M
کنیم فرض

۲i × ۳ × p, ۱ ≤ i ≤ ۷,

آبلی بنابراین و پذیر حل K

M
پس ندارد. وجود ای ساده گروه چنین ۱ .۲ برقضیه وبنا p > ۱۹ که این به توجه با اما است

این بر بنا است. انتقالی غیر یا انتقالی UM روی و است مقدماتی
K

M
∼= Zp

‑زیر p پس است، A نرمال گروه زیر K وچون است K مشحصه زیرگروه K سیلوی گروه ‑زیر p ،|K| = ۲۰p نتیجه در و
۱۰ مرتبه از A نرمال گروه زیر M کنیم فرض دارد. تناقض OP (A) = ۱ فرض با این و است نرمال Aدر K سیلوی گروه

فرض است. نیم متقارن − A

M
گراف یک ΓM ۹ .۲ قضیه به توجه با و نیست انتقالی W و U روی M ، ۱۰ .۲ لم بر بنا باشد.

داریم: صورت این در باشد. ΓM دوبخشی {UM ,WM} کنیم

| A
M

| = ۲r+۱ × ۳ × p, |ΓM | = ۴p

این بر بنا
|UM | = |WM | = ۲p.

مرتبه از ساده ‑گروه K۳ یک آن نباشد پذیر حل K

M
اگر باشد. A

M
نیمال می نرمال گروه زیر K

M
کنیم فرض

۲i × ۳ × p, ۱ ≤ i ≤ ۸

آبلی بنابراین و پذیر حل K

M
پس ندارد. وجود ای ساده گروه چنین ۱ .۲ برقضیه وبنا p > ۱۹ که این به توجه با اما است

این بر بنا است. انتقالی غیر یا انتقالی UM روی و است مقدماتی
K

M
∼= Zp یا K

M
∼= Z۲

K وچون است K مشحصه زیرگروه K سیلوی گروه ‑زیر p اول حالت در است. |K| = ۲۰ یا |K| = ۱۰p ، نتیجه در
وحالت دارد. تناقض OP (A) = ۱ فرض با واین است نرمال A در K سیلوی گروه ‑زیر p پس است، A نرمال گروه زیر
□ نیست. پذیر امکان |M | = ۲۰ به باتوجه هم دوم

.Γ ∼= C(L۲(۳۱); S۴, S۴) و p = ۳۱ یا |Op(A)| = p .۱۵ .۲ لم

آنگاه باشد. Γ دوبخشی {U,W} کنیم فرض اثبات.

|U | = |W | = ۲۰p و |A| = ۲r+۲ × ۳ × ۵ × p,

فرض است. ساده گروهی T که N ∼= T k آنگاه باشد. A نیمال می نرمال زیرگروه N کنیم فرض .۰ ≤ r ≤ ۷ آن، در که
۱۰ .۲ لم بر بنا .N ∼= T لذا و k = ۱ داشت خواهیم است ۱ برابر ،A مرتبه در ۵ و ۳ های توان چون باشد. آبلی غیر T کنیم
اول عدد سه بر حداقل آن مرتبه و است آبلی غیر ساده گروه یک N چون اول درحالت .|U | | |N | یا |N | | |U | = ۲۰p ،

آوریم: می دست به است، پذیر بخش
|N | = ۲i × ۵ × p
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

آن در که
۱ ≤ i ≤ ۲,

پس است. ساده ‑گروه K۳ هر مرتبه اول عامل یک ۳ ، ۱ .۲ قضیه به توجه با است.اما ساده ‑گروه K۳ یک N این بر بنا و
K۴ یک N پس است، ساده ‑گروه K۳ هر اول عامل ۳ چون دوباره ۲۰p | |N | این بر بنا نیست. پذیر امکان حالت این

مرتبه با ساده ‑گروه
۲i × ۳ × ۵ × p(۲ ≤ i ≤ ۹)

آوریم می دست به ۳ .۲ نتیجه به توجه با

N ∼= L۲(۱۱), L۲(۲۴), L۲(۳۱)

گیریم می نتیحه است p > ۱۹ چون هستند. متناظر ۱۱, ۱۷ یا ۳۱ اول اعداد با ترتیب به ها گروه این

است. N‑نیم متقارن گراف یک Γ ۸ .۲ قضیه به توجه با حال نیست. پذیر بخش ۳ بر A

N
مرتبه و N ∼= (L۲(۳۱))

داریم: فصل۳‑قضیه۶− ۲۵] ،۲۷] به توحه با u ∈ U و v ∈ W هر برای

(Gu, Gv) = (S۴, S۴)

گراف قضیه۱− ۳] ،۲۴] از استفاده با که می کنیم توجه .Γ ∼= C(N,Nu, Nv) ۱۳ .۲ برگزاره بنا و

C(L۲(۳۱); S۴, S۴)

گراف یک ΓN و باشد می مقدماتی آبلی نتیجه در و است پذیر حل N کنیم فرض حال است. ومکعبی نیم متقارن همبند،

آنگاه Op(A) = ۱ کنیم فرض |Op(A)| = p می کنیم ادعا است. ۴۰p
|N |

مرتبه از نیم متقارن −A

N

N ∼= Z۲،Z۲ × Z۲ Z۵یا

و ΓN بخش دو مجموعه {UN ,WN} کنیم فرض است. ۲۰p, ۱۰p۸یاp مرتبه از ترتیب به نیم متقارن −A

N
گراف یک ΓN و

، N ∼= Z۲ می کنیم فرض ابتدا باشد. A

N
نیمال می نرمال گروه زیر M

N

|A
N

| = ۲r+۱ × ۳ × ۵ × p

i مقادیر بعضی برای ۲i × ۳ × ۵ × p مرتبه با ساده گروه −K۴ یک آن نباشد پذیر حل M

N
اگر .|UN | = |WN | = ۱۰p و

بر بنا ندارد. وجود ای ساده گروه −K۴ چنین p > ۱۹ و p ̸= ۳۱ که واین ۳ .۲ نتیجه به توجه با اما است. ۱ ≤ i ≤ ۸ که
آوریم: می دست به و است مقدماتی آبلی بنابراین و پذیر حل M

N
این

M

N
∼= Z۲,Z۵ Zpیا

سیلوی زیرگروه −p آنگاه M
N

∼= Zp اگر است. غیرممکن ۱۴ .۲ لم به توجه با این و |M | = ۱۰ آنگاه M
N

∼= Z۵ اگر
دارد. تناقض op(A) = ۱ فرض با که است A نرمال گروه زیر آن این بر بنا M ⊴ A وچون است M مشخصه گروه زیر ،M

آنگاه M
N

∼= Z۲ اگر
M ∼= Z۲ × Z۲ یا Z۴
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه جوانشیررضایی، و محمدرضاسالاریان

و | A
M

| = ۲r × ۳ × ۵ × p ،
|UM | = |WM | = ۵p.

مرتبه با ساده گروه −K۴ یک آن نباشد پذیر حل M

N
اگر باشد. A

M
نیمال می نرمال گروه زیر K

M
اگر

۲i × ۳ × ۵ × p

پذیر حل K

M
اگر ندارد. وجود ای ساده گروه −K۴ چنین p > ۱۹ و p ̸= ۳۱ که واین ۳ .۲ نتیجه به توجه با اما است.

بنابراین و است مقدماتی آبلی آن باشد
K

M
∼= Z۵ Zpیا

مخالف که |Op(A)| > ۱ آوریم می بدست دوم حالت ودر است ناممکن ۱۴ .۲ لم به توجه با که |K| = ۲۰ اول حالت در
حال باشد. یکریخت Z۲ × Z۲ با تواند نمی N مشابه استدلالی با باشد. ۲ مرتبه از تواند نمی N بنابراین است. ما فرض
اگر این بر بنا .p > ۱۹ زیرا ندارد وحود ای ساده گروه −K۳ چنین اما |A

N
| = ۲r+۲ × ۳ × p آنگاه N ∼= Z۵ کنیم فرض

وداریم: است مقدماتی آبلی ولذا پذیراست حل آن باشد، A

N
نیمال می نرمال گروه زیر M

N

M

N
∼= Z۲,Z۲ × Z۲ Zpیا

□ نیست. پذیر امکان حالت هر در که . |M | = ۱۰, ۲۰ یا ۵p این بنابر

است. نرمال A در A سیلوی وp‑زیرگروه p ̸= ۳۱ می کنیم فرض بخش این مانده باقی در بالا لم به باتوجه

آنگاه G = A۵ S۵یا که A

M
∼= G اگر است. نرمال A در که A سیلوی زیرگروه −p ، M کنیم فرض .۱۶ .۲ لم

است. یکریخت G از زیرگروهی با Au ،u رأس هر برای (۱)
است. همریختی یک ϕ : G → Aut(M) آن در که A ∼= G⋉ϕ M (۲)

(۱) اثبات.

|Au| =
|A|
۲۰p

,Au
∼=

Au

۱
=

Au

Au ∩M
∼=

Au.M

M
≤ A

M
∼= G

.
همریختی یک برای که دارد Hمانند زیرگروهی A ،۴ .۲ قضیه بر بنا هستند. اول هم به نسبت A

M
مرتبه و M مرتبه (۲)

و A ∼= H ⋉ϕ M داریم؛ ϕ : H → Aut(M)

H ∼=
H

۱
=

H

H ∩M
∼=

HM

M
=

A

M
∼= G,

□ .A ∼= G⋉ϕ M درنتیجه و

M مرتبه و است ۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گرافی Γ که A = Aut(Γ) می کنیم فرض بخش این پایان تا .۱۷ .۲ تبصره
است. p برابر Γ p‑سیلوی
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۱۴۴ –۱۲۵ (۱۴۰۴) ۱ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۴۰p مرتبه از مکعبی نیم متقارن گراف های

نیست. یکریخت A۵ با A

M
آنگاه است. نرمال A در باشدکه A سیلوی زیرگروه −p ،Mکنیم فرض .۱۸ .۲ لم

داریم: ،u رأس هر برای . A
M

∼= A۵ کنیم فرض اثبات.

|Au| =
|A|

۲۰p۲ = ۳

داریم: ϕ : A۵ → Aut(M) همریختی یک برای ۲,۱۶ لم به توجه با Au
∼= Z۳ نتیجه ودر

A ∼= A۵ ⋉ϕ M

یکریخت Aut(M) از بازیرگروهی باید A۵ آنگاه Kerϕ = ۱ اگر Kerϕ = A۵ یا Kerϕ = ۱ بنابراین است. ساده A۵

.A ∼= A۵ ×M آنگاه kerϕ = A۵ اگر است. غیرآبلی A۵ زیرا است غیرممکن واین Aut(M) ∼= Zp−۱ که باشد.
و مجاورند دورأس v و u که Γ ∼= C(A;Au, Av) ۱۳ .۲ گزاره به توجه وبا است نیم متقارن گراف یک Γ

A = ⟨Au, Av⟩ ∼= ⟨Z۳,Z۳⟩

که دارد Z۳ با یکریخت K و H مانند زیرگروه هایی A براین بنا

A ∼= A۵ ×M = ⟨H,K⟩

داریم: صورت این در (g,m) ∈ H کنیم فرض حال

(g,m)۳ = (g۳,m۳) = (g۳, ۱)

در مرتب زوج هر مولفه دومین یعنی .m = ۱ شود می نتیچه که m = ۱ ویا است pبرابر m مرتبه طرفی از m۳ = ۱ پس
مرتب هرزوج مولفه دومین شود می نتیجه که است e برابر K در مرتب زوج هر مولفه دومین مشابه طور به است ۱ برابر H
□ است. غیرممکن که است e برابر A ∼= A۵ ×M در

باشد. یکریخت S۵ با تواند نمی A

M
آنگاه است. نرمال A در که باشد A سیلوی زیرگروه −p ،M کنیم فرض .۱۹ .۲ لم

وچون Au
∼= Z۶ یا Au

∼= S۳ نتیجه در و |Au| =
|A|
۲۰p

= ۶ داریم: ،u رأس هر برای A

M
∼= A۵ کنیم فرض اثبات.

یک برای ۲,۱۶ لم به توجه با Au
∼= S۳ پس ندارد. Z۶ با یکریخت زیرگروهی S۵ و است یکریخت S۵ از زیرگروهی با Au

داریم: ϕ : S۵ → Aut(M) همریختی
A ∼= S۵ ⋉ϕ M.

از زیرگروهی با باید A۵ و S۵ آنگاه Kerϕ = ۱ اگر Kerϕ = ۱,A۵ یا S۵ بنابراین است S۵ نرمال گروه زیر Kerϕ

آنگاه kerϕ = S۵ اگر است. غیرآبلی S۵ زیرا است ناممکن واین Aut(M) ∼= Zp−۱ که باشند. یکریخت Aut(M)

۱۳ .۲ گزاره به توجه وبا است نیم متقارن گراف یک Γ .A ∼= S۵ ×M

Γ ∼= C(A;Au, Av)

و مجاورند رأس دو v و u که
A = ⟨Au, Av⟩ ∼= ⟨S۳, S۳⟩
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(g,m) ∈ H کنیم فرض حال A ∼= S۵ ×M = ⟨H,K⟩ که دارد S۳ با یکریخت K و H مانند زیرگروه هایی A براین بنا
داریم: صورت این در

(g,m)۶ = (g۶, g۶) = (g۶, ۱)

مرتب زوج هر مولفه دومین یعنی .m = e شود می نتیچه که m = e ویا است p۲ یا p برابر m مرتبه طرفی از m۶ = ۱ پس
هرزوج مولفه دومین شود می نتیجه که است e برابر K در مرتب زوج هر مولفه دومین مشابه طور به است e برابر H در

در مرتب
A ∼= M × S۵

با است یکریخت ϕ تصویر انگاه Kerϕ = A۵ اگر است. ناممکن که است e برابر

S۵

A۵
∼= Z۲.

g /∈ A۵ هر وبرای است همانی ریختی خود gϕ داریم g ∈ A۵ هر برای که دارد وجود ۲ ازمرتبه T خودریختی یک این بر بنا
عضو دو هر برای .gϕ = T داریم:

(g,m), (h, n) ∈ S۵ ⋉ϕ M

داشت، خواهیم h /∈ A۵ واگر (g,m)(h, n) = (gh,mn) داریم: h ∈ A۵ اگر ،

(g,m)(h, n) = (gh, (mT )n)

داریم: h /∈ A۵ واگر (g,m)n = (gn,mn) داریم: n عددطبیعی هر برای g ∈ A۵ اگر این بنابر

(g,m)۲n = (g۲n, (mnT )mn)

داریم: حال
(g,m)۱۲ = (g۱۲, (m۶T ).m۶) = (g۱۲, e)

در مرتب زوج هر مولفه دومین که گرفت نتیجه توان ومی m = ۱ شود می نتیجه m ∈ M,m۶ = e که این به توجه با

A ∼= S۵ ⋉ϕ M

□ باشد. یکریخت S۵ با تواند نمی A

M
این بر بنا است. ممکن غیر واین eبا است برابر

کنیم. اثبات را ۱ .۱ قضیه توانیم می حال

گرافی p = ۳ ازای به باشد. ۴۰p مرتبه از مکعبی و نیم متقارن همبند، گراف یک Γ کنیم فرض . ۱ .۱ قضیه اثبات
وبه ندارد وجود گرافی چنین p = ۲, ۵, ۷, ۱۱, ۱۳, ۱۷ و ۱۹ ازای به و است. S۱۲۰ آن و دارد وجود ۱۲۰ مرتبه از نیم متقارن
قرار .p > ۱۹ ، p ̸= ۳۱ می کنیم فرض بنابراین است. یکریخت C(L۲(۳۱), S۴, S۴) گراف با گراف این p = ۳۱ ازای

داریم ما Aباشد. سیلوی زیرگروه −p ،Mو A = Aut(Γ) می دهیم

|A| = ۲r+۲ × ۳ × ۵ × p,
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داریم آنگاه باشد. Γ دوبخشی {U,W} کنیم فرض .M ⊴ A ، ۱۵ .۲ لم به توجه با و

|U | = |W | = ۲۰p

مرتبه از مکعبی نیم متقارن − A

M
همبند گراف یک ΓM ، ۹ .۲ قضیه بر بنا و است انتقالی غیر ،W روی وهم U روی هم Mو

مرتبه از انتقالی یال هرگراف اما است. ‑انتقالی یال −G بنابراین و نیم متقارن −G ΓM و G =
A

M
است.قرارمی دهیم ۴۰

درنتیجه است. متقارن این وبنابر انتقالی رأس ۴۰

ΓM
∼= F۴۰

داریم: این بنابر .۴۸۰ با است برابر |Aut(F۴۰)| و است یکریخت Aut(F۴۰) از زیرگروهی با G و

۲r+۲ · ۳ · ۵ ≤ ۴۸۰.

شود می نتیجه این از
۲r+۲ ≤ ۳۲

پس نیست، انتقالی V (F۴۰) روی G جون
۲r+۲ ≤ ۱۶

آوریم: می دست به و
۰ ≤ r ≤ ۲

جایگشتی گروه یک G شود می نتیحه این از است. انتقالی WM و UM روی G و است ۲۴۰ یا |G| = ۶۰, ۱۲۰ نتیجه در و
با یکریخت H مانند زیرگروهی Aut(F۴۰) که می کنیم توجه ما است. ۲۰ درجه از انتقالی

A۵ × Z۲ × Z۲

فرض است. ۲ حداکثر اندیس با G از زیرگروهی G ∩H این بنابر است. Aut(F۴۰) از زیرگروهی G و دارد ۲ اندیس از
آوریم: می بدست Gapاز استفاده با باشد. |G| = ۶۰ کنیم

G ∼= A۵ یا A۴ × Z۵.

با تواند نمی G ،Aut(F۴۰) ساختار به توجه با هم دوم حالت و باشد درست تواند نمی ۱۸ .۲ لم بر بنا اول حالت

A۴ × Z۵

آوریم: می دست به Gapاز استفاده با دوباره |G| = ۱۲۰ کنیم فرض حال باشد. یکریخت

G ∼= S۵,Z۲ × A۵,Z۵ × S۴, S۴ ⋉ Z۵ یا D۱۰ × A۴.

امکان تنها Aut(F۴۰) و G ساختار به توجه با باشد. یکریخت S۵ با تواند نمی G گیریم می نتیجه ۱۹ .۲ لم از استفاده با
با که است این G برای

Z۲ × A۵

اگر باشد. یکریخت
G ∼= Z۲ × A۵
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−K گراف یک ΓM این بر بنا نیست. پذیر بخش ۳ بر G

K
مرتبه و دارد. A۵ با یکریحت Kمانند نرمال زیرگروهی Gآنگاه

از است. Aut(F۴۰) در ۲ ازاندیس زیرگروهی G آنگاه .|G| = ۲۴۰ کنیم فرض حال نیست. پذیر امکان که است نیم متقارن
آوریم می بدست Gapاز استفاده با و این

G ∼= Z۲ × S۵,Z۲ × Z۲ × A۵,A۵ × Z۴ یا A۵ ⋉ Z۴

اگر
G ∼= Z۲ × S۵

آنگاه T = Z(G) کنیم فرض و
T ∼= Z۲

آنگاه B =
G

T
می دهیم قرار است. نیم متقارن −G

T
گراف یک (ΓM )T و

B ∼= S۵

داریم {u, v} یال هر برای
|Bu| = |Bv| = ۱۲

گیریم می نتیجه این از است. یکریخت A۴ با مرتبه۱۲ از Bزیرگروه وهر

(Bu, Bv) = (A۴,A۴)

با تواند Gنمی که دهد می نشان مشابه استدلالی است. غیرممکن ۶ .۲ قضیه به توجه با که

Z۲ × Z۲ × A۵,A۵ × Z۴ یا A۵ ⋉ Z۴

کامل ۱ .۱ قضیه واثبات ندارد. وجود ۴۰p مرتبه از ومکعبی همبند،نیم متقارن دهدگرافی می نشان ما به این باشد. یکریخت
□ شود. می

باشد. ۴۰p مرتبه از ومکعبی یال‑انتقالی همبند، گراف Γ و اول عددی p کنیم فرض .۲۰ .۲ نتیجه
.Γ ∼= C(L۲(۳۱; , S۴, S۴)) و p = ۳۱ یا Γ ∼= S۱۲۰ و p = ۳ آنگاه باشد نیم متقارن Γ اگر .۱

است. متقارن Γ آنگاه p ̸= ۳ و ۳۱ اگر .۲

نمودارها و شکل ها جدول ها، .۳

۲i × ۳ × ۵ × p ازمرتبه ساده K۴گروه های .۱ جدول

Table 1: K4-Simple groups of order 2i × 3× 5× p

مرتبه گروه

۲۲ × ۳ × ۵ × ۱۱ L۲(۱۱)
۲۴ × ۳ × ۵ × ۱۷ L۲(۲۴)

۲۵ × ۳ × ۵ × ۳۱ L۲(۳۱)
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S۱۲۰ نیم متقارن گراف نمودار .۱ شکل

Figure 1: Semisymmetric graph diagram S120
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