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RELATIONS BETWEEN THE DISTINGUISHING NUMBER AND SOME

OTHER GRAPH PARAMETERS

BAHMAN AHMADI ∗ AND SEYED ALIREZA TALEBPOUR SHIRAZI FARD

Abstract. A distinguishing coloring of a simple graph G is a vertex coloring of G which is preserved

only by the identity automorphism of G. In other words, this coloring “breaks” all symmetries of

G. The distinguishing number D(G) of a graph G is defined to be the smallest number of colors in a

distinguishing coloring of G. This concept of “symmetry breaking” was first proposed by Babai in 1977

and after the publication of a seminal paper by Albertson in 1996, it attracted the attention of many

mathematicians. In this paper, along with studying some relations between D(G) and some other

important graph parameters, we introduce the concept of a (D,α)-ordinary graph which displays the

comparison between D(G) and the independence number α(G). Then we consider the classification of

(D,α)-ordinary graphs in various families of graphs such as forests, cycles, generalized Johnson graphs,

Cartesian products of graphs and line graphs of connected claw-free graphs. We also propose some

conjectures and discuss about some future research directions in this topic.

1. Introduction

The graphs in the paper are assumed to be undirected, simple and finite. For a graph G, we denote

by V (G) and Aut(G), the vertex set and the automorphism group of G, respectively. Let G be a

graph and c be a vertex (respectively, edge) coloring of G. We say that an α ∈ Aut(G) preserves the
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coloring c if for any pair of vertices u and v in V (G) (respectively, any pair of edges e and f), for

which α(u) = v (respectively, α(e) = f), the vertices u and v (respectively, the edges e and f) have the

same color. For a graph G, a distinguishing coloring (respectively, distinguishing edge coloring) is a

vertex coloring (respectively, edge coloring) of G such that the only automorphism which preserves the

coloring, is the identity automorphism. Then the distinguishing number (respectively, distinguishing

index ) of G, denoted by D(G) (respectively, D′(G)), is defined to be the smallest number of colors

for a distinguishing coloring (respectively, distinguishing edge coloring) of G. It is easy to see that

D(Kn) = n, D(Kn,n) = n+ 1, D(Pn) = 2 for n ≥ 2, D(C3) = D(C4) = D(C5) = 3, while D(Cn) = 2,

for n ≥ 6. Note also that, for any asymmetric graph G, we have D(G) = D′(G) = 1 and, as mentioned

in [2], D′(Kn,n) = 2, for n ≥ 4. This symmetry breaking concept was first introduced by Babai in

1977, and after 1996, it attracted the attention of many mathematicians. For detailed studies on this

topic, we refer the reader to [1], [3]-[15].

In [1], along with some new parameters related to distinguishing colorings, the authors introduced

the distinguishing threshold θ(G) as the minimum number k of colors such that any coloring of the

graph G with k colors is distinguishing. Obviously D(G) ≤ θ(G) ≤ |V (G)|. They also showed that

θ(Kn) = θ(Kn) = n, θ(Km,n) = m+ n, θ(Pn) = ⌈n
2
⌉+ 1, for n ≥ 2,

and θ(Cn) = ⌊n2 ⌋+ 2, for n ≥ 3.

It has been shown that the distinguishing number of “almost” all connected graphs is at most 2.

On the other hand, the independence number of a graph G is at least 2 unless G is a complete graph

on more than 1 vertices. It follows that for almost all connected graphs G, D(G) ≤ α(G). This is a

motivation for us to define the concept of (D,α)-ordinary graphs: a graph is called (D,α)-ordinary

if it satisfies the above inequality. In this paper, we consider this concept and determine families of

graphs which are ordinary or non-ordinary. In particular we analyse the complete multipartite graphs,

Cartesian product of graphs and some line graphs.

2. Main Results

In this section, we list the main results of the paper without proofs. We start by the following

two general results in which we use the notation Fix(G) for the fixing number of a graph G, i.e. the

smallest size of a fixing set of G, where a fixing set of G is a subset of vertices of G which is point-wise

preserved only by the identity automorphism.

Proposition 2.1. For each graph G, we have D(G) ≤ Fix(G) + 1 ≤ θ(G).

For the next result, we also recall the notion of β(G), the vertex cover number of a graph G and

recall that α(G) + β(G) = |V (G)|.
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Theorem 2.2. For any graph G, if θ(G) ̸= |V (G)| then Fix(G) < β(G).

Also, for the next result, we use the notion of Cartesian products and powers of graphs.

Theorem 2.3. Let G be a connected graph. If G ≇ K2
2 ,K

3
2 ,K

2
3 , then for each r ≥ 2, D(Gr) = 2,

otherwise D(G) = 3.

For example, for any n ≥ 3 and r ≥ 3, we have that D(Kr
n) = 2.

Throughout the paper, we also use the notation L(G) of the line graph of a graph G and denote

the graph obtained from the graph K4 by removing two non-adjacent edges (respectively, one edge)

by Q (respectively, R). See Figure 1. Note that L(Q) = R.

Q R

Figure 1. the graph Q and the graph R

In this part of the paper, we start investigating the ordinariness property of graphs. It is straight-

forward to see that, for n ≥ 6, the graphs Kn and Cn, and for n ≥ 3, the graph Pn, and for m ̸= n,

the graph Km,n are ordinary. The same is true for all asymmetric graphs, while the graphs such as

Kn and C4 are non-ordinary. We also observe that the set of all ordinary graphs are closed under the

union operation while the set of non-ordinary graphs are closed under the “join” operation. Therefore

there are infinite families of ordinary and non-ordinary graphs. This is an insight that the problem of

determining such graphs is an interesting one.

Let |V (G)| = n. We note that, according to Proposition 2.2, for any graph G with θ(G) ̸= n, if

α(G) is large, then Fix(G) must be small. Another consequence of Proposition 2.2 is the following

which provides a necessary condition for a graph to be non-ordinary.

Proposition 2.4. If G is non-ordinary, then θ(G) = n or α(G) ≤ n−1
2 .

Corollary 2.5. For a graph G, if it holds that θ(G) ̸= n and α(G) > n−1
2 , then D(G) ≤ α(G).

In what follows, we study some families of graphs from view-point of ordinariness. We start with

forests, cycles and bipartite graphs.

Proposition 2.6. Every forest with more that two vertices is ordinary.

Proposition 2.7. The cycle Cn is ordinary if and only if n ≥ 6.

Proposition 2.8. All bipartite graphs are ordinary except the graphs Kn,n.
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We Also present necessary and sufficient conditions of ordinariness for the more general family of

complete multipartite graphs.

Theorem 2.9. Assume G = K
n
j1
1 ,n

j2
2 ,...,njr

r
, in which n1 > n2 > · · · > nr and, for any i = 1, 2, . . . , r,

there are ji parts of size ni in G. Then G is non-ordinary if and only if j1 > 1, or there is an i > 1

in such a way that
(
n1

ni

)
< ji.

Furthermore, we can classify the ordinary generalized Johnson graphs as follows.

Theorem 2.10. The graph J(n, k, i) is ordinary if and only if (n, k, i) is neither (4, 2, 1) nor (5, 2, 1).

We next consider the Cartesian products of graphs and start with the following observation.

Proposition 2.11. Assume G and H are two relatively prime ordinary connected graphs which are

not asymmetric. Then G□H is ordinary.

In addition, we show that, except for some small cases, the Cartesian powers of connected graphs,

with exponents at least 2, are ordinary.

Corollary 2.12. For any graph G and any number r ≥ 2, the graph Gr is ordinary unless Gr ∼= K2
2 .

Corollary 2.13. Assume G = Gα1
1 □ · · ·□Gαr

r to be the prime factorization of the graph G, where

(1) all Gis are connected;

(2) if αi = 1, then Gi is ordinary but not asymmetric, and

(3) G ≇ K2
2 .

Then G is ordinary.

We now consider the main question of the paper for the line graphs.

Proposition 2.14. The graph L(Kn) is ordinary if and only if n ≥ 6 or n = 2.

For what follows, we define the family A = {P3,K3, R,K4, C4, C5,K5}. One easily observes the

following.

Lemma 2.15. The graphs in A are non-ordinary.

We now classify the line graphs of claw-free graphs with respect to the property of ordinariness.

More precisely, we show that the members of A are the only connected claw-free graphs whose line

graphs are non-ordinary.

Theorem 2.16. Assume G to be a connected claw-free graph. The graph L(G) is non-ordinary if and

only if G ∈ A.
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Figure 2. The twenty graphs discussed in the proof of theorem 2.16

In the next result, we make use of the concept of iterated line graphs. More clearly, we use the

notation L1(G) = L(G) and Lr(G) = L(Lr−1(G)), for r ≥ 2.

Corollary 2.17. Let G be a connected graph for which L(G) /∈ {K3, Q,R,C4,K4, C5,K5}. Then

for any r ≥ 2, the graph Lr(G) is ordinary unless L(G) = Pn, in which case the corollary holds for

n ≤ 3 + r. □

We finally, consider the line graphs of complete multipartite graphs.

Theorem 2.18. Let G = K
n
j1
1 ,n

j2
2 ,...,njr

r
, where n1 > n2 > · · · > nr and, for each i = 1, 2, . . . , r, there

are ji parts of size ni in G. Assume Σ =
∑r

i=2 jini + (j1 − 1)n1. Then L(G) is ordinary if and only

if n1 ≤ ΣΣ, unless G ∼= R, in which case L(G) is non-ordinary.

3. Conclusions

We investigated some families of graphs; including complete multipartite graphs, Cartesian products

and some line graphs; to see under which conditions they are ordinary. These are only some small

portion of graphs and it seems an interesting problem to consider other families of graphs and find

necessary and/or sufficient conditions for their ordinariness.
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گراف ها دیگر پارامترهای و تشخیص عدد بین روابطی

 

 

شیرازی فرد طالب پور علیرضا سید و ∗
 

 

احمدی بهمن

خودریختی ای تنها به طوری که G رئوس رنگ آمیزی یک از است عبارت ،G مانند ساده گرافی از تشخیص رنگ آمیزی یک چکیده.
«می شکند». را G تقارن های همه ی رنگ آمیزی این به عبارت دیگر، باشد. همانی خودریختی می کند، حفظ را رنگ آمیزی این که G از
رنگ آمیزی یک برای نیاز مورد رنگ تعداد کوچک ترین می شود، داده نمایش D(G) با که ،G مانند گراف یک تشخیص عدد
−(D,α) مفهوم گرافی، مهم پارامترهای و D(G) بین موجود روابط از برخی مطالعه ی بر علاوه مقاله، این در است. G تشخیص
وسیعی طیف سپس است. α(G) استقلال عدد و D(G) بین مقایسه ی بیانگر که می کنیم تعریف را گراف یک بودن عادی
گراف های کامل، چندبخشی دوبخشی، گراف های برای را رده بندی هایی و مطالعه بودن (D,α)‑عادی دیدگاه از را گراف ها از

می کنیم. ارائه گراف ها از برخی خط گراف های و دکارتی حاصل ضرب های و تعمیم یافته جانسون

مقدمه .۱

نمادگذاری های و پایه مفاهیم برای می شوند. فرض متناهی و طوقه) و جهت (بدون ساده مقاله، این در گراف ها همه ی
Aut(G) با آن را خودریختی های گروه و V (G) با را G گراف یک رئوس مجموعه ی می کنیم. پیروی [۴] کتاب از مرسوم
(متناظراً، رأسی رنگ آمیزی یک c کنیم فرض است. نامتقارن گرافی G گوییم باشد، همانی فقط Aut(G) اگر می دهیم. نمایش
از جفت هر برای هرگاه می کند حفظ را c رنگ آمیزی ،α ∈ Aut(G) ،α یک می گوییم این صورت در باشد. G گراف از یالی)
و u رئوس ،(α(e) = f متناظراً، ) α(u) = v که ،(f و e مانند G یال های از جفت هر (متناظراً، v و u مانند G رئوس
رنگ آمیزی (متناظراً، تشخیص رنگ آمیزی یک ،G گراف برای باشند. c تحت رنگ یک دارای (f و e یال های (متناظراً، v

حفظ آن را که G از خودریختی ای تنها به طوری که G از یالی) (متناظراً، رأسی رنگ آمیزی یک از است عبارت تشخیص) یالی
(D′(G) (متناظراً، D(G) با که G یالی) تشخیص عدد (متناظراً، تشخیص عدد همچنین باشد. همانی خودریختی می کند،
G از تشخیص) یالی رنگ آمیزی (متناظراً، تشخیص رنگ آمیزی یک در موردنیاز رنگ تعداد کوچک ترین می شود، داده نمایش
،n ≥ ۲ هر برای ،D(Kn,n) = n+ ۱ ،D(Kn) = n که می شود دیده به راحتی است، شده بیان [۲] در که همان طور است.
که داریم توجه همچنین .D(Cn) = ۲ ،n ≥ ۶ ازای به درحالی که، ،D(C۳) = D(C۴) = D(C۵) = ۳ ،D(Pn) = ۲

چندبخشی گراف خط، گراف تثبیت کننده، عدد تشخیص، عدد گراف، کلیدی: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع
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مسئول ∗نویسنده

۱۴۰۳/۰۸/۲۶ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۲/۱۹ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۴/۱۱ دریافت: تاریخ
.۹۲ –۷۳ (۱۴۰۳) ۳ شماره ۹ جامعه، و ریاضی نشریه گراف ها، دیگر پارامترهای و تشخیص عدد بین روابطی طالب پور، ع. و احمدی ب. مقاله: به ارجاع

. http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.138274.1590

۷۹

http://math-sci.ui.ac.ir
http://www.ui.ac.ir
https://orcid.org/0000-0003-2839-3515
https://orcid.org/0000-0001-7518-1537
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.138274.1590
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مطرح بابای۱ توسط ۱۹۷۷ سال در ابتدا تقارن» «شکستن مفهوم این .D(G) = ۱ اگر تنها و اگر است نامتقارن G گراف
بیشتر مطالعات برای نمود. جلب خود به را ریاضی دانان از خیلی توجه ،۱۹۹۶ سال در [۲] مقاله ی انتشار از پس و شد
این می دهیم. ارجاع [۲۷ ،۲۰ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۶ ،۱۵ ،۱۴ ،۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۷ ،۶ ،۵ ،۱] منابع به را خواننده زمینه، این در
گراف ها خاصیت های و پارامترها سایر با پارامترها این که روابطی و گراف ها تشخیص عدد مطالعه ی بر است ادامه ای مقاله
[۲۴] در پرداخت. خواهیم تشخیص عدد محوریت با مقاله طول در موردنیاز نیز و پایه ای نتایجی مرور به ،۲ بخش در دارند.
هر استقلال عدد دیگر، سویی از است. ۲ حداکثر همبند، گراف های همه ی «تقریباً» تشخیص عدد که است شده داده نشان
مشاهده، این .D(G) ≤ α(G) داریم ،G مانند همبند گراف های همه ی برای تقریباً بنابراین است. ۲ حداقل غیرکامل گراف
نامساوی در هرگاه می نامیم (D,α)‑عادی را گرافی کنیم: تعریف را (D,α)‑عادی گراف مفهوم ،۳ بخش در تا است انگیزه ای
دیدگاه از گراف ها از معروفی خانواده های بررسی به ویژگی، این معرفی بر علاوه ،۳ بخش در کند. صدق D(G) ≤ α(G)

خاصیت این بررسی باشد. جالب توجهی مسئله ی می تواند خاصیت این بودن برقرار بررسی که می بینیم و می پردازیم بودن عادی
موضوع به ترتیب، گراف ها، خانواده های از برخی خط گراف های برای نیز و گراف ها از بعضی دکارتی حاصل ضرب های برای

کرد. خواهیم پیشنهاد مطالعه این ادامه ی برای مباحثی ،۶ بخش در نهایتاً می باشد. ۵ و ۴ بخش های

پایه مطالب .۲

پارامترهای از برخی با آن ارتباط و (یالی) تشخیص عدد خاصیت های درباره ی پایه مطالب برخی ارائه ی به بخش این در
عدد می دهیم. قرار موردمطالعه را گراف یک تثبیت کننده ی عدد و تشخیص عدد بین رابطه ی ابتدا می پردازیم. گراف ها
یک دارد. عمیقی ارتباط تقارن ها» «شکستن مفهوم با تشخیص، عدد همانند است، شده معرفی [۸] در که تثبیت کننده ی
A در موجود رئوس که G خودریختی تنها هرگاه می نامند G از تثبیت کننده مجموعه ی یک را A ⊆ V (G) مانند زیرمجموعه
می کنیم قرارداد راحتی، برای آنگاه باشد، نامتقارن G اگر باشد. همانی خودریختی می دارد، نگه ثابت نقطه به نقطه به طور را
می شود، داده نمایش Fix(G) با که G گراف تثبیت کننده ی عدد است. G تثبیت کننده ی مجموعه ی یک تهی مجموعه ی که
.Fix(G) = ۰ داریم نامتقارن گراف هر برای بنابراین می شود. تعریف G از تثبیت کننده مجموعه ی یک اندازه ی کوچک ترین
،n ≥ ۳ هر برای اینکه و Fix(Pn) = ۱ و Fix(Kn) = n − ۱ ،n ≥ ۲ هر برای که است شده داده نشان [۸] در
تشخیص آستانه ی عدد نام به جدیدی پارامتر [۱] در گراف ها، از برخی تشخیص عدد محاسبه ی راستای در .Fix(Cn) = ۲

G رنگ آمیزی هر به طوری که k مانند طبیعی عددی کوچک ترین از است عبارت که است شده تعریف θ(G) نماد با G گراف
است: شده ارائه آن از زیر معادل تعریف [۲۵] در سپس باشد. تشخیص رنگ آمیزی یک رنگ، k با

(۱ .۲) θ(G) = max{c(α) | α ∈ Aut(G) \ {id}}+ ۱,

حساب به دور یک جایگشت، این ثابت نقطه ی هر که جایگشت یک به عنوان α دورهای تعداد با است برابر c(α) آن، در که
اثبات پارامتر ها این تعاریف به باتوجه به راحتی زیر نتیجه ی .c(id) = ۰ می کنیم قرارداد و است همانی جایگشت id می آید،

می شوند.

□ .D(G) ≤ Fix(G) + ۱ ≤ θ(G) داریم G گراف هر برای .۱ .۲ گزاره

1Babai
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G رأسی پوشش یک را A ⊆ V (G) مانند مجموعه ای ،G گراف هر برای که می کنیم یادآوری بعدی، نتیجه ی برای
می شود، داده نمایش β(G) با که G رأسی پوشش عدد اینکه و باشد داشته A در رأس یک حداقل G یال هر هرگاه می نامند

.α(G) + β(G) = |V (G)| که داریم توجه است. G رأسی پوشش یک اندازه ی کوچک ترین

.Fix(G) < β(G) آنگاه ،θ(G) ̸= |V (G)| اگر G گراف هر برای .۲ .۲ قضیه

یک B = V (G) \ A این صورت در .|A| = α(G) با باشد مستقل مجموعه ی یک A ⊆ V (G) کنیم فرض اثبات.
وجود ترانهشی هیچ Aut(G) در که می دهد نتیجه (۱ .۲) طبق ،θ(G) روی ذکرشده شرط است. |B| = β(G) با رأسی پوشش
تثبیت کننده مجموعه ی یک B̃ = B \ {z} دهیم نشان است کافی باشد. B از عضوی z کنیم فرض .|B| > ۱ اینکه و ندارد
نگه ثابت نقطه به نقطه را B̃ که باشد دلخواهی خودریختی σ ∈ Aut(G) \ {id} و نباشد چنین این کنیم فرض است. G از
A چون ندارد، نگه ثابت را z رأس ،σ اگر است. وصل A از رأس یک به حداقل z رأس ،α(G) تعریف طبق می دارد.
و σ(z) = v که می گیریم نتیجه همچنین، باشد. وصل v مانند A در رأس یک به فقط باید z است مستقل مجموعه ی یک
دارد. نگه ثابت را B کل باید σ بنابراین و σ(z) = z پس است. ترانهش فاقد Aut(G) زیرا است تناقض که ،σ(v) = z

به باتوجه بنابراین، .σ(vi) = vj به طوری که دارند وجود A − {v} در vj و vi رأس دو است، غیرهمانی σ چون طرفی، از
می دهد نتیجه خود، به نوبه ی نیز، این باشند. داشته یکسانی همسایه های می بایست vj و vi می دارد، نگه ثابت را B̃ ،σ اینکه
است همانی σ یعنی می دارد؛ نگه ثابت را A کل σ نتیجه در است. تناقض یک که است Aut(G) در ،(vi, vj) ترانهش که
□ می کند. کامل را اثبات تناقض این و

تطابق یک اندازه ی بزرگ ترین می شود، داده نمایش ν(G) با که G تطابق عدد ،G گراف هر برای که می کنیم یادآوری
می کند. محاسبه را کامل چندبخشی گراف های تطابق عدد زیر، قضیه ی است. G در

.m۱ ≤ m۲ ≤ · · · ≤ mn که باشد به گونه ای G = Km۱,m۲,...,mn کامل چندبخشی گراف کنیم فرض [۲۶] .۳ .۲ قضیه

ν(G)؛ = m۱ +m۲ + · · ·+mn−۱ آنگاه ،mn ≥ m۱ +m۲ + · · ·+mn−۱ اگر (آ)
□ .ν(G) = ⌊ |V (G)|

۲ ⌋ آنگاه ،mn < m۱ +m۲ + · · ·+mn−۱ اگر (ب)

می شود. مشاهده به آسانی هم زیر مطلب علاوه برآن، .ν(G) = β(G) آنگاه باشد، دوبخشی G اگر که داریم توجه

□ .ν(T ) ≤ ν(G) آنگاه باشد، G گراف از فراگیر درخت یک T اگر .۴ .۲ لم

می کند. برقرار آن درجه ی بیشینه و همبند گراف یک تشخیص عدد بین مهم ارتباطی بعد قضیه ی

اگر می دهد رخ تساوی علاوه برآن، .D(G) ≤ ∆+ ۱ آنگاه باشد، ∆ درجه ی بیشینه با همبند گرافی G اگر [۶] .۵ .۲ قضیه
□ باشد. C۵ یا K∆,∆ ،K∆+۱ با یکریخت G اگر تنها و

G□H با که ،H و G گراف دو دکارتی حاصل ضرب می کنیم. یادآوری را گراف ها دکارتی حاصل ضرب تعریف ادامه، در
رأس با (u۱, v۱) رأس آن، در که است V (G□H) = V (G) × V (H) رئوس مجموعه ی با گرافی می شود، داده نمایش
هستند. G□H گراف عوامل H و G گوییم .u۱ ∼ u۲ و v۱ = v۲ یا ،v۱ ∼ v۲ و u۱ = u۲ هرگاه است مجاور (u۲, v۲)

دو همچنین می شود. نامیده ضرب) این (تحت اول گراف یک نیست، کوچک تر عوامل به تجزیه قابل  که گرافی طبیعتاً پس
،r ≥ ۲ هر برای و، G۱ = G نمادگذاری از ادامه در باشند. نداشته مشترکی عامل هرگاه می نامند اول هم به نسبت را گراف
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را خواننده گرافی، ضرب های سایر و دکارتی ضرب به مربوط مباحث مطالعه ی جهت کرد. خواهیم استفاده Gr = G□Gr−۱

[۱۲] و [۱۹] در به ترتیب دکارتی، حاصل ضرب های تشخیص عدد درباره ی زیر قضیه ی دو می دهیم. ارجاع [۱۰] کتاب به
شده اند. اثبات

آنگاه باشند، اول هم به نسبت H و G اگر .۲ ≤ D(G) ≤ D(H) و باشند همبند گراف دو H و G کنیم فرض .۶ .۲ قضیه

D(G□H) ≤ max{D(G), D(H)− ۲D(G) +D(G) + ۱}. □

غیر در D(Gr)؛ = ۲ داریم ،r ≥ ۲ هر برای آنگاه، ،G ≇ K۲
۲ ,K

۳
۲ ,K

۲
۳ اگر باشد. همبند گرافی G کنیم فرض .۷ .۲ قضیه

□ .D(G) = ۳ این صورت

برای بالایی و پایین کران های زیر قضیه ی دیگر، سویی از .D(Kr
n) = ۲ داریم r ≥ ۳ و n ≥ ۳ هر برای به عنوان مثال،
می کند. ارائه گراف ها دکارتی حاصل ضرب های استقلال عدد

داریم H و G دلخواه گراف های برای [۲۱] .۸ .۲ قضیه

α(G)α(H) + min{|V (G)| − α(G), |V (H)| − α(H)} ≤ α(G□H)

≤ min{α(G)|V (H)|, α(H)|V (G)|}. □

است گرافی می شود، داده نمایش L(G) با که G گراف خط گراف از منظور می کنیم. مرور را خط گراف مهم مفهوم حال
متناظر یال های اگر اگر و تنها مجاورند هم با رأس دو آن، در که می شود ساخته G یال هر به رأس یک دادن اختصاص با که
موارد در به جز که، است شده داده نشان [۱۶] در باشند). داشته مشترک رأس یک (یعنی باشند هم جوار G در رأس، دو آن با

است: ۲ با برابر کامل گراف های خط گراف تشخیص عدد کمی،

□ .D(L(Kn)) = ۲ داریم n ≥ ۶ هر برای .۹ .۲ گزاره

نمایش R با را یال یک حذف با و Q با را هم جوار یال دو حذف با K۴ کامل گراف از به دست آمده گراف مقاله، این در
.L(Q) = R که داریم توجه ببینید. را ۱ شکل می دهیم.

R Q

R گراف و Q گراف .۱ شکل

Figure 1: the graph Q and the graph R

گراف تشخیص عدد و گراف یک یالی تشخیص عدد بین ارتباطی متداول، سره ی یالی و رأسی رنگ آمیزی مبحث همانند
می کند. بیان را ارتباط این بعد قضیه ی دارد. وجود گراف آن خط

□ .D(L(G)) = D′(G) آنگاه باشد، R از متفاوت و همبند گرافی G اگر [۳] .۱۰ .۲ قضیه
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که است گرافی پنجه آزاد۲، گراف یک از منظور که می کنیم یادآوری است. شده داده نشان [۲۲] در زیر مطلب همچنین
ندارد. القایی زیرگراف یک به عنوان را K۱,۳ گراف

□ .D′(G) ≤ ۳ آنگاه باشد، پنجه آزاد همبند گراف یک G اگر .۱۱ .۲ قضیه

می بریم. پایان به [۹] از قضیه ای با را بخش این

و G□H /∈ {K۲
۲ ,K

۳
۲ ,K

۲
۳} به طوری که باشند همبندی گراف های H و G کنیم فرض .۱۲ .۲ قضیه

|V (G)| ≤ |V (H)| ≤ ۲|V (G)| − |V (G)|+ ۱.

□ .D(G□H) ≤ ۲ این صورت در

(D,α)‑عادی گراف های .۳

استقلال عدد توسط بالا از گراف تشخیص عدد آنها در که می پردازیم گراف هایی مطالعه ی و تعریف به بخش این در
می نامیم (D,α)‑غیرعادی را G گراف و D(G) ≤ α(G) هرگاه است (D,α)‑عادی ،G گراف گوییم است. کراندار
،Km,n ،m ̸= n برای ،Pn ،n ≥ ۳ ازای به ،Cn و Kn ،n ≥ ۶ ازای به که دید می توان نباشد. (D,α)‑عادی هرگاه
−(D,α) گراف هایی C۴ و Kn قبیل از گراف هایی حال آنکه هستند، (D,α)‑عادی نامتقارن گراف های همه ی همچنین و
خانواده ی و اجتماع عمل به نسبت (D,α)‑عادی گراف های همه ی خانواده ی که دید می توان علاوه بر  آن هستند. غیرعادی
به دست گراف ها نوع این از نامتناهی خانواده ای نتیجه در و بسته اند الحاق۳ عمل به نسبت (D,α)‑غیرعادی گراف های همه ی
نظر به جالب توجهی مسئله ی باشد، (D,α)‑عادی گرافی آنها تحت که کافی) یا (لازم شرایطی جستجوی بنابراین می دهند.
می کنیم. استفاده غیرعادی یا عادی واژه ی از صرفاً کرده حذف را (D,α) قسمت سادگی، به منظور مقاله، این در می رسد.
باشد، بزرگ α(G) اگر ،θ(G) ̸= n که G مانند گراف هایی برای ،۲ .۲ گزاره  بر بنا که داریم توجه .|V (G)| = n کنیم فرض
یک بودن غیرعادی برای لازم شرطی که است زیر گزاره ی ،۲ .۲ گزاره از دیگری نتیجه ی باشد. کوچک باید Fix(G) آنگاه

می کند. معرفی گراف

.α(G) ≤ n−۱
۲ یا θ(G) = n آنگاه باشد، غیرعادی گرافی G اگر .۱ .۳ گزاره

داریم ،α(G) < D(G) اینکه و ۲ .۲ قضیه بر بنا آنگاه ،θ(G) ̸= n اگر اثبات.

α(G) < D(G) ≤ Fix(G) + ۱ ≤ β(G).

□ .α(G) ≤ n−۱
۲ نتیجه در و α(G) ≤ β(G)− ۱ بنابراین

□ .D(G) ≤ α(G) آنگاه ،α(G) > n−۱
۲ و θ(G) ̸= n باشیم داشته G گراف برای اگر .۲ .۳ نتیجه

راستا، این در و می کنیم مطالعه بودن غیرعادی یا عادی منظر از را گراف ها مهم خانواده های از برخی بخش، این ادامه ی در
است. شده اثبات [۲۸] در زیر قضیه ی می گیریم. نظر در را درخت ها ابتدا

□ . D(T ) ≤ ∆(T ) داریم، K۲ به جز T درخت هر برای .۳ .۳ قضیه

2claw-free 3join
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است. ساده آن اثبات که می کنیم استفاده زیر لم از ،۳ .۳ قضیه  بر علاوه بعد، گزاره ی اثبات برای

است، طبیعی عددی ai ،i = ۱, . . . ,m هر برای آن، در که باشد Ti درخت از نسخه ai از متشکل جنگلی F اگر .۴ .۳ لم
آنگاه

D(F ) ≤ max
i

{D(Ti) + ai − ۱} . □

است. عادی گرافی K۲ به جز جنگلی هر می دهیم نشان حال است. غیرعادی گرافی K۲ که داریم خاطر به

است. عادی رأس، دو از بیش با جنگل هر .۵ .۳ گزاره

۲ از بیش با T درخت هر برای ،۳ .۳ قضیه طبق لذا ،∆(T ) ≤ α(T ) داریم ،T درخت هر برای آنجایی که از اثبات.
ai از متشکل جنگلی F می کنیم فرض لذا می دهد. نشان درخت ها برای را گزاره صحت که ،D(T ) ≤ α(T ) داریم رأس
از استفاده با و کلیت از کاستن بدون است. طبیعی عددی ai ،i = ۱, . . . ,m هر برای آن، در که باشد Ti درخت از نسخه

نوشت می توان بنابراین، .α(F ) = Σi aiα(Ti) که داریم توجه .D(F ) ≤ D(T۱) + a۱ − ۱ می کنیم فرض ،۴ .۳ لم

D(F ) ≤ D(T۱) + a۱ − ۱ ≤ a۱D(T۱) ≤ a۱α(T۱) ≤ α(F ),

□ می کند. تکمیل را اثبات که

و D(C۴) = ۳ > ۲ = α(C۴) ،D(C۳) = ۳ > ۱ = α(C۳) که می کنیم مشاهده دورها خانواده ی در علاوه برآن،
بنابراین، است. عادی Cn گراف ،n ≥ ۶ هر برای شد، گفته بخش ابتدای در درحالی که، D(C۵)؛ = ۳ > ۲ = α(C۵)

است. برقرار زیر گزاره ی

□ .n ≥ ۶ اگر تنها و اگر است عادی گرافی Cn دور .۶ .۳ گزاره

زیر به صورت را مطلب این هستند. عادی گراف هایی Km,n آنگاه ،m ̸= n اگر گفتیم، بخش ابتدای در که همان طور
می کنیم. تکمیل

.Kn,n گراف های به جز هستند عادی دوبخشی گراف های همه ی .۷ .۳ گزاره

باشد دوبخشی گرافی G می کنیم فرض لذا است. برقرار حکم و D(Km,n) = α(Km,n) = n آنگاه ،m < n اگر اثبات.
که می گیریم نتیجه .|X| ≤ |Y | آن در که می گیریم نظر در را G از (X,Y ) مانند دوبخشی افراز یک و نیست کامل دوبخشی که
□ .D(G) ≤ α(G) می دهد نشان که D(G) ≤ ∆(G) ،۵ .۲ قضیه طبق دیگر، سویی از .∆(G) ≤ |Y | و |Y | ≤ α(G)

می کنیم. ارائه آنها بودن عادی برای کافی و لازم شرطی کرده، بررسی را کامل چندبخشی گراف های کلی تر خانواده ی اکنون

ji تعداد به ،i = ۱, ۲, . . . , r هر برای و n۱ > n۲ > · · · > nr آن در که ،G = K
n
j۱
۱ ,n

j۲
۲ ,...,njr

r
کنید فرض .۸ .۳ قضیه

داشته وجود چنان i > ۱ یک یا ،j۱ > ۱ اگر تنها و اگر است غیرعادی G این صورت در دارد. وجود ni اندازه ی از بخش
.
(
n۱
ni

)
< ji که باشد

یعنی ،j۱ > ۱ کنید فرض حال .D(G) > n۱ اگر تنها و اگر است غیرعادی G پس ،α(G) = n۱ چون اثبات.
رنگ مجموعه ی دو می بایست ،G تشخیصی کردن رنگ آمیزی برای این صورت، در دارد. n۱ اندازه ی از بخش دو حداقل G

رنگ آمیزی هر در علاوه برآن، .D(G) > n۱ که معناست آن به واین دهیم اختصاص بخش دو این به n۱ اندازه ی از متفاوت
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،i > ۱ یک برای اگر بنابراین، شود. داده اختصاص هم اندازه بخش های به رنگ ها از متفاوتی مجموعه های باید G تشخیص
می دهد نتیجه دوباره این بود؛ نخواهد کافی ji اندازه ی از بخش های رنگ آمیزی برای n۱ آنگاه ،

(
n۱
ni

)
< ji باشیم داشته

رنگ آمیزی رنگ، n۱ با را G می توان آنگاه ،
(
n۱
ni

)
≥ ji باشیم داشته i > ۱ هر برای و j۱ = ۱ اگر بالعکس، .D(G) > n۱

رئوس آنگاه کند، دریافت مختلف رنگ n۱ تعداد به عضوی، n۱ بخش اگر ،n۱ > n۲ > · · · > nr آنجایی  که از زیرا کرد؛
متفاوت عضوی ni زیرمجموعه های کافی تعداد به ،i > ۱ هر برای و شوند نگاشت دیگری رئوس به نمی توانند آن، در موجود
G و D(G) ≤ n۱ بنابراین داشت. خواهد وجود ni بخش های در موجود رئوس رنگ آمیزی جهت {۱, . . . , n۱} مجموعه ی از
□ بود. خواهد عادی

این است. شده مطالعه به خوبی آنها تشخیص عدد که می بریم پایان به گراف ها از دیگری خانواده ی مطالعه ی با را بخش این
۲ ≤ ۲k ≤ n شرط با طبیعی اعدادی k و n کنید فرض دارند. شهرت تعمیم یافته۴ جانسون گراف های خانواده ی به خانواده
همه ی مجموعه ی رئوسش مجموعه ی که است گرافی ،J(n, k, i) تعمیم یافته ی جانسون گراف ،i = ۱, . . . , k هر برای باشند.
J(n, k, k) خاص گراف های .|A∩B| = k−i هرگاه مجاورند B و A رئوس آن، در و است {۱, . . . , n} k‑زیرمجموعه های
و کیم۷ به منتسب زیر قضیه ی می شوند. نامیده جانسون۶ گراف و ،K(n, k) نماد با کنسر۵ گراف به ترتیب، ،J(n, k, ۱) و

می کنیم. بیان آن را مطلوب تر نسخه ی اینجا، در ما که است سایرین

.e = ۱
۲
(
n
k

)
دهید قرار و ۲ ≤ k ≤ n/۲ کنید فرض [۲۵] .۹ .۳ قضیه

.D(J(n, k, ۱)) = D(J(n, k, ۲)) = ۳ آنگاه ،k = ۲ و n = ۵ اگر (آ)
.D(J(n, k, i)) = ۲ داریم ،i = ۱, . . . , k هر برای آنگاه ،۲ ≤ k < n

۲ و n ̸= ۵ اگر (ب)
.D(J(n, k, i)) = ۲ آنگاه ،i /∈ {k

۲ , k} و k = n
۲ اگر (ج)

.D(J(n, k, i)) = ۳ آنگاه ،i = k
۲ و k = n

۲ اگر (د)
□ .D(J(n, k, i)) = ⌈۱+

√
۱+۸e
۲ ⌉ آنگاه ،i = k و k = n

۲ اگر (ه)

آورده زیر قضیه ی در نتیجه هستند. عادی تعمیم یافته جانسون گراف های کدام ببینیم می توانیم ،۹ .۳ قضیه از استفاده با
است. شده

نباشد. (۵, ۲, ۱) یا (۴, ۲, ۱) با برابر (n, k, i) اگر تنها و اگر است عادی J(n, k, i) گراف .۱۰ .۳ قضیه

گراف به ترتیب، ،J(۵, ۲, ۱) و J(۵, ۲, ۲) (آ)، حالت در می کنیم. بررسی را ۹ .۳ قضیه در مختلف حالت های اثبات.
درحالی که است عادی J(۵, ۲, ۲) بنابراین است؛ ۲ و ۴ به ترتیب، آنها، استقلال عدد که داریم توجه هستند. آن مکمل و پترسن
است. عادی گرافی J که است بدیهی (ج) و (ب) حالت های در .J = J(n, k, i) کنید فرض می باشد. غیرعادی J(۵, ۲, ۱)

مجموعه ی آنگاه ،k ≥ ۳ اگر (د)، حالت در

{{۱, . . . , k}, {k + ۱, ۲, . . . , k}, {k + ۲, ۲, . . . , k}}

J(۴, ۲, ۲) ∼= K۲∪K۲∪K۲ متمم J آنگاه ،k = ۲ اگر است. عادی گرافی J نتیجه در و α(J) ≥ ۳ لذا است؛ مستقل J در
J(n, k, i) (ه)، حالت در درنهایت، است. غیرعادی J که معناست بدین که D(J) = ۳ و α(J) = ۲ بنابراین است.
نتیجه که D(J) = ⌈۱+

√
۱+۸e
۲ ⌉ ≤ e = α(J) نتیجه در و e ≥ ۳ که داریم توجه است. K۲ از نسخه e مجزای اجتماع

□ است. عادی گرافی J می دهد
4generalized Johnson graphs 5Kneser graph 6Johnson graph 7Kim
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دکارتی حاصل ضرب های .۴

«عادی خاصیت که دیدیم ۳ بخش در می کنیم. معطوف گراف ها دکارتی حاصل ضرب های به را خود توجه بخش، این در
نیز دکارتی ضرب عمل مورد در شرایطی، تحت که، می دهیم نشان ابتدا اینجا در می شود. حفظ اجتماع گیری عمل با بودن»

است. این گونه

است. عادی G□H آنگاه نیستند، نامتقارن که باشند اول هم به نسبت عادی همبند گراف دو H و G اگر .۱ .۴ گزاره

در .۲ ≤ D(G) ≤ D(H) می کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون است، یکریخت H□G با G□H آنجایی  که از اثبات.
داریم ۶ .۲ قضیه طبق این صورت،

D(G□H) ≤ max{α(G), α(H)− ۲D(G) + α(G) + ۱} ≤ max{α(G), α(H) + α(G) + ۱}

= α(H) + α(G) + ۱ ≤ α(H)α(G) ≤ α(G□H). □

عادی اند. ،۲ حداقل توان با همبند گراف های دکارتی توان های کوچک، حالت های به جز که می دهیم نشان همچنین،

.Gr ∼= K۲
۲ زمانی  که به جز است، عادی Gr گراف ،r ≥ ۲ عدد هر و G گراف هر برای .۲ .۴ نتیجه

D(Gr) = ۲ اینکه از ،۷ .۲ قضیه طبق آنگاه نباشد، یکریخت K۲
۳ و K۳

۲ ،K۲
۲ گراف های از هیچ یک با Gr اگر اثبات.

،α(K۲
۲ ) = ۲ و D(K۲

۲ ) = D(K۳
۲ ) = D(K۲

۳ ) = ۳ به باتوجه حال است. عادی Gr که می گیریم نتیجه ،α(Gr) ≥ ۲ و
□ می شود. کامل اثبات α(K۲

۳ ) = ۳ و α(K۳
۲ ) = ۴

آن در که باشد اول عوامل به G گراف تجزیه ی G = Gα۱
۱ □ · · ·□Gαr

r کنید فرض .۳ .۴ نتیجه
همبندند؛ Giها همه  ی (آ)

و نیست، نامتقارن و است عادی Gi آنگاه ،αi = ۱ اگر (ب)
.G ≇ K۲

۲ (ج)

است. عادی G این صورت در

،۲ .۴ نتیجه و (ب) شرط به باتوجه به ترتیب، ما، حکم α۱ ≥ ۲ و α۱ = ۱ حالت های در آنگاه ،r = ۱ اگر اثبات.
(ب) شرط به باتوجه به ترتیب، ،αi ≥ ۲ و αi = ۱ حالت های در که داریم توجه .r ≥ ۲ می کنیم فرض لذا می شود. اثبات
برای چون و عادی اند همگی Gαiها

i آنگاه ،Gαi
i ≇ K۲

۲ ،i ≥ ۱ هر برای اگر نیست. نامتقارن Gαi
i گراف ،۷ .۲ قضیه و

نظر در حالتی را اکنون می شود. اثبات ۱ .۴ گزاره از استفاده با حکم اول اند، هم به نسبت Gαj

j و Gαi
i گراف های ،i ̸= j هر

داریم توجه این صورت، در .Gα۱
۱

∼= K۲
۲ می کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون .Gαi

i = K۲
۲ ،i ≥ ۱ یک برای که می گیریم

طبق بنابراین، نیستند. نامتقارن هیچ یک و اول اند هم به نسبت Gα۱
۱ و H اینکه و است عادی H = Gα۲

۲ □ · · ·□Gαr
r که

،۶ .۲ گزاره
D(G) = D(H□K۲

۲ ) ≤ max{۳, D(H)− ۴} ≤ α(H)α(K۲
۲ ) ≤ α(G)

و D(H) ≥ ۳ اگر

D(G) = D(H□K۲
۲ ) ≤ max{D(H), ۳ − ۲D(H) +D(H) + ۱} ≤ ۲ ≤ α(G)

□ می گردد. کامل اثبات نتیجه، در D(H)؛ < ۳ اگر
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دقیق تر به طور کرد. قوی تر عامل ها» بودنِ اول هم به «نسبت شرط حذف با را ۱ .۴ گزاره می توان که می رسد نظر به این گونه
می کنیم. ارائه را زیر حدس

بود. خواهد عادی G□H آنگاه نیستند، نامتقارن که باشند عادی همبند گراف های H و G اگر .۱ حدس

ویلفرد با شخصی مکالمه ی و متعدد مثال های بررسی از پس می رسانیم. پایان به ۱ حدس درباره ی بحثی با را بخش این
می کنیم. مطرح زیر به صورت را دیگری حدس ایمریخ۸،

.D(G□H) ≤ D(G)D(H) آنگاه باشند، غیریکریختی همبند گراف های H و G اگر .۲ حدس

و نیست برقرار G□G برای ۲ حدس آنگاه باشد، نامتقارن گرافی G اگر ،۷ .۲ قضیه طبق که می کنیم توجه نکته این به
دکارتی حاصل ضرب های تشخیص عدد آنجایی  که از همچنین، است. برقرار G□G برای حدس این آنگاه باشد، متقارن G اگر
کفایت مقاله این منظور برای اما نرسد، به نظر مفید چندان است ممکن فوق، بالای کران هستند، کوچک بسیار غالباً گراف ها
،۱۲ .۲ قضیه طبق علاوه برآن، می دهد. نتیجه را ۱ حدس درستی ،۲ حدس درستی که است بدیهی دیگر، به عبارت  می کند.
G□H آنگاه ،G□H ≇ K۲

۲ به طوری که باشند |V (G)| ≤ |V (H)| با همبندی گراف های H و G اگر که می کنیم ملاحظه
برای نقض مثال یک (G,H) زوج اگر که معناست آن به این .|V (H)| > ۲|V (G)|− |V (G)|+ ۱ اگر فقط است غیرعادی

باشد. «بزرگ» بسیار G با مقایسه در می بایست H گراف آنگاه باشد، ۱ حدس

خط گراف .۵

گراف های به عبارت دیگر، می دهیم؛ قرار بررسی مورد خط گراف های از بعضی برای را مقاله اصلی مسئله ی بخش، این در
،G گراف هر برای که می کنیم توجه ابتدا می کنیم. مطالعه بودن غیرعادی یا عادی دیدگاه از را گراف ها خانواده های از برخی خط
مشاهده را زیر گزاره ی ابتدا می کند. کمک خط گراف های بودن غیرعادی یا عادی تعیین در ما به که ،α(L(G)) = ν(G) داریم

می کنیم.

.n = ۲ یا n ≥ ۶ اگر تنها و اگر است عادی L(Kn) گراف .۱ .۵ گزاره

.α(L(Kn)) = ν(Kn) = ⌊n۲ ⌋ دیگر، سویی از .D(L(Kn)) = ۲ ،۹ .۲ گزاره بر بنا آنگاه ،n ≥ ۶ اگر اثبات.
و D(L(K۳)) = ۳ که داریم توجه عکس، جهت برای است. عادی L(Kn) گراف ،n ≥ ۶ ازای به که می دهد نشان این
کامل را اثبات که ،α(L(K۴)) = α(L(K۵)) = ۲ و α(L(K۳)) = ۱ درحالی که ،D(L(K۴)) = D(L(K۵)) = ۳
□ می کنند.

زیر مطلب کوچک، گراف های این بررسی با .A = {P۳,K۳, R,K۴, C۴, C۵,K۵} می کنیم تعریف کار، ادامه ی برای
می شود. مشاهده

□ غیرعادی اند. A در موجود گراف های خط گراف های .۲ .۵ لم

می دهیم نشان که به این ترتیب می کنیم؛ رده بندی بودن عادی خاصیتِ به نسبت را پنجه آزاد گراف های خط گراف های اینک
است. غیرعادی آنها خط گراف که هستند پنجه آزاد همبند گراف های تنها A اعضای

.G ∈ A اگر تنها و اگر است غیرعادی L(G) این صورت در باشد. پنجه آزاد همبند گراف یک G کنید فرض .۳ .۵ قضیه
8Wilfried Imrich
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باشد پنجه آزاد همبند گراف یک G /∈ A کنیم فرض کنیم. اثبات را اگر» «تنها جهت است کافی ،۲ .۵ لم طبق اثبات.
۱۱ .۲ قضیه دیگر، سویی از .D(L(G)) = D′(G) داریم ،۱۰ .۲ قضیه طبق این صورت، در است. غیرعادی L(G) به طوری که
اگر باشد. G از فراگیر درخت یک T کنید فرض .D(L(G)) ≤ ۳ که معناست این به که ،D′(G) ≤ ۳ که می دهد نتیجه

داشت خواهیم ۴ .۲ لم و کونیگ۹ قضیه ی بر بنا آنگاه ،β(T ) ≥ ۳

۳ ≤ β(T ) = ν(T ) ≤ ν(G) = α(L(G)),

که باشد K۳ یا P۳ ،P۲ باید G آنگاه ،β(T ) = ۱ اگر همچنین است. تناقض این و است عادی L(G) می دهد نتیجه که
۲ شکل در که است غیریکریخت گراف بیست دقیقاً بر مشتمل ،β(T (G)) = ۲ آن در حالتی که نهایتاً است. تناقض دوباره
گراف های دارای K۵ و C۵ ،K۴ ،C۴ ،R گراف های فقط که می کنیم مشاهده گراف ها این همه ی بررسی با شده اند. داده نمایش
□ می شود. اثبات حکم بنابراین است. تضاد در G روی ما فرض با این مجدداً هستند. غیرعادی خط

۳ .۵ قضیه اثبات در اشاره شده گراف بیست .۲ شکل

Figure 2: The twenty graphs discussed in the proof of Theorem 5.3

و L۱(G) = L(G) نمادگذاری به عبارت دیگر، کرد؛ خواهیم استفاده مکرر خط گراف های مفهوم از بعد، نتیجه ی در
می گیریم. نظر در را ،r ≥ ۲ هر برای ،Lr(G) = L(Lr−۱(G))

هر برای این صورت، در .L(G) /∈ {K۳, Q,R,C۴,K۴, C۵,K۵} که باشد همبندی گراف G کنید فرض .۴ .۵ نتیجه
□ است. برقرار n ≤ ۳ + r ازای به حکم نیز این حالت در که ،L(G) = Pn اینکه مگر است عادی Lr(G) گراف ،r ≥ ۲

9Konig’s Theorem
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به طور می گیریم. نظر در کامل چندبخشی گراف های خط گراف های برای را مسئله خانواده، آخرین به عنوان و اکنون
می کنیم. ارائه گراف ها این بودن عادی برای کافی و لازم شرط یک دقیق تر،

ji تعداد به ،i = ۱, ۲, . . . , r هر برای و، n۱ > n۲ > · · · > nr آن در که ،G = K
n
j۱
۱ ,n

j۲
۲ ,...,njr

r
کنیم فرض .۵ .۵ قضیه

تنها و اگر است عادی L(G) این صورت در .Σ =
∑r

i=۲ jini + (j۱ − ۱)n۱ کنیم فرض دارد. وجود ni اندازه ی از بخش
است. غیرعادی L(G) این حالت در که ،G ∼= R اینکه مگر ،n۱ ≤ ΣΣ اگر

.G ≇ R می کنیم فرض بنابراین، است. غیرعادی L(R) ،۸ .۳ قضیه بر بنا پس L(R)؛ ∼= K۲,۲,۱ که داریم توجه اثبات.
اگر تنها و اگر است عادی L(G) گراف ،ν(G) ≤ α(L(G)) چون نتیجه در .D(L(G)) = D′(G) ،۱۰ .۲ قضیه طبق
j۱ = ۱ این حالت در .n۱ ≥ Σ می کنیم فرض ابتدا باشد. داشته وجود رنگ ν(G) با G از تشخیص یالی رنگ آمیزی یک
A در رأس هر درجه ی باشد. n۱ اندازه ی از G گراف بخش تنها A کنید فرض .ν(G) = Σ داریم ،۳ .۲ قضیه بر بنا و
به ممکن دنباله ی ΣΣ همه ی از استفاده با ،G برای تشخیص یالی رنگ آمیزی یک که دید می توان نتیجه در و Σ با است برابر
حالت اینک می گردد. اثبات حکم بنابراین، .n۱ ≤ ΣΣ اگر تنها و اگر دارد وجود {۱, . . . ,Σ} به متعلق عناصر با Σ طول
یک دهیم نشان است کافی ،۳ .۲ قضیه طبق این صورت، در .n = |V (G)| کنید فرض می گیریم. نظر در را n۱ < Σ مکمل
با z صحیح عدد یک آنگاه باشد، زوج n اگر که می کنیم توجه ابتدا دارد. وجود رنگ ⌊n۲ ⌋ با G از تشخیص یالی رنگ آمیزی
z یک آنگاه باشد، فرد n اگر درحالی که ν(G)؛ = n

۲ و Σ = n
۲ + z ،n۱ = n

۲ − z به طوری که دارد وجود ۰ ≤ z ≤ n
۲ شرط

حالتی که در را حکم .ν(G) = n−۱
۲ و Σ = n−۱

۲ + z+۱ ،n۱ = n−۱
۲ − z که دارد وجود چنان ۰ ≤ z ≤ n−۱

۲ −۱ شرط با
A = {a۱, a۲, . . . , an۱} می کنیم فرض می گیرد. صورت مشابه طریق به دیگر، حالت برای اثبات می کنیم؛ اثبات است فرد n
رنگ آمیزی یک می دهیم. نمایش b۱, b۲, . . . , bn−۱

۲ +۱+z با را G رئوس بقیه ی و باشد n۱ اندازه ی از G بخش های از یکی
با را {ai, b۱} یال های ،۱ ≤ i ≤ n۱ هر ازای به می کنیم: معرفی این صورت به رنگ ν(G) = n−۱

۲ با G از تشخیص یالی
سپس می کنیم. رنگ ۱, ۲, . . . , n−۱

۲ رنگ های با را {a۱, bi} یال های ،۱ ≤ i ≤ n−۱
۲ هر ازای به و ۱, ۲, . . . , n۱ رنگ های

هر برای همچنین، می کنیم. رنگ ۱, . . . , z + ۱ رنگ های با را {a۱, bi} یال های ،n−۱
۲ + ۱ ≤ i ≤ n−۱

۲ + ۱ + z هر برای
،n−۱

۲ + ۱ ≤ j ≤ n−۱
۲ + ۱+ z و ۲ ≤ i ≤ n۱ هر برای و ۱ رنگ با را {ai, bj} یال های ،۲ ≤ j ≤ n−۱

۲ و ۲ ≤ i ≤ n۱

می توان به راحتی می کنیم. رنگ ۱ رنگ با را باقی مانده یال های همه ی درنهایت، می کنیم. رنگ ۲ رنگ با را {ai, bj} یال های
A رئوس همه ی بنابراین دارند. نگه ثابت را a۱ و b۱ رئوس که می کند مجبور را G از خودریختی هر رنگ آمیزی، این که دید
اثبات حکم و است تشخیص یالی، رنگ آمیزی این که می گیریم نتیجه می شوند. داشته نگه ثابت G از خودریختی هر توسط
□ می شود.

نتیجه گیری .۶

پارامترهای با آن ارتباط نیز و گراف یال های) (یا رئوس رنگ آمیزی با گراف ها تقارن شکست جالب توجه و مهم موضوع
تشخیص عدد مقایسه ی به باتوجه را غیرعادی و عادی گراف های مفهوم راستا، این در دادیم. قرار مطالعه مورد را گراف ها مهم
به عنوان می گیرد. بر در را جالبی مسائل و دارد قابل توجهی عمق موضوع این که دیدیم و کردیم تعریف گراف ها استقلال عدد و
چندبخشی گراف های دورها، درخت ها، قبیل از گراف ها خانواده های از برخی بودن غیرعادی یا عادی مسائل، این از نمونه ای
بررسی مورد را گراف ها خانواده های از بعضی خط گراف های و دکارتی حاصل ضرب های تعمیم یافته، جانسون گراف های کامل،
یافتن گراف ها، از دیگری خانواده های رده بندی جمله از دارد زیادی باز مسائل همچنان گرافی، مجرد رویکرد این دادیم. قرار
مفهوم ماهیت به باتوجه علاوه برآن، .۴ بخش در مطرح شده حدس های حل و جدید غیرعادی یا عادی نامتناهی خانواده های
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سایر و ماشین یادگیری داده، علم جمله از دیگر شاخه های در مطالعه این از کاربردهایی یافتن می رسد به نظر معرفی شده،
قبیل (از پیچیده داده های از بسیاری مثال، به عنوان بزند. رقم را ارزشمندی دستاوردهای می تواند کامپیوتر علوم شاخه های
است، شده بحث [۲۳] در که همان طور و داد نمایش بزرگ گراف هایی به صورت می توان را اجتماعی) شبکه های اطلاعات
خاصیت های می رسد به نظر بنابراین، است. اهمیت حائز بسیار آنها تحلیل و ماشین توسط آنها توپولوژی و گراف ها این یادگیری
نقش ماشین، توسط بزرگ گراف های این یادگیری فرایند در تقارن ها، این شکست جهت موردنیاز رنگ های تعداد و تقارنی

کنند. ایفا مهمی

قدردانی و تشكر .۷

Graph Distinguishers تحقیقاتی گروه معنوی و فکری کمک های و همکاری ها از می دانند لازم خود بر مقاله نویسندگان
صمیمانه غضنفری امیرمحمد آقای و شکرریز محمدهادی دکتر حقیقی، محمدحسن دکتر ویژه به شیراز، دانشگاه ریاضی بخش در

نمایند. تشکر و تقدیر
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و کاربردها و رياضیات كارشناسی دانش آموخته ی وی است. شیراز شهر در ۱۳۷۴ متولد فرد شیرازی طالب پور علیرضا سید
است. رمزنگاری و گراف نظریه ی وی پژوهشی علایق است. شیراز دانشگاه از جبر) (گرایش محض ریاضی ارشد کارشناسی
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