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TOPOLOGY OF 3-DIMENSIONAL MANIFOLDS

EAMAN EFTEKHARY

Abstract. This is the second paper from a trio which reviews some of the progress in low dimensional

topology in the past century. Starting with the work of Poincaré in the last years of 19th century and first

few years of 20th century, we review the major steps in putting 3-manifolds and their algebraic topology

in a solid mathematical framework, and the important theorems which strengthened the understand-

ing of 3-manifolds, including the prime decomposition theorem and JSJ decomposition of 3-manifolds.

Highlighting the significance of hyperbolic 3-manifolds, proving the monster theorem and formulating

the geometrization conjecture by Thurston has been a turning point in 3-manifold topology. The proof

of geometrization conjecture by Perelman, using Ricci flow of Hamilton, affirmed that the fundamental

group is an almost perfect invariant of closed 3-manifolds. Yet, it is not clear how geometric properties

are reflected in the fundamental group, and its is difficult to verify whether two group presentations

give isomorphic fundamental groups or not. Alternative approaches to the study of 3-manifolds and

4-dimensional cobordisms between them using abelian groups include, in particular, the theories which

are formulated as topological quantum field theories (TQFTs). These approaches are also reviewed in

the paper. In particular, a theorem of the author which addresses the strength of the later invariants in

distinguishing 3-manifolds from the standard 3-sphere is discussed.

1. Introduction

The current paper focuses on the development of 3-manifold topology, which was basically initiated by

celebrated papers of Poincaré in the last few years of 19th century [39, 40, 41, 42, 43, 44]. The manifolds

studied by Poincaré were all smooth closed submanifold of the Euclidean space. The formulation of
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manifolds as abstract topological spaces lasted for another couple of decades. In fact, agreement on the

“correct” definition of a manifold did not happen until after Whitney proved his embedding theorems

[53]. The work of Poincaré initiated what is called “algebraic topology” today. Nevertheless, the

construction of a rigorous language and the solid infrastructure for algebraic topology needed more time

and happened in the first half of 20th century.

Poincaré conjecture motivated some of the most important developments of low dimensional topology

in 20th century. The other critical development in 20th century was the study of hyperbolic 3-manifolds

and the formulation of the “geometrization conjecture” by Thurston. The proof of the latter conjecture

by Perelman in the beginning of 21st century [36, 38, 37] gave a very useful and effective understanding

of closed 3-manifolds. We review the major steps in the aforementioned development. Moreover, a

section is devoted to the progress in low dimensional topology which resulted from the introduction of

gauge theory and topological quantum fields theories. In particular, one of the results of the author,

which links the gauge theoretic invariants to the geometrization of 3-manifolds is discussed in the last

section of the paper.

2. Main Results

The study of smooth manifolds by means belonging to “algebraic topology” was initiated by Poincaré,

who published a series of 6 papers between 1899 and 1904, under the title “anaysis situs”. He introduced

the homology groups and the fundamental groups as tools for distinguishing manifolds from one another,

and formulated what we know as Poincaré duality. The formulation of the following conjecture was

perhaps the most motivating part of his papers:

Conjecture 2.1. Suppose that M is a closed, connected and oriented 3-manifold with trivial fundamen-

tal group. Then there is a homeomorphism from M to S3.

In 1911 and 1912, Herman Weyl suggested a definition of an abstract manifold, while the equivalence

of his definition and the definition used by Poincaré was not proved until the middle of 20th century.

Two theorems are crucial for this equivalence. One of them is due to Moise [25] (proved in 1952) and

the other one is due to Whitney (proved in 1936) [53].

Theorem 2.2 (Whitney embedding). For every positive integer m and every smooth Hausdorff m-

manifold M which is of second category, there is an embedding of M in the Euclidean space R2m+1.

Moreover, every continuous map f : M → N from a smooth m-dimensional manifold M to a smooth

n-dimensional manifold N may be approximated by arbitrarily close smooth embeddings if n > 2m.

Theorem 2.3 (Moise). Let M be a topological 3-manifold. Then M admits a maximal smooth atlas,

giving a smooth structure on M . Moreover, every two such maximal smooth atlases are equivalent.
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A number of historic errors in the proof of some intuitively clear statements persuaded mathematicians

that a rigorous language is needed for working with manifolds. Dehn lemma is a good example. It was

first stated and proved (with a gap) by Dehn in 1910 [1]. The gap was noticed by Kneser in 1929 [18],

and a complete proof was not given until 1957, when Papakyriakopoulos (Papa) proved the following

stronger version [34, 35]:

Theorem 2.4 (loop theorem). Suppose that M is a compact 3-manifold with boundary and that γ :

S1 → M be a loop which is embedded on its boundary which represents a non-trivial element of π1(∂M),

while its image in π1(M) is trivial. Then, there is a proper embedding

f : (D, ∂D) → (M,∂M)

from the standard 2-disk D to M , such that the image of ∂D in π1(∂M) is non-trivial.

The proof of Papa also implied the “sphere theorem”. Kneser took the first step in this direction by

proving the following theorem in 1929 [18]:

Theorem 2.5 (Kneser). Let M be a closed 3-manifold. Then, there is a finite sequence

M = M1, . . . ,Mn = M ′

of closed (possibly not connected) 3-manifolds such that Mi+1 is obtained from Mi by reducing along a

2-sphere, while every connected component of M ′ is irreducible.

The proof of Kneser theorem also implies the “prime decomposition theorem” for closed 3-manifolds:

Theorem 2.6 (prime decomposition theorem for 3-manifolds). Let M be a closed oriented 3-manifold

which is not homeomorphic to S3. Then, there are non-trivial prime 3-manifolds M1, . . . ,Mn such that

M is homeomorphic to M1# . . .#Mn. Moreover, if M ≃ M ′
1# . . .#M ′

m is another prime decomposition

of M , then m = n and there is a permutation σ ∈ Sn such that Mi ≃ M ′
σ(i).

Moreover, a conjecture of Kneser was eventually proved by Stallings in 1959 [49, 50]:

Theorem 2.7 (prime decomposition theorem for 3-manifolds). Let M be a closed connected oriented

3-manifold and assume that

π1(M) = G1 ⋆ G2 ⋆ · · · ⋆ Gn

where G1, . . . , Gn are non-trivial groups. Then there are closed 3-manifolds M1, . . . ,Mn such that π1(Mi)

is isomorphic to Gi and M ≃ M1# . . .#Mn.

Moreover, the importance of Seifert fibered 3-manifolds, which were introduced by Seifert in his PhD

thesis, was noticed by several mathematicians. In particular, the following theorem was independently

proved by Jaco-Shalen [15] and Johanson [17]:
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Theorem 2.8 (JSJ decomposition). Let M be a closed irreducible 3-manifold. Then there is a minimal

set of incompressible tori in M such that every connected component of their complement is either

atoroidal or Seifert fibered. Moreover, this minimal set of incompressible tori is unique up to isotopy.

A turning point in 3-manifold topology was the work of Thurston which highlighted the importance of

hyperbolic manifolds. The following theorem of Mostow implies that hyperbolic structure in dimension

3, if it exists, is determined by the topology:

Theorem 2.9 (Mostow rigidity). Let (M1, g1) and (M2, g2) be two complete hyperbolic n-manifolds, with

n > 2, and ı : π1(M1) → π1(M2) be an isomorphism. Then there is an isometry f : (M1, g1) → (M2, g2)

such that f∗ : π1(M1) → π1(M2) gives the isomorphism ı.

Despite the initial misconception that hyperbolic manifolds are “rare”, Thurston gave significant

evidence that they are quite “common” [51]:

Theorem 2.10 (Thurston hyperbolic surgery). Let M be a hyperbolic manifold with toroidal boundary

and finite volume. Then only finitely many Dehn fillings of M are non-hyperbolic.

More importantly, Thurston proved the following theorem in 1982:

Theorem 2.11 (Thurston monster theorem). Let M be a compact irreducible atoroidal Haken 3-

manifold such that χ(∂M) = 0. Then the interior of M may be equipped with a complete hyperbolic

metric, so that the volume of M with respect to this volume form is finite.

Thurston also formulated his “geometrization conjecture” which provides a very effective understand-

ing of 3-manifolds. His conjecture, which implies the Poincaré conjecture as a very special case, remained

open for more than 20 more years, until Perelman provided the first proof [36, 38, 37]:

Theorem 2.12 (Thurston geometrization conjecture-Perelman theorem). Let M be an irreducible closed

3-manifold and M1, . . .Mn be the components of its JSJ decomposition. Then every Mi is either Seifert

fibered or hyperbolic (with finite volume).

As a corollary of the above theorem, the following may be proved:

Theorem 2.13. Let M1 and M2 be closed irreducible 3-manifolds such that π1(M) and π1(M2) are

isomorphic. Then either M1 and M2 are homeomorphic, or they are both lens spaces.

3. Conclusions

As the progress of 3-manifold topology indicates, and in particular Theorem 2.13 and Theorem 2.7

imply, the fundamental group of a 3-manifold is a very strong invariant which distinguishes many

three-manifolds from each other. Nevertheless, it is usually a very hard problem to decide whether

two presentations give isomorphic groups or not. Moreover, it is not clear how different geometric and
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topological properties are reflected in the fundamental group. Therefore, the resolution of geometrization

conjecture did not close the study of low dimensional manifolds. Gauge theory has probably been the

source of the most powerful alternative approach. It was initiated by the work of Floer [7, 8, 11, 10, 9, 12],

which paved the way for the introduction of topological quantum field theories (TQFTs), and the

introduction of instanton Floer theory and Seiberg-Witten theory. Ozsváth and Szabó introduced a

similar theory in 2001 [32, 31, 33]. Kutluhan, Lee and Taubes proved that instanton Floer homology and

Ozsváth-Szabó Floer homology (also called Heegaard-Floer homology) are equivalent [20, 21, 22, 23, 24].

We may thus turn our attention to Ozsváth-Szabó invariants. The theory associates the groups

ĤF(M),HF+(M),HF−(M),HF∞(M) to a 3-manifold M and the maps

Φ•
W : HF•(M1) → HF•(M2), ∀ • ∈ {+,−,∞,∧}

for every cobordism W from M1 to M2. The groups and the maps respect the corresponding decompo-

sitions according to Spinc structures. They reflect many interesting properties, and several applications

of these invariants are mentioned in the last section of the paper.

The hat theory (i.e. the groups ĤF(M)) are the most convenient versions of the theory. It is an

abelian group which may be computed combinatorially (i.e. using a computer). Yet, it is conjectured

that it is relatively powerful in distinguishing 3-manifolds from S3:

Conjecture 3.1 (Ozsváth-Szabó). Let M be a prime closed 3-manifold and assume that ĤF(M) =

ĤF(S3) = Z. Then M is homeomorphic to either S3 or the Poincaré homology sphere P .

The best result in the direction of Conjecture 3.1 is the following theorem of author [6], which is

proved based on [5] and [4]:

Theorem 3.2. Let M be a prime closed 3-manifold and assume that ĤF(M) = ĤF(S3) = Z. Then M

is homeomorphic to either S3 or the Poincaré homology sphere P , or M is hyperbolic.
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۳‑بعدی خمینه های توپولوژی

 

 

افتخاری ایمان

از شروع با می پردازد. گذشته قرن در پایین ابعاد توپولوژی مهم تحولات مرور به که است سه گانه یک از مقاله دومین این چکیده.
سه بعدی خمینه های دان قرار برای که اصلی قدم های بیستم، قرن آغازین سالهای و نوزدهم قرن پایانی سالهای در پوانکاره کارهای
بخشید قوام را خمینه ها این فهم که مهمی قضایای و شد، برداشته استوار ریاضی چارچوب یک در آنها با مرتبط جبری توپولوژی و
اهمیت کردن برجسته می شود. آغاز JSJ تجزیۀ قضیۀ و بعدی ۳ خمینه های اول تجزیۀ قضایای با مرور، این کرد. خواهیم مرور را
مطالعه در مهمی عطف نقطه ترستن توسط هندسی سازی حدس صورت بندی و هیولا، قضیۀ اثبات هذلولوی، بعدی ۳ خمینه های
کرد تأیید را نکته این هامیلتون، ریچی شار از استفاده با پرلمان، توسط پوانکاره حدس اثبات است. بوده بعدی  ۳ خمینه های
از بسیاری که نیست مشخص وجود، این با است. خمینه ها این برای کامل تقریبا ناوردایی بعدی، ۳ خمینه های بنیادی گروه که
بنیادی، گروه های نمایش دو که این تشخیص و می شود، منعکس بنیادی گروه در چگونه بعدی ۳ خمینه های هندسی خصوصیات
و بعدی ۳ خمینه های مطالعه برای موازی راه های است. دشوار بسیار معمولا هم، خیر یا می کنند مشخص را یک ریخت گروه هایی
در که است نظریه هایی شامل ویژه به است؛ ساده تر آنها با کردن کار که آبلی؛ ناورداهای از استفاده با آنها بین بعدی ۴ هم لبگی های
به می گیرند. قرار اشاره مورد مقاله این در هم نظریه هایی چنین اند. شده صورت بندی کوانتومی میدان  توپولوژیک نظریه های قالب
شد. خواهد مطالعه می پردازد، خمینه ها سایر از بعدی ۳ کرۀ تشخیص در اخیر ناورداهای توانایی به که نویسنده از قضیه ای ویژه،

مقدمه .۱

ابعاد توپولوژی پیشرفت های از برخی به که است ([۲] و [۳] و مقاله این (شامل سه گانه ای از مقاله دومین مقاله، این
رهیافت یک است. گرفته صورت گره خود بر تمرکز با که شد اشاره مطالعاتی به قبل مقالۀ در می پردازد. گذشته صده در پایین
ردۀ به تنها توپولوژیک فضای این همانسانی ردۀ وضوح، به است. توپولوژیک فضای یک عنوان به گره یک مکمل بررسی دیگر،
محیطی یک نهش ردۀ برای ناورداهایی گره، یک مکمل توپولوژیک ناورداهای همۀ پس است. وابسته گره محیطی۱ یک نَهِش
است. هموار ۳‑بعدی خمینۀ یک از نابدیهی نمونه های نخستین از یکی اقلیدسی فضای در گره یک مکمل بود. خواهند هم گره
اواخر در پوانکاره که مقالاتی در اولین بار توپولوژیک، فضاهای عنوان به ۳‑بعدی خمینه های ویژه به و خمینه ها بررسی
آنها همۀ بودند. هموار همگی بودند شده مطالعه پوانکاره مقالات در که خمینه هایی شد. پرداخته آورد در نگارش به نوزدهم قرن
سال ها تا مجرد شکل به خمینه مفهوم صورت بندی هستند. اقلیدسی فضای از هموار زیرخمینه هایی واقع در امروزی زبان به

پیمانه ای. نظریه های ریچی، شار هندسی سازی، پوانکاره، حدس ۳‑بعدی، خمینه های کليدی: کلمات و عبارات
پوریای ولی محمدرضا رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
۱۴۰۳/۰۳/۱۳ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۲/۱۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۱۱/۱۱ دریافت: تاریخ

.۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ۹ جامعه، و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی افتخاری، ا. مقاله: به ارجاع
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی

نشاندن قضایای از پس تنها خمینه مفهوم درست» «تعریف روی بر نظر اتّفاق که گفت بتوان شاید انجامید. طول به بعد
این به ندارد. چندانی فاصله شهودی تر تعریف های با می شناسیم را آن امروزه که تعریفی می داد نشان که شد، حاصل ویتنی
به توجه اهمیت رفته رفته، و گرفتند، قرار ریاضیدان  ها روی پیش مطالعه برای متنوعی هندسی و توپولوژیک فضاهای ترتیب،
شد. روشن تر هموار و توپولوژیک ساختارهای تفاوت ویژه، به گردید. آشکار بودند، مجهز آن به خمینه ها این که ساختارهایی

که ریاضیات، از جدیدی حوزۀ به دادن شکل برای پوانکاره طرح از دیگری مهم بخش های خمینه، مفهوم تثبیت بر علاوه
زیرساخت هایی چنین پایۀ بر بازنویسی هایی و استوار زیرساختی دقیق، زبانی به نیاز می نامیم، جبری توپولوژی را آن امروزه
بدیهی کمابیش شهودی منظر از که اولیه و اساسی گزاره های از برخی کامل» و «درست اثبات و زیرساخت این تثبیت داشت.
این در داد. اختصاص خود به را بیستم قرن اول نیمه در پوانکاره از بعد ریاضیدان  های تلاش های از مهمی بخش می شدند، تلقّی
می کردند. برملا را مهمی شهودی اشتباهات که شدند ساخته جالبی مثال های هم و رسیدند اثبات به مهمی قضایای هم راستا،
از یکی به رفته رفته بود، گردیده طرح مکان» «تحلیل عنوان با او مهم مقالات در و بیستم قرن آستانه در که پوانکاره، حدس
بعد توپولوژی در بیستم قرن دوم نیمه تحولات مهم ترین از برخی و گردید، تبدیل خمینه ها مطالعۀ در الهام بخش و مهم انگیزه های
کرد، روایت متفاوتی منظرهای از می توان را توپولوژی در ریاضیدان  ها پیشرفت بودند. ارتباط در آن با مستقیم شکلی به پایین
کیدهای تأ و نشده اند، روایت تأثیرگذار کارهای از برخی بی گمان دانست. جامع روایتی نمی توان را تحولات این از ما روایت و
حدس محور حول ما، داستان است. بوده نگارنده سلیقۀ تابع حدودی تا هم، نتایج و پژوهش ها از دیگر برخی روی نوشتار این
بیستم قرن ریاضیدان  های پژوهش های به جهت دهی در بی بدیلی نقش پوانکاره حدس که نگاه این با می شود، روایت پوانکاره

است. داشته خمینه ها توپولوژی زمینۀ در
عرضه ریاضی جامعۀ به ترستن ویلیام کارهای که است جدیدی نگرش می گیرد، قرار ویژه توجه مورد که دیگری عطف نقطۀ
تحت شدّت به را او از پس و هم دوره ریاضیدان  های تفکّر نحوۀ ریخت، ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ برای ترستن که طرحی کرد.
ریاضی استدلال های کردن مکتوب در ترستن سهل انگاری برابر در معمولا که هم، او جدّی مخالفین که طوری به داد، قرار تأثیر
آنِ از نوعی به که کردند زندگی ریاضیاتی در نهایت در داشتند، سخت بسیار موضعی اثبات، گام های چیدن در او دقّت عدم و
خمینه هایی، چنین که بود این بر عمومی تلقّی و بودند، ناشناخته تقریباً بسته هذلولوی خمینه های ترستن، از پیش تا بود! ترستن
ایفا مهمی نقش ۳‑بعدی، خمینه های احتمالی دسته بندی در که نمی رسید نظر به و دارند قرار کامل اقلیت در وجود، صورت در

بود. تصور این تصحیح پایین، بعد توپولوژی به ترستن خدمت مهم ترین شاید کنند.
برخی به ویژه به و گفت خواهیم سخن داد روی ترستن از پس که تحولاتی مورد در پایانی، بخش های در و مقاله این ادامه در
پیمانه ای۳ نظریه های ابزارهای از استفاده با و ۴‑بعدی هم لبِگی۲های هندسۀ با ارتباط در را ۳‑بعدی خمینه های که رویکردها
به جمله از جدید، رویکردهای روایت در داشته اند. اخیر دهۀ سه در درخشانی نتایج رویکردها این می پردازیم. می کنند، مطالعه

شد. خواهد اشاره هم است رسیده اثبات به نویسنده توسط که قضایایی از یکی

هموار و توپولوژیک خمینه های .۲

روی می توان که غنی تری ساختارهای به و بود خواهد ۳‑بعدی توپولوژیک خمینه های بر ما تمرکز بیشتر مقاله این در
روی شد، خواهد اشاره آن به بعدی بخش های در که چنان واقع، در پرداخت. خواهیم کمتر داد، قرار ۳‑بعدی خمینه های
تعریف ترتیب، این به یکتاست. آن) درست معنای (به که دارد وجود همواری ساختار همواره ۳‑بعدی توپولوژیک خمینه های
همسان ریخت۴ موضعاً دقیق تر، عبارت به (یا است اقلیدسی فضای به شبیه موضعاً که توپولوژیکی فضای عنوان به خمینه، یک
این مفاهیم است. بزرگی حسن کار شروع برای سادگی، این و می شود ساده توجهی قابل مقدار به است)، اقلیدسی فضای با
2cobordism 3gauge theory 4homeomorphic
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از برخی عمومی، مخاطب برای مقاله مطالعه سهولت جهت از اما می شود. مطالعه خمینه ها هندسه درس در معمولا بخش،
می کنیم. مرور را بحث اصلی پایه های

هاوسدورف و همبند نافشرده)، (یا فشرده توپولوژیک فضای یک n بعد از همبند و نافشرده) (یا فشرده خمینۀ یک .۱ .۲ تعریف
باشد، همسان ریخت n‑بعدی اقلیدسی فضای با موضعاً ضمن، در و باشد شمارا پایه ای دارای آن توپولوژی که است M مانند

باشد. همسان ریخت Rn در Vp مانند باز یک با که باشد داشته وجود p نقطۀ حول Up باز M در p نقطۀ هر ازای به یعنی

همسان ریختی۵ و Rn در Vp باز و p حول Up باز M از p نقطۀ هر برای و باشد فشرده خمینۀ یک M که کنیم فرض

hp : Up → Vp ⊂ Rn

اطلاعات مجموعۀ به شود. داده n‑بعدی خمینۀ یک به عنوان M ساختار تا باشند، شده انتخاب خمینه تعریف با مطابق

{(Up, Vp, hp : Up → Vp) | p ∈ M}

نگاشت ،p, q ∈ M نقطۀ دو هر ازای به این صورت، در می شود. گفته M خمینۀ برای اطلس۶ یک

hpq = hq ◦ h−۱
p : hp(Up ∩ Uq) → hq(Up ∩ Uq)

می نامیم. گذار۷ نگاشت های را نگاشت ها این است. اقلیدسی بازهای بین نگاشتی که می آید، به دست
اطلس می توان گاهی اما هستند. پیوسته نگاشت ها این که است این عادی حالت در گذار نگاشت های مورد در پیش فرض
مورد اصلی مثال های باشند. داشته قرار غنی تر) ساختاری با (و کوچکتر دسته ای در نگاشت ها این که کرد انتخاب طوری را

باشند. هموار گذار نگاشت های این که هستند حالت هایی نوشتار، این در ما نظر

مانند اطلس یک .۲ .۲ تعریف
{(Up, Vp, hp : Up → Vp) | p ∈ M}

گذار نگاشت های گاه هر می نامیم هموار اطلس یک را M خمینۀ برای

hpq = hq ◦ h−۱
p : hp(Up ∩ Uq) → hq(Up ∩ Uq)

باشد. هموار اطلسی به مجهز گاه هر گوییم هموار را M خمینۀ باشند. هموار نگاشت هایی

همسان ریختی رسید: بیشین۸ اطلس یک به می توان هموار، گذار نگاشت های با اطلسی یعنی هموار، اطلس یک از

h : U → V

نگاشت های p ∈ M هر ازای به گاه هر می دهیم قرار اطلس داخل را Rn در V باز به M در U باز از

hp ◦ h−۱ : h(U ∩ Up) → hp(U ∩ Up)

اگر گرفت). خواهند قرار مربوطه بیشین اطلس درون هم می کنند تعریف را اطلس که نگاشت هایی خود جمله، (از باشند هموار

T = {(Up, Vp, hp : Up → Vp) | p ∈ M}
5homeomorphism 6atlas 7transition function 8maximal
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که می آید به دست M برای دیگری اطلس باشد، M خودریختی یک h : M → M و باشد M خمینۀ برای هموار اطلس یک
به صورت

Th =
{(

U ′
p = h−۱(Uh(p)), Vp, h ◦ hp : U ′

p → Vp

) ∣∣ p ∈ M
}

اطلس دو این کرد. تبدیل بیشین هموار اطلس یک به را اطلس این می توان است. هموار اطلس یک به وضوح و می شود، داده
می شود. تحمیل ما به طبیعی به طور تفاوت از مقدار این که چرا می نامیم، معادل هستند، متفاوت هم با معمولا که را، بیشین
پس، این از می کند. القاء (M, Th) هموار خمینۀ به (M, T ) هموار خمینۀ از هموارریختی یک h نگاشت شرایطی، چنین در
به مستقیمی اشارۀ اوقات بیشتر در و می گیریم، مفروض را مربوطه اطلس می گوییم، سخن هموار خمینۀ یک مورد در که وقتی

داشت. نخواهیم آن
که وقتی کرد. استفاده دیفرانسیل توپولوژی ابزارهای از می توان آنها مطالعۀ برای که است آن هموار خمینه های مزیت
در هموار، زیرخمینۀ یک گفت: سخن خمینه آن هموار زیرخمینه های از می توان باشد، شده داده خمینه یک روی هموار ساختاری
زیرخمینه های مورد در بیشتر توضیح برای می شود. تبدیل اقلیدسی فضای هموار زیرخمینۀ یک به اطلس نقشه های از یک هر

کند. مراجعه است، شده نگاشته دیفرانسیل توپولوژی یا خمینه ها هندسۀ پیرامون که کتاب هایی به می تواند خواننده هموار،
یعنی ،Hn نیم فضای از Rn اقلیدسی فضای جای به بالا تعریف های در اگر

Hn = {(x۱, . . . , xn) ∈ Rn | x۱ ≥ ۰},

مجموعۀ یعنی اقلیدسی، نیم فضای مرز با تناظر در که نقاطی این صورت، در می آید. به دست مرزدار خمینۀ تعریف کنیم، استفاده

∂Hn = {(۰, x۲, . . . , xn) | x۲, . . . , xn ∈ R},

باشد. مرز بدون و فشرده گاه هر می نامیم بسته را M خمینۀ می دهیم. نشان ∂M با و می نامیم M خمینۀ مرز را می گیرند قرار
استاندارد دایرۀ همسان ریختی) تقریبِ (با بسته خمینۀ تنها ۱ بعد در است. ساده بسته، خمینه های توپولوژی ،۲ و ۱ ابعاد در
هستند. همسان ریختی) تقریبِ (با جهت پذیر۱۰ بستۀ خمینه های همۀ g = ۰, ۱, ۲, . . . گونا۹ی با چنبره های ،۲ بعد در است.
ناپذیر۱۱ جهت بستۀ خمینه های همۀ شامل فهرستی ،g = ۰, ۱, ۲, . . . گونای با چنبره یک و افکنشی صفحه یک همبند جمع
فهرست این خمینه های از یکی با ۲‑بعدی بستۀ خمینۀ هر دیگر، به عبارت می دهند. تشکیل را همسان ریختی) تقریبِ (با
۲‑بعدی کرۀ یک متقاطر نقاط کردن یکی با می توان را ۲‑بعدی افکنشی فضای که می کنیم یادآوری است. همسان ریخت

آورد. به دست آن روی قسمتی خارج توپولوژی دادن قرار و استاندارد
S۱ ×S۱ ×S۱ و S۲ ×S۱ ،S۳ بسته، خمینۀ یک از مثال ها ساده ترین سه، بعد در ۳‑بعدی. خمینه های از مثال هایی

آن در که هستند،

Sn =
{
(x۰, x۱, . . . , xn) ∈ Rn+۱ ∣∣ n∑

i=۰
x۲
i = ۱

}
بیشتر برای باشد، اقلیدسی فضاهای بین هموار تابع یک f : Rn+m −→ Rm اگر واقع، در است. n‑بعدی استاندارد کره
که بود، خواهد خمینه یک Rn+m از My = My(f) = f−۱(y) زیرمجموعۀ یعنی مقدار، این پیش تصویر y ∈ Rm مقادیر
خمینه یک My یعنی آن، پیش تصویر y شدۀ داده  مقدار یک برای می کند تضمین که شرطی نباشد. فشرده است ممکن البتّه
باشد. m یعنی تمام، رتبۀ دارای m× (n+m) ماتریس یک به عنوان x ∈ My نقاط تمام در f تابع مشتق که است آن باشد
قضیۀ طبق می خوانیم. f تابع بحرانی۱۳ مقادیر را مقادیر سایر و می نامیم، f تابع برای عادی۱۲ مقدار یک را مقداری چنین
9genus 10orientable 11non-orientable 12regular value 13critical value
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باز مجموعه های از شمارایی تعداد اشتراک مجموعه این دیگر، به عبارت است. دوم۱۵ رستۀ از عادی، مقادیر مجموعۀ سارد۱۴
هموار تابع f و m = ۱ استاندارد، کرۀ مثال در هستند. عادی مقادیر بیشتر ساده ، به عبارت است. چگال و

f : Rn+۱ −→ R, f(x۰, . . . , xn) =
n∑

i=۰
x۲
i

است، √y شعاع با کره یک My پیش تصویر y مثبت مقادیر برای هستند. عادی y ∈ R مقادیر سایر ،y = ۰ جز به است.
کرد). فرض می توان بعد هر از خمینه ای آن را (که است تهی پیش تصویر این y منفی مقادیر برای و

را ۳‑بعدی استاندارد کرۀ که کنید توجه این منظور، برای هستند. عدسی وار خمینه های مثال ها، از دیگر جالب دستۀ یک
به صورت می توان

S۳ = {(z, w) ∈ C۲ | ∥z∥۲ + ∥w∥۲ = ۱}

گروه از عملی باشد، p به نسبت اول و صحیح عددی ۰ < q < p و باشد صحیح عددی p > ۱ اگر این صورت، در کرد. تصور
نگاشت توسط که را S۳ روی Z/pZ

f = fp,q : S
۳ → S۳ f(z, w) = (ζpz, ζ

q
pw)

آن در که می آوریم، به دست (p, q) دوتایی با متناظر می شود تولید

ζp = exp(۲πi/p)

فضای آن را و می دهیم، نشان L(p, q) با را Z/pZ گروه عمل این تحت S۳ قسمت خارج است. واحد pام ریشه یک
خواهد بسته ۳‑بعدی خمینۀ یک L(p, q) این ترتیب به که دید به سادگی می توان می نامیم. (p, q) دوتایی با متناظر عدسی وار۱۶

قسمتی خارج نگاشت و بود،
πp,q : S

۳ → L(p, q) = S۳/(Z/pZ)

می دهد. را عدسی وار فضای جامع۱۸ پوششی فضای واقع در که است، پوششی۱۷ نگاشت یک
رویه از خودریختی یک f : S → S که کنید فرض است. رویه  یک خودریختی ۱۹ چنبرۀ سه، بعد در دیگر جالب مثال

مرزدار و ۳‑بعدی خمینۀ f نگاشت۲۰ چنبرۀ از منظور باشد. S فشردۀ ۲‑بعدی) خمینۀ (یعنی

Mf = (S × [۰, ۱]) / ∼ (x, ۰) ∼ (f(x), ۱) ∀ x ∈ S

چنبره بود. خواهد بسته هم Mf خمینۀ باشد، بسته S اگر است. شده تشکیل S۱ × S۱ چنبرۀ تعدادی از آن مرز که است
نگاشت دوم مؤلفۀ روی تصویر می شود. تاربندی S۱ روی f نگاشت

πf : Mf = (S × [۰, ۱])/ ∼ −→ S۱ = R/Z

است. S رویۀ از نسخه یک آن، تحت نقطه هر پیش تصویر که می دهد را
خمینه های رد ه بندی مسأله در اتّفاقات جالب ترین معنا، یک به شاید می شود. دشوارتر خمینه ها رد ه بندی بعد، شدن اضافه با
مشغول خود به را ریاضیدان  ها سال یکصد از بیش خمینه ها رد ه بندی که جایی می شود، مشاهده n = ۳ حالت در n‑بعدی
می فهمیم، کامل به طور را ۳‑ بعدی خمینه های امروز که ادعا این شد. ریاضیات مهمی در دستاوردهای و تحولات منشاء و داشت
بی گمان اما است. گزاف سخنی هم ۲‑بعدی خمینه های کامل فهم مورد در ادعا این که چنان دارد، واقعیت با زیادی فاصله
14Sard’s theorem 15second category 16lens space 17covering map 18universal covering space 19automorphism
20mapping torus
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خواهد گزارش ادامه در آنها از برخی که است، شده حاصل ۳‑ بعدی خمینه های رد ه بندی مسأله راستای در مهمی پیشرفت های
شد.

پوانکاره مشاهدات .۳

عالی۲۱، قضیۀ در بود. گاوس فردریش کارل داد، قرار بررسی مورد را مجرد توپولوژیک فضاهای که کسی اولین شاید
ریاضیات زبان به ندارد. ارجاعی پیرامونی فضای در رویه نشستن به که می دهد ارائه رویه یک انحناء محاسبۀ برای راهی گاوس
یک انحناء مفهوم که می شود فهمیده چنین او قضیۀ و بودند ۲‑بعدی خمینه هایی گرفت نظر در گاوس که رویه هایی امروز،
بِرنْهارد توسط نگرش این آن. پیرامون محیط به نه و دارد، بستگی آن روی متریک و خمینه خود به که است ذاتی۲۲ مفهوم
رویه ها خصوصیات و مفاهیم توسعۀ در را توجهی قابل مطالعات که بود کسی اولین او شد. داده بسط زیادی حدود تا ۲۳ ریمان
شده گرفته آلمانی۲۴ کلمه ای از می کنیم، استفاده آن مقابل در را خمینه فارسی در که منیفلد کلمۀ داد. صورت بالاتر ابعاد به
در ریمان دارد، بودن چندلایه به مفهومی شباهت که را، اصطلاح این گرفت. قرار استفاده مورد ریمان توسط بار اولین که است
متغیرهایی جواب های مجموعۀ توصیف برای ۱۸۵۴ سال در گوتینْگن۲۶ استاد قامت در کار به شروع جهت آغازین۲۵ سخنرانی
این بگیرند. خود به می توانستند را متعدّدی مقادیر بنابراین و می شدند، مقید شرط تعدادی توسط ضمنی به طور که کرد استفاده
گونه ای (به است اقلیدسی دوفضای بین هموار تابعی تحت به خصوصی عادی مقدار پیش تصویر که خمینه ای توصیف به دیدگاه،
یا و گسسته صورت به می توانست بودن چندلایه  این ریمان، نظر از دارد. زیادی قرابت شد)، اشاره آن به قبل بخش در که
در که کمیتی از پیوسته ای تغییر به عنوان را دارد۲۷ توسعه جهت n در که کمیتی استقرائی، شکلی به او بیافتد. اتّفاق پیوسته
گونه آن خمینه، رسمی و مجرد مفهوم به نهایت در بودن بعدی چند از توصیف این می کرد. تعریف دارد، توسعه −n)جهت ۱)

کرد. پیدا تکامل می شناسیم، ما که
«تحلیل عنوان تحت را مقاله ای پوانکاره نوزدهم، قرن اواخر در دانست. جبری توپولوژی آغازگر می توان را پوانْکاره آنْری
جدید ریاضیات از مهمی بخش به عنوان جبری، توپولوژی رشتۀ شکل گیری در اساسی نقشی که کرد، منتشر [۳۹] مکان۲۸»
پوانکاره توسط که دیگر مقالۀ ۵ با رسید، چاپ به پلی تکنیک۲۹ عالی مدرسه مجلۀ در ۱۸۹۵ سال در که مقاله این داشت.
مقالات این .[۴۴–۴۰] شد تکمیل رسیدند، چاپ به اول مقالۀ برای متمم هایی به عنوان ۱۹۰۴ تا ۱۸۹۹ سال های فاصله در
به برای خود دوره ریاضیات زبان ناکارآمدی به خود آن که وجود با پوانکاره، شده اند. ترجمه انگلیسی به و گردآوری [۴۵] در
کند، معرفی را جبری توپولوژی مهم مفاهیم از برخی تا کوشید مکان» «تحلیل مقالۀ در داشت، گاهی آ ایده هایش کشیدن تصویر
امروزی دقّت استاندارد از که اثبات هایی همراه به قضایا این از برخی بازنگاری برساند. اثبات به آنها مورد در را قضایایی و
توپولوژی ویژه به و خود، از پس ریاضیات بر پوانکاره عمیق تأثیر این وجود، با انجامید. طول به سال چندین باشند، برخوردار
بود جبری ساختارهایی معرفی بر پوانکاره تمرکز مکان» «تحلیل مقالۀ در است. انکارناپذیر نهاد، بنیان آن را خود که جبری
گروه های گروه های و بنیادی۳۱ گروه مفهوم ویژه، به شوند. قائل تمایز ناهمسان ریخت۳۰ توپولوژیک فضاهای بین بتوانند که
مقاله این در را پوانْکاره۳۳ دوگانی از اولیه نسخه ای شد موفق پوانکاره شدند. معرفی مقالات این در اولین بار برای مانستگی۳۲

می شود. ظاهر مقالات سلسله این از آخر مقاله  در می شود، شناخته پوانکاره حدس نام با امروز آن چه کند. صورت بندی
بین توابعی برای عادی مقادیر پیش تصویرهای به عنوان را خمینه ها پوانکاره مکان» «تحلیل مقالۀ از بخش اولین در
در را خمینه ها از خاصی حالت پوانکاره تعریف این ترتیب، به دارند. پیوسته اول مشتق که می کند توصیف اقلیدسی فضاهای

21Theorema Egregium 22intrinsic 23Bernhard Riemann 24Mannigfaltigkeit 25inaugural lecture 26Göttingen 27n-fach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit 28analysis situs 29Journal de l École Polytechnique 30non-homeomorphic 31fundamental
group 32homology group 33Poincaré duality
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

اساس بر کلّی تر، تعریفی به اساس این بر و است خمینه هموار، تابع یک گراف که می کند اشاره او سوم، بخش در می گیرد. بر
خمینه برای اطلس یک از ما امروزی تعریف مادر می توان را مفهوم این می پردازد. می خواند، خمینه ها۳۴ از زنجیره ای آنچه
اشتراکی هم با y′ متغیر از θ′ دیگر هموار تابع گراف و y متغیر از θ هموار تابع گراف حالتی که در پوانکاره بالاخص، دانست.
این ترتیب، به باشد. y از هموار تابعی y′ هم و باشد y′ از هموار تابعی y هم که می شود قائل را محدودیت این باشند، داشته

می کند. تعریف آن را با متناظر گذار نگاشت های و مختصات دستگاه یک واقع در او
خمینه های از مجردی تعریف می داد، ریمانی رویه های مورد در که درسی در وایل۳۵ هرمان ۱۹۱۲ و ۱۹۱۱ سال های در
مجرد تعریف اساس این بر شد. بعدی سال های در توپولوژیک فضاهای مجرد تعریف به منجر نهایت در که کرد ارائه را هموار
مقالۀ ابتدای (در پوانکاره استفادۀ مورد تعریف با مجردی تعریف های چنین بودن معادل و گرفت، شکل هم خمینه ها از امروزی
به گفت). خواهیم سخن بیشتری تفصیل با مورد این (در رسید اثبات به ۱۹۳۰ سال حوالی در و بعدتر کمی مکان») «تحلیل

است. نداشته کلّیت جهت از معناداری کاستی هم پوانکاره اولیۀ تعریف که داد نشان بعدی تحولات صورت، هر
مطالعۀ به بیستم، قرن آغاز از پیش درست آنها، از استفاده با و شد مانستگی گروه های ساختن به موفق ابتدا پوانکاره
همراه به ۳‑بعدی کرۀ تشخیص به قادر مانستگی گروه های آیا که کرد مطرح را سؤال این پوانکاره پرداخت. ۳‑بعدی خمینه های
توپولوژی درس در ما همۀ است؟ بسته و همبند ۳‑بعدی خمینه های سایر از ۴‑بعدی، اقلیدسی فضای از آن بر القایی توپولوژی
به است. Z با برابر همبند خمینۀ یک مانستگی صفرم گروه که می دانیم و شده ایم آشنا مانستگی گروه های محاسبۀ با جبری
آیا که می گوید ما به مانستگی سوم گروه است) Z آن مانستگی صفرم گروه که خمینه ای (یعنی همبند خمینۀ یک برای علاوه،
گروه های با M مانند ۳‑بعدی خمینۀ یک مانستگی سوم و صفرم گروه های بودن برابر بنابراین نه. یا است جهت پذیر خمینه
و اول گروه های که می دانیم M مورد در به علاوه، است. جهت پذیر و همبند M خمینۀ که معناست این به S۳ برای متناظر
H۰(M,Z) = Z اینکه و H۱(M,Z) یعنی مانستگی اول گروه بودن بدیهی که کنید توجه البته هستند. بدیهی مانستگی دوم
سؤال این ترتیب، به است. بدیهی هم H۲(M,Z) که می دهند نتیجه صحیح) اعداد در ضرایب (با پوانکاره دوگانی اساس بر

کرد. بازنویسی این صورت به می توان را پوانکاره

یعنی M مانستگی اول گروه کنیم فرض و باشد جهت پذیر و همبند بسته، ۳‑بعدی، خمینه ای M که کنیم فرض .۱ .۳ سؤال
دارد؟ وجود S۳ و M بین همسان ریختی یک آیا باشد. بدیهی H۱(M,Z)

پوانکاره که مثالی ساخت. را بالا سؤال برای ناقض۳۶ مثالِ اولین ۳‑بعدی خمینه های روی بر مطالعاتش ادامۀ در پوانکاره
تفاوت دادن نشان مسیر در پوانکاره می شود. شناخته پوانکاره کُره‑مانسته۳۷ نام به امروزه می کنیم معرفی آن را زیر در و ساخت

کرد. عرضه ریاضیات دنیای به را بنیادی گروه مفهوم استاندارد، کرۀ با بود ساخته که خمینه ای
یک به که باشد این راه ساده ترین شاید کرد. معرفی مختلفی به صورت های می توان را یافت دست آن به پوانکاره که مثالی
آن را که گروه، این کنیم. نگاه آن جهت نگهدار تقارن های گروه و است شده منطبق مبداء بر آن ثقل مرکز که منتظم ۲۰‑وجهی
عضو ۶۰ شامل که SO۳(R) گروه یعنی ۳‑ بعدی، فضای دوران های گروه از است زیرگروهی واقع در داد خواهیم نشان G با
جایگشت های گروه Sn اگر می نگارند. خودش به را منتظم ۲۰‑وجهی که است SO۳(R) از اعضایی شامل G واقع در است.
یک ریخت A۵ با G که کرد مشاهده می توان سادگی به باشد، زوج جایگشت های شامل زیرگروه An و باشد حرف n روی
دانشجویان به خمینه ها هندسۀ درس در گاهی که است تمرینی (این دارد ۳‑بعدی خمینۀ یک ساختار SO۳(R) گروه است.
هموارریخت می آید به دست ۳‑بعدی کرۀ در متقاطر نقاط کردن یکی از که ۳‑بعدی افکنشی فضای با واقع در و می شود) داده

34Une chaine des variétés (chain of manifolds) 35Herman Weyl 36counter-example 37homology sphere
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی

قسمت خارج روی می توان این ترتیب، به است.

M = SO۳(R)/A۵ = RP۳/G

فضای که کنید توجه است. فشرده ۳‑بعدی خمینۀ یک قسمت، خارج این که کرد مشاهده و داد قرار قسمتی خارج توپولوژی
خمینه بنیادی گروه بنابراین، است. ساده همبند خمینه ای که است، استاندارد کرۀ قسمت، خارج این از ۱۲۰‑لایه ای پوششی
جمله از و ندارد، بهنجار۳۸نابدیهی زیرگروه ۱۲۰‑عضوی گروه این که داد نشان پوانکاره است. ۱۲۰‑عضوی گروه یک M
می آموزیم) جبری توپولوژی درس در را موضوع این ما (و داد نشان به علاوه است. برابر گروه کل با آن جابه جاگر۳۹ زیرگروه
مشاهدات از این ترتیب، به است. مانستگی اول گروه همان گروه این جابه جاگر و خمینه یک بنیادی گروه قسمت خارج که
S۳ مانستگی گروه های با آن مانستگی گروه های که ۱۲۰‑عضوی بنیادی گروه با است خمینه ای M که می شود نتیجه پوانکاره

هستند. یک ریخت
کُره‑مانسته های هستند، یک ریخت استاندارد کرۀ مانستگی گروه های با آنها مانستگی گروه های که M مانند خمینه هایی به
به و دارد، وجود کره‑مانسته ها تولید برای متنوعی بسیار روش های امروزه می شود. گفته کُره‑مانسته) اختصار به (یا صحیح۴۰
هنوز این وجود، با نیست. ۳‑بعدی خمینه های همۀ توپولوژیک تنوع از کمتر چندان کره‑مانسته ها توپولوژیک تنوع معنا، یک
پاریس، رصدخانه در او همکاران و لومینه۴۱ پیِر ژانْ ۲۰۰۳ سال در دارد. توپولوژی دان ها نزد ویژه ای جایگاه پوانکاره مثال هم
دنیای سرتاسری شکل آن در که کردند پیشنهاد را مدلی بود، شده منعکس مشاهدات در که محدودیت هایی برخی توجیه برای
فضاپیمای مشاهدات توسط ۲۰۰۸ سال در مدل این پیش بینی های از برخی بود. شده مدل پوانکاره کرۀ یک با ما پیرامون
کرۀ شدن ظاهر اما ندارد، وجود لومینه پیر ژان مدل تأیید برای مستحکمی قرائن چند هر قرارگرفت. تأیید مورد WⅯAP

است. توجه جالب خود نوع در ریاضی مجرد دنیای از خارج در پوانکاره
زبان به کرد. بازنویسی را خود سؤال پوانکاره کره‑مانسته، یک از مثال اولین و بنیادی گروه (مفهوم) کشف از پس
کرد: بازنویسی این صورت به می توان را شد عرضه ریاضیات دنیای به ۱۹۰۴ سال در که پوانکاره مهم حدس امروز، ریاضیات

است. همسان ریخت استاندارد کرۀ با ۳‑بعدی، ساده همبند و همبند، بسته، خمینۀ هر (پوانکاره). ۲ .۳ حدس

فهم رشد در مهمی نقش نویسنده زعم به که را گام هایی گذشته، سال یکصد در ریاضیدان  ها تلاش های میان از ادامه، در
البته کرد. خواهیم را، شدند منجر ۲۱م قرن ابتدای در پوانکاره حدس اثبات به و داشته اند ۳‑بعدی خمینه های توپولوژی از ما
و دانست، ۳‑بعدی خمینه های مورد در باید که نیست چیزی آن همۀ پوانکاره حدس به دادن پاسخ که داشت جدّی توجه باید
مستقیم ارتباط می شود، ترسیم نوشتار این در که مسیری به هم گرفت شکل ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ حول که ریاضیاتی همۀ
مسیر های هم مهمی تحولات و مانده اند، باقی نشده حل ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ در همچنان دشواری و باز سؤال های ندارد.
مرتبط تحولات و باز سؤال های این از گوشه ای این وجود، با نکرده ایم. منعکس را آنها نوشتار این در که کردند، طی را دیگری

کشیده ایم. تصویر به نیز را

ویتْنی نشاندن قضیۀ و مویز قضیۀ .۴

که است واقعیت این می کند، منطبق پیشرفت ها تاریخی روند بر را ۳‑بعدی خمینه های به ما پرداختن نحوۀ که مهمی نکته 
ویندا توسط ۱۹۵۲ سال در زیر مهم قضیۀ ندارند. هم با تفاوتی ۳‑بعدی، خمینه های روی هموار و توپولوژیک، ساختارهای

.[۲۵] رسید اثبات به مویز۴۲
38normal 39commutator subgroup 40integral homology sphere 41Jean-Pierre Luminet 42Edwin Moise
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

پوانکاره. آنری نوشتۀ  مکان» «تحلیل متمم پنجمین در پوانکاره حدس .۱ شکل

Figure 1: Poincaré conjecture in the fifth suplement to “analysis situs” by Henry Poincaré.

بیشین هموار اطلس یک دارای M این صورت در باشد. توپولوژیک ۳‑بعدی خمینۀ یک M کنیم فرض (مویز). ۱ .۴ قضیه
هستند. معادل هم با M روی بیشین هموار اطلس دو هر به علاوه، می دهد. M روی هموار ساختاری که است

آن که بدون و شود، کاسته مسأله کلّیت از چیزی آن که بدون ۳‑بعدی، خمینه های دنیای در که است آن مویز قضیۀ معنای
موضوع این است. مجهز هموار ساختاری به می کنیم مطالعه را آن که خمینه ای هر که کرد فرض می توان بیاید، پیش ابهامی
نمی توان همواری ساختار هیچ آنها روی که دارند وجود بسته ای ۴‑بعدی خمینه های که آن اول نیست. درست بالاتر ابعاد در
موضوع این دارد. وجود نامعادل دوبه دو هموار ساختار بی نهایت آنها روی که دارند وجود ۴‑بعدی خمینه های دوم و داد، قرار
خمینه های مطالعۀ در هم هندسی ابزارهای از که داد اجازه ریاضیدان  ها به کرد، فرض هموار می توان را ۳‑بعدی خمینه های که
به عنوان خمینه ها، این اولیه بررسی های بر را ۳‑بعدی خمینه های مجرد بررسی موضوع این علاوه، به کنند. استفاده ۳‑بعدی

منطبق می شوند، داده مستقل هموار تابع تعدادی مشترک صفرهای توسط موضعاً که اقلیدسی فضای هموار زیرخمینه های
می کند.

یک درست تعریف سر بر مناقشه به و بخشید، منسجم شکلی هموار خمینه های مطالعۀ به که دیگری مهم قضایای از یکی
اشاره مقاله اش مقدّمۀ در ویتنی که همان گونه کرد. اثبات ۱۹۳۶ سال در ویتْنی۴۳ هسلر که است قضیه ای داد، پایان هموار خمینۀ
دسته ای می شوند، تعریف مجرد طور به و هموار اطلس یک با که همواری خمینه های آیا که نبود روشن او مقالۀ از پیش تا می کند،
نشان اولین بار برای ویتنی نه! یا هستند، می گرفت) نظر در پوانکاره (چنان که اقلیدسی فضاهای هموار زیرخمینه های از بزرگ تر
43Hassler Whitney
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی

تعمیم هایی و وایرِشْتراس۴۵ تقریب۴۴ قضیۀ از استفاده پایۀ بر که ویتنی قضیۀ .[۵۳] هستند معادل هم با تعریف دو این که داد
نشاند. نیست بالا چندان هم آن بعد که اقلیدسی فضایی در می توان را هموار خمینۀ هر که می دهد نشان است، شده بنا آن از

نوع شمارای و هاوسدورف (که m‑بعدی هموار خمینۀ هر ،m مثبت و صحیح عدد هر برای ویتنی). (نشاندن ۲ .۴ قضیه
خمینۀ از f : M → N پیوسته نگاشت هر به علاوه، نشاند. R۲m+۱ اقلیدسی فضای در هموار به طور می توان را باشد) دوم۴۶
به مشروط زد، تقریب نزدیک دلخواه به هموار نشاندن های با می توان را N n‑بعدی هموار خمینۀ به M m‑بعدی هموار

باشد. بزرگ تر ۲m از n این که

R۲m اقلیدسی فضای در می توان را m‑بعدی هموار خمینۀ هر که داد نشان ویتنی استدلال تقویت با می توان واقع، در
m‑بعدی حقیقی۴۸ تصویری فضای باشد، ۲ از توانی m اگر می گویند. ویتنی قوی۴۷ نشاندن قضیۀ قضیه، این به نشاند.
و فشرده هموار، خمینۀ هر که باشد صحیحی عدد کوچکترین e(m) که کنیم فرض نشاند. R۲m−۱ در نمی توان را (RPm)
داریم باشد، ۲ از توانی m اگر شده، یاد مثال و ویتنی قوی نشاندن قضیۀ طبق نشاند. Re(m) در بتوان را m‑بعدی همبند
تْرنْس چارلز ۳ = m حالت در و هفْلیگر۵۰ آنْدْره و هرش۴۹ موریس ۴ ≤ m حالت در را زیر قضیۀ اثبات .۲m = e(m)

.[۵۲] ،[۱۳] داده اند انجام وال۵۱ کْلگ

را باشد) دوم نوع شمارای و هاوسدورف (که m‑بعدی هموار خمینۀ هر ویتنی‑هفلیگر‑هرش‑وال). (نشاندن ۳ .۴ قضیه
توانی m اگر دیگر، به عبارت نباشد. ۲ از توانی m این که به مشروط نشاند، R۲m−۱ اقلیدسی فضای در هموار به طور می توان

.۲m > e(m) داریم این صورت غیر در و ۲m = e(m) آنگاه باشد، ۲ از

۳‑بعدی خمینه های تجزیۀ .۵

۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ به پرداختن آن بدون (که آنها هندسی شهود که داد نشان ریاضیدان  ها به تاریخی اشتباه چند
شهود ندارد. را می دهد روی بعد رفتن بالا با که عجیبی اتّفاقات تصور و اشتباه از پرهیز برای لازم پختگی بود) ناممکن
نداشت. را ۳ بعد ظرافت های فهم برای لازم کارایی که بود ۲‑بعدی شهودی بیستم، قرن ابتدای تحولات از قبل تا ریاضیدان  ها

است: موضوع این برای خوبی مثال دِن۵۲ لم

روی γ : S۱ → ∂M بستۀ خم و باشد مرزدار و ۳‑بعدی خمینه ای M کنیم فرض دن)). لم (تعمیم بسته (خم ۱ .۵ قضیه
M بنیادی گروه در آن تصویر حالی که در می دهد، نمایش را ∂M بنیادی گروه در نابدیهی عنصری که باشد داشته وجود M مرز

مانند سره ای نشاندن این صورت در است. بدیهی

f : (D, ∂D) → (M,∂M)

تصویر و می شود نگاشته M درون به آن درون و M مرز به ۲‑بعدی گوی مرز به طوری که دارد وجود M در D ۲‑بعدی گوی از
است. نابدیهی ∂M بنیادی گروه در f تحت گوی مرز

،f |∂D : S۱ → ∂M یعنی قرص، مرز به f نگاشت تحدید که نمی کند ادعا اولیه، شهود برخلاف بالا، قضیۀ که کنید توجه
بسته۵۳ خم قضیۀ به که دِن لم از است تعمیمی واقع در گزاره، این است. یکی [γ] ∈ π۱(∂M) با π۱(∂M) از عضوی به عنوان

44approximation theorem 45Karl Theodor Wilhelm Weierstrass 46second countable 47strong embedding theorem
48real projective space 49Morris William Hirsch 50André Haefliger 51Charles Terence Clegg Wall 52Dehn lemma
53loop theorem
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

سال در بعد، سال ۱۹ اما .[۱] گردید اثبات و صورت بندی دِن۵۴ ماکْس توسط ۱۹۱۰ سال در ابتدا دِن لم است. معروف
به اولیه هندسی شهود که دِن، لم ادعای درستی در تردید .[۱۸] گردید دِن اثبات در اشتباهی متوجه کْنیزِر۵۵ هلْموت ۱۹۲۹
(معروف کْریاکوپولوس۵۶ پاپا کْریستوس که ۱۹۵۷ سال تا کرد پیدا ادامه دیگر سال ۳۰ به نزدیک می دهد، گواهی آن درستی

می داد. نتیجه هم را کُره۵۷ قضیۀ و بسته خم قضیۀ دِن، لم بر علاوه پاپا اثبات .[۳۵ ،۳۴] شد آن اثبات به موفق پاپا) به

نابدیهی π۲(M) یعنی آن دوم هم نَهِش۵۸ گروه به طوری که باشد جهت پذیر و ۳‑بعدی خمینه ای M کنیم فرض (کره). ۲ .۵ قضیه
M در کره نشاندن یک که دارد وجود f : S۲ → M مانند نماینده ای π۲(M) نابدیهی عضو یک برای این صورت در است.

است.

توپولوژی که اطلاعاتی از مؤثری به طور که می دهند اجازه توپولوژیست ها به کره قضیۀ و بسته خم قضیۀ نظیر گزاره هایی
راستای در که کنند پیدا را خمینه ها این از زیرخمینه هایی و کنند استفاده می کند، ارائه ما به ۳‑بعدی خمینه های مورد در جبری
فهم و ۳‑بعدی خمینه های شدن ساده به منجر می تواند عمل در جراحی ها این کرد. جراحی را ۳‑بعدی خمینه های می توان آنها

کرد. ترجمه اولیه خمینۀ مورد در اطلاعاتی به می توان را جدید فهم این به علاوه، شود. آنها بهتر
برداشته ۱۹۲۹ سال در کنیزر هلموت توسط شد اشاره آن به که جراحی برنامۀ رساندن ثمر به برای جدّی گام اولین
وجود M در S حول U همبند باز گاه هر می گوییم ۲‑طرفه را M ۳‑بعدی خمینۀ از S ۲‑بعدی همبند زیرخمینۀ .[۱۸] شد
مجهز هموار ساختاری به آن را که M ۳‑بعدی خمینۀ کنیم فرض باشد. همبندی مؤلفۀ دو دارای U \ S به طوری که باشد داشته
مرز خود که است ۲‑طرفه و ۲‑بعدی کره ای S که کنیم فرض به علاوه، باشد. S مانند هموار زیرخمینۀ یک شامل کرده ایم،
می توان باشد، تحویل پذیر M خمینۀ اگر می گوییم. تحویل پذیر۵۹ را M خمینۀ این صورت در نیست. M در ۳‑بعدی گوی یک
به و چسباند ۳‑بعدی گوی یک می آید به دست این ترتیب به که مرزی مؤلفۀ دو از یک هر به و برید S کرۀ راستای در را M
یک را فرآیند این می شود. مشخص طبیعی به طور هم آن هموار ساختار که رسید ناهمبند) احتمالا) جدید ۳‑بعدی خمینۀ یک
بار متناهی از بعد کرد ثابت کنیزر می گوییم. تحویل ناپذیر۶۰ را نباشد تحویل پذیر که خمینه ای می نامیم. ۳‑بعدی خمینۀ تحویل

می شود: تبدیل ناهمبند) احتمالا (و تحویل ناپذیر خمینه ای به بسته ۳‑بعدی خمینۀ هر کردن، تحویل

متناهی دنبالۀ این صورت در باشد. ۳‑بعدی و بسته خمینه ای M کنیم فرض (کنیزر). ۳ .۵ قضیه

M = M۱, . . . ,Mn = M ′

Si ⊂ Mi هموار ۲‑بعدی کرۀ راستای در Mi تحویل از Mi+۱ به طوری که دارد وجود ناهمبند) احتمالا) ۳‑بعدی خمینه های
است. تحویل ناپذیر M ′ همبندی مؤلفۀ هر و آمده، به دست

باشند، ۳‑بعدی خمینۀ دو M۲ و M۱ اگر دارد. ۳‑بعدی خمینه های اول تجزیۀ قضیۀ با تنگاتنگ ارتباطی کنیزر قضیۀ
هستند. S۲ و S۱ مرزهای دارای که آورد به دست مرزدار خمینۀ دو و کرد خارج را کوچکی هموار گوی آنها از یک هر از می توان
تا چسباند هم به هستند ۲‑بعدی کرۀ با همسان ریخت که S۲ و S۱ روی از می توان را آمده به دست مرزدار ۳‑بعدی خمینه های
می دهیم. نشان M = M۱#M۲ با و می نامیم M۲ و M۱ همبند جمع را جدید خمینۀ این آید. به دست جدیدی ۳‑بعدی خمینۀ
باشند، S۳ از متفاوت M۲ و M۱ اگر می دهیم. نشان S با آن را که است ۲‑بعدی کرۀ یک M در S۲ و S۱ مشترک تصویر
S راستای در می توان را M آنگاه باشند S۳ از متفاوت M۲ و M۱ اگر واقع، در بود. خواهد تحویل پذیر M۱#M۲ خمینۀ
M ≃ M۱#M۲ به صورت آن را نتوان گاه هر گوییم اول را M خمینۀ کرد. تحویل M۱ ⨿M۲ مجزای اجتماع به و شکافت
54Max Dehn 55Hellmuth Kneser 56Christos Papakyriakopoulos 57sphere theorem 58homotopy group 59reducible
60irreducible
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی

زیر قضیۀ می توان کنیزر قضیۀ مشابه باشند. ( ۳‑بعدی کرۀ با (ناهمسان ریخت نابدیهی دو هر M۲ و M۱ به طوری که نوشت
کرد: ثابت را

نـابدیـهی و جـهت پذیر ۳‑بـعدی، بسـته، خـمـینه ای M که کـنیم فـرض .( ۳‑بعدی خمینه های اول (تجزیۀ ۴ .۵ قضیه
به طوری که دارند وجود M۱,M۲, . . . ,Mn نابدیهی و اول خمینه های این صورت در باشد. (S۳ با ناهمسان ریخت (یعنی

با M اگر یعنی یکتاست. اول تجزیۀ این به علاوه است. همسان ریخت M با M۱#M۲# · · ·#Mn

M ′
۱#M ′

۲# · · ·#M ′
m

به طوری که دارد وجود σ ∈ Sn جایگشت و m = n این صورت در باشند نابدیهی و اول M ′
۱, . . . ,M

′
m و باشد همسان ریخت

است. همسان ریخت M ′
σ(i) با Mi خمینۀ i = ۱, . . . , n هر ازای به

می توان سادگی به را ارتباط این سوی یک دارد. بنیادی گروه رفتار با خورده گره رفتاری ۳‑بعدی خمینه های اول تجزیۀ
جمع با M۱#M۲# · · ·#Mn بنیادی گروه کَمپن۶۱ ون ْ قضیۀ طبق است، ساده همبند ۲‑بعدی کرۀ که آنجا از کرد. مشاهده

داریم: دیگر به عبارت است. برابر M۱,M۲, . . . ,Mn بنیادی گروه های آزاد

π۱(M۱#M۲# · · ·#Mn) ≃ π۱(M۱) ? π۱(M۲) ? · · · ? π۱(Mn).

:[۵۰ ،۴۹] شد. ظاهر ۱۹۵۹ سال در استالینْگز۶۲ جان دکتری رسالۀ در اولین بار گزاره این عکس اثباتِ

و باشد ۳‑بعدی و بسته همبند، جهت پذیر، خمینه ای M که کنیم فرض استالینگز). قضیۀ کنیزر‑ (حدس ۵ .۵ قضیه

π۱(M) ≃ G۱ ? G۲ ? · · · ? Gn

وجود M۱,M۲, . . . ,Mn بستۀ و ۳‑بعدی خمینه های این صورت در هستند. نابدیهی گروه هایی G۱, G۲, . . . , Gn آن در که
است. همسان ریخت M۱#M۲# · · ·#Mn با M و است یک ریخت Gi با π۱(Mi) به طوری که دارند

رهیافتی گونه هر که بود آن رسید اثبات به استالینگز توسط که کنیزر حدس و ۳‑بعدی خمینه های اول تجزیۀ قضیۀ معنای
خمینه های بر تمرکز با می توان را پوانکاره) حدس جمله از (و آنها بنیادی گروه اساس بر ۳‑بعدی خمینه های رد ه بندی برای
آوردن دست به برای تحویل ناپذیر خمینه های به توجه که کرد استدلال می توان بیشتر، دقّت کمی با برد. پیش به اول ۳‑بعدی
را ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ اول موج نتیجۀ می توان اساس این بر می کند. کفایت ۳‑بعدی خمینه های همۀ از جامعی فهم

دانست. تحویل ناپذیر ۳‑بعدی خمینه های رد ه بندی به ۳‑بعدی، خمینه های همۀ رد ه بندی مسأله تحویل

تراکم ناپذیر رویه های و زایفرت تاربندی های .۶

در ۱۹۳۲ سال در زایفرت۶۴ هربِرت بود. زایفرت۶۳ تاربندی های مفهوم داد، نشان را خودش اهمیت که دیگری مفهوم
که داد قرار مطالعه مورد را ۳‑بعدی خمینه های از دسته ای ۳‑بعدی، تاری فضاهای توپولوژی عنوان با خود، دکتری رسالۀ

.[۴۸] دادند نشان ۳‑بعدی توپولوژی در را خود اهمیت رفته رفته و می شوند شناخته زایفرت خمینه های نام با امروز
۲bπ
a زاویه اندازۀ به دورانی A : C → C که کنیم فرض باشند. اول هم به نسبت و صحیح اعدادی b و a > ۰ کنیم فرض

واحد قرص که باشد مبداء حول
D = {z ∈ C | ∥z∥ ≤ ۱} ⊂ C

61van Kampen theorem 62John Stallings 63Seifert fibration 64Herbert Seifert
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قسمتی خارج فضای این صورت در می نگارد. خودش به را

T (a, b) =
D× [۰, ۱]

∼A
(z, ۱) ∼A (A(z), ۰) ∀ z ∈ D

مجموعه های می شود. خوانده (a, b) نوع از استاندارد شده۶۵ تاربندی  چنبرۀ که است مرزدار ۳‑بعدی خمینۀ یک

Iz = {z} × [۰, ۱] ⊂ T (a, b), z ∈ D

تارها سایر می شود، حاصل I۰ از که تاری از غیر هستند. دایره تارها همۀ آن در که می کنند ارائه را تار ها به T (a, b) از افرازی
شکل به پاره خط های از نسخه a چسبیدن هم به از

Iz ∪ IA(z) ∪ IA۲(z) ∪ · · · ∪ IAa−۱(z)

می چرخند. آن امتداد در بار a کدام هر که است شده احاطه تارهایی با مرکزی تار یک استاندارد، مدل در یعنی شده اند. ساخته
همسان ریخت تارهای از اجتماعی به آن از افرازی همراه به است M مانند بسته و ۳‑بعدی خمینه ای زایفرت خمینۀ یک
باشد موجود M در یاد شده تار از U همسایگی یک و b و a > ۰ صحیح اعداد M در تار هر ازای به به طوری که دایره، با
تارهای به T (a, b) استاندارد تجزیۀ با U همسایگی این در تارها به M تجزیۀ و است همسان ریخت T (a, b) با U به طوری که
M خمینۀ از زایفرت تاربندی یک را تارها به M خمینۀ از یاد شده افراز است. یکی یاد شده همسان ریختی تحت شکل دایره ای
عادی تارهای را تارهایی چنین است. ۱ با برابر لزوماً a > ۰ مقدار تارها سایر برای تار، متناهی از غیر که کنید توجه می نامیم.
چنبره های تاربندی می نامیم. ویژه تارهای را است ۱ از بیش a مقدار آنها برای که تاری متناهی می نامیم. زایفرت تاربندی
باشد، شده تثبیت B رویۀ از پرمایشی وقتی اما هستند، هموارریخت هم با T (a, b + a) و T (a, b) استاندارد تاربندی شدۀ
(a, b) دوتایی با تناظر در که ویژه تارهای همۀ برای که کرد فرض می توان کلّی، حالت در می شود. دیده تاربندی دو این تفاوت
T (۱, b) نوع از را استاندارد تاربندی شدۀ چنبرۀ عادی، تار یک برای که است آن فرض این بهای .۰ < b < a داریم هستند،

دارد. خود در را ابهام ها همۀ b صحیح عدد آن در که بگیریم،
همۀ فضای B کنید فرض است. زایفرت تاربندی یک دارای که باشد بسته و همبند جهت پذیر خمینۀ یک M کنیم فرض
ساختار صحیح تر، به عبارت یا ۲‑بعدی، خمینۀ یک ساختار B روی می توان زایفرت، تاری ساختار از استفاده با باشد. تارها
ویژه تارهای با تناظر در که B نقاط از متناهی تعداد در که است آن ادعا این معنای داد. قرار را ۲‑بعدی مدارخمینه۶۶ یک
را ویژه تار حول مجاور عادی تارهای چرخش نحوۀ که داریم مثبت مخرج با گویا کسری خمینه، یک ساختار بر علاوه هستند،
رویۀ همان B بنابراین داد. خواهیم نشان B۰ با را است شده بنا آن بر B مدارخمینۀ  ساختار که ۲‑بعدی رویۀ می دهد. نشان

است. شده اضافه آن به ویژه تارهای نوع و تعداد به توجه با هم مدارخمینه یک ساختار که است B۰ ۲‑بعدی
می کند. القاء است، S۱ ×S۱ همان که را، چنبره این مرز تاربندی یک استاندارد، تاربندی شدۀ چنبرۀ روی زایفرت تاربندی

هموارریختی اول، هم به نسبت اعداد از (a, b), (a′, b′) دوتایی های از جفت هر برای بنابراین،

f
(a′,b′)
(a,b) : ∂T (a, b) → ∂T (a′, b′)

آن به که هموارریختی از استفاده با را T (۱, ۰) و T (a, b) توان می جمله، از می کند. حفظ را مرز روی تاربندی که دارد وجود
بود. خواهد L(a, b) عدسی وار فضای چسباندن، این حاصل چسبانید. هم به شد اشاره

مشخص را ویژه تارهای نوع (a۱, b۱), . . . , (an, bn) دوتایی های و باشد، n با برابر ویژه تارهای تعداد که کنیم فرض
یا جهت پذیر است ممکن که را B۰ رویۀ گونای کنید. انتخاب شد اشاره آن به بالا در که همان گونه را b صحیح عدد کنند.
65fibered torus 66orbifold
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تار یک به پاره خط پنج و می چسبند هم به دارند یکسانی شماره که نقاطی T (۵, ۲) تاربندی شدۀ چنبرۀ در .۲ شکل
می شوند. تبدیل بسته

Figure 2: In the fibered torus T (5, 2), the points labeled by the same number are glued
together and the five vertical line segments form a closed fiber.

جهت پذیر B۰ رویه اگر می شود انتخاب ۰ با برابر که است Z/۲Z در عضوی ε کنیم فرض دهید. نشان g با باشد، جهت ناپذیر
اطلاعات مجموعۀ از که زایفرت۶۷ نمادِ هر با متناظر باشد. جهت ناپذیر B۰ رویۀ اگر می شود انتخاب ۱ با برابر و باشد،

{(ε, g); b, (a۱, b۱), . . . , (an, bn)}

است، دلخواه و صحیح عددی b که کرد فرض می توان این ترتیب، به ساخت. زایفرت خمینۀ یک می توان است، شده تشکیل
حالی که در

۰ < bi < ai, i = ۱, ۲, . . . , n.

یک که چند هر هستند، نمادی چنین با متناظر زایفرت خمینۀ واقع در زایفرت جهت پذیر خمینه های همۀ داد نشان زایفرت
B مدارخمینۀ اویلر شاخص باشد. متفاوتی زایفرت نماد های با تناظر در می تواند معمول، چندان نه شرایط در زایفرت، خمینۀ

عبارت با

χ(B) = χ(B۰)−
n∑

i=۱

(
۱ − ۱

ai

)
(با یکتا به طور زایفرت خمینۀ این حالت، در دارند. منفی مدارخمینۀ اویلر شاخص زایفرت تاربندی های بیشتر می شود. تعریف
مدارخمینۀ اویلر شاخص آنها برای که زایفرت تاربندی های به علاوه، می شود. مشخص بنیادی اش گروه با هموارریختی) تقریبِ
خمینه های عدسی وار، فضاهای نوع از عموماً که می دهند تشکیل را خمینه ها از محدودی نسبتاً دستۀ است، صفر یا مثبت

هستند. دایره یک روی چنبره ای تاربندی های یا و منشوری۶۸
نماد با متناظر و زایفرت خمینۀ یک M صورتی که در

{(ε, g); b, (a۱, b۱), . . . , (an, bn)}
67Seifert symbol 68prism manifold
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

به صورت بنیادی گروه های دقیق دنبالۀ می دهد، نشان را زایفرت تاربندی تارهای فضای که باشد مدارخمینه ای B و باشد،

π۱(S
۱) → π۱(M) → π۱(B) → ۱

زایفرت خمینه های معنی که، این به .[۴۸،۱۶] کرد محاسبه را M بنیادی گروه می توان دقیق، دنبالۀ این روی از می آید. به دست
را مرزدار فشردۀ زایفرت خمینه های و جهت ناپذیر، زایفرت خمینه های می توان مشابه به گونه ای شدند. دسته بندی زود خیلی
زودی به اما است. چنین هم واقعاً و هستند خاصی خمینه های زایفرت خمینه های اول، نگاه در کرد. رد ه بندی و تعریف هم
باید موضوع این دقیق تر بیان برای داشت! انتظار می توان را جالبی اتّفاقات دسته، این از خارج که شدند متوجه ریاضیدان  ها
بسته هموار، زیرخمینه ای یعنی باشد، M هموار ۳‑بعدی خمینۀ داخل هموار رویه ای S کنیم فرض کنیم. معرفی را مفهوم چند

نگاشت M به S از شمول نگاشت .M در ۲‑بعدی و

ı∗ : π۱(S) → π۱(M)

نگاشت و باشد، مثبت S ۲‑طرفه رویۀ گونای اگر می کند. القاء را M بنیادی گروه به S بنیادی گروه از

ı∗ : π۱(S) → π۱(M)

رویه های از بسته، خم قضیۀ اساس بر می گوییم. M خمینۀ در تراکم ناپذیر۶۹ رویۀ یک را S ⊂ M رویۀ باشد، یک به یک
رویه هایی تراکم ناپذیر رویه های بنابراین، رسید. M خمینۀ در بزرگتر) اویلر شاخص (با ساده تر رویه هایی به می توان تراکم پذیر۷۰
در می شود. آنها برای پایداری از نوعی باعث ۳‑بعدی خمینۀ بنیادی گروه از آنها سهم و کرد ساده را آنها نمی توان که هستند
و تراکم ناپذیر رویه های اهمیت به اولین بار برای والدْهاوزِن۷۲ فْریدْهلْم هاکن۷۱، ولفْگانگ از ایده هایی پایۀ بر و ۱۹۶۷ سال
دل در که ۳‑بعدی خمینه های از دسته آن برد. پی کند ایفا ۳‑بعدی خمینه های توپولوژی فهم در می تواند آنها مطالعۀ که نقشی

می شوند. خوانده هاکن خمینه های دارند، نهفته را تراکم ناپذیر رویه ای خود
اگر می نامیم مرز۷۳ موازیِ را Y (n+۱)‑بعدی مرزدار) احتمالا (و فشرده خمینۀ از X n‑بعدی و بسته هموار، زیرخمینۀ
مرزدار) احتمالا (و فشرده ۳‑بعدی خمینۀ یک در باشد. داشته وجود Y مرزی مؤلفه های از یکی روی به X از یک نهش یک،
،S۱ × S۱ چنبره با هموارریخت گاه هر می نامیم اساسی۷۴ چنبرۀ یک را T مانند ۲‑بعدی هموار زیرخمینۀ یک M مانند

باشد. نداشته اساسی ای چنبرۀ هیچ گاه هر گوییم بی چنبره۷۵ را M ۳‑بعدی خمینۀ باشد. مرز ناموازی و تراکم ناپذیر
مزدوج و است Z⊕Z با یک ریخت که می آید به دست π۱(M) از زیرگروهی آنگاه باشد، M در اساسی چنبرۀ یک T اگر
باشد، M مرزی مؤلفۀ یک N اگر که کنید توجه نیست. هستند تناظر در M مرزی مؤلفه های با که گروه هایی زیر از یک هیچ با

زیرگروه آن با متناظر
ıN∗ (π۱(N)) < π۱(M)

را بی چنبره ۳‑بعدی خمینه های گاهی روی، این از می آید. به دست ıN : N ↪→ M شمول نگاشت از استفاده با ،π۱(M) از
با متناظر زیرگروه های با مزدوج آنها بنیادی گروه از Z ⊕ Z با یک ریخت زیرگروه هر که می کنند تعریف خمینه هایی به عنوان
هم نَهِش تقریب با را M مرزدار احتمالا و ۳‑بعدی خمینۀ کرد. خواهیم استفاده اول تعریف از ما باشد. مرزی شان مؤلفه های

نگاشت هر گاه هر می نامیم بی چنبره۷۶
f : S۱ × S۱ → M

69incompressible 70compressible 71Wolfgang Haken 72Friedhelm Waldhausen 73boundary parallel 74essential torus
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باشد. هم نهش M مرزی مؤلفه های از یکی شمول نگاشت با بنگارد، π۱(M) در یک به یک به صورت را چنبره بنیادی گروه که
کار و [۱۵] شالن۷۸ پیتر و ژاکو۷۷ ویلیام مشترک کار محصول دارد وجود زایفرت خمینه های خصوص در که مهمی قضیۀ
نیمه در قضیه این است. معروف چنبره ای۸۰ تجزیۀ قضیۀ یا و JSJ تجزیۀ قضیۀ به و است، [۱۷] یوهانْسن۷۹ کْلاوز مستقل

است. رسیده اثبات به میلادی هفتاد دهۀ دوم

چنبره های از (متناهی) کمین مجموعه ای آنگاه باشد. تحویل ناپذیر و بسته خمینه ای M کنیم فرض .JSJ) (تجزیۀ ۱ .۶ قضیه
چنین به علاوه، بی چنبره. یا و است زایفرت یا M در آنها مکمل مؤلفۀ هر به طوری که دارند وجود M در تراکم ناپذیر هموار

یکتاست. یک نهش تقریبِ با تراکم ناپذیر چنبره های از کمینی مجموعۀ

ترستن قضایای و هذلولوی خمینه های .۷

صلب ماهیت و ۳‑بعدی خمینه های برخی روی بر هذلولوی ساختار وجود شد، روشن آن اهمیت رفته رفته که دیگری مفهوم
۲‑بعدی رویه های داشت. ۳‑بعدی خمینۀ توپولوژی در ریشه تنها ،۲ بعد خلاف بر که بود وجود) صورت (در ساختار این
بازپرمایش تقریبِ (با یکتا به طور توپولوژیک ساختار کرد. مجهز هذلولوی ساختاری به می توان را g > ۱ گونای با جهت پذیر
از می توان هموار، ساختار این تثبیت با می کند. مشخص ۲‑بعدی رویۀ روی هموار ساختاری پیوسته) خودریخی یک با
خانواده ای g > ۱ فرض با کرد. صحبت است، اسکالر انحنای همان که آنها، انحنای و ۲‑بعدی رویۀ روی مختلف متریک های
روی هستند، یکدیگر با نایِک نَهاده۸۱ که ،−۱ ثابت انحنای با متریک های یعنی هذلولوی، متریک های از ۶g)‑بعدی − ۶)

هذلولوی متریک معنا، این به می دهند. تشکیل را ۲‑بعدی رویۀ با متناظر تایشْمولر۸۲ فضای نقاط که دارد وجود ۲‑بعدی رویۀ
نمی شود. مشخص رویه، گونای همان یا توپولوژیک، ساختار با یکتا طور به وجه هیچ به

بازپرمایش تقریبِ با را، همواری ساختار همچنان M روی توپولوژیک ساختار باشد، ۳‑بعدی و جهت پذیر خمینه ای M اگر
یعنی هذلولوی، متریکی آیا که پرسید می توان هموار ساختار این تثبیت با می کند. تعیین M روی پیوسته، خودریختی یک با
−۱ با برابر ،x نقطۀ در مماس فضای ۲‑بعدی زیرفضاهای همۀ راستای در و x ∈ M نقاط همۀ در آن انحنای که متریکی
خلاف بر می نامیم. هذلولوی را M خمینۀ باشد، داشته وجود متریکی چنین که صورتی در خیر. یا دارد وجود M روی باشد،
در بالاتر ابعاد و ۳ بعد در تکان دهنده ای قضیۀ بودند، متنوع بسیار وجود، صورت در متریک هایی، چنین که ۲‑بعدی حالت
می دهد نشان قضیه، این .[۴۶،۲۹،۲۸] دارد وجود پاراساد۸۴) گوپال توسط آن تکمیل (و موستو۸۳ دانیِل جرج از این خصوص
سرچشمه خمینه ها از گونه این یک متری۸۶ های از هذلولوی، خمینه های بنیادی گروه یِک ریختی۸۵ های ۲ از بالاتر ابعاد در که
وقتی حتی می کند. مشخص آن روی حجم عنصر یک هذلولوی، خمینۀ یک روی هذلولوی متریک که کنید توجه می گیرند.
هذلولوی خمینه های معنی، این به باشد. متناهی حجم عنصر این به نسبت آن حجم است ممکن نیست، فشرده هذلولوی خمینۀ

هستند. فشرده هذلولوی خمینه های از تعمیمی متناهی، حجم با همگراست) آنها در کوشی دنبالۀ هر (که تمام۸۷

متریک های g۲ و g۱ و باشند n > ۲ بعد از تمام هذلولوی خمینۀ دو M۲ و M۱ کنیم فرض موستو). (صلبیت ۱ .۷ قضیه
یک آنگاه باشد، بنیادی گروه های بین یِک ریختی یک ı : π۱(M۱) → π۱(M۲) اگر باشند. M۲ و M۱ روی هذلولوی
برابر ı یک ریختی با f∗ : π۱(M۱) → π۱(M۲) القائی نگاشت به طوری که دارد وجود f : (M۱, g۱) → (M۲, g۲) یک متری

است.

77William Jaco 78Peter Shalen 79Klaus Johannson 80torus decomposition theorem 81non-isotopic 82Teichmüller
space 83George Daniel Mostow 84Gopal Parasad 85isomorphism 86isometry 87complete
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ساختار آن در که است بعدی بالاترین بعد، این دارد. ویژه ای بسیار وضعیت ۳ بعد مویز، قضیۀ و قضیه این منظر از
این دیگر، به عبارت است. برقرار موستو قضیۀ آن در که است بعدی پایین ترین و می کند مشخص را هموار ساختار توپولوژیک،
نمونه ای به عنوان می گردد. تعیین خمینه توپولوژی توسط کاملا وجود، صورت در هذلولوی، ساختار آن در که است بعدی تنها بعد
ساختار این به نسبت M حجم باشد، داشته وجود هذلولوی ساختار M خمینۀ روی اگر که کنید توجه مشاهده این نتایج از
هموار ساختار بازپرمایش با که است توپولوژیک ناوردای یک و است خوش تعریف می دهیم نشان vol(M) با آن را که هذلولوی

نیست. ساده چندان آنها، فراوانی وجود با ، ۳‑بعدی هذلولوی خمینه های ساختن حال عین در نمی شود. عوض هم
جامع پوششی فضای به می توان را ساختار این است، مجهز هذلولوی ساختاری به که باشد ۳‑بعدی خمینۀ یک M اگر
مدل یک که باشد، ۳‑بعدی استاندارد هذلولوی فضای همان M جامع پوششی فضای که است لازم بنابراین، داد. ترفیع M

یعنی بالا، نیم فضای آن برای

H = {(x, z) | x ∈ R, z ∈ C, x > ۰}

متریک همراه به

ds۲ =
dx۲ + d∥z∥۲

x۲

خمینۀ و می کند، عمل آن یک متری ها ی گروه از زیرگروهی به عنوان H روی M بنیادی گروه این صورت در است. آن روی
کرد. تصور زیرگروه این عمل تحت H قسمت خارج به عنوان می توان را M ۳‑بعدی

تقسیم از که است PSL۲(C) گروه همان H یک متری های گروه دیگر، سوی از

SL۲(C) =

{(
a b

c d

) ∣∣∣ a, b, c, d ∈ C, ad− bc = ۱

}

هذلولوی ۳‑بعدی خمینۀ هر می آید. به دست (−I (یعنی آن جمعی وارون و ،I همانی ماتریس شامل عضوی دو زیرگروه بر
متناهی هذلولوی حجم دارای H/Γ قسمت خارج به طوری که است، تناظر در Γ < PSL۲(C) گسسته زیرگروه یک با تمام
تا هذلولوی ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ این ترتیب، به می نامند. کلاینی۸۸ گروه های را PSL۲(C) از زیرگروه هایی چنین باشد.

می شود. تحویل کلاینی گروه های مطالعۀ به زیادی حدود
که داد نشان ترستن کارهای پرداخت. ۳‑بعدی خمینه های هندسۀ و توپولوژی به بررسی ترستن میلادی، ۷۰ دهۀ اواسط در
قبل تا می شد. تصور او از پیش که است چیزی آن از فراتر مراتب به ۳‑بعدی خمینه های مطالعۀ در هذلولوی هندسۀ اهمیت
رابِرت مستقل کارهای بود. شده شناخته متناهی هذلولوی حجم با هذلولوی ۳‑بعدی خمینه های از کمی مثال های ترستن، از
که آنچنان متناهی حجم با هذلولوی ۳‑بعدی خمینه های که داد نشان میلادی ۷۰ دهۀ اواخر در یورگنْسن۹۰ تْرول و رایلی۸۹
این مکمل (یعنی است هذلولوی هشت‑سیما۹۱ گره که دهند نشان توانستند آنها جمله، از نیستند. کمیاب هم می شد تصور
ساختار ساختن برای صریح و متفاوت مسیری ترستن یورگنسن، و رایلی کار از گرفتن الهام با می پذیرد). هذلولوی ساختار گره
که ایده آل هذلولوی چهاروجهی دو اجتماع به صورت را مکمل این و گرفت، پیش در را هشت‑سیما گره مکمل روی هذلولوی
هشت‑سیما گره روی جراحی ها۹۲ سایر گویا، مقدار ۱۰ برای جز به که داد نشان و کرد تصویر شده اند چسبانده هم به دقّت با

می شوند. هذلولوی و فشرده خمینه ای به منجر

88Kleinian group 89Robert Riley 90Troels Jorgensen 91figure-eight knot 92surgery
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و ناهاکن۹۳ تحویل ناپذیر، خمینه های از شناخته شده مثال های اولین شد، ساخته ترستن توسط این ترتیب به که مثال هایی
ترستن هذلولوی جراحی قضیۀ اثبات انگیزۀ هشت‑سیما، گره مکمل مورد در ترستن مشاهدات آن که مهم تر بودند. نازایفرت۹۴

می شود. صورت بندی متناهی حجم با هذلولوی خمینه های مورد در آن کلی تر نسخۀ که شدند،
مجموعه که دارد، مخروطی تکینگی  متناهی تعدادی نتیجه در که باشد متناهی حجم با هذلولوی خیمنه ای M کنیم فرض
یِک متر۹۵ است، گرفته قرار هذلولوی متریک آن روی که نیم خط، یک و رویه یک حاصلضرب با آنها از یک هر حول بازی
می توان را مخروطی تکینگی های این از یک هر می دهند. شکل را M هذلولوی خمینۀ پایانه های۹۶ های بازها گونه این است.
خمینه های به هستند. گویا مقادیر با تناظر در آنها سایر جایگزینی ها، این از یکی تثبیت با و کرد، جایگزین S۱ ×D۲ یک با

.[۵۱] می شود گفته اولیه خمینۀ دِن۹۷ کَنش های آ می آیند، دست به ترتیب این به که مرزی بدون و فشرده

تنها این صورت در باشد. متناهی حجم با هذلولوی و مرزدار خمینه ای M کنیم فرض ترستن). هذلولوی (جراحی ۲ .۷ قضیه
هستند). هذلولوی آنها سایر (و بود خواهد ناهذلولوی M خمینۀ از دِن کَنش آ متناهی

او نتایج که دهد نشان شاید ترستن کار این از بعد و قبل هذلولوی ۳‑بعدی خمینه های از ما شناخت وضعیت مقایسۀ
قضیۀ ترستن کار، این تکمیل در گشود. ترستن که بود راهی ابتدای تنها اما این داد. تغییر را توپولوژیست ها نگاه حد چه تا
هیولای قضیۀ به قضیه این داد. خواهیم توضیح آن را زیر در که کرد، ثابت هاکن خمینه های برای را خود هندسی سازی  معروف
فردی به منحصر شهود که است جدیدی ایده های از سرشار و طولانی بسیار آن اثبات که آنجا از شاید است، معروف ترستن۹۸
مجزا حوزه های آن از پیش تا که می دهد پیوند هم به را پایین بعد توپولوژی از زیرشاخه هایی اثبات این به علاوه می طلبد. را
از بیش ترستن هیولای از عادی) توپولوژیست یک (برای خواندن قابل و کامل نسخۀ نگارش می شدند. تلقّی بی ارتباطی و
نظر به نایاب دیروز تا که هذلولوی خمینه های که دریافتند توپولوژیست ها ناگهان این ترتیب، به انجامید. طول به سال ۲۰
گرفت نتیجه می توان باشد متناهی حجم با تمام هذلولوی خمینۀ یک M اگر هستند! اکثریت در شدّت به واقع در می رسیدند،

کرد: ثابت را موضوع این عکس هاکن خمینه های مورد در ترستن ،۱۹۸۲ سال در است. بی چنبره و تحویل ناپذیر که

به طوری که باشد، بی چنبره و هاکن تحویل ناپذیر، فشرده، ۳‑بعدی، خمینه ای M کنیم فرض ترستن). (هندسی سازی  ۳ .۷ قضیه
به طوری که کرد، مجهز تمام هذلولوی متریک یک به می توان را M درون این صورت در باشد. صفر با برابر M مرز اویلر شاخص

باشد. متناهی آن به نسبت M حجم

است، ترستن هندسی سازی  بنیادی و اساسی بسیار قضیۀ از مهم تر آنچه شاید واقع، در نبود. ترستن بازی انتهای اما این
برای شد. ارائه ریاضی جامعۀ به ترستن هندسی سازی  حدس قالب در که است ۳‑بعدی خمینه های توپولوژی از غنی تصویری
اولین می کنیم. بسنده آن مهم نتیجه دو بیان به  ترستن، هندسی سازی حدس اصلی صورت بیان به جای توضیحات، شدن ساده تر
می دهد: به دست را پوانکاره حدس از جدّی و عمیق بسیار تعمیمی نتیجه، دومین و است، اصلی حدس با معادل کمابیش نتیجه،

و باشد تحویل ناپذیر و بسته ۳‑بعدی، خمینه ای M کنیم فرض ترستن). هندسی سازی  حدس اول (نتیجۀ ۴ .۷ قضیه
یا و است زایفرت یا Mi خمینه های از یک هر این صورت در باشند. M خمینۀ از JSJ تجزیۀ مؤلفه های M۱, . . . ,Mn

متناهی). حجم (با هذلولوی

تحویل ناپذیر و بسته ۳‑بعدی، خمینه های M۲ و M۱ که کنیم فرض ترستن). هندسی سازی  حدس دوم (نتیجۀ ۵ .۷ قضیه
و M۱ یا و همسان ریخت اند، هم با M۲ و M۱ یا این صورت در یک ریخت اند. هم با π۱(M۲) و π۱(M۱) به طوری که باشند

هستند. عدسی وار فضاهای دو هر M۲
93non-Haken 94non-Seifert 95isometric 96end 97Dehn filling 98Thurston’s monster theorem
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چشمگیری تفاوت های می شد تصور آنها مورد در او از پیش آنچه با داد، ارائه ۳‑بعدی خمینه های از ترستن که تصویری
نبود. ممکن بعدی گام های برداشتن می گذرد، ۳‑بعدی دنیای در آنچه از ریاضیدان  ها تصور تصحیح بدون شاید دارد.

ترستن حدس اثبات و ریچی شارۀ .۸

بود. متداول توپولوژی در آن از استفاده ترستن زمان تا که کرد عبور ریاضیاتی از متفاوت مسیری از ترستن حدس اثبات
خمینه های روی شود. کاسته مسأله کلیت از چیزی آن که بدون کرد، فرض هموار می توان را ۳‑بعدی خمینه های گفتیم، چنان که
داد، قرار می توان ۳‑بعدی خمینۀ یک روی که متریک هایی همۀ فضای کرد. تثبیت و انتخاب را متریکی می توان همیشه هموار
۱۹۸۱ سال در است. نامتناهی بعد از تراکم پذیر خمینه ای واقع در و بزرگ، بسیار فضای یک می دهیم، نشان MM با آن را که
متریک پیوسته تغییر برای راهی متریک، هر از شروع با که کرد تعریف MM در هندسی۱۰۰ شارۀ یک هامیلْتون۹۹ ریچارد
روی g متریک هر می توان مختصات دستگاه یک از استفاده با می دهد. نشان ما به را MM از بهتری احتمالا نقاط به سمت
چنین در داد. نمایش می گیرند، را ۳ و ۲ ،۱ مقادیر j و i آن در که gij درایه های با ماتریس یک از استفاده با موضعاً را M

و باشد زمان پارامتر t اگر می شود. داده Rij درایه های با ماتریسی به صورت هم متریک ریچی انحنای مختصاتی، دستگاه

g = [gij ] : (a, b) → MM

آنگاه است، شده پرمایش زمان پارامتر با که باشد MM در خم یک

gij(t), Rij(t) = Rij(g(t)), i, j = ۱, ۲, ۳

یکتای خم و [۰, a) مانند بازه ای g(۰) = [gij(۰)] شروع نقطۀ هر برای که داد نشان هامیلتون بود. خواهند t از توابعی

g = [gij ] : [۰, a) → MM

رابطۀ به طوری که دارد وجود
d

dt
gij(t) = −۲Rij(t) ∀ t ∈ [۰, a)

معروف ریچی‑هامیلتون شارۀ یا ریچی۱۰۱، شارۀ به که می آید به دست MM روی هندسی شارۀ یک این ترتیب، به است. برقرار
نوشت: هم بهنجار۱۰۲ به صورت می توان را ریچی شارۀ معادلۀ است.

d

dt
gij(t) = −۲Rij(t) +

۲
۳
Rgij(t).

خواهد برقرار همچنان جواب یکتایی و وجود این صورت در است. M خمینۀ کل روی اسکالر انحنای میانگین R معادله این در
بیشینی مقدار هامیلتون قضیۀ طبق ماند. خواهد ثابت شاره طول در متریک) با متناظر حجم عنصر به (نسبت M حجم و بود

دارد. وجود R+ ∪ {∞} در a برای
طول در حرارت که همان گونه که، بود این همیلتون ایدۀ دارد. حرارت۱۰۳ معادلۀ به زیادی شباهت ریچی شارۀ معادلۀ
طول در را اولیه متریک انحنای ناهمگونی های باید قاعدتاً معادله ای چنین برسیم، هم دمایی و تعادل به تا می شود توزیع زمان
این که بود این او امیدواری شود. همگرا ایده آل نسبتاً وضعیتی در و خوش رفتار متریکی به نهایت در و کند اصلاح زمان
در می شود. توصیف هستند، همگن همگی که ترستن، مدل هندسه های توسط که باشد وضعیتی همان ایده آل نسبتاً وضعیت
ریچی شارۀ برای ثابت نقطۀ مانند باید وجود) صورت (در هندسه ها این از یک هر با متناظر طبیعی متریک هامیلتون، نگاه
99Richard Hamilton 100geometric flow 101Ricci flow 102normalized 103heat equation
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است ممکن داد، قرار M روی بتوان را ترستن هندسه های انواع از یکی تنها M ۳‑بعدی خمینۀ یک برای اگر و کند، رفتار
باشد. جاذب نقطۀ یک حتی ثابت نقطۀ این

لزوماً نه (و مثبت ریچی انحنای با متریک یک M ۳‑بعدی و بسته خمینۀ روی اگر که دهد نشان شد موفق هامیلتون
را ترستن دیگر هندسه های از یک هیچ و داد، قرار کروی هندسۀ می توان M روی این صورت در باشد، داشته وجود ثابت)
ریچی شارۀ برای جاذب ثابت نقطۀ یک ویژه متریک این که داد نشان هامیلتون واقع در .[۱۴] داد قرار M روی نمی توان
باشد منفی ریچی انحنای که حالتی بررسی و داشت زیادی فاصله هندسی سازی  حدس اثبات تا گام این چند هر است. بهنجار

بود. هامیلتون ایدۀ بودن کارآمد برای قوی گواهی اما است، دشوارتر به مراتب
می توان که کرد، طراحی ترستن هندسی سازی  حدس به حمله برای برنامه ای ریچی شارۀ روی مطالعاتش اساس بر هامیلتون
هنگامی که داد. توضیح شکل این به می توان را برنامه این در هامیلتون ایدۀ نامید. ریچی۱۰۴ جراحی با همراه شارۀ از استفاده آن را
با که می رسیم، تکینگی هایی به متناهی زمان در معمولا می کنیم، دنبال را بهنجار ریچی شارۀ توسط اولیه متریک یک تحول
خمینۀ توپولوژی تغییر با است ممکن این وجود با می کند. میل بی نهایت سمت به انحنا آنها، به مکانی) و (زمانی شدن نزدیک
شارۀ که می کند القاء اینچنین ما اولیۀ تصور داد. ادامه را ریچی شارۀ بتوان تکینگی، به رسیدن زمان از پیش درست ۳‑بعدی،
بنابراین می کند، منبسط را دارند منفی انحنای که قسمت هایی و می کند منقبض را دارند مثبت انحنای که قسمت هایی ریچی
چاق تجزیۀ یک می ماند باقی آنچه حالی که در می روند، بین از دارند، S۲ ×R یا کروی هندسۀ که قطعاتی ریچی شارۀ امتداد در

داشت. خواهد دادیم، توضیح قبل بخش در که گونه آن ‑لاغر،
نشان او .[۳۸–۳۶] کرد ارائه را ترستن هندسی سازی  حدس برای اثبات یک از طرحی پرِلمان گریگوری ۲۰۰۳ سال در
هندسی سازی  حدس برای پرلمان اثبات صحت بررسی دشواری داد. ادامه هم تکینگی نقاط ورای می توان را ریچی شارۀ که داد
در که مهم، قضیۀ این می کرد. استفاده اساسی به طور بود، کرده اثبات [۳۸] مقاله در که قضایایی از یکی از او که بود جایی در
اثبات های حاضر حال در است. شده صورت بندی پرلمان توسط اثبات ارائۀ بدون می شود، ظاهر ۴ −۷ شماره با پرلمان مقالۀ
با کرد. اشاره تیان۱۰۶ گنْگ و مورگان۱۰۵ جان اثبات به می توان جمله از که است، شده ارائه کلیدی و مهم قضیۀ این از متعددی
هامیلتون طرح اساس بر ترستن، هندسی سازی  قضیۀ از کاملی اثبات گردید. تکمیل پرلمان اثبات جزئیات سال، چند گذشت

.[۲۶] دارد خود در را اثبات تکمیل برای لازم جزئیات همۀ که است، شده ارائه تیان و مورگان کتاب در پرلمان اثبات و

کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریۀ .۹

است. یکدیگر از خمینه ها این تشخیص برای قدرتمندی ابزار کردیم، اشاره پیشتر چنان که ۳‑بعدی، خمینه های بنیادی گروه
گروه های برای می شوند. عرضه آنها نمایش۱۰۷ توسط معمولا ناآبلی گروه های است. آن بودن ناآبلی ابزار، این ضعف تنها شاید
ناورداهای ساختن عمل، در بنابراین است. دشوار خیر یا می کنند معین را یکسانی گروه نمایش، دو آیا این که تشخیص ناآبلی،
می شود. محسوب پایین ابعاد خمینه های توپولوژی در مهمی سؤال همچنان یکدیگر، از خمینه ها تشخیص در قدرتمند و آبلی

تعمیمی نوعی به فْلور۱۰۹ نظریۀ .[۷] ساخت ۳‑بعدی خمینه های برای را ناورداهایی فْلور۱۰۸ آنْدْریاس ،۱۹۸۸ سال در
گرفته کار به فلور خود توسط مورد چند در سال  همان  در که می شدند محسوب بی نهایت‑بعدی فضاهای برای مورس نظریۀ از
کار آن با فلور، (اینستانتون) ذرۀ شبه مانستگی به موسوم خود، مانستگی ساختن برای فلور که فضایی .[۱۲–۸] بودند شده
فضای این روی بود. M شدۀ داده بستۀ خمینۀ روی بر اصلی۱۱۱ SU(۲)−کلافِ یک روی هموستارها۱۱۰ همۀ فضای می کرد،
روی چرن‑سایمونز تابعک بحرانی نقاط است. موسوم چرن‑سایمونز تابعک به که است تعریف قابل تابعک یک هموستارها،

104Ricci flow with surgery 105John Morgan 106Gang Tian 107presentation 108Andreas Floer 109Floer theory
110connection 111principal bundle
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

هستند، (اینستانتون ها) ذره ها شبه تابعک این شارۀ خطوط و هستند، تخت۱۱۲ هموستارهای دقیقاً هموستارها، همۀ فضای
گروه یک وضعیت، این در مورس نظریۀ انجام با شده اند. ضرب حقیقی خط در که پاد‑خوددوگان هموستارهای همان یا
این می شود. گفته فلور (اینستانتون) ذره شبه مانستگی آن به که است، تعریف قابل M ۳‑بعدی خمینۀ به وابسته مانستگی
نظریۀ این با متناظر اویلر شاخص که چرا می شود، محسوب ۳‑بعدی خمینه های برای کَسون۱۱۳ ناوردای از تعمیمی مانستگی،
کرد، معرفی را خود (اینستانتون) ذره شبه مانستگی فلور که آن از پس کوتاهی مدّت است. کسون ناوردای همان مانستگی،
بین هم ریختی یک طبیعی به طور بسته، ۳‑بعدی خمینۀ دو بین هم لبِگی۴‑بعدی یک که شد متوجه دونالدْسون۱۱۴ سایمون
مدّت که بود ساختاری از مثال اولین این می کند. القاء ۳‑بعدی خمینه های به وابسته (اینستانتون) ذره شبه مانستگی های

شد. شناخته TQFT به اختصار یا و کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریۀ نام به بعد کوتاهی
باید هم ناورداها این به که شد روشن ۱۱۶ ویتن ادوارد توسط زایبِرگ‑ویتن۱۱۵ ناورداهای معرفی از بعد سال چند
مانستگی راستا، این در نگریست. ۳ + ۱ بعد از کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریۀ یک جنس از ناورداهایی به عنوان
چرخشی ساختارِ یک و M بستۀ خمینۀ یک برای شد. معرفی مروکا۱۱۹ توماس و کْرونْهایمر۱۱۸ پیتر توسط تک قطبی۱۱۷
چِرن‑ تابعک۱۲۱ به وابسته مورس مانستگی چشم به می توان تک قطبی فلور مانستگی به s ∈ Spinc(M) مختلط۱۲۰
(s مختلط چرخش ساختار به (وابسته اصلی U(۱)‑کلاف یک روی بر که هموستارهایی همۀ فضای روی سایمونْز‑دیراک۱۲۲
تحت ناوردا جواب های این حالت، در زنجیری۱۲۳ مجتمع مولدهای این ترتیب، به نگریست. می گیرند، قرار M خمینۀ روی
مجتمع دیفرانسیل۱۲۴ نگاشتِ هستند. M × R ۴‑بعدی خمینۀ روی (تک قطبی ها) زایبرگ‑ویتن معادلات برای انتقال
به طور M × {−∞} و M × {+∞} در که می شمارند را M × R روی زایبرگ‑ویتن معادلات از جواب هایی هم  زنجیری
بین هموار هم لبگی یک که وقتی هم، تک قطبی  نظریۀ در می کنند. میل هستند ناوردا انتقال تحت که جواب هایی به مجانبی
تک قطبی مانستگی به M به وابسته تک قطبی مانستگی از هم ریختی یک داشته باشیم، M ′ و M ۳‑بعدی بستۀ خمینۀ دو

می آید. به دست M ′ به وابسته
نظریۀ یک قالب در ۲۰۰۱ سال در اُژْوات‑سابو۱۲۵، ناورداهای یعنی ۴‑بعدی، بستۀ خمینه های ناورداهای از سوم دسته
مورد در .[۳۳–۳۱] شدند معرفی سابو۱۲۷ زُلتان و اُژْوات۱۲۶ پیتر توسط ۳‑بعدی بستۀ خمینه های برای فلور مانستگی
که قضیه ای به توجه با کرد. خواهیم صحبت بیشتری تفصیل با ادامه در ۳‑بعدی خمینه های برای اژوات‑سابو مانستگی
اژوات‑سابو مانستگی رسید، اثبات به ۲۰۱۱ سال در تابس۱۳۰ هنْری کْلیفورد و لی۱۲۹ یی جِن کاتْلاهان۱۲۸، کاگاتای توسط
عمیق بسیار قضیه این هستند. معادل هم با دارد، هم با زیادی تفاوت های آن ها ساخت نحوۀ که فلور، تک قطبی مانستگی و

.[۲۴–۲۰] است شده بنا تابس از مهمی قبلی کارهای برپایۀ طولانی، مقالۀ ۵ در آن اثبات و است

هستند. معادل هم با اژوات‑سابو و فلور قطبی تک مانستگی نظریات (کاتلاهان‑لی‑تابس). ۱ .۹ قضیه

آن قالب تلقّی این وجود، با است. نشده اثبات هنوز فلور (اینستانتون) ذره شبه مانستگی با نظریه دو این بودن معادل
اژوات‑سابو، نظریۀ بخش این در هستند. معادل هم با نوعی به و می جوشند سرچشمه یک از نظریه هایی چنین همۀ که است

کرد. خواهیم معرفی بیشتری تفصیل با را هیگارد‑فلور مانستگی همان یا
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117monopole homology 118Peter Kronheimer 119Tomasz Mrowka 120complex spin structure 121functional
122Chern-Simons-Dirac 123chain complex 124differential map 125Ozsváth-Szabó invariant 126Peter Ozsváth 127Zoltán
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۳۳ –۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ۳‑بعدی، خمینه های توپولوژی

هستند، ناصفر همه جا که را M روی ζ۲ و ζ۱ برداری میدان های باشد. ۳‑بعدی و بسته خمینۀ یک M کنیم فرض
همه جا برداری میدان های این ترتیب، به باشند. یک نهاده هم با M در ۳‑بعدی گوی یک از خارج گاه هر گوییم، مانسته۱۳۱
روی مختلط) چرخش ساختار (یا Spinc ساختار یک رده ای چنین هر به می شوند. تقسیم مانستگی رده های به M روی ناصفر
روی آفین فضای یک می دهیم، نشان Spinc(M) با آن را که M خمینۀ روی Spinc ساختارهای همۀ فضای می شود. گفته M
و M مانند ۳‑بعدی بستۀ خمینۀ هر به اژوات‑سابو، نظریۀ در است. H۲(M,Z) یعنی M خمینۀ همانستگی۱۳۲ دوم گروه

گروه چهار M روی s ∈ Spinc(M) مختلط چرخش ساختار هر

ĤF(M, s),HF+(M, s),HF−(M, s),HF∞(M, s)

روی و است، بدیهی ĤF(M, s) روی u عمل هستند. Z[u] حلقۀ روی مدول هایی گروه چهار این .[۳۲] می شود داده نسبت
دارد وجود nx ∈ Z+ بزرگ کافی اندازۀ به توان x ∈ HF+(M, s) عضو هر برای یعنی است، پوچ ْتوان۱۳۳ HF+(M, s)

گروه های s ∈ Spinc(M) ساختار متناهی برای به جز ضمن، در .unx · x = ۰ به طوری که

ĤF(M, s),HF+(M, s),HF−(M, s),HF∞(M, s)

می کند: مرتبط هم به را گروه ها این زیر بلند و دقیق دنباله های هستند. بدیهی همگی

· · · → HF−(M, s)
ıs−→ HF∞(M, s)

πs−→ HF+(M, s) → HF−(M, s) → · · ·

· · · → ĤF(M, s) → HF+(M, s)
u−→ HF+(M, s) → ĤF(M, s) → · · ·

گروه چهار هر مورد در را خصوصیتی وقتی

ĤF(M, s),HF+(M, s),HF−(M, s),HF∞(M, s)

بسته خمینه های بین جهت دار۱۳۴ و هموار هم لبگی یک W اگر کرد. خواهیم استفاده HF•(M, s) نماد از کنیم، بیان بخواهیم
یعنی باشد، M ′ و M ۳‑بعدی و

∂W = −M ⨿M ′,

نگاشت های s ∈ Spinc(W ) ساختار هر به وابسته آنگاه

Φ•
W,s : HF

•(M, s|M ) −→ HF•(M ′, s|M ′)

هستند: جابه جایی زیر نردبانی نمودار در مربع ها تمام که می شوند تعریف گونه ای به نگاشت ها این .[۳۳] می آید به دست

· · · → HF−(M, s|M )
ıs(M)−−−→ HF∞(M, s|M )

πs(M)−−−−→ HF+(M, s|M ) → · · ·
↓ Φ−

W,s ↓ Φ∞
W,s ↓ Φ+

W,s

· · · → HF−(M ′, s|M ′)
ıs(M ′)−−−−→ HF∞(M ′, s|M ′)

πs(M ′)−−−−→ HF+(M ′, s|M ′) → · · ·

گروه های M ۳‑بعدی بستۀ خمینۀ هر به اژوات‑سابو ناورداهای این ترتیب، به

HF•(M) =
⊕

s∈Spinc(M)

HF•(M, s)
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نظیر را خمینه دو به وابسته گروه های بین هم ریختی یک هم ۳‑بعدی خمینۀ دو بین هم لبگی یک به و می دهند نسبت را
برخی شدن برآورده با می شود. حاصل آنها به وابسته هم ریختی های ترکیب از هم لبگی، دو ترکیب به وابسته هم ریختی می کنند.
کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریۀ یک را ناورداها از بسته ای چنین می کنیم، نظر صرف آنها ذکر از که خصوصیات از
که دارند قرار n بعد از هموار خمینه های رسته۱۳۵ سو یک در کوانتومی، میدان های توپولوژیک نظریۀ یک در می نامند.
Z[u] اینجا در که حلقه یک (روی مدول ها رسته  دیگر سوی در و هستند، n)‑بعدی + ۱) هم لبگی های آنها بین ریخت های
کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریۀ وضعیتی چنین در مدول هاست. هم ریختی های آنها بین ریخت  های که دارند قرار است)
از تابع گون ۴ واقع در اژوات‑سابو ناورداهای بنابراین مدول هاست. رستۀ به خمینه ها رستۀ از تابع گون ۱۳۶ یک ۱ + n بعد از

هستند. Z[u]‑مدول ها رستۀ به آنها بین هم لبگی های و ۳‑بعدی خمینه های رستۀ
برای بالاخص، است. آمده وجود به اژوات‑سابو مانستگی گروه های از بسیاری محاسبۀ برای مناسبی نسبتاً تکنولوژی
کار۱۳۷ سار سوچاریت جمله از گروه هاست. سایر محاسبۀ از ساده تر ĤF(M, s) محاسبۀ M ۳‑بعدی و بسته خمینۀ یک
واقع، در .[۴۷] داد انجام ترکیبیاتی الگوریتم یک با می توان را ĤF(M, s) محاسبۀ که دادند نشان ونْگ۱۳۸ جیاجون و
البته می کنند. محاسبه را ĤF(M, s) گروه ،M خمینۀ برای هیگارد نمودار یک دریافت با که دارند وجود رایانه ای برنامه های
اژوات‑سابوی گروه های محاسبۀ برای جز آنها، از عملی استفادۀ و هستند کند بسیار معمولا الگوریتم ها این که داشت توجه باید
نظری اهمیت محاسبه، ابزار چند از یکی به عنوان سارکار‑ونگ، قضیۀ این وجود، با نیست. عملی چندان ساده، خمینه های
روشمندی صورت به می توان را ناورداها به مربوط محاسبات می دهد نشان قضیه این که است آن اهمیت این دلیل دارد. زیادی

داد. انجام
ĤF(L(p, q), s) مانستگی گروه s ∈ Spinc(L(p, q)) = Z/pZ ساختار هر و L(p, q) عدسی وار فضای هر برای
واقع، در است. Z همان ĤF(S۳) گروه دارد، مختلط چرخشی ساختار یک تنها که S۳ برای جمله از و است. Z با یک ریخت

هستند: بدیهی فلور هیگارد گروه های همۀ این حالت در

ĤF(L(p, q), s) = Z, HF+(L(p, q), s) = Z
[
u−۱] ,

HF−(L(p, q), s) = Z[u], HF∞(L(p, q), s) = Z
[
u, u−۱] , ∀ s ∈ Spinc(L(p, q)).

اژوات‑سابو مانستگی گروه های با شدن، مدرج نحوۀ در اختلاف جز به پوانکاره، کرۀ برای اژوات‑سابو مانستگی گروه های
است، سرراست آنها برای اژوات‑سابو مانستگی گروه های محاسبۀ که دیگری خمینه های از هستند. یکی استاندارد کرۀ برای
داریم s ∈ Spinc(S) \ {s۰} ساختارهای سایر برای s۰ مختلط چرخشی ساختار یک به جز است. S = S۱ × S۲ خمینۀ

حالی که در HF•(S, s) = ۰

ĤF(S, s۰) = Z⊕ Z, HF+(S, s۰) = Z
[
u−۱]⊕ Z

[
u−۱] ,

HF−(L(p, q), s) = Z[u]⊕ Z[u], HF∞(L(p, q), s) = Z
[
u, u−۱]⊕ Z

[
u, u−۱] .

حوصله از آنها به پرداختن که دارد نیاز ابزارهایی به معمولا گروه ها این محاسبۀ دارند، بیشتری پیچیدگی که خمینه هایی برای
۳‑بعدی بستۀ خمینۀ هر برای که می دهد را امکان این ما به ونگ و سارکار قضیۀ صورت، هر در اما است. خارج نوشتار این
خمینۀ دو برای ĤF(M۲) و ĤF(M۱) مقایسۀ شرایط، این در کنیم. محاسبه رایانه از استفاده با ĤF(M) ناوردای M مانند
ناوردای که می سازد مطرح را سؤال این فوراً مقایسه پذیری، و محاسبه پذیری این است. انجام قابل رایانه توسط هم M۲ و M۱

مورد در پوانکاره که سؤالی می توان بالاخص، است؟ کارا یکدیگر از ۳‑بعدی بستۀ خمینه های تشخیص در اندازه چه تا ĤF
135category 136functor 137Sucharit Sarkar 138Jiajun Wang
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۳‑بعدی بستۀ خمینه های از S۳ تشخیص توانایی ناوردا این آیا کرد: مطرح هم ĤF مانستگی مورد در را، پرسید بنیادی گروه
داریم هم، می دهیم نشان P با آن را که پوانکاره، کرۀ برای که چرا است، منفی سؤال این به پاسخ دارد؟ را دیگر

ĤF(P ) = ĤF(S۳) = Z.

اژوات‑سابوی ناوردای با آن اژوات‑سابوی ناوردای که است نابدیهی اول خمینۀ یک از شناخته شده مثال تنها این این وجود، با
دور فعلا آن اثبات و است، بوده مطرح اژولت‑سابو نظریۀ آغازین روزهای از زیر حدس واقع، در است. یکسان استاندارد کرۀ

می رسد: به نظر دسترس از

کنیم فرض و باشد ۳‑بعدی اول و بسته خمینۀ یک M که کنیم فرض (اژوات‑سابو). ۲ .۹ حدس

ĤF(M) = ĤF(S۳).

است. همسان ریخت P یا و S۳ از یکی با M این صورت، در

صحیح مانستگی که چرا کنیم، توجه است صحیح کره‑مانسته یک M خمینۀ به حالتی که است کافی اژوات‑سابو حدس در
حدس راستای در که نتیجه ای بهترین است. شده گنجانده اژوات‑سابو مانستگی در (نسبی) درجه بندی به عنوان M خمینۀ

.[۶] است نویسنده از زیر قضیۀ می دانیم، اژوات‑سابو

کنیم فرض و باشد ۳‑بعدی اول و بسته خمینۀ یک M که کنیم فرض .۳ .۹ قضیه

ĤF(M) = ĤF(S۳).

دارد. وجود M روی هذلولوی ساختاری یا و است، همسان ریخت P و S۳ از یکی با M یا این صورت، در

نویسنده، از [۴] و [۵] پیشتر مقالۀ دو ویژه به و ازوات‑سابو، نظریۀ ابزارهای از استفاده بر علاوه شده، یاد قضیۀ اثبات
که می شود داده نشان [۵] اصلی قضیۀ از استفاده با اثبات، این در می کند. هندسی سازی قضیۀ از جدی بسیار استفاده ای
مانستگی با اول مانسته های کره  بنابراین باشد. نابدیهی اژوات‑سابو مانستگی که می شود باعث ناپذیر، تراکم چنبره های وجود
مانستۀ کره  تنها پوانکاره کرۀ که می شود نتیجه هم [۴] مقالۀ محاسبۀ از هذلولوی. یا و هستند زایفرت یا بدیهی، اژوات‑سابوی

است. بدیهی آن اژوات‑سابوی مانستگی که است زایفرت اول
حاصل کوانتومی میدان های توپولوژیک نظریه های از که ناورداهایی جالب کاربردهای از یکی به مقاله، این پایان از پیش
مانستگی رده های مورد در می توان زایبرگ‑ویتن، ناورداهای ویژه به و جدید، ناورداهای از استفاده با می کنیم. اشاره شدند،
مانستگی ردۀ که S جهت پذیر و ۲‑بعدی زیرخمینه یک برای ممکن گونای کمترین که داد جواب سؤال این به s ∈ H۲(M,Z)
دانیم می این حالت در پرسید. CP۲ خمینۀ مورد در می توان را سؤال این از خاصی حالت است؟ چند کند نمایندگی را s

عدد هر برای بنابراین، می شود. گفته S درجۀ می شود، نمایندگی S رویۀ توسط که مانستگی ردۀ به و H۲(CP۲,Z) = Z
یک P ∈ C[x۰, x۱, x۲] اگر است؟ چند d درجۀ از رویه ای گونای حداقل که می شود مطرح سؤال این ،d ∈ Z+ صحیح

با آن را که چندجمله ای این صفرهای مجموعۀ باشد، d درجۀ از همگن چندجمله ای

Z(P ) = {[x۰ : x۱ : x۲] ∈ CP۲ | P (x۰, x۱, x۲) = ۰} ⊂ CP۲

۲۹ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140596.1640
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از هموار زیرخمینه ای Z(P ) زیرفضای P چندجمله ای برای چنانچه است. CP۲ از هموار زیرخمینه ای معمولا می دهیم نشان
داریم: این صورت در و کرد محاسبه می توان جبری هندسۀ در ساده ای روش های از استفاده با آن را گونای باشد، CP۲

g(Z(P )) =
(d− ۱)(d− ۲)

۲
.

بیان رساندند، اثبات به ۱۹۹۶ سال در تابس و سابو مورگان، ّمستق و ۱۹۹۴ سال در مروکا و کرونهایمر که قضیه ای
اثبات به را توم۱۳۹ رِنه حدس واقع در قضیه، این .[۲۷ ،۱۹] آورد به دست می توان که است گونایی کمترین این که می کند

می رساند.

d ∈ Z = H۲(CP۲,Z) مانستگی ردۀ نمایندۀ که S ⊂ CP۲ جهت پذیر هموار زیرخمینه یک گونای توم). (حدس ۴ .۹ قضیه
است. (d− ۱)(d− ۲)/۲ حداقل باشد،

مثال های اولین از واقع در و همتافته، خمینۀ یک CP۲ خمینۀ داد. تعمیم توجهی قابل میزان به می توان را توم حدس
یعنی هستند، همتافته خود مختلط، همتافته خمینه های از مختلط زیرخمینه های است. همتافته بستۀ خمینه های برای استاندارد
اشاره آنها به بالا در که Z(P ) شکل به رویه های بنابراین است. همتافته یک صورت هم آنها به CP۲ همتافتۀ صورت تحدید
الحاق نابرابری تعمیم یافتۀ صورت از استفاده با نهایتاً که توم، همتافتۀ حدس هستند. CP۲ از همتافته زیرخمینه هایی کردیم،

:[۳۰] کرد صورت بندی شکل این به می توان را رسید اثبات به سابو و اژوات توسط

۴‑بعدی همتافتۀ و هموار بسته، خمینۀ یک (M,ω) که کنیم فرض اژوات‑سابو). قضیۀ توم‑ همتافتۀ (حدس ۵ .۹ قضیه
هموار، بسته، زیرخمینه مانستگی ردۀ اگر باشد. M از همتافته و همبند هموار، بسته، زیرخمینه ای S ⊂ M کنیم فرض و باشد
برقرار S′ و S گوناهای بین g(S′) ≥ g(S) نابرابری آنگاه باشد، S به وابسته مانستگی ردۀ همان S′ جهت پذیر و همبند

است.
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شریف صنعتی دانشگاه ریاضی کارشناسی دوره از ۱۳۷۹ سال در وی است. گلپایگان شهر در ۱۳۵۸ مهرماه متولد افتخاری ایمان
سال از کرد. دریافت آمریکا پرینستون دانشگاه از پایین ابعاد توپولوژی در را خود دکتری ۱۳۸۳ سال در و شد فارغ التحصیل
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