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KNOT THEORY, FROM PAST TO PRESENT

EAMAN EFTEKHARY

Abstract. In this paper, which is the first paper from a trio on important developments of low dimen-

sional topology in the past 100 years, we review the history and major developments in knot theory.

This historic account includes the initial attempts at formulating some of the main questions about

knots in a mathematical language, putting the definitions and arguments in a rigorous mathematical

framework, and employing tools from other fields of mathematics to extract interesting and intriguing

results in knot theory. The study starts from Tait’s work in nineteenth century and reviews the im-

portant steps taken before the introduction of gauge theory. In particular, we will review the prime

decomposition of knots and various polynomial invariants constructed for knots and links. We finish

the paper by discussing some of the important conjectures in knot theory which have surprisingly sim-

ple statement. We also review some of the recent developments around the aforementioned conjecture,

including some theorems including contributions from the author.

1. Introduction

This is the first paper from a trio (including the present paper, [6] and [5]) which described some

of the major developments in low dimensional topology in the past 100 years.

Among topological objects in low dimensions, knots are distinguished as objects with extreme

intuitive simplicity as well as significant topological complexity. Knots have a long history in different

civilizations [3, 8]. Nevertheless, the first mathematical/scientific attempts at understanding knots go
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back to 18th century, when Sir William Thomson (Lord Kelvin) used knots in his model for atoms[14].

Later, Mathematicians got interested in the study of knots as well. In particular, Gauss introduced

the notion of linking number in 19th century. In 1867, Tate introduced the first table of knots, and

ordered the knots according to their crossing numbers. He also presented the first complete list of

alternating knots with at most 10 crossings [10, 14].

The work of Tate is distinguished from other approaches of his time, and some of the concepts and

questions he introduced remained in the center of attention for more than a century. In particular, his

conjectures (which were proved in the second half of 20th century) are of extreme importance [10].

In last years of 19th century and the first few years of 20th century, algebraic topology came to birth

in the work of Poincaré, and in particular, the concept of fundamental group was introduced. The

fundamental group of the knot complement later proved to be a very strong knot invariant. Among

other developments in the beginning of 20th century , which influenced the progress of knot theory are

the representations of the braid groups and the introduction of a polynomial invariants by Alexander.

Moreover, Reidemeister’s theorem on how different diagrams of a knot are changed to one another,

paved the way for a more rigorous and reliable approach to constructing knot invariants.

Classical methods were used in some of the main developments in the later years of the 20th

century. In 1954, the prime decomposition theorem for knots was proved, which is probably one of

the most important conceptual theorems in knot theory. Jones polynomial and HOMFLY polynomial

were constructed in 1984. Moreover, the progress in low dimensional topology resulted in tools and

developments in knot theory. This line of progress started with the influence of gauge theory on knot

theory.However, in this paper we focus on the era before the introduction of gauge theory.

In the last section of the paper, some of the major conjectures and open questions in knot theory

are reviewed. We have selected the conjectures and open questions which have simple statements, and

are thus accessible for a wide range of audience.

2. Main Results

The main theorems and developments covered in this paper include the following major results. We

start with Tate conjectures, which were formulated towards the end of 19th century and motivated

several later developments:

Conjecture 2.1 (Tate Conjectures). Suppose that L is an alternating link. Then the following are

true.

• The number of crossings in every alternating diagram of L which does not have any nugatory

crossings is precisely the crossing number c(L) of L.
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• The wirth numbers of every two alternating diagrams of L which do not have any nugatory

crossings are the same.

• Every two alternating diagrams of L which do not include nugatory crossings are changed to

one another by a finite sequence of flypes.

Schubert presented an important contribution in 1954, which is called the Prime Decomposition of

knots [13].

Theorem 2.2 (Prime Decomposition Theorem for Knots). Every nontrivial knot K in R3 may be

written as the connected sum of prime knots. Moreover, if

K = K1# · · ·#Kn = K ′
1# · · ·#K ′

m

are two decompositions of K to (nontrivial) prime knots, then m = n and there is a permutation

σ ∈ Sn such that K ′
i and Kσ(i) are equivalent.

In the beginning of 20th century, the relation between knot theory and the study of braid groups

was an important line of research. In particular, the following theorem of Alexander from 1923 is

considered an important step:

Theorem 2.3 (Alexander). For every link L, there is a positive integer n and a braid b ∈ Bn so that

the closure of b gives L.

The contribution of Alexander did not stop here. In 1928, he introduced the first polynomial

invariants for knots [1]. His construction used the work of Reidemeister [12] and the previous work of

Artin on braid groups. To every diagram D of a knot K, he associated a n × (n + 2) matrix A′
D(t)

with monomial entries, called the Alexander matrix. By removing the last two columns of A′
D, he

obtains a square matrix AD(t), and defined

∆K(t)=̇det(AD(t)).

Here =̇ indicates that the equality is modulo multiplication by a factor ±tk for some integer k.

Theorem 2.4. The polynomial ∆K(t) is an invariant of the knot K, up to multiplication by a mono-

mial ±tk, and does not depend on the choice of the diagram D.

Conway normalized the Alexander polynomial, and got rid of the ambiguity (of multiplication by

a factor ±tk) [4]. For other new knot polynomials, mathematicians waited more than 50 years. Jones

introduced his polynomial in 1984 [9], while 4 months his construction was generalized to give the

HOMFLY polynomial [7]. By a skein we mean three links K0,K+ and K− which have diagrams that

are identical outside a small disk, while inside that disk they look like Figure 14 of the paper. The

construction of HOMFLY polynomial may be stated as the following theorem.
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Theorem 2.5 (Existence of HOMFLY polynomial). We may associate a polynomial PK ∈ Z[a, z] to
every link K so that

• If K and K ′ are equivalent then PK = PK′;

• For the unknot O, we have PO = 1;

• For every skein K0,K−,K+ we have

1

a
PK+ − aPK− = zPK0 .

Although HOMFLY polynomial is capable of distinguishing many knots from one another, there

are ways to change a knot K to a different knot K ′ which shares the same HOMFLY polynomial. In

particular, mutation provides one such operation. For instance, Conway mutation changes the Conway

knot to Kinoshita-Terasaka knot, as illustrated in Figure 17 of the paper. For a knot invariant, it is

always an interesting question to verify if it distinguishes between mutant knots.

3. Conclusions

The paper concludes with some open questions and conjectures in knot theory, with different fla-

vors. The open questions include the following question about the existence of an algorithm for

distinguishing a knot from the unknot.

Question 3.1. Is there a polynomial-time algorithm than can verify if a knot is non-trivial?

We do not know of any nontrivial knots with trivial Jones polynomial. If the following conjecture

is true, the above question may be answered positively.

Conjecture 3.2. The Jones polynomial of a non-trivial knot is nontrivial

The crossing number of knots is the source of many questions as well. Let us denote by N(c) the

number of non-equivalent knots with at most c crossings.

Question 3.3. Does the limit

lim
c→∞

(
N(c)

) 1
c

exist? If so, what is its value?

It seems that the crossing number behaves pretty well under connected sum. Nevertheless, proving

the following natural conjecture is still wide open.

Conjecture 3.4 (Additivity of Crossing Number). For every two knots K and K ′ we have

c(K1#K2) = c(K1) + c(K2).

The best known result is the following theorem, which is due to Lackenby [11]:
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Theorem 3.5. For every two knots K and K ′ we have

c(K1) + c(K2

152
≤ c(K1#K2) ≤ c(K1) + c(K2).

Let u(K) denote the unknotting number of a knot K. The additivity of u(K) under connected sum

is also wide open.

Conjecture 3.6 (Additivity of Unknotting Number). For every two knots K and K ′ we have

u(K1#K2) = u(K1) + u(K2).

It is not even known whether for a pair of knots K1 and K2, the unknotting number of K = K1#K2

is always at least a fixed multiple of u(K1). The following theorem of Alishahi and the author [2] is

considered a significant progress in the direction of Conjecture 3.6.

Theorem 3.7. For every knot K, there is a lower bound t(K) for u(K) so that for every two knots

K and K ′ we have

K1#K2 ≥ max{K1,K2}.

Moreover, for the torus knot K = Tp,q we have t(K) = min{p, q} − 1.
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جامعه و ریاضی
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۱۳۶ −۱۰۷ صص. ،(۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد
The Author(s) ۱۴۰۳ ©

http://www.ui.ac.ir

امروز تا گذشته از گره ها، نظریۀ

 

 

افتخاری ایمان

است، گذشته سال صد در پایین ابعاد توپولوژی مهم تحولات موضوع با سه گانه یک از مقاله اولین که مقاله، این در چکیده.
صورت بندی برای ریاضیدانان اولیۀ تلاش های شامل پیشینه، این می پردازیم. گره ها نظریۀ در تاریخی مهم تحولات و پیشینه به
که است مهمی ابزارهای از برخی و ریاضی دقیق چارچوب های در تعاریف و استدلال ها دادن قرار ریاضی، زبان به اصلی سؤالات
از مقاله این اصلی روایت گردد. حاصل گره ها نظریۀ در درخشانی و جالب نتایج تا شد، گرفته وام ریاضی مختلف حوزه های از
می کند. مرور را شد برداشته پیمانه ای ناورداهای معرفی از پیش تا که مهمی گام های و می شود آغاز نوزدهم قرن در تیت کارهای
از تعدادی مقاله، این پایان در داشت. خواهیم ویژه ای توجه گره ها برای چندجمله ای ناورداهای و گره ها اول تجزیۀ به بالاخص
در اخیر سال های در که نتایجی برخی به و است شده مطرح دارند، ملموس و ساده صورت هایی که نظریۀ گره ها مهم حدس های
کرد. خواهیم اشاره هم است؛ داشته مشارکت آنها در نویسنده که مواردی برخی جمله از است؛ آمده به دست حدس ها این خصوص

مقدّمه .۱

توپولوژی تحولات از بخش هایی توصیف به که است ([۹] و [۱۰] مقاله، این (شامل سه گانه یک از مقاله اولین مقاله، این
میان در و بستر، این در را نویسنده از قضیه چند حال، عین در و می پردازد، گذشته سال یکصد در گره ها) نظریۀ (و پایین ابعاد
شصت در ریاضیات فعال زمینه های از پایین ابعاد توپولوژی می دهد. شرح هستند، استوار مدرن تر ابزارهای بر که قضایایی
کنار در مقاله، این بنابراین، است. گرفته قرار کشور ریاضی جامعه توجه مورد کمتر حال عین در که است، بوده گذشته سال

می کند. دنبال هم را ترویجی اهداف آنها، از بیش شاید و پژوهشی اهداف
و مفهومی سادگی جهت از ممتازی موقعیت گره ها۱ می کنند، زندگی پایین ابعاد در که توپولوژیکی موجودات میان در
صد سالۀ چند و جدّی تلاش های این وجود با و کرد، تصور و تعریف می توان سادگی به را گره ها دارند. محتوایی پیچیدگی
۳‑بعدی خمینۀ هر که است به حدّی پیوندها۲ و گره ها تنوع به علاوه، است. بوده بی ثمر تقریباً آنها رده بندی برای ریاضیدان  ها

است. ساخته رازآلود حال عین در و ساده آشنا، موجوداتی گره ها از اینها همۀ کرد. توصیف آنها از استفاده با می توان را
گرفته مختلف کشورهای سنّتی معماری های در گره ها ظهور از دارد. طولانی پیشینه ای گره ها، به غیرحرفه ای پرداختن های
مجرد دنیای موجودات ملموس ترین از گره ها این که بر مبنی می شود دیده روشنی نشانه های روزمره، زندگی در کاربردهایی تا
گره ها مسیح، میلاد از پیش قرن چند دارد. عمیقی بسیار تاریخی ریشه های گره ها به پرداختن معنا، این به هستند. توپولوژی

گره. چندجمله ای های گره، گشودن عدد گره ها، ناورداهای پایین، بعد توپولوژی نظریۀگره ها، کليدی: کلمات و عبارات
پوریای ولی محمدرضا رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
۱۴۰۳/۰۳/۰۷ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۱/۱۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۹/۲۰ دریافت: تاریخ

.۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره. ۹ جامعه، و ریاضی نشریه امروز، تا گذشته از گره ها، نظریۀ افتخاری، ا. مقاله: به ارجاع
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۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

آشتامانگالا، از بالا تصویر در است. بی پایان) (گره شْریواستا شامل فرخنده نماد هشت همان یا آشْتامانْگالا، .۱ شکل
می شود. ظاهر چپ سمت از نماد اولین به عنوان اول، ردیف در شریواستا

Figure 1: Ashtamangala, or the eight auspicious symbols, includes Shrivasta (the endless
knot). In the above illustration of Ashtamangala, Shrivasta appears in the top row as the
first symbol from the left.

گره این دارد. مهمی نمادین نقش بی پایان، گره همان یا شْریواستا۳ هم تبت بودایی مکتب در و شده اند ظاهر چین هنری آثار در
.[۶] دارد هندو و بودایی مکتب های در ویژه ای جایگاه که است فرخنده)۴ نماد (هشت آشْتامانْگالا نمادهای از یکی واقع در
هم بروموئی۵ پیوند جمله از می شود. مشاهده نیز دیگر جاهای در و نیست، منحصر بی پایان گره به پیوندها و گره ها نمادین نقش
متعدّدی صفحات سلْتی۶ راهبان بوده است. توجه مورد وحدت از نمادی به عنوان معمولا و شده  ظاهر مختلف فرهنگ های در
نام به که داده اند اختصاص پیوندهایی و گره ها کردن تصویر به دارد) قدمت سال ۱۲۰۰ از بیش (که را بایدها۷» «کتاب از
دیوارهای و سقف ها کاشی کاری از دارند. ویژه ای جایگاه گره ها نیز اسلامی هنر در .[۱۲] می شوند شناخته سلتی۸ شبکه های
کرد. رصد را آنها می توان می روند، به کار کریم قرآن تزئینات برای که نقش هایی تا گرفته اسلامی معماری در بارگاه ها و مساجد
با کریم قرآن از نسخه ای جلد تزئینات نمونه ها، این جمله از می شود. مشاهده نقش ها این از نمونه هایی ۳ شکل تصاویر در
ازبکستان در سمرقند مسجد از را نمونه هایی همچنین، می شود. نگهداری ترکیه کشور در که است قدمت سال ۸۰۰ از بیش
در ساده جستجوی یک با را دیگری متعدّد نمونه های می تواند علاقمند خوانندۀ کرده ایم. انتخاب اسپانیا در کوردوبا مسجد و

کند. مشاهده اینترنت
فیزیکدان ها اولین بار افتاد. اتّفاق هجدهم قرن در بار اولین علمی موضوع یک به عنوان گره ها نظریۀ به پرداختن این وجود، با
گره ها بررسی تا شد کشیده ریاضیات به مدّتی از بعد علاقه این و شدند، علاقمند گره ها به اتم) برای گردابی۹ مدل مطالعۀ (در
معرفی گره ها، از فهرست هایی تهیۀ شامل نوزدهم قرن کارهای گردد. دنبال مستقل موضوعی به عنوان ریاضیات در پیوندها و
قرن اواخر در که تیت۱۱ حدس های بالاخص، بود. گره ها خصوصیات از برخی برای نادقیق اثبات هایی ارائۀ و ناوردا۱۰ از برخی
البته که بود، همراه استدلال هایی با تیت حدس های دارند. تلاش ها گونه این میان در ویژه ای جایگاه شدند، صورت بندی نوزدهم
قسمتی که انجامید، طول به سال ۸۰ از بیش اثبات ها این از برخی تکمیل داشتند. توجهی قابل فاصلۀ کامل استنتاج های با
می پرداخت. آنها به بررسی که بود ریاضیاتی تدوین و دقیق چارچوبی در گره ها نظریۀ دادن قرار دشواری از متأثر تأخیر این از

3Shrivasta 4Ashtamangala (eight auspicious symbols) 5Borromean link 6Celtic monks 7the book of Kells 8Celtic
network 9vortex model 10invariant 11Tait conjectures
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سلتی. شبکه های از نمونه چهار .۲ شکل

Figure 2: Four samples of Celtic networks.

کریم، قرآن از ساله ۸۰۰ از بیش قدمت با نسخه ای جلد راست: از اسلامی. هنر در ازگره ها نمونه چهار .۳ شکل
ازبکستان. سمرقند در مسجدی کاشی کاری اسپانیا، در کوردوبا مسجد در دیواری

Figure 3: Four samples of knots in Islamic art. From right: A 800 year old Quran-cover, A
wall from Cordoba mosque in Spain and the tiling of a mosque in Samarkand, Uzbakistan.

«تحلیل مقالات سلسله انتشار با جبری توپولوژی مبانی بیستم، قرن سال های اولین و نوزدهم قرن سال های آخرین در
کردند. کمک مبانی این استحکام به مهمی ریاضیدان  های آن، از پس سال های در گرفت. شکل پوانْکاره۱۳ آنْری مکان۱۲»
را گره ها نظریۀ از دیگری پایۀ می شد مربوط بافت۱۵ گروه بازنمایش۱۴ به بررسی که گروه ها نظریۀ در هم مرتبطی و مهم تحولات
از گرفت. سرعت گره ها نظریۀ پیشرفت و گردید، هموار زیادی مقدار به گره ها بهتر بررسی برای مسیر ترتیب، این به داد. شکل
نحوۀ که رایدِمایستر۱۷ قضیۀ به علاوه، شد. ساخته اَلکْسانْدِر۱۶ توسط پیوندها و گره ها برای چندجمله ای ناوردای اولین جمله،
پیش اثبات ها در قبلی اشتباهات از جلوگیری برای مهم ابزاری می کرد توصیف را یکدیگر به گره یک مختلف نمودارهای تبدیل
ساختاری قضایای مهم ترین از شاید که رسید اثبات به گره ها اول تجزیۀ قضیۀ بیستم قرن اواسط تا گذاشت. ریاضیدان  ها روی
و جونْز۱۸ چندجمله ای که انجامید طول به ۱۹۸۴ سال تا متنوع تر چندجمله ای ناورداهای معرفی می گردد. محسوب خود دورۀ
که آنها، کشف و داشتند یکدیگر از گره ها تشخیص در زیادی توانایی چندجمله ای ها این شدند. معرفی هامفْلی۱۹ چندجمله ای

می شود. محسوب گره ها نظریۀ در مهمی تحول افتاد، اتّفاق الکساندر چندجمله ای به نسبت توجهی قابل زمانی فاصلۀ با

12analysis situs 13Henri Poincaré 14representation 15braid group 16Alexander 17Reidemeister 18Jones polynomial
19HOMFLY Polynomial
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گره ها نظریۀ در را درخشانی نتایج هم پایین بعد توپولوژی ابزارهای از استفاده شد، اشاره آنها به که تلاش هایی بر علاوه
گیرد) قرار توجه مورد ظرافت هایی با باید آن از منظور البته (که آن تشخیص در گره یک مکمل بنیادی۲۰ گروه توانایی زد. رقم
را درخشانی قضایای اثبات امکان شدند، حاصل پیمانه ای۲۱ نظریه های از که ابزارهایی همچنین، است. نتایج این جمله از

می شود. موکول مجموعه این از دیگر مقاله ای به مسیرها، این مورد در بیشتر توضیح کردند. فراهم
افتاد. اتّفاق ۳‑بعدی توپولوژی تحولات به اتکا بدون که کرد، خواهیم دنبال را گره ها داستان اول بخش آغازین، مقالۀ این در
دقیق، اثبات های ارائۀ گه گاه که چند هر است، بیان قابل مقدّماتی ریاضیات از استفاده با داستان این از توجهی قابل بخش
پیشرفت ها و تحولات روند مورد در بعدی مقاله های در بوده است. استوار دیفرانسیل توپولوژی اولیۀ ابزارهای از استفاده بر
خواهیم آشنا شدند، ساخته تحولات این اثنای در که مهمی ابزارهای از برخی با و گفت، خواهیم سخن پایین ابعاد توپولوژی در
کرد. خواهیم تکمیل حدودی تا را داستان مان و گشت خواهیم باز گره ها موضوع به مجدداً ابزارها این با شدن آشنا از پس شد.
ساده بسیار صورت هایی که کرد خواهیم اشاره هم گره ها نظریۀ در باز حدس های از برخی به حاضر، مقاله پایانی بخش در
آنها در نویسنده که نتایجی از برخی جمله از هم، است شده حاصل اخیر سال های در که نتایجی از تعدادی به دارند. ملموس و
مقاله های به را خواننده رفته اند، کار به متأخّر رویکردهای در که ابزارهایی توصیف برای شد. خواهد اشاره است، داشته نقش

می دهیم. ارجاع مجموعه این از بعدی

مثال ها برخی و اولیه مفاهیم .۲

طور به دارد. تأمل به نیاز که است موضوعی هستند، معادل هم با گره دو هنگام چه که موضوع این دقیق صورت بندی
فضای در گره دادن حرکت با تنها و گره، بریدن بدون بتوان گاه هر بگیریم، معادل هم با را گره دو که است این بر تمایل شهودی،
مطالعۀ به گره ها نظریۀ است. هم ارزی۲۲ رابطۀ یک بودن، معادل کرد. تبدیل دیگر حالت به حالت یک از آن را ۳‑بعدی،
شهودی، دیدگاه این نسبی کفایت وجود با می پردازد. هم ارزی رابطۀ این به نسبت گره ها هم ارزی رده های یعنی گره ها۲۳، رده های
بخش، این نیست. لطف از خالی رسمی تر تعاریف از برخی ذکر دارد، توپولوژی مفاهیم با بیشتری آشنایی که خواننده ای برای

پرداخت. خواهد مهم مثال های از برخی طرح و پایه ای تعاریف این ارائۀ به
با که است Rn+۱ اقلیدسی فضای از زیرفضایی آن، از منظور و می دهیم نشان Sn با را n‑بعدی استاندارد کرۀ

Sn =
{
(x۰, x۱, . . . , xn) ∈ Rn+۱

∣∣∣ n∑
i=۰

x۲
i = ۱

}
,

معادل؛ نحو به که است استاندارد ۳‑بعدی کرۀ S۳ و استاندارد، ۲‑بعدی کرۀ S۲ استاندارد، دایرۀ S۱ بنابراین، می شود. تعریف
می آید. به دست R۳ به بی نهایت در نقطه یک اضافه کردن با دارد؛ اهمیت توپولوژی منظر از که جایی تا

تکینگی۲۵ و نمی کند قطع را خودش که است استاندارد کرۀ در S۱ استاندارد دایرۀ از هموار۲۴ تصویری گره، یک از منظور
با را تصویر نگاشت اگر ندارد.

K : S۱ ↪→ S۳ ⊂ R۴

هموار و یک به یک است تابعی می کند، پرمایش را S۱ دایره که θ زاویه از تابعی به عنوان K که است این منظور دهیم، نشان
حالت در را میزبان خمینۀ می گوییم. S۳ در S۱ دایره نشاندن۲۶ یک نگاشت هایی، چنین به است. ناصفر جا همه آن مشتق که

می کنند. زندگی R۳ یا و S۳ در که است گره هایی بر ما تمرکز اما کرد. انتخاب هم استاندارد کرۀ از متفاوت می توان کلّی

20fundamental group 21gauge theory 22equivalence relation 23knot class 24smooth 25singularity 26embedding
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گفته هم چپ گرد و راست گرد سه پر گره های گره، دو این به (راست). آن آینه ای تصویر و (چپ) سه پر گره .۴ شکل
می شود.

Figure 4: The trefoil knot (left) and its mirror (right). These knots are also called the
right-handed and the left-handed trefoils.

مولفه، ` با پیوند یک از منظور مشابه، به طور است. K : S۱ ↪→ S۳ مانند هموار نشاندنی گره، یک از منظور .۱ .۲ تعریف
نشاندن یک

L :

ℓ∐
S۱ = S۱ ⨿ S۱ ⨿ · · · ⨿ S۱ ↪→ M

است. گره یک پیوند، یک مولفۀ هر تصویر پس است.

هر که کنید توجه کرد. خواهیم یاد خودریختی ۲۸ عنوان با خودش، به فضا یک از هموارریختی۲۷ یک از مقاله این در
جهت برگردان۳۱ نگاشتِ با یا و است یک نَهاده۳۰ است) جهت نگهدار۲۹ (که همانی نگاشت با یا ۳‑بعدی کره خودریختی 

می شود: تعریف زیر به صورت که ı۰ : S۳ → S۳

ı۰(x۰, x۱, x۲, x۳) := (−x۰, x۱, x۲, x۳), ∀ (x۰, x۱, x۲, x۳) ∈ S۳.

موجود ı : S۳ → S۳ جهت نگهدار خودریختی هرگاه می گوییم معادل هم با را K ′ : S۱ ↪→ S۳ و K : S۱ ↪→ S۳ گره های
همان طور می کند. ایجاد گره دو بین محیطی۳۳ یک نَهِش۳۲ یک واقع در ı : S۳ → S۳ نگاشت .ı ◦K = K ′ به طوری که باشد
رده های یعنی گره ها، رده های مطالعۀ به گره ها نظریۀ است. هم ارزی رابطۀ یک گره ها، بودن معادل کردیم، اشاره هم قبلا که
جهت برگردان خودریختی های و جهت نگهدار خودریختی های بین معمولا می پردازد. محیطی، یک نهش به نسبت گره ها هم ارزی
تصویرِ که می آید به دست جدیدی گره K : S۱ ↪→ S۳ گره روی ı۰ جهت برگردان خودریختی اعمال با می شویم. قائل تمایز
خودریختی تحدید تنها که کنید توجه می دهیم. نشان −K با معمولا را K آینه ای تصویر می شود. خوانده اول گره آینه ای۳۴

دارد. اهمیت آن آینه ای تصویر ساخت در گره به جهت برگردان
این طبق می آید. به دست گره ها بودن معادل از ضعیف تری مفهوم کنیم، حذف را خودریختی بودن جهت نگهدار شرط اگر
نداشته وجود آنها بین محیطی یک نهش یک است ممکن اما هستند، ضعیف معادل هم با آن آینه ای تصویر و گره یک تعریف،
(S۳ در S۱ از استاندارد (تصویری بدیهی گره مثلا باشد. محیطی۳۵ یک نَهادۀ خود آینه ای تصویر با گره یک است ممکن باشد.
(معادل) محیطی یک نهادۀ آینه ای شان تصویر با دو هر است، شده داده نمایش ۴۱ شماره با ۵ شکل در که هشت‑سیما گره و
چنین که گره هایی و می نامیم، خود دست۳۶ گره های را هستند محیطی یک نهادۀ خود آینه ای تصویر با که گره هایی هستند. هم
گرهی است، شده کشیده به تصویر آینه ای اش تصویر همراه به ۴ شکل در که سه پر۳۸ گره می شوند. خوانده دِگردست۳۷ نیستند
27diffeomorphism 28automorphism 29orientation preserving 30isotopic 31orientation reversing 32isotopy 33ambient
34mirror image 35ambient isotopic 36chiral knot 37achiral 38trefoil knot
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اندکی دگردست گره های است. ۸ حدّاکثر آنها گذر های تعداد که ساده، گره های از تعدادی برای نمودار هایی .۵ شکل
شده اند. داده نمایش خوددست گره های از تیره تر

Figure 5: Diagrams for some simple knots, whose crossing numbers is at most 8. The achiral
knots are illustrated darker than the chiral knots.

از تیره تر کمی دگردست گره های کشیده اند، تصویر به گذر۳۹ ۸ حدّاکثر با مختلفی گره های آن در که ،۵ شکل در است. دگردست
شده اند. داده نمایش خوددست گره های

حذف با می توان را گره هایی چنین نشسته اند. S۳ در که بود خواهد گره هایی روی بر ما تمرکز شد، اشاره قبل تر که همان طور
گره یک آینه ای تصویر از سخن شرایط، این در کرد. فرض R۳ در گره هایی معادل به طور ندارد، قرار گره روی که S۳ از نقطه ای
تقارن τ : R۳ → R۳ آن در که داد، خواهیم نشان −K = τ ◦K : S۱ ↪→ R۳ با آن را و بود، خواهد معنی دار K : S۱ ↪→ R۳

،R۳ اقلیدسی فضای در گره یک نمایش برای می شود. تعریف τ(x۱, x۲, x۳) = (−x۱, x۲, x۳) با که است استاندارد آینه ای
راستای در کردن تصویر نگاشت گره، یک برای نمودار یک آوردن به دست برای می شود. استفاده گره نمودار۴۰ یک از معمولا
πv ◦K ترکیب به طوری که می گیریم، نظر در  می شود داده نشان πv : R۳ → R۲ با که را اقلیدسی صفحۀ یک روی v بردار یک
را خودش K تصویر که است شده انتخاب به گونه ای کردن تصویر نگاشت که می کنیم فرض به  علاوه باشد. فروبری۴۱ یک
نگاشتِ چنین داشتن با است. دایره از نقطه دو شامل حدّاکثر تصویر، از نقطه هر پیش تصویر۴۳ و می کند، قطع گذر۴۲ تَرا به طور
کوچکی قسمت می کند، قطع را خودش K تصویر که نقاطی در یعنی گذرها در و کرد، ترسیم را πv(K(S۱)) می توان تصویری،

39crossing 40diagram 41immersion 42transverse 43preimage
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گره نمودار یک در هم بندی مولفۀ هر به کرد. حذف را دارد کمتری ارتفاع v بردار به نسبت که پیش تصویر از مولفه ای تصویر از
کرد. صحبت هم پیوندها برای نمودارهایی از می توان مشابه به طور می گوییم. کمان۴۴ یک

گره یک از مختلف نمودارهای در گذر ها تعداد است. شده داده نمایش ساده گره تعدادی برای نمودارهایی ۵ شکل در
عدد می شود. گفته گذر۴۵ عدد ،K گره یک از مختلف نمودارهای در ممکن گذرهای تعداد حدّاقل به باشد. متفاوت می تواند
گذر عدد با گره های تنها آن آینه ای تصویر و سه پر گره ندارد. ۲ یا ۱ گذر عدد گرهی هیچ و است، صفر به وضوح بدیهی گره گذر
برای که جدول هایی در داد. خواهیم نشان c(K) با را K گره یک گذر عدد شده اند. داده نمایش ۴ شکل در که هستند، ۳
یک بین از بنابراین، می شوند. ظاهر بار یک هستند یکی هم با محیطی خودریختی تقریبِ با که گره هایی می شود، تهیه گره ها
۵ شکل در چنان که گره ها، نام گذاری برای این، بر علاوه شد. خواهد ظاهر گره ها جدول در یکی دقیقاً آن آینه ای تصویر و گره
در اول عدد اندیس به عنوان که دومی و می دهد، نشان را گره گذر عدد یکی که می شود، استفاده عدد دو از می شود، دیده هم
بنابراین، می دهد. نشان است برابر هم با آنها گذر عدد که گره هایی بین در را گره شمارۀ می گیرد، قرار استفاده مورد نام گذاری
آن گذر عدد که است گرهی ۲۱ مین نشان دهندۀ ۱۱۲۱ و است، ۳ آن گذر عدد که است جدول در گرهی اولین نشان دهندۀ ۳۱

است. ۱۱
اتّفاق گره بالایی شاخۀ از حرکت مسیر آیا که کرد ثبت گذر هر از عبور با می توان گره، نمودار یک روی نقطه یک از شروع با
زیرگذر۴۷ یک به که می گوییم دوم حالت در و رسیده ایم، روگذر۴۶ یک به که می گوییم اول حالت در پایینی. شاخۀ از یا افتاده
متناظر ترتیب، این به شوند. جدا یکدیگر از می بینیم گره نمودار یک روی که کمان هایی که می شوند باعث زیرگذرها رسیده ایم.
متناوب نمودار یک از منظور می رسیم. روگذرها و زیرگذرها از دنباله ای به گره روی مسافرت با شروع، نقطۀ یک و گره یک با
متناوب۴۹ گره را گره یک شوند. ظاهر میان در یکی زیرگذرها و روگذرها دنباله، این در آن برای که است نموداری گره۴۸

باشد. متناوب نمودار یک دارای اگر می نامیم
را S۳ استاندارد کرۀ کنیم. مرور هم با را مثال ها از برخی ابتدا، که باشد بهتر شاید گره ها، داستان به پرداختن از پیش

گرفت: نظر در C۲ از زیرمجموعه ای به عنوان می توان

S۳ = {(z, w) ∈ C۲ | ∥z∥۲ + ∥w∥۲ = ۱}.

معادلۀ جواب های مجموعۀ
zp = wq, z, w ∈ C

از را مبداء اگر می دهیم. نشان Z(p, q) با هستند، اول هم به نسبت و مثبت صحیح، اعدادی q و p آن در که را C۲ در
زیرخمینۀ یک در گذر تَرا به طور را استاندارد کرۀ که می آید به دست C۲ \ {۰} از ۲‑بعدی زیرخمینه ای کنیم، حذف Z(p, q)

نشان T (p, q) با آن را که می شود، گفته (p, q) نوع از چنبره ای۵۰ گره ۱‑بعدی زیرخمینۀ این به می کند. قطع آن از ۱‑بعدی
دارد وجود T (p, q) چنبره ای گره ساختن برای که شهودی تری راه می شود، دیده هم نمونه ها این در که همان طور داد. خواهیم
بود، خواهد گره یک T (p, q) باشند، اول هم به نسبت q و p اگر کنیم. ایجاد موازی دایرۀ p در تمام۵۱ پیچش q که است این
.q و p مشترک مقسوم ٌعلیه بزرگترین با است برابر آن مولفه های تعداد که می آوریم به دست پیوند یک این صورت، غیر در و
گره های است. شده داده نشان موازی دایرۀ ۸ در تمام ۶پیچش شکل، این در است. شده داده نشان ۶ شکل در فرآیند این
مثال می آیند. حساب به  مهمی مثال های جهت این از و می دهند، تشکیل را گره ها از زیردسته ها ساده ترین از یکی چنبره ای،
· · · بار، p۱ را اول جفت می کنیم. انتخاب رشته جفت n پرتزلی، گره یک ساختن برای هستند. پرتزلی۵۲ گره های دیگر، جالب
می کنیم. متّصل یکدیگر به را تابیده هم به رشته های جفت این ،۷ شکل مانند و می دهیم، تاب هم به بار pn را n‑ام جفت و
44arc 45crossing number 46over crossing 47under crossing 48alternating knot diagram 49alternating knot 50torus
knot 51complete twist 52pretzel knot
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q full twists

می شود. ساخته موازی دایرۀ p در تمام پیچش q ایجاد با T (p, q) چنبره ای گره .۶ شکل

Figure 6: The torus knot T (p, q) is obtained from p parallel circles by performing q complete
twists.

p 1 p 2 p 3 p 4 p n p

به ترتیب که رشته زوج n از استفاده با راست). (سمت داد تاب هم به بار p می توان را موازی رشته دو .۷ شکل
می شود. ساخته P (p۱, p۲, . . . , pn) پرتزلی گره خورده اند، تاب هم به بار pn, . . . , p۲, p۱

Figure 7: Two parallel strands may be twisted p times (right). Using n pairs of strands which
are twisted p1, p2, . . . , pn times, respectively, the pretzel knot P (p1, p2, . . . , pn) is constructed.

است. داده نشان است، گذر p با نموداری آن حاصل که رشته، جفت یک دادن تاب بار p از منظور ۷ شکل راست سمت در
صحیح اعداد همۀ وقتی بالاخص می دهیم. نشان P (p۱, p۲, . . . , pn) با که است پیوندی شد، اشاره آن به که فرآیندی حاصل

دارد). همبندی مولفۀ یک تنها (یعنی است گره یک P (p۱, p۲, . . . , pn) باشند، فرد pn, . . . , p۲, p۱

گره ها نظریۀ سرآغاز .۳

در کلْوین)۵۳ (لرد تامسون ویلیام سر گرفتند. قرار توجه مورد فیزیکی متون در میلادی هجدهم قرن اواخر در ابتدا گره ها
مطالعۀ به هم ریاضیدان ها توجه بعدتر، .[۲۴] کرد تصویر اتر۵۴ در چرخان گرداب های گره های به عنوان را اتم ها گردابی، مدل
پی در گاوس۵۵ فْرِدریش کارل شد. آغاز میلادی نوزدهم قرن در ریاضی، موجوداتی به عنوان گره ها بررسی شد. جلب گره ها

کرد. تعریف را پیوند یک مولفۀ دو پیوند۵۶ عدد مفهوم الکترومغناطیس، در مطالعاتش

53Sir William Thomson (Lord Kelvin) 54ether 55Carl Friedrich Gauss 56linking number
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باشند. پیوند این از متفاوت مولفه هایی K۲ : S۱ ↪→ R۳ و K۱ : S۱ ↪→ R۳ و باشد، R۳ در پیوند یک L که کنید فرض
نگاشت این صورت، در

K۱ ×K۲ : S۱ × S۱ ↪→ R = R۳ × R۳ \ {(x, x) | x ∈ R۳}

به صورت گاوس۵۷ نگاشت بنابراین، هستند. متفاوت R۳ در y و x نقاط (x, y) ∈ R هر برای می آید. به دست

Γ : R → S۲, Γ(x, y) =
x− y

∥x− y∥
گاوس۵۸ انتگرال می توان به علاوه، بود. خواهد تعریف قابل

`(K۱,K۲) =
۱

۴π

∫∫
S۱×S۱

(
K۱(s)−K۲(t)

∥K۱(s)−K۲(t)∥۳

)
·
(
dK۱

ds
× dK۲

dt

)
dsdt =

∫∫
S۱×S۱

Γ∗(volS۲).

ما به را ۱ عدد آن به نسبت کره مساحت که است S۲ استاندارد حجم عنصر از ثابتی مضرب volS۲ اینجا، در کرد. تعریف را
هم به عدد این ناورداست. محیطی یک نهش های به نسبت است، صحیح عددی که انتگرال، این که داد نشان گاوس می دهد.

می شود. خوانده K۲ و K۱ پیوند عدد و می کند، اندازه گیری را K۱,K۲ ⊂ L مولفۀ دو تنیدگی
تهیه را گره ها جدول اولین نوعی به و پرداخت، گره ها به بررسی بود، فیزیکدان یک که تیت۵۹ گوتْری پیتر ۱۸۶۷ سال در
شده ظاهر تیت جدول در یک بار از بیش گره ها از برخی البته بودند. شده  مرتّب گذر، عدد اساس بر گره ها تیت، جدول در کرد.
محسوب مهمی اقدام گره ها برای جدول تهیۀ به اقدام این وجود، با هستند. محیطی یک نهادۀ شد داده نشان بعدها و بودند،
از تکراری گره های از تعدادی حذف و کرکْمن۶۱ توماس کارهای تکمیل با لیتل۶۰ نْیوتون چارلز همراه به تیت همچنین می شد.

.[۲۴ ،۱۵] کردند منتشر را است ۱۰ حدّاکثر آنها گذر عدد که متناوب گره های از کامل فهرست اولین او، فهرست
هم امروز که کرد توجه مفاهیمی از برخی به او دارد. خاصی برجستگی او هم عصران میان در گره ها نظریۀ در تیت کارهای
منظور کرد. اشاره گره یک گشودن۶۲ عددِ به می توان مفاهیم، این میان در هستند. گره ها نظریۀ در ریاضیدان  ها مطالعات مرکز
یک است. روگذر یک به زیرگذر یک تبدیل یا و زیرگذر، یک به روگذر یک تغییر ،K گره از نمودار یک در گذر۶۳ تغییرِ یک از
گشودن عدد می آید. به دست K گره نمودار یک در گذر تغییر یک با که است K ′ گره به K گره تبدیل K گره یک در گذر تغییر
با برابر گشودن عدد سه پر، گره برای مثلا است. بدیهی گره به K گره تبدیل برای لازم گذرهای تغییر تعداد حدّاقل ،K گره یک
K گره یک گشودن عدد است. ۱ با برابر آنها گشودن عدد که دارند وجود بزرگ دلخواه به گذرهای عدد با گره هایی است. ۱
متعددی سؤال های اما دارد. ذهن به نزدیک و ساده تعریفی u(K) گره، یک از ناوردایی به عنوان می دهیم. نشان u(K) با را
بعدتر می آید. حساب به گره ها ناورداهای مرموزترین از یکی گره گشودن عدد نظر، این از و است، باز همچنان u(K) مورد در

گفت. خواهیم سخن دارند، هم ساده ظاهری که گشودن عدد مورد در باز سؤالات از تعدادی مورد در هفتم) بخش (در
آن به تیت که بود موضوعاتی دیگر از گره ها) از برخی بودن دگردست (یعنی آنها آینه ای تصویر با گره ها از برخی تفاوت
بیستم قرن هشتاد دهۀ تا آنها اثبات که باشد متناوب گره های مورد در او حدس های تیت، اثر ماندگارترین شاید اما کرد. توجه
برای واقعی و دقیق استدلال یک با زیادی فاصلۀ البته که داد، ارائه گزاره ها این از نادقیقی اثبات های تیت انجامید. به طول
گذر یک از منظور کنیم. تعریف را پوچ۶۴ گذر یک مفهوم باید ابتدا تیت، حدس های بیان برای داشت. ادعاهایش درستی
نمایش راست) (سمت ۸ شکل در که آن گونه مجزا، قسمت دو به را نمودار که است K گره برای نمودار یک در گذری پوچ،

کند. تقسیم است، شده داده

57Gauss map 58Gauss integral 59Peter Guthrie Tait 60Charles Newton Little 61Thomas Kirkman 62unknotting
number 63change of crossing 64nugatory crossing
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(چپ). تاب دادن با پیوند یک نمودار تغییر فرآیند و (راست) پوچ گذرِ .۸ شکل

Figure 8: A nugatory crossing (right) and the process of changing a diagram by performing
a flype.

دارد. منفی علامت راست سمت گذر و مثبت علامت چپ سمت گذر محتمل. گذر نوع دو با متناظر علامت .۹ شکل

Figure 9: The sign associated with two possible crossing types. The crossing on the left-
hand-side has positive sign while the crossing on the right-hand-side has negative sign.

دقیقاً باشد، نداشته پوچی تقاطع هیچ و دهد نمایش را L چون پیوندی که متناوب نمودار هر تیت). اول (حدس ۱ .۳ حدس
است. گذر c(L) دارای

نمودار یک به تا کرد جهت دهی می توان را L مختلف مولفه های است. شده داده L پیوند یک از نموداری که کنید فرض
ترتیب به باشد، ۹ شکل در چپ سمت گذر یا راست سمت گذر به شبیه موضعاً که این به بسته گذر، یک به برسیم. جهت دار
با برابر را L پیوند شدۀ جهت دهی نمودار برای پیچش۶۵ عدد یا تیت، عدد شرایط این در می دهیم. نسبت +۱ یا −۱ علامت

می دهد. تغییر را پیچش عدد پوچ گذر یک که است واضح می کنیم. تعریف نمودار گذرهای علامت های جمع

پوچ گذر کدام هیچ به طوری که باشند شده داده L پیوند یک از متناوب مختلف نمودار دو اگر تیت). دوم (حدس ۲ .۳ حدس
بود. خواهد برابر هم با آنها پیچش عدد باشند، نداشته

شده کشیده تصویر به چپ) (سمت ۸ شکل در که است تغییری L پیوند برای نمودار یک در تاب دادن۶۶ یک از منظور
در گذری آن به جای و می رود، بین از چپ سمت گذر تاب دادن) همان (یا درجه ای ۱۸۰ دوران یک با تغییر، این در است.
پیوند اگر می کند. پیدا دوران است، شده کشیده تصویر به کره درون که پیوند از قسمتی عوض، در می شود. ایجاد راست سمت

می ماند. متناوب هم تاب دادن از پس باشد، متناوب تاب دادن از پیش

تاب دادن ها از دنباله ای با نباشند پوچ گذر دارای هیچ کدام که L پیوند برای متناوب نمودار دو هر تیت). سوم (حدس ۳ .۳ حدس
می شوند. تبدیل هم به

65writhe number 66flype (Norwegian word)
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(b)

(c)

(d)

(e)

(a)

(b) قسمت در می دهد. نشان نمی دهند تشکیل را بافت یک که رشته تعدادی شکل این در (a) قسمت .۱۰ شکل
،σ۱ = σ۱σ

−۱
۲ σ۳σ

−۱
۳ σ۲ رابطه های است. شده داده نشان σ−۱

۱ و σ۱ کلمات با متناظر بافت های بودن نامعادل
کشیده تصویر به (e) و (d) ،(c) قسمت های در به ترتیب Bn گروه در (σ۱σ۳)(σ

−۱
۱ σ۳) = σ۲

۳ و σ۱σ۳ = σ۳σ۱

شده اند.

Figure 10: Part (a) illustrates strands which do not form a braid. Part (b) illustrates
that the braids corresponding to the words σ1 and σ−1

1 are not equivalent. The relations
σ1 = σ1σ

−1
2 σ3σ

−1
3 σ2, σ1σ3 = σ3σ1 and (σ1σ3)(σ

−1
1 σ3) = σ2

3 in the group Bn are illustrated
in parts (c), (d) and (e), respectively.

نظریۀ به توجه او از پس .[۱۵] کرد منتشر ساله ۹ زمانی بازۀ یک در و مقاله سه قالب در را گره ها روی خود کارهای تیت
قرن اواخر در کلوین گردابی اتم های نظریۀ شدن منسوخ با بالاخص، گردید. محدود کمابیش مستقل حوزۀ یک عنوان به گره ها
تقریباً گره ها دسته بندی و شناختن برای فعالیت بود، گره ها نظریۀ به فیزیکدان ها و ریاضیدان  ها توجه پایه های از که نوزدهم،
ادامه گرفت، قرار مطالعه مورد دوباره متفاوت کاملا منظری از گره ها نظریۀ که بعد دهه چند تا سکوت این گردید. متوقّف

داشت.
آرتین، برای شد. کشیده گره ها نظریۀ سمت به بافت گروه های مطالعۀ در علایقش دلایل به آرتین۶۷ امیل ،۱۹۲۰ سال در
از و متّصل اند، عمودی میلۀ یک به چپ سمت از همگی که بود R۳ اقلیدسی فضای در رشته n از مجموعه ای بافت۶۸ یک
محور بر (عمود عمودی صفحۀ هر به طوری که هستند، متّصل است اول میلۀ با موازی که دیگری عمودی میلۀ به هم راست سمت
حرکت با که است این قرارداد کند. قطع نقطه n در دقیقاً را بافت باشد داشته قرار افقی میلۀ دو این بین که چپ‑راست)
بافت گروه در بافت یک رشته، n از مجموعه هایی چنین از یک نهش ردۀ هر دیگر، به عبارت نمی کند. تغییر بافت رشته ها، دادن
پشت سرهم از که است بافتی b۲ بافت با b۱ بافت یک ترکیب از منظور کرد: ترکیب هم با می توان را بافت ها بود. خواهد
آنها ترکیب و بافت تعدادی ۱۰ شکل بگیرد. قرار b۲ چپ سمت در b۱ که به طوری می شود، حاصل بافت دو این گرفتن قرار
به که داد نشان می توان می گذارد. نمایش به هم را نمی دهند تشکیل بافت یک که رشته ۴ از مثالی همچنین می دهد. نشان را
می دهیم. نشان Bn با آن را که می آید به دست گروه یک آنها روی ترکیب عمل دادن قرار و بافت ها همۀ از استفاده با این ترتیب
می آید. به دست مولد۶۹ بافتِ تعدادی ترکیب از بافت هر که کرد مشاهده آرتین بافت، یک از دقیق و جبری بیانی برای
برای می آید. به دست +i)ام ۱) و iام رشته های روی درجه ۱۸۰ تاب یک انجام با موازی رشتۀ n اجتماع از مولد بافت یک
مخالف جهت در آن خوردن تاب که مولدی بافت دادن نشان برای و می کنیم، استفاده σi نماد از مولد بافت این دادن نشان
وارون های (و σn−۱, . . . , σ۲, σ۱ از استفاده با که کلمه ای هر این ترتیب، به کرد. خواهیم استفاده σ−۱

i نماد از می شود انجام
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σiσj = σjσi if |i− j| > ۱ σiσi+۱σi = σi+۱σiσi+۱, i = ۱, ۲, ..., n− ۲

هستند. برقرار مولد بافت های بین که روابطی .۱۱ شکل

Figure 11: The relations which are satisfied between generating braids.

آزاد گروه در آنها)
Fn−۱ = ⟨σ۱, σ۲, . . . , σn−۱⟩

بدیهی ترین است. برقرار بافت گروه در مولدها این بین هم روابطی وجود، این با  می دهد. نشان را بافت یک کنیم، انتخاب
در آنها هندسی معنای که دارند وجود هم مهم تری روابط اما است، σiσ−۱

i = ۱ رابطۀ است، برقرار هم آزاد گروه در که رابطه،
کرد: توصیف شکل این به می توان را روابط این است. شده داده نمایش ۱۱ شکل

σiσj = σjσi |i− j| > ۱ اگر

σiσi+۱σi = σi+۱σiσi+۱ i = ۱, . . . , n− ۲.

روابط تنها روابط این که داد نشان که بود آن داشتند، گره ها به توجهی قابل شباهت که بافت ها، مطالعۀ در آرتین گام مهم ترین
می شود: تعریف زیر به صورت گروه این لذا است. روابط این به نسبت آزاد گروه قسمت خارج دقیقاً بافت گروه و هستند، لازم

Bn =

〈
σ۱, σ۲, . . . , σn−۱

∣∣∣ σiσj = σjσi |i− j| > ۱ اگر
σiσi+۱σi = σi+۱σiσi+۱ i = ۱, . . . , n− ۲

〉
.

می شود. خوانده بافت۷۰ بستارِ که آورد به دست پیوندی می توان پایینی میلۀ و بالایی میلۀ کردن یکی با بافت، هر از
پیوندهای متفاوت بافت هایی است ممکن اما می کنند، تولید خود بستار به عنوان را معادلی پیوندهای معادل، بافت های

بدهند. ما به خود بستار به عنوان را یکسانی

الکساندر کارهای .۴

به ۱۹۲۳ سال در که الکساندر مهم قضیۀ اولین برداشت. گره ها نظریۀ در را نو و مهم گام هایی اَلکْسانْدِر۷۱ ودِل جِیمز
آورد. به دست بافت یک بستار به صورت می توان را گرهی هر که بود این رسید اثبات

به طوری که دارد وجود بافت گروه از b ∈ Bn عضو و n مثبت صحیح عدد L پیوند هر ازای به الکساندر). (قضیۀ ۱ .۴ قضیه
است. L پیوند b بستار

گروه توسط که بافت ها رده بندی از استفاده با آیا که کرد جلب سؤال این به را متعدّدی ریاضیدان  های توجه الکساندر قضیۀ
ارتباط وجود، این با است. مانده بی پاسخ همچنان سؤال این کرد. رده بندی هم را گره ها می توان بود، شده انجام آرتین بافت

می شود. محسوب گره ها به جدید نگرشی مبداء گره ها و بافت ها بین
ناوردا این کشف .[۱] شد گره ها برای چندجمله ای ناوردای یک معرفی به موفّق الکساندر ،۱۹۲۸ سال در بعد، سال پنج
این رو، از داد. را یکدیگر از نامعادل گره های از برخی تشخیص امکان مهم تر، آن از و جالب، محاسباتی امکان الکساندر به
70closure of braid 71James Waddell Alexander
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Bi

Ai Ci

Di

−t

+t +۱

−۱

+t

−t −۱

+۱

مثبت. و منفی تقاطع نوع دو در iام گذر مجاور کنج های با متناظر مقادیر .۱۲ شکل

Figure 12: The values corresponding to the neighboring quadrants of the ith crossing, in the
positive and negative crossings.

از استفاده بر علاوه الکساندر چندجمله ای تعریف می شد. محسوب گره ها نظریۀ در مهمی تحول الکساندر چندجمله ای کشف
در کتاب اولین شاید (که رایدِمایستر۷۳ کورت نوشتۀ [۲۰] گره ها۷۲» نظریۀ «کتاب در که اطلاعاتی از آرتین، بافت گروه مفهوم
چندجمله ای ناوردای اولین که الکساندر چندجمله ای می کرد. استفاده بود) رسیده چاپ به سال ها همان در و باشد گره ها نظریۀ
ماهیتی که کانوی چندجمله ای کنار (در گره ها برای شناخته شده چندجمله ای ناوردای تنها ۱۹۸۴ سال تا عمل در گره هاست،

بود. دارد) یکسان کمابیش
فرض بود. پیوند یا گره نمودار یک برای الکساندر ماتریس تعریف الکساندر، چندجمله ای تعریف برای الکساندر قدم اولین
شماره گذاری n, . . . , ۲, ۱ اعداد با را نمودار این گذر های باشد. شده داده شده است جهت دار که K گره برای نموداری که کنید
خواهد n+۲ با برابر نواحی این تعداد که آنجا از کرد. نام گذاری می توان هم را می آیند به دست نمودار مکمل در که نواحی کنید.
Rn+۲, . . . , R۲, R۱ نواحی کنج های از کنج چهار i گذر هر در بنامیم. Rn+۲, . . . , R۲, R۱ را نواحی این می توانیم بود،
چهار این از هر یک با متناظر بنامیم. Di و Ci, Bi, Ai می توانیم ۱۲ شکل در وسط تصویر مطابق را آنها که می شود مشاهده

است. شده تعیین ۱۲ شکل چپ سمت و راست سمت تصویرهای در که کرد تعیین را Z[t] در مقداری الکساندر کنج،
Rj ناحیۀ اگر می شود. تعریف زیر به صورت می دهیم، نشان A = [Aij ] با آن را که الکساندر، n × (n + ۲) ماتریس
به همین است. صفر aij غیر این صورت در و می شود تعریف Ai گوشه با متناظر مقدار با برابر aij کند، استفاده Ai گوشه از
مقداری با برابر به ترتیب نه یا باشند داشته قرار Rj ناحیۀ در Di و Ci, Bi گوشه های این که به بسته را dij و cij , bij ترتیب

می کنیم تعریف سپس، می کنیم. تعریف صفر، یا بود، داده اختصاص گوشه به الکساندر که

Aij := aij + bij + cij + dij .

دو مثلا) ستون دو حذف با است، وابسته t متغیر به و می دهیم، نشان AK(t) با آن را که تحویل شده۷۴، الکساندر ماتریس
است: تحویل شده الکساندر ماتریس این دترمینان الکساندر، چندجمله ای و می آید به دست A از آخر) ستون

∆K(t)=̇det(AK(t)).

اگر مثال، به عنوان دارد. نمودار انتخاب به بستگی که است، ±tk فاکتور یک تقریبِ با تساوی نشانگر =̇ علامت اینجا در
چندجمله ای بالا الگوریتم کنیم، محاسبه را الکساندر چندجمله ای سه پر گره برای

∆۳۱(t) = −t۲ + t− ۱

به که است K گره از ناوردایی الکساندر چندجمله ای ،±tk فاکتور یک از نظر صرف که داد نشان الکساندر می دهد. ما به را
.[۱] ندارد بستگی آن برای نمودار انتخاب و محیطی یک نهش تحت آن تغییرات

72knottentheorie 73Kurt Reidemeister 74reduced
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می کنند. حفظ را محیطی یک نهش ردۀ رایدمایستر (چپ) سوم و (وسط) دوم (راست)، اول حرکات .۱۳ شکل

Figure 13: The first (right), second (middle) and third (left) Reidemeister moves preserve
the ambient isotopy type.

با گره تغییرات تحت ،±tk فاکتور یک تقریبِ با الکساندر، چندجمله ای الکساندر). چندجمله ای ناوردایی (قضیۀ ۲ .۴ قضیه
ندارد. بستگی گره نمودارِ انتخاب به بالاخص و ناورداست، محیطی یک نهش های

رایدِمایستر۷۵ حرکاتِ از جبری، توپولوژی مقداری و خطی جبر بر علاوه الکساندر، چندجمله ای ناوردایی اثبات در الکساندر
علاقه گره نمودار  از استفاده با گره ها رده بندی به ابتدا در رایدمایستر داد. خواهیم توضیح آن مورد در ادامه در که کرد استفاده هم
اثبات به را مهمی قضیۀ شد موفّق نهایت در شد، مواجه شکست با این خصوص در او تلاش های تمام آن که وجود با داشت.
نمودار تغییر نوع سه رایدمایستر کار، این برای کرد. ایفا مهمی نقش گره ها نظریۀ بعدی تحولات همۀ در کمابیش که رساند
شده اند. داده نمایش ۱۳ شکل در حرکت سه این هستند. موسوم رایدمایستر سه گانه حرکات به که کرد معرفی را گره ها برای
تغییرات، تمام و نمی کند، تغییری است شده کشیده تصویر به که قسمتی از خارج گره نمودار که است آن حرکات این از منظور

می افتد. اتّفاق نمودار انتخاب شدۀ قسمت در می دهد، نشان ۱۳ شکل سه گانه قسمت های که گونه ای به

محیطی) (یک نهادۀ معادل هم با شده اند داده  D′ و D نمودار های با که K ′ و K گره های رایدمایستر). (قضیۀ ۳ .۴ قضیه
دنباله این در به طوری که باشد داشته وجود D = D۰, D۱, . . . , Dn = D′ مانند نمودار ها از دنباله ای اگر تنها و اگر هستند
نمی دهد) تغییر را گذر ها (که نمودار ها یک نهش یا و آن) عکس (یا رایدمایستر حرکت سه از یکی با قبلی نمودار از نمودار هر

باشد. آمده به دست

(با تعریف ابهام هنجارش۷۸ ، این در کند. بهنجار۷۷ را الکساندر چندجمله ای شد موفّق کانْوِی۷۶ هورتون جان بعدها،
برای دسته ای۷۹ رابطۀ از کانوی بود. الکساندر رهیافت از متفاوت البته او رهیافت .[۷] می رود بین از (±tk فاکتور یک تقریبِ
از مجموعه ای دسته۸۱، یک از منظور کرد. استفاده می شود، شناخته هم کانْوِی۸۰ چندجمله ای نام با که خود چندجمله ای تعریف
است. شده داده نمایش ۱۴ شکل در که است کوچکی ناحیۀ در یکدیگر با آنها تفاوت تنها که است K+ و K۰,K− پیوند سه

سه در که کرد تعریف چنان می توان را ∇K ∈ Z[x] یکتای چندجمله ای K پیوند هر با متناظر کانوی). (قضیۀ ۴ .۴ قضیه
صدق کند. زیر اصل

.∇K = ∇K′ آنگاه باشند، معادل هم با K ′ و K پیوندهای اگر ناوردایی: •
.∇O = ۱ داریم می شود داده نشان O با که بدیهی گره برای هنجارش : •

است: برقرار زیر رابطۀ K+ و K۰,K− پیوند سه شامل دسته هر برای دسته ای: رابطۀ •

∇K+ −∇K− = x∇K۰ .
75Reidemeister move 76John Horton Conway 77normalized 78normalization 79skein relation 80Conway polynomial
81skein
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KK K0+ _

از که می دهند تشکیل را دسته یک دارند، یکسانی نمودار شده داده نشان  قسمت در به جز که پیوندی سه .۱۴ شکل
است. شده تشکیل K+ و K۰,K− پیوند سه

Figure 14: Three links which have identical diagrams outside the illustrated disks form a
skein, which consists of three links K−,K0 and K+.

کانوی چندجمله ای روی از به علاوه ندارد. وجود کانوی چند جمله ای تعریف در ابهامی الکساندر، چندجمله ای خلاف بر
رابطۀ K پیوند هر برای واقع، در آورد. به دست را الکساندر چندجمله ای می توان

∆K(t) = ∇K

(√
t− ۱√

t

)
Z[t, ۱/t] در چندجمله ای این گره ها، برای می شود. گفته هم بهنجار الکساندر چندجمله ای راست، سمت به عبارت است. برقرار

می گیرد. Z[
√
t, ۱/

√
t] در را مقادیرش دلخواه پیوند یک برای و دارد، قرار

کامل ناوردای یک با ناوردا این می شود، محسوب گره ها نظریۀ در بزرگی کشف الکساندر چندجمله ای یافتن چند هر
کانوی چندجمله ای است. بدیهی آنها بهنجار الکساندر چندجمله ای که دارند وجود زیادی گره های جمله، از دارد. زیادی فاصلۀ
با دهد. تشخیص آنها آینه ای تصویر از را گره ها از برخی می تواند جمله از و است، قوی تر الکساندر چندجمله ای از حدودی تا

دارد. وجود هم کانوی چندجمله ای در الکساندر چندجمله ای ضعف های اکثر این وجود،
K̂ : S۱ ×D۲ ↪→ R۳ نشاندن یک به می توان را R۳ در S۱ نشاندن این باشد. گره یک K : S۱ ↪→ R۳ کنید فرض

گره های این صورت، در داد. گسترش

K = K̂(·, ۰) : S۱ ↪→ R۳ و K ′ = K̂(·, ۱) : S۱ ↪→ R۳

داشته یعنی باشد، صفر K ′ و K گره دو پیوند عدد که کرد انتخاب به گونه ای را K̂ توسیع۸۲ می توان هستند. تعریف قابل
S۱ × D۲ در است شده داده نمایش راست) (سمت ۱۵ شکل در که به طریقی می توان را S۱ دایره .`(K,K ′) = ۰ باشیم

با آن را و می شود، گفته K گره وایتْهِد۸۳ دولاشدۀ آن به که می آید به دست جدیدی گره ،K̂ با نشاندن این ترکیب با نشاند.

WK : S۱ ↪→ R۳

حالی که در است، ۱ با برابر و بدیهی همیشه آن وایتهد دولاشدۀ کانوی چندجمله ای باشد، دلخواه گرهی K اگر می دهیم. نشان
کانوی چندجمله ای که گره هایی از بزرگ خانواده ای این ترتیب، به است. نابدیهی همیشه وایتهد دولاشدۀ نابدیهی، گره های برای
از دیگری نابدیهی تصویر شد، اشاره آن به بالا در که وایتهد خاص نشاندن به جای اگر واقع، در می آید. به دست است بدیهی آنها
مانستگی۸۴ ردۀ نشاندن، این با متناظر شود، انتخاب می دهیم، نشان L : S۱ ↪→ S۱ ×D۲ با آن را که S۱ ×D۲ داخل S۱

nL = L∗[S
۱] ∈ H۱(S

۱ ×D۲,Z) = Z
82extension 83Whitehead double 84homology

۱۲۷ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140066.1631

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140066.1631


۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

۴۱ گره اقماریِ گرهی یک و (راست) می شود استفاده وایتهد دولاکردن در که S۱ × D۲ در S۱ تصویر .۱۵ شکل
(چپ).

Figure 15: The image of S1 in S1 ×D2 which is used in the construction of the Whitehead
double (right) and a satellite knot for the knot 41 (left).

ترکیب برای بهنجار الکساندر چندجمله ای که داد نشان می توان آنگاه بود. خواهد صحیح عددی که می آوریم، به دست را

K̂ ◦ L : S۱ ↪→ R۳

:[۱۹] است محاسبه قابل زیر رابطۀ از می خوانیم K برای اقماری۸۵ گره یک و می دهیم نشان S(K,L) با آن را که

∆S(K,L)(t) = ∆K(tnL)∆L(t).

می شود. خوانده اقماری گره این قمر L گره و S(K,L) اقماری گره مدار K گره
و R۳ در همدیگر از فاصله با K۲ و K۱ گره های دادن قرار از که است گرهی K۲ و K۱ گره دو همبند جمع از منظور
دو همبند جمع می آید. به دست است، شده داده نشان ۱۶ شکل چپ سمت در که آن گونه موازی، رشتۀ جفت یک با آنها اتصال
جمع ساختن برای که موازی رشتۀ دو مختلف انتخاب های که داد نشان می توان می دهیم. نشان K۱#K۲ با را K۲ و K۱ گره
می نامیم مرکّب۸۶ را K گره نمی گذارد. تأثیری بودن) معادل تقریبِ (با همبند جمع در می گیرد، قرار استفاده مورد گره دو همبند

است. اقماری گره یک مرکّب، گره هر می نامیم. اول۸۷ را آن غیر این صورت در و باشد، نابدیهی گره دو همبند جمع اگر

گره ها اول تجزیۀ .۵

می توان گره، نمودار یک در کرد. معرفی را گره یک برای پل ۸۹ عددِ مفهوم شوبِرت۸۸ هورست بیستم، قرن ۴۰ دهۀ در
یکی گذر، یک در حالی که در می گیرند، قرار صفحه روی می شوند دیده نمودار در که کمان هایی همۀ گذر ها از دور به که کرد فرض
در و می کنند مشخص را گره مسیر صفحه روی جاده هایی گویی می کند. عبور صفحه روی دیگری و صفحه بالای از کمان ها از
دو این آنکه به جای می توان شود، دیده گره در متوالی روگذر دو اگر اما می کند. جلوگیری جاده ها این تقاطع از پل یک گذر هر
تعداد حدّاقل کنیم. درست آنها بین واصل کمان و آنها دوی هر از متشکل بلندتر پل یک کنیم، فرض مختلف پل دو را روگذر
برای که کنید توجه می نامیم. گره آن پل عدد را کرد پیدا دست گره از نموداری به می توان آنها از استفاده با که پل هایی چنین
در راست سمت نمودار مثلا کنیم. زیاد گره نمودار یک در را گذرها تعداد است لازم گاهی پل ها، تعداد کمترین آوردن به دست
کرد. رسم می توان هم گذر ۳ با را گره این حالی که در است، پل ۲ شامل دارد، گذر ۴ و می دهد نمایش را سه پر گره که ۱۶ شکل

است. ۳ هم پل ها تعداد گذر، ۳ با نمودارهای در اما
85satellite knot 86composite 87prime 88Horst Schubert 89bridge number
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(چپ). ساده گره دو برای همبند جمع (راست). است ۲ با برابر سه پر گره پل عددد .۱۶ شکل

Figure 16: The bridge number of the trefoil is equal to 2 (right). The connected sum of
two simple knots (left).

پیوسته است کمانی D نمودار در پل یک از منظور L برای D نمودار یک و L داده شدۀ پیوند یا گره یک برای .۱ .۵ تعریف
نمایش b(L) با را آن که L پیوند پل عدد باشد. روگذر یک حدّاقل شامل که باشد) نشده ناهمبند زیرگذری هیچ توسط (که

است. L پیوند برای نمودار یک در ممکن پل های تعداد حدّاقل می دهیم

پل  عدد ترتیب، این به نمی گردند. محسوب پل یک می شوند، تشکیل متوالی زیرگذر دو بین که کمان هایی که کنید توجه
است. ۲ با برابر هشت‑سیما و سه پر گره های از یک هر برای پل  عدد است. آن با مساوی یا کمتر، آن گذر  عدد از گره یک
نسبت پل  عدد که داد نشان شوبرت است. ۱ پل عددد با گره تنها واقع در گره این و است، ۱ با برابر بدیهی گره برای پل  عدد

.[۲۳] کرد ثابت ۱۹۵۴ سال در را زیر قضیۀ شوبرت واقع، در است. خوش رفتار۹۰ همبند جمع به

داریم: آنگاه باشند R۳ در گره دو K۲ و K۱ اگر شوبرت). (قضیۀ ۲ .۵ قضیه

b(K۱#K۲) = b(K۱) + b(K۲)− ۱.

گره های شوبرت، قضیۀ بر بنا می گوییم. دوپل۹۱ گره های را ۲است با برابر آنها پل عدد که هشت‑سیما گره نظیر گره هایی
اول گره های از همبندی جمع به صورت آن را می توان یعنی است، اول تجزیۀ یک دارای گره هر علاوه، به هستند. اول دوپل

.[۲۳] یکتاست تجزیه ای چنین که داد نشان همچنین شوبرت فوق، قضیۀ از استفاده با نوشت.

نوشت. نابدیهی اول گره های همبند جمع به صورت می توان را R۳ در K نابدیهی گره هر گره ها). اول تجزیۀ (قضیۀ ۳ .۵ قضیه
اگر به علاوه،

K = K۱#K۲# · · ·#Kn = K ′
۱#K ′

۲# · · ·#K ′
m

هم با K ′
σ(i) و Ki به طوری که دارد وجود σ ∈ Sn جایگشت و n = m آنگاه باشند، نابدیهی اول گره های به K گره تجزیۀ دو

هستند. معادل

رابطۀ واقع، در دارد. مناسب رفتاری همبند جمع به نسبت هم بهنجار الکساندر چندجمله ای

∆K۱#K۲(t) = ∆K۱(t)∆K۲(t).

برای بهنجار الکساندر چندجمله ای فرمول از خاصی بسیار حالت می توان را رابطه این سویی، از است. برقرار وضوح به تقریباً
است K۲ گره ماهواره، آن در که است، K۱ برای اقماری گره یک همواره K۱#K۲ که چرا گرفت، نظر در هم اقماری گره های

است. ۱ با برابر nK۲ عبارت مقدار و
90well-behaved 91two-bridge knot
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جونز کارهای .۶

ارتباط، این از استفاده با کرد. پیدا بافت گروه های و فونْ نویمان۹۳ جبرهای بین ارتباطی جونْز۹۲ وان ،۱۹۸۴ سال در
این ساخت .[۱۴] می شود خوانده جونز چندجمله ای امروزه که شد گره ها برای چندجمله ای ناوردای یک کشف به موفّق او
روشی که همان با و ساده تر گونه ای به می توان را بود شده ساخته فون نویمان جبرهای بازنمایش های طریق از که چندجمله ای

کرد. بیان دادیم، توضیح را کانوی چندجمله ای ساخت

داده نشان JK ∈ Z[
√
t] با آن که با متناظر جونز یکتای چندجمله ای می توان K پیوند هر با متناظر جونز). (قضیۀ ۱ .۶ قضیه

کند. صدق زیر شرط سه در که کرد تعیین به گونه ای یکتا به طور را می شود
.JK = JK′ آنگاه باشند، معادل هم با K ′ و K پیوندهای اگر ناوردایی: •

.JO = ۱ داریم می شود داده نشان O با که بدیهی گره برای هنجارش: •
است: برقرار زیر رابطۀ K+ و K۰,K− پیوند سه شامل دسته هر برای دسته ای: رابطۀ •

۱
t
JK+ − tJK− =

(√
t− ۱√

t

)
JK۰ .

قدرتمندتر کانوی و الکساندر چندجمله ای های از زیادی حدود تا یکدیگر از پیوندها و گره ها تشخیص در جونز چندجمله ای
کل در که دارد وجود گذر ۱۲ حدّاکثر با مختلف نامتناوب پیوند و گره ۳۹۹۳ و متناوب پیوند و گره ۴۶۸۴ مجموع، در بود.
یک از بیش (با پیوند ۵۷۰۰ و گره ۲۹۷۷ مجموعه این در می دهند. تشکیل را مختلف پیوند و گره ۸۶۷۷ شامل مجموعه ای
می شود. مربوط هم دیگری پیوند یا گره به که دارند الکساندری چندجمله ای گره ها از تا ۱۸۳۲ میان، این از می شوند. دیده مولفه)
پیوندهایی) و گره ها چنین میان (در الکساندرشان چندجمله ای توسط گذر ۱۲ از کمتر با گره های درصد ۶۲ دیگر، به عبارت
می کند. پیدا کاهش درصد ۴۱ حدود یعنی مورد، ۱۲۱۳ به تعداد این جونز، چندجمله ای برای نمی شوند. مشخص یکتا به طور
درصد ۷۳ به ترتیب یعنی ،۱۵۶۵ و ۴۱۶۹ با برابر ترتیب به جونز و الکساندر چندجمله ای برای عدد دو این پیوندها، میان در
گره هایی بیشتر و دارد زیادی حساسیت هم آینه ای تقارن به نسبت همچنین جونز چندجمله ای پیوندهاست. کل از درصد ۲۷ و

می دهد. تشخیص گره) دو این بودن متفاوت صورت (در آنها آینه ای تصویر از را است کوچک آنها گذر عدد که
آنها اسامی ابتدای حروف که یِتر۹۴، و لیکوریش فْراید، میله، اوکْنینو، هوست، جونز، چندجمله ای کشف از پس ماه چهار
که آوردند، به دست پیوندها برای را دیگری چندجمله ای ناوردای مستقل به طور می دهد، تشکیل را HOMFLY کلمه لاتین در

.[۱۱] است Z[a, z] در چندجمله ای یک هامفلی، چندجمله ای می شود. خوانده هامفْلی چندجمله ای نام به امروز

در که کرد تعریف چنان می توان را PK ∈ Z[a, z] هامفلی یکتای چندجمله ای K پیوند هر برای هامفلی). (قضیۀ ۲ .۶ قضیه
صدق کند. زیر اصل سه

.PK = PK′ آنگاه باشند، معادل هم با K ′ و K پیوندهای اگر ناوردایی: •
.PO = ۱ داریم می شود داده نشان O با که بدیهی گره برای هنجارش : •

است: برقرار زیر رابطۀ K+ و K۰,K− پیوند سه شامل دسته هر برای دسته ای: رابطۀ •
۱
a
PK+(a, z)− aPK−(a, z) = zPK۰(a, z).

است: کانوی و جونز چندجمله ای دو هر از تعمیمی هامفلی چندجمله ای این ترتیب، به

JK(t) = PK

(
t,
√
t− ۱√

t

)
, ∇K(x) = PK(۱, x).

92Vaughan Jones 93von Neumann algebra 94Jim Hoste, Adrian Ocneanu, Kenneth Millett, Peter J. Freyd, W. B. R.
Lickorish, and David N. Yetter
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می شود. تبدیل کانوی گره به می شود، خوانده کانوی دگرگونی که دگرگونی، یک با کینوشیتا‑تراساکا گره .۱۷ شکل
دارند. برابر هامفلی چندجمله ای های گره دو این

Figure 17: The Kinoshita-Terasaka knot is changed by a mutation, called the Conway
mutation, to the Conway knot. These two knots have the same HOMFLY polynomials.

کرد: محاسبه گره خود چندجمله ای از می توان را گره یک آینه ای تصویر برای هامفلی چندجمله ای

P−K(a, z) = PK(−۱
a
, z).

میان در می دهد. تمیز آنها) بودن متفاوت صورت (در آن آینه ای تصویر از را گره یک معمولا چندجمله ای این این ترتیب، به
تصویر و آنها هامفلی چندجمله ای آینه ای، تقارن نداشتن باوجود که هستند گره دو تنها ،۱۰ مساوی یا کمتر گذر عدد با گره های
با گره های میان از می شوند. شناخته ۱۰۷۱ و ۹۴۲ شماره های با گره ها جدول در گره، دو این است. یکی هم با آینه ای شان
یک از بیش با پیوندهای میان از و دارند، تکراری هامفلی چندجمله ای گره ها، درصد ۲۰ یعنی گره، ۶۰۰ گذر، ۱۲ حدّاکثر

دارند. تکراری هامفلی چندجمله ای پیوندها کل از درصد ۱۵ حدود یعنی پیوند، ۱۳۰۷ دارند، گذر ۱۲ حدّاکثر که مولفه
روی دگرگونی۹۵ یک اعمال آن به که است روشی از استفاده یکسان، هامفلی چندجمله ای با گره هایی تولید راه های از یکی
شود. اولیه گره با معادل گرهی به منجر یا و کند، تبدیل دیگری گره به را گره است ممکن دگرگونی می شود. گفته گره نمودار
آن مرز که می شود انتخاب گونه ای به است گره نمودار شامل که ۲‑بعدی صفحۀ در قرص یک ابتدا دگرگونی، یک اعمال برای
و است استاندارد قرص همان یاد شده قرص که کرد فرض می توان یک نهش یک، اعمال از بعد کند. قطع نقطه ۴ در را گره

نقطۀ چهار قرص این با گره اشتراک چهارنقطه

exp((۲k + ۱)π/۸) ∈ S۱ ⊂ C = R۲, k = ۰, ۱, ۲, ۳

از یک هر به نسبت را دارد قرار واحد قرص داخل که نمودار از قسمتی می توان مفروضات، این با هستند. واحد دایرۀ روی
نمودار چهار این ترتیب به نمی کند. تغییری گره نمودار واحد قرص از بیرون حالی که در داد، دوران موهومی یا حقیقی محورهای
دگرگون گره های نمودار چهار این با متناظر گره های کردیم. آغاز آن با را کار که است نموداری اولی که می آیند، به دست گره
ناوردا آن تحت هم گره ناورداهای از دیگر برخی و نمی دهد تغییر را هامفلی چندجمله ای دگرگونی می شوند. خوانده یکدیگر۹۶
باشد. دشوار موضوعی معمولا هم، از هستند یکدیگر دگرگون که گره هایی تشخیص که می شود باعث موضوع این می مانند.
آن، شدۀ دگرگون و ۱۱۴۲ شماره با کینوشیتا‑تراساکا۹۷ گره شکل این در است. کشیده تصویر به را دگرگونی یک ۱۷ شکل

شده اند. داده نشان می کند، تبدیل دیگری به را یکی آن اعمال که دگرگونی و ،۱۱۳۴ شماره با کانوِی۹۸ گره یعنی
95mutation 96mutant knots 97Kinoshita-Terasaka knot 98Conway knot
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ساده صورت های با باز سؤال های .۷

دیگر قسمت های از ابزارهایی دارد، وجود گره ها دربارۀ که متنوعی باز سؤال های به دادن پاسخ برای گذشته سال چهل در
سؤال ها از تعدادی به و گردید گره ها نظریۀ در توجهی جالب پیشرفت های باعث ابزارها این ورود شدند. کارگرفته به ریاضیات
مرور را جدید دستاوردهای این از برخی بعدی، مقاله های در شد. داده پاسخ  بودند، مانده بی جواب طولانی سال های برای که
در و است مانده بی پاسخ همچنان گره ها با مرتبط سادۀ سؤالات از بسیاری درخشان، دستاوردهای این وجود با کرد. خواهیم
در می رسد. به نظر دسترس از دور بسیار کرده اند، مقاومت ریاضیدانان تلاش های برابر در که حدس هایی اثبات موارد، برخی

می کنیم. عرضه را حدس هایی چنین از نمونه هایی بخش، این
برای مؤثر الگوریتم های یافتن کلّی، به طور است. مرتبط آنها نمودارهای طریق از گره ها شناسایی موضوع به اول سؤال
نظریۀ در محوری و جالب موضوعی خیر، یا می کنند نمایندگی را یکسانی پیوند یا گره داده شده، نمودار دو آیا این که تشخیص
یا است بدیهی گره می شود نمایندگی نمودار توسط که گرهی آیا که پرسید می توان گره نمودار یک مورد در بالاخص، است. گره ها
است. شده عرضه می شود، گفته بدیهی گره تشخیص مسألۀ آن به که سؤال، این به دادن پاسخ برای متعدّدی الگوریتم های خیر.

است: نامعلوم همچنان زیر سؤال پاسخ وجود، این با دارند. تکیه پیشرفته ای ابزارهای به الگوریتم ها این بیشتر

دارد؟ وجود بدیهی گره تشخیص مسألۀ برای زمان‑چندجمله ای الگوریتم یک آیا .۱ .۷ سؤال

البته و ،ⅽo−NP و NP پیچیدگی رده های شده اند، ارائه بدیهی گره تشخیص مسألۀ به پاسخ برای تاکنون که الگوریتم هایی
می دهیم. ارجاع [۱۸] توصیفی مقالۀ به را خواننده زمینه، این در بیشتری مطالب برای .[۱۶ ،۱۳ ،۲] می دهند پوشش را E
و مهم ترین شاید دارند. وجود گره ها سایر از بدیهی گره تمییز راه های مورد در متفاوت، طبیعتی با هم، دیگری جالب سؤال های

است: زیر سؤال بدیهی، گره تشخیص مورد در سؤال برانگیزترین چالش

وابسته جونز چندجمله ای اگر دیگر، به عبارت می دهد؟ تشخیص گره ها سایر از را بدیهی گره جونز چندجمله ای آیا .۲ .۷ سؤال
است؟ بدیهی گره K که گرفت نتیجه می توان آیا باشد، بدیهی K گره یک به

گره ها نظریۀ در دسترس از دور و دشوار سؤالات از هم مورد این سؤال، این به مثبت پاسخی برای زیاد شواهد وجود با
هستند. سؤال این به ضعیف پاسخ هایی که پرداخت خواهیم گزاره هایی از برخی به بعدی مقاله های در می شود. محسوب

منجر ساده صورتی با دشواری سؤالات به است، مربوط گره نمودارهای در گذرها تعداد بررسی به که موضوعاتی از بسیاری
گره یک برای نموداری داشتن با واقع، در کرد. عرضه داده شده گره هر گذر عدد یافتن برای الگوریتم هایی می توان می شوند.
بین است کافی  این ترتیب، به است. داده شده نمودار در گذرها تعداد اندازۀ به حدّاکثر K گذر عدد که بود مطمئن می توان K

به را c(K) یافتن رویکرد، این هستند. معادل K با یک کدام که کنیم مشخّص دارند، گذر تعداد این حدّاکثر که نمودارهایی
آنها گذر عدد که گره هایی تعداد یافتن دارد. وجود آن به دادن پاسخ برای راه هایی که می کند، تحویل گره ها تشخیص مسألۀ
نمودارهایی که داد نشان می توان دارد. نمایی رشدی می دهیم، نمایش N(c) با آن را که تعداد، این است. دشوار است، c حدّاکثر
قضیۀ ،۸] می توانید موضوع این از اثباتی برای می شوند. منجر گره ۲۴c+۱ حدّاکثر به می شوند، شامل را گذر c حدّاکثر که
تعیین برای مؤثری راه های باشد، گذر c حدّاکثر با نامعادل متناوب گره های تعداد Nalt(c) اگر دیگر، سوی از ببینید. را [۵ .۶

:[۲۵] کردند ثابت را زیر قضیۀ تیستْلتْوِیت۱۰۰ و ساندْبِرگ۹۹ روش ها، این از استفاده با دارد. وجود Nalt(c)

می کند: صدق زیر رابطۀ در گذر، c حدّاکثر با متناوب گره های تعداد رشد ساندبِرگ‑تیستلتوِیت). (قضیۀ ۳ .۷ قضیه

lim
c→∞

(Nalt(c))
۱
c =

۱۰۱ +
√

۲۱۰۰۱
۴۰

.
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۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه امروز، تا گذشته از گره ها، نظریۀ

می گیریم: نتیجه Nalt(c) ≤ N(c) بدیهی رابطۀ به توجه با این ترتیب، به

۶ <
۱۰۱ +

√
۲۱۰۰۱

۴۰
≤ liminfc→∞ (N(c))

۱
c ≤ limsupc→∞ (N(c))

۱
c ≤ ۲۴.

کم گذر عدد با گره های میان در رفتاری که خلاف بر ،Nalt(c)/N(c) نسبت است. دشوار N(c) مجانبی رفتار دقیق تر بررسی
است: باز همچنان N(c) مجانبی رفتار مورد در زیر سؤال می کند. میل صفر سمت به c شدن زیاد با می شود، مشاهده

حدّ آیا .۴ .۷ سؤال
lim
c→∞

(N(c))
۱
c

چیست؟ آن مقدار دارد، وجود حد این صورتی که در دارد؟ وجود

پیشرفت که است دیگری موضوعات جملۀ از داد، انجام می توان گره ها روی که ساده ای عمل های تحت c(K) رفتار بررسی
به باشند، شده داده گذر c۲ با K۲ گره از نموداری و گذر، c۱ با K۱ گره از نموداری اگر است. گرفته صورت آن مورد در کمی

رابطۀ لذا ساخت. گذر c۱ + c۲ با K۱#K۲ گره برای نموداری می توان سادگی

c(K۱#K۲) ≤ c(K۱) + c(K۲)

می آید: شمار به گره ها نظریۀ در دسترس از دور و مهم حدسی بالا، نامساوی در تساوی بودن برقرار می شود. نتیجه سادگی به

است: برقرار زیر جمعی رابطۀ ،K۲ و K۱ دلخواه گره دو هر ازای به گره ها). گذر عدد بودن جمعی (حدس ۵ .۷ حدس

c(K۱#K۲) = c(K۱) + c(K۲).

:[۱۷] است لکنْبی۱۰۱ ک مار از زیر قضیۀ این خصوص، در عمومی نتیجۀ بهترین

است: برقرار زیر رابطۀ ،K۲ و K۱ دلخواه گره دو هر ازای به لکنبی). (قضیۀ ۶ .۷ قضیه
c(K۱) + c(K۲)

۱۵۲
≤ c(K۱#K۲) ≤ c(K۱) + c(K۲)

در قرصی مرز S هرگاه می شود گفته پوچ۱۰۲ دایرۀ یک K گره مکمل در S دایرۀ به باشد. R۳ در گره یک K کنید فرض
باشد. پوچ دایرۀ یک که گرفت نظر در می توان گذر آن حول دایره ای پوچ تقاطع هر با متناظر نمی کند. قطع را K که باشد R۳

می رسد: نظر به دسترس از دور حال حاضر در هم زیر سؤال پاسخ توضیحات، این با

دایرۀ یک الزاماً c گذر با متناظر دایرۀ آیا نمی دهد. تغییر را گره ،K گره از نموداری در c گذر یک تغییر کنید فرض .۷ .۷ سؤال
است؟ پوچ

این به پرداختن برای مؤثری راه کلّی، حالت در اما .[۲۱] است مثبت باشد، بدیهی گره K حالتی که در سؤال این به پاسخ
است. نشده پیشنهاد سؤال

است. گره ها مختلف خانواده های گشودن عدد دارد، وجود آن در بسیاری باز حدس های که موضوعاتی از یکی شاید
تبدیل برای لازم گذرهای تغییر تعداد حدّاقل ،K گره یک گشودن عدد شد، اشاره هم فصل این سوم بخش در که همان طور
گره یک گشودن برای است. دشوار بسیار محاسبه برای آن، تعریف بودن ساده وجود با ناوردا، این است. بدیهی گره به K
و کنیم، پیچیده بسیار ابتدا را گره آن از ساده ای نمودار که باشد لازم است محتمل ممکن، گذرهای تغییر تعداد حدّاقل با
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۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه افتخاری، ا.

یافتن که معناست این به احتمال این وجود برسیم. بدیهی گره از نموداری به پیچیده، نمودار آن در گذر کمی تعداد تغییر با
عدد محاسبۀ کردن کامل نباشد. است) حل قابل رایانه از گرفتن کمک با (که متناهی مسأله ای خاص، گره یک گشودن عدد
گشودن عدد گذر، ۱۰ با اول گره های میان در شد. کامل پیش سال چند تنها دارند، گذر ۹ از کمتر که اولی گره های گشودن
گشودن عدد که می دانیم چند هر است، نامعلوم همچنان ۱۰۱۰۰ و ۱۰۷۹, ۱۰۷۷, ۱۰۷۶, ۱۰۶۱, ۱۰۵۴, ۱۰۵۱, ۱۰۴۷, ۱۰۱۱ گره های
است. وخیم تر هم این از وضعیت نیستند، اول که گره هایی میان در است. ۳ یا ۲ عددهای از یکی شده، یاد گره ۹ از یک هر
می توان سادگی به نمی دانیم. را آن گشودن عدد که است گرهی ساده ترین شاید گذر، ۸ با است گرهی که T (۲, ۳)#−T (۲, ۵)
گرهی هر که می دهد نشان شارلمان۱۰۳ مارتین از قضیه ای ضمن، در گشود. گذر تغییر ۳ با می توان را گره این که داد نشان
یا ۲ عددهای از یکی هم T (۲, ۳)# − T (۲, ۵) گشودن عدد لذا .[۲۲] است اول گرهی الزاماً باشد، ۱ آن گشودن عدد که
هم گره ها گشودن عدد مورد در زیر دشوار حدس کردیم، بیان گره دو همبند جمع گذر عدد مورد در که حدسی مشابه است. ۳

است: شده صورت بندی

است: برقرار زیر جمعی رابطۀ ،K۲ و K۱ گره دو هر ازای به گره ها). گشودن عدد بودن جمعی (حدس ۸ .۷ حدس

u(K۱#K۲) = u(K۱) + u(K۲).

قدر چه K۲ و K۱ گره های گشودن عدد این که از فارغ است. نشده حاصل حدس این خصوص در پیشرفتی هیچ تقریباً
یک از بزرگ تر دو هر u(K۲) و u(K۱) بدانیم اگر حتّی نیست. دست در u(K۱#K۲) برای مؤثری پایین کران های باشد، بزرگ
هیچ برای همچنین نیست. دسترس در است، بیشتر ۲ از u(K۱#K۲) این که اثبات برای روشی کلّی حالت در هستند، میلیون
u(K۱#K۲) ≥ u(K۱) رابطۀ K۲ گره هر ازای به که موضوع این اثبات برای راهی ۱ از بیشتر گشودن عدد با K۱ خاص گره
گره یک گشودن عدد نتوان همبند جمع از استفاده با که نیست دست در دلیلی هیچ واقع، در نداریم. دست در است، برقرار
ابزارهای از استفاده با و تازگی به تنها گره ها)، تمام نه (و خاص گره های مورد در نکته این دادن نشان داد. کاهش ۲ تا را دلخواه

:[۳] می شود محسوب جدی پیشرفتی نویسنده و علیشاهی اکرم از زیر قضیۀ مثال، به عنوان است. شده ممکن پیشرفته

است: برقرار زیر رابطۀ K دلخواه گره هر ازای به .۹ .۷ قضیه

u(T (p, q)#K) ≤ min{p, q} − ۱

در است. گره ها همۀ مورد در کلّی تر قضیه ای از بخشی واقع در است، شده بیان چنبره ای گره های مورد در که قضیه این
است گشودن عدد برای پایینی کران که می شود داده نسبت L پیچش نام به نامنفی ناوردایی L دلخواه گره هر به شده، یاد مقاله
آنجا که از t(K#L) ≥ t(L). داریم L و K گره دو هر برای که می شود داده نشان [۳] در نشان می دهیم. t(L) با آن را و
[۵] مقاله دو در که می شود انجام ابزارهایی از استفاده با شده یاد قضیه می شود. نتیجه بالا قضیه t(Tp,q) = min{p, q} − ۱

ابزارها این به اشاره هایی بعدی مقالات در دارند. قرار اُژْوات‑سابو۱۰۴ مانستگی نظریه چارچوب در و شده اند ساخته [۴] و
داشت. خواهیم هم

گره های گشودن عدد است. گره ها نظریۀ در برانگیز چالش موضوعات از گره ها، از ویژه خانواده های گشودن عدد یافتن
ابزارهای از استفاده با و ۱۹۹۳ سال در این که تا می شد محسوب گره ها نظریۀ در مهمی مجهول سال چهل مدّت به چنبره ای

که می کنیم بسنده نکته این ذکر به اینجا در کرد. خواهیم اشاره محاسبه این به ششم فصل در گردید. محاسبه پیمانه ای نظریۀ

u(T (p, q)) =
(p− ۱)(q − ۱)

۲
.

است: مانده بی پاسخ همچنان است، گشودن عدد بودن جمعی حدس از ضعیفی نسخۀ که زیر، سؤال این وجود، با
103Martin G. Scharlemann 104Ozsváth-Szabó homology
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۱۳۶ –۱۰۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه امروز، تا گذشته از گره ها، نظریۀ

برقرار زیر رابطۀ آیا .(p۱, q۱) = (p۲, q۲) = ۱ به طوری که هستند، صحیحی اعداد q۲ و p۲, q۱, p۱ کنید فرض .۱۰ .۷ سؤال
است؟

u (T (p۱, q۱)#− T (p۲, q۲)) =
(p۱ − ۱)(q۱ − ۱)

۲
+

(p۲ − ۱)(q۲ − ۱)
۲

شکل به آنها پاسخ با ما فاصلۀ که دارند، وجود گره ها از خاص دسته های گشودن عدد مورد در دیگری متعدد سؤال های
صحیح اعدادی ۱ ≤ k۱ ≤ k۲ ≤ · · · ≤ k۲n+۱ اگر هستند. پرتزلی گره های دیگر، توجه قابل مورد است. زیاد حیرت آوری
به گذر تغییر k۱ + k۲ + · · ·+ k۲n + n با می توان را P = P (۲k۱ + ۱, ۲k۲ + ۱, . . . , ۲k۲n+۱ + ۱) پرتزلی گره باشند،
است، بزرگ کافی اندازۀ به k۲n+۱ این که فرض با دهید). انجام تمرین به عنوان را این کار کنید (سعی کرد تبدیل بدیهی گره
هیچ وجود، این با نیست. ممکن کمتر، گذرهای تغییر با یادشده گره گشودن که شد قانع حدودی تا می توان تلاش مدّتی از پس
است. بیشتر ۲n+۱ از u(P ) پرتزلی، گره های این از یکی مورد در فقط حتّی دهد، نشان بتواند که نیست دسترس در استدلالی

است: مانده بی جواب زیر، سؤال بالاخص،

گشودن عدد های دنبالۀ آیا .۱۱ .۷ }سؤال
u
(
P (۲a+ ۱, ۲b+ ۱, ۲c+ ۱)

)}
a,b,c∈Z+

دارد؟ وجود ۳ از بزرگ تر عددی دنباله، این در آیا است؟ بی کران

پاسخ برای ما ابزارهای که است گره ها نظریه در ساده) ظاهرهای (با دشوار مسائل از کوچکی نمونه باز، سؤال های این
خواهیم مرور را سه بعدی خمینه های مطالعۀ در گرفته صورت تحولات ابتدا بعدی، مقاله دو در نیست. کافی هنوز آنها به دادن

پرداخت. خواهیم پایین بعد خمینه های توپولوژی و گره ها نظریۀ در آنها اثرات و مدرن ابزارهای توصیف به سپس و کرد،
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شریف صنعتی دانشگاه ریاضی کارشناسی دوره از ۱۳۷۹ سال در وی است. گلپایگان شهر در ۱۳۵۸ مهرماه متولد افتخاری ایمان
سال از کرد. دریافت آمریکا پرینستون دانشگاه از پایین ابعاد توپولوژی در را خود دکتری ۱۳۸۳ سال در و شد فارغ التحصیل

است. بنیادی دانش های پژوهشگاه ریاضیات پژوهشکده علمی هیئت عضو او تاکنون، ۱۳۸۶
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