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Abstract. The aim of this work is the numerical study of the Rabinovich-Fabrikant system and

its generalized model, which shows the occurrence of very rich dynamic behaviors with the interac-

tion of three parameters of the generalized system. In particular, we observe the period-doubling

bifurcation phenomenon leading to chaos, which has rarely been reported in previous works in the

Rabinovich-Fabricant system. The complex dynamic behaviors of the system are investigated by using

the Lyapunov spectrum, the parameters dependent bifurcation diagram and different sections of the

phase space. This study is based on the numerical solution of differential equations and their numerical

bifurcation analysis using Matlab software. The obtained results are new, because the generalization of

the Rabinovich-Fabrikant system of the current study was proposed and studied for the first time. The

generalized model describes the three-mode interaction. It can be used to simulate systems in radio

and electronics engineering in which there is a three-mode interaction and which include cubic non-

linear terms. In addition, although the Rabinovich-Fabricant systems simulate systems of a physical

nature, and in this regard, the coefficients embedded in them must be positive, its highly nonlinear and

chaotic nature, due to the presence of third-order sentences, gives them a unique quality to be applied

in secure communication. Resultantly, its artificial generalization with the use of negative parameters

which adds to the complexity of its rich dynamics, is of particular importance.
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1. Introduction

A dynamic system is classified into two types, discrete and continuous, in terms of time evolution.

In this paper, we will look at a particular continuous dynamical system known as the ”Rabinovitch-

Fabrikant system”, which was invented in 1979 by two theoretical physicists, Mikhail Rabinovitch

and Anatoly Fabrikant [1]. This system is actually a simplification of a complex nonlinear parabolic

equation that models different physical systems such as Tollmien–Schlichting waves in hydrodynamic

flows, wind waves on water, Langmuir waves in plasma. Having five equilibrium points, it is not

topologically equivalent to many classical systems such as the Lorenz and Chen systems (with three

equilibrium points), Rössler system (with two equilibrium points) and the like. In the following, we

will call this system the RF system, for short.

There are several reasons why this system has been noticed. One is the fact that it models a

physical system and, therefore, is not a synthetic model and can be used to model numerous physical

phenomena. Another reason is that due to its strong nonlinearity (due to the presence of third-order

terms in its mathematical model), a rigorous mathematical analysis cannot be performed on it, hence,

the system may show new and interesting properties that have not yet been reported. At the same

time, it creates serious challenges for the numerical methods of solving ordinary differential equations.

The mathematical model of the Rabinovich-Fabrikant (RF) system is described by the following

equations:

(1.1)

dx1
dt

= x2
(
x3 − 1 + x21

)
+ ax1

dx2
dt

= x1
(
3x3 + 1− x21

)
+ ax2

dx3
dt

= −2x3 (b+ x1x2)

In the Rabinovitch-Fabricant (RF) system modeled by the system of ordinary differential equations

(1.1), a > 0 and b ∈ R is the bifurcation parameter.

Since it is currently impossible to fully analyze this system mathematically, most of the research

is based on numerical and computer analysis. Following this common practice, we will also, in this

paper, have an approach based on numerical analysis.

2. Main Results

Different dedicated numerical methods for ODEs, implemented in different software packages, might

give different results for the same parameters values and initial conditions. system (1.1) by Danca et al.

[2, 3, 4] has been studied. By numerical analysis, they showed that this system exhibits unusual and

very rich dynamics, including multistability. Here, we obtain their results with a different numerical
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approach. They used the 3-step predictor–corrector Local Iterative Linearization (LIL) method, which

is an implicit 3-step method [5].

In this paper, to calculate the Lyapunov exponents, we have used the MATDS software package

applicable in Matlab software by adding codes to get the desired output, and to solve ODE, the

ode45 solver implemented in this software with relative error RelTol = 10−7 and absolute error

AbsTol = 10−7 are used. The step length used in numerical methods is also considered to be h = 10−6.

2.1. Generalized Rabinovitch-Fabricant system. Recently, a generalization of the system (1.1)

has been presented and numerically investigated as follows [6, 8]:

dx1
dt

=
[
p
(
x21 + x3

)
+ q

(
−x22 + 3x3

)
− 1

]
, x2 + ax1

dx2
dt

=
[
p
(
−x21 + 3x3

)
+ q

(
x22 + x3

)
+ 1

]
, x1 + ax2

dx3
dt

= −2x3(b+ (p+ q)x1x2).

This system becomes the system (1.1) with p = 1 and q = 0. In this section, we introduce the following

system as a generalization of the system (1.1):

(2.1)

dx1
dt

= x2
(
x3 − 1 + x21

)
+ ax1

dx2
dt

= x1
(
3x3 + 1− x21

)
+ cx2

dx3
dt

= −2x3 (b+ x1x2)

This system becomes system (1.1) with c = a. This generalization is simpler than generalization (2.1),

but it includes the same results in the detection of chaos and especially the process of converting the

bifurcation of periodic period to chaos. According to the relationship

3∑
i=1

∂fi
∂xi

= (2x1x2 + a) + (c) + (−2x1x2 − 2b) = a+ c− 2b,

The system (2.1) is dissipative whenever a+ c− 2b < 0.

We fix the parameters a = −1 and b = −0.1 and consider c as the branching parameter. Therefore,

with c < 0.8, the system will be dissipative and can be chaotic. Considering that system, (1.1) has

a special application in encryption and secure communications, generalizing the system and adding

to its complexity will achieve these goals and reduce the possibility of decryption and making com-

munications unsafe. In the following, we examine the complex dynamics of the system for a = −1,

b = −0.1 and some values of c < 0.8.
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(a) Bifurcation diagram of the system

(1.1) from parameter c = −0.82 to c =

−0.80.

(b) The first two Lyapunov exponent (top

picture) and the third Lyapunov exponent

(bottom picture)

Figure 1. Bifurcation diagram and Lyapunov exponents of system (2.1).

2.1.1. Period-doubling bifurcation route to chaos. By keeping a = −1 and b = −0.1 and

changing c on the interval [−0.82,−0.80], the bifurcation diagram and lyapunov exponents of the

system (2.1), in the figure 1 are drawn. It can be seen that for c ∈ [−0.8200,−0.8030] the system

has two negative lyapunov exponents and one zero lyapunov exponent, and in this interval we have

a Periodic Solutions, also for c ∈ [−0.8030,−0.8000] We have a negative lyapunov exponent, a zero

lyapunov exponent and a positive lyapunov exponent, so the system will be chaotic.

The bifurcation diagram drawn in figure 1a shows a period doubling route to chaos. In dynamical

systems theory, a period-doubling bifurcation occurs when a slight change in a system’s parameters

causes a new periodic trajectory to emerge from an existing periodic trajectory. the new one having

double the period of the original. This process is called periodic doubling, and its continuous repetition

is one of the ways leading to chaos

The bifurcation process of periodic period leading to chaos can be seen in figure 2.
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(a) c = −0.82. periodic solution with pe-

riod 14.2.

(b) c = −0.806. periodic solution with

period 28.4.

(c) c = −0.8034. periodic solution with

period 56.7.

(d) c = −0.8015. Chaotic movement.

Figure 2. The phase space of the system (2.1) for a = −1, b = −0.1 and different

values of c, which shows the process of converting period-doubling bifurcation to chaos.

2.1.2. transient chaos. A chaotic but transient behavior is observed in figure 3. As the diagram in

figure 3a shows, this chaotic behavior lasts significantly, but after some time it disappears and leads

to a fixed point.

2.1.3. Coexistence of attractors. Figure 4 depicts the coexistence of some absorbers. Relevant

details are specified in the figure captions.

3. Conclusions

In this article, we studied the Rabinovich-Fabricant system and its generalized model numerically.

For the generalized system, we determined the occurrence of very rich and complex dynamic behaviors

with the interaction of three parameters. In particular, we showed the bifurcation phenomenon of
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(a) The time response of state variables of the system (2.1).

(b) The phase space of the system (2.1). (c) Lyapunov expressions of the system

(2.1).

Figure 3. Transient chaos in the (2.1) system for a = −1, b = −0.1 and c = −0.5854.

period doubling leading to chaos, which was not reported before in the Rabinovitch-Fabricant system.

We have seen that by changing the bifurcation parameter in a very small interval, the evolution
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(a) c = −0.806. Coexistence of two

periodic atractors with period 14.2.

(b) c = −0.8034. Coexistence of two

periodic atractors with period 28.4.

(c) c = −0.8011. Coexistence of two

chaotic attractors.

(d) c = −0.5854. Coexistence of two

transient chaotic attractors.

Figure 4. Coexistence of attractors for a = −1, b = −0.1 and some values of c.

process of the system, with the continuous repetition of bifurcation bifurcation of periodic period,

ends from periodic solution to chaos. The complex dynamic behaviors of the system were investigated

using the Lyapunov exponents, the bifurcation diagram depending on the parameters and different

sections of the phase space. This study was based on the numerical solution of differential equations

and their numerical bifurcation analysis using Matlab software. The obtained results are new, as

this generalization of the Rabinovitch-Fabrikant system is proposed for the first time. The generalized

model can be used to simulate systems in radio and electronics engineering where there is a three-mode

interaction and which include third-order nonlinear terms. The Rabinovitch-Fabricant system simulate

systems of a physical nature, and in this regard, the coefficients embedded in it must be positive, but

its highly nonlinear and chaotic nature, arising from the presence of third-order sentences, gives

them a unique quality to be applied in secure communication. Therefore, its artificial generalization,

using negative parameters, which itself adds to the complexity of its rich dynamics, is of particular

importance.
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آن جدید تعمیم یافته مدل و رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی در پیوسته جاذب های

 

 

خاتمی امین محمد سید و  
 

مصلحی∗ محمدهادی

بسیار پویای رفتارهای وقوع که است آن تعمیم یافتۀ مدل و رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی عددی مطالعه کار، این از هدف چکیده.
منتهی تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب پدیده به ویژه، می دهد. نشان تعمیم یافته، سامانه ی پارامتر سه برهم کنش با را پیچیده و غنی
پویای پیچیده رفتارهای شده اند. گزارش رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی در به ندرت قبلی کارهای در که می کنیم مشاهده را آشوب به
این می شوند. بررسی فاز فضای از مختلف مقاطع و پارامترها به وابسته انشعاب نمودار لیاپانوف، نمای طیف از استفاده با سامانه
نتایج است. متلب نرم افزار از استفاده با آن ها عددی انشعاب تحلیل و تجزیه و دیفرانسیل معادلات عددی حل بر اساس مطالعه
مورد و گردیده مطرح که است اولین بار برای رابینوویچ‑فابریکانت، سامانه ی از حاضر مطالعه تعمیم زیرا هستند، جدید آمده به دست
مهندسی در سامانه هایی شبیه سازی برای می تواند و می کند توصیف را حالت سه تعامل تعمیم یافته، مدل است. گرفته قرار بررسی
گیرد. قرار استفاده مورد هستند، سه مرتبه غیر خطی جملات شامل و دارد وجود سه حالته تعامل یک آن ها در که الکترونیک و رادیو
در تعبیه شده ضرایب لذا، و می کنند شبیه سازی را فیزیکی ماهیت با سامانه هایی رابینوویچ‑فابریکانت، سامانه های چند هر به علاوه،
ارتباطات در را آن ها کاربرد سوم، مرتبه جملات وجود به دلیل آن ها، آشوبناک و غیر خطی به شدت ماهیت اما باشند، مثبت باید آن ها
غنی پویای پیچیدگی بر که منفی، پارامترهای از استفاده با آن مصنوعی تعمیم علت، به همین و کرده برخوردار خاصی اهمیت از ایمن

است. قابل توجه بسیار می افزاید، آن

مقدمه .۱

انفجاری واقع، در است. داده رخ شگفت انگیزی اتفاقات پویا»، «سامانه های به نام ریاضیات از زمینه ای در اخیر، سال های در
کیفی و هندسی روش های زیبایی و قدرت به مهندسان و دانشمندان و آمده به وجود ریاضی جامعه در علمی زمینه این به علاقه از
شیمیایی و فیزیکی غیرخطی مهم مسائل از تعدادی در را روش ها این توانسته اند آن ها آن، از مهم تر و پی برده اند آن در توسعه یافته
اکنون می رسیدند، به نظر غیرقابل حل کاملا تحلیلی نظر نقطه از زمانی که سامانه هایی بوده اند. هیجان انگیز واقعاً نتایج برند؛ به کار
اکنون، است. کرده ایفا مهمی بسیار نقش اینجا در رایانه ای گرافیک شوند. درک کیفی یا هندسی به معنای به راحتی می توانند
را امکان این ما به رایانه ای گرافیک است)، ناممکن همیشه تقریباً (که پویا سامانه های برای خاص راه حل های یافتن به جای
مانند هندسی اشیاء پیچیده و زیبا فوق العاده ظاهر این، بر علاوه کنیم. مشاهده هندسی به صورت را پویا رفتار که است داده
این به دینامیک صفت است. کرده دوچندان زمینه این در را علاقه واقعاً فرکتال ها، سایر و ژولیا مجموعۀ ماندلبروت، مجموعۀ
زیست شناسی، نجوم، فیزیک، مانند زمینه ها از بسیاری در که می یابند تکامل زمان طول در سامانه ها این که دارد اشاره واقعیت

انشعاب. نمودار لیاپانوف، نماهای آشوبناک، جاذب های تعمیم یافته، رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی رابینوویچ‑فابریکانت، سامانه ی کليدی: کلمات و عبارات
مقصودی سعید رابط: دبیرتخصصی
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مسئول نویسنده ∗

۱۴۰۳/۰۱/۳۱ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۰/۳۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۶/۰۷ دریافت: تاریخ
.۳۲ –۱ (۱۴۰۳) ۱ شماره ۹ جامعه، و ریاضی نشریه آن، جدید تعمیم یافته مدل و رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی در پیوسته جاذب های خاتمی، ا. م. س. و مصلحی هـ. م. مقاله: به ارجاع

. http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.138938.1601

۹

http://math-sci.ui.ac.ir
http://www.ui.ac.ir
https://orcid.org/0000-0002-1420-1538
https://orcid.org/0000-0003-4755-6092
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.138938.1601


۳۲ –۱ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س. و مصلحی ه. م.

در گونه ها جمعیت فیزیک، در گاز مولکول های حاوی جعبه ای مثال، به عنوان است. مشاهده قابل . . . و اقتصاد هواشناسی،
هستند. پویا سامانه های از نمونه هایی هواشناسی؛ در باد جریان های یا اقتصاد در مالی بازار زیست شناسی،

پویای سامانه ی یک به مقاله، این در می شود. تقسیم پیوسته و گسسته نوع دو به زمانی تکامل نظر از پویا سامانه ی یک
نظری، فیزیک دان دو توسط ۱۹۷۹ سال در که پرداخت خواهیم رابینوویچ‑فابریکانت» «سامانه ی به معروف خاص پیوسته
پیچیده غیرخطی سهموی معادله یک ساده سازی واقع در سامانه این .[۴۳] شد اختراع فابریکانت، آناتولی و رابینوویچ میخائیل
امواج آب، روی باد امواج هیدرودینامیکی، جریان های در ۱ شیلیختینگ تولمین امواج مانند مختلف فیزیکی سامانه های که است
سامانه های مانند کلاسیک، سامانه های از بسیاری با تعادل، نقطۀ پنج داشتن با و می کند مدل سازی را . . . و پلاسما در ۲ لانگمویر
این ادامه، در نیست. توپولوژیک هم ارز آن ها، مانند و تعادل) نقطه دو (با ۴ روسلر سامانه ی تعادل)، نقطه سه (با ۳ چِن و لورنز

نامید. خواهیم RF سامانه ی به اختصار، را سامانه
سامانه ی یک سامانه، این که است واقعیت این یکی گرفته است. قرار توجه مورد سامانه این که دارند وجود مختلفی دلایل
برد. به کار متعددی فیزیکی پدیده های مدل سازی برای آن را می توان و نیست مصنوعی مدل یک بنابراین، و می کند مدل را فیزیکی
تحلیل یک نمی توان آن)، ریاضی مدل در سوم مرتبه جملات وجود از (ناشی قوی غیر خطی بودن به دلیل که است این دیگر دلیل
نشده اند. گزارش هنوز که دهد نشان را جالبی و جدید ویژگی های است ممکن سامانه این رو، از داد، انجام آن روی دقیق ریاضی

می کند. ایجاد معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل عددی روش های برای را واقعی چالش های اینکه ضمن
سامانه این پیچیدگی های باشند. مثبت که دارند معنی وقتی فیزیکی، لحاظ به که دارند وجود پارامتر دو RF سامانه ی در
«ارتباطات مهم و کاربردی بسیار زمینه در پارامترها، مثبت بودن به مقید بودن بدون که شده باعث آن، قوی غیرخطی ماهیت و

.[۵ ،۴ ،۳] گیرد قرار استفاده مورد امن»،
سامانه ی ،۳ بخش در است. مقدماتی مفاهیم و تعاریف از برخی شامل ،۲ بخش است: زیر به شرح مقاله این بقیه ساختار
دقیق به طور [۳۸ ،۴۲ ،۴۱] همکاران و دانکا توسط سامانه این می گیرد. قرار عددی تحلیل و تجزیه مورد رابینوویچ‑فابریکانت
بخش در می آوریم. به دست متفاوت، عددی رویکرد یک با را، نتایج همان و مرور را آن ها نتایج اینجا، در است. شده بررسی
به وابسته انشعاب نمودار و لیاپانوف نمای طیف از استفاده با و می دهیم ارائه را رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی از تعمیمی ،۴
نشان تعمیم یافته سامانه ی پارامتر سه برهمکنش با را غنی بسیار پویای رفتارهای وقوع فاز، فضای از مختلف مقاطع و پارامترها
سامانه ی در قبلی کارهای در که می کنیم، مشاهده را آشوب به منتهی تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب پدیده به ویژه، می دهیم.
آغاز چرخه حدی از سامانه تکامل فرآیند کوچک، بسیار بازه یک در c پارامتر تغییر با نشده اند. گزارش رابینوویچ‑فابریکانت
بر که منفی، پارامترهای از استفاده با حاصله نتایج می رسد. آشوب به متناوب، جاذب های سری یک از عبور از پس و می شود
این که امیدواریم برخورداراند. رمزنگاری و ایمن ارتباطات در خاصی اهمیت از می افزایند، تعمیم یافته سامانه ی غنی شده پویایی

باشد. تاثیرگذار نیز حوزه این به دیگر افراد از بسیاری جذب در عملی، و علمی نتایج کنار در مقاله

مقدماتی مطالب و تعاریف .۲

x ∈ E ⊂ Rn هر و t ∈ R هر برای که است ϕ(t,x) تابع یک (Rn در (زمان‑پیوسته پویا سامانه ی یک ریاضی، نظر از
می کند. توصیف زمان به نسبت را x ∈ E نقاط حرکت نحوه که است، شده تعریف

C۱‑نگاشت یک ،E در پویا سامانه ی یک .۱ .۲ تعریف

ϕ : R× E −→ E

باشند: برقرار زیر روابط آن گاه ،ϕt(x) = ϕ(t,x) اگر و می باشد Rn از باز زیرمجموعه یک E که است

1Tollmien–Schlichting waves 2Langmuir waves 3Lorenz and Chen systems 4Rossler system
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۳۲ –۱ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه آن، جدید تعمیم یافته مدل و رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی در پیوسته جاذب های

ϕ۰(x)؛ = x ،x ∈ E هر برای الف‑
ϕt؛ ◦ ϕs(x) = ϕt(ϕs(x)) = ϕt+s(x) ،x ∈ E و t, s ∈ R هر برای ب‑

ϕ−t یکC۱‑معکوس دارای که است E به E از C۱‑نگاشت یک ϕt ،t ∈ R هر برای که می شود نتیجه تعریف این از
ترکیب عمل تحت را جابجایی گروه یک که است E در دیفئومورفیسم ها از تک پارامتری خانواده یک t ∈ R با ϕt بنابراین، است.

می دهد. تشکیل توابع
آن گاه باشد، E ⊂ Rn در پویا سامانه ی یک ϕ(t,x) اگر کلی، به طور

f(x) =
d

dt
ϕ(t,x)

∣∣∣∣
t=۰

,

اولیه مقدار مسئله جواب x(t) = ϕ (t,x۰) ،x۰ ∈ E هر برای و می کند تعریف E در برداری C۱‑میدان یک

(۱)
ẋ = f(x)

x(۰) = x۰

I (x۰) = (−∞,∞) بازه جواب، وجود بیشین بازه ،x۰ ∈ E هر برای بنابراین، شده است. تعریف Rn روی که می باشد
تعریف دیفرانسیل معادله جواب مجموعه و می کند ایجاد برداری C۱‑میدان یک پویا سامانه ی هر که می دهد نشان این می باشد.

می کند. توصیف را برداری میدان این توسط  شده
مسئله از x(t) = ϕ (t,x۰) جواب آن گاه باشد، x۰ ∈ E و Rn از باز زیر مجموعه یک E و f ∈ C۱(E) اگر برعکس،
تعریف شود. t ∈ R هر برای ϕ (t,x۰) ،x۰ ∈ E هر برای اگر فقط و اگر بود خواهد E در پویا سامانه ی یک ،(۱) اولیه مقدار
(مکان) موقعیت بردار بیان گر x(t) است. شده تعریف (۱) با که است E در پویا سامانه ی یک ϕ (t,x۰) می گوییم این صورت در
سامانه وابسته یا حالت متغیرهای فضای می شود. نامیده ،x۰ نقطه از گذرنده مدار ،{ϕ (t,x۰) ; t ∈ R} مجموعه و t زمان در
همان را حالت فضای اینجا، در که می شود داده نشان M با معمولا و می شود نامیده سامانه آن حالت فضای یا فاز فضای ،(۱)

گرفت. خواهیم Rn

در t = ۰ زمان در که گرفت نظر در t زمان در سامانه فاز فضای در متحرک ذره ای موقعیت را x(t) می توان ترتیب، بدین
فاز فضای در ذره حرکت مسیر x(t) کند، تغییر I (x۰) = (−∞,∞) بازه روی t که وقتی بنابراین است. داشته قرار x۰ نقطه

است. داشته قرار x۰ نقطه در ذره این ،t = ۰ زمان در حالی که در کرد خواهد ترسیم را سامانه
گذرنده مدار روی ( ۰ < t۱ < t۲ < · · · (با . . . و ϕt۲ (x۰) ،ϕt۱ (x۰) نقاط هرگاه است x۰ از ω‑حدی نقطه یک P نقطه

.ti −→ ∞ هرگاه ϕti (x۰) −→ P به طوری که باشند موجود x۰ از
تعریف x۰ ω‑حدی نقاط همه از مجموعه ای به صورت می دهیم، نشان Ω(x۰) نماد با که را، x۰ نقطه ω‑حدی مجموعه

می کنیم.
هر برای به طوری که باشد موجود Ω از U باز همسایگی یک هرگاه می نامیم جاذب مجموعه یک را Ω ω‑حدی مجموعه یک
همسایگی هایی چنین همه ی اجتماع به صورت نیز را جاذب مجموعه یک جذب دامنه ی باشد. برقرار Ω(x) = Ω رابطه ،x ∈ U

می دهند. نمایش BΩ نماد با معمولا آن را که گرفت خواهیم نظر در U مثل
می شوند. همگرا آن به همسایه مسیرهای تمام که است فاز فضای در مغناطیسی» «مجموعه یک جاذب یک ساده تر، بیان به 

:[۶] است زیر ویژگی های دارای فاز فضای در جاذب یک
در همیشه برای شود، شروع آن در که مسیری هر نتیجه، در و مدارهاست از اجتماعی (یعنی است پایا مجموعه یک −۱

می ماند). آن
می کند. جذب را می شوند شروع آن به نزدیک کافی به اندازه که مسیرهایی تمام −۲
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باشد). کوچک تر جاذب چند یا یک شامل نمی تواند (یعنی است کوچکترین −۳
می شوند: معرفی ω‑حدی) (مجموعه های جاذب ها از اصلی نوع چهار اینجا در

.ϕt(x) = x باشیم داشته ،t ∈ R هر برای هرگاه گوییم ثابت نقطه یک را x ∈ M نقطه ثابت: نقطه الف)
ثابت عدد هرگاه گوییم متناوب را x ∈ M نقطه از گذرنده ϕt(x) جواب متناوب): حرکت (یا متناوب جواب ب)
جواب با متناظر متناوب مدار .t ∈ R هر برای ،ϕt(x) = ϕt+T (x) به طوری که باشد موجود تناوب) (دوره T > ۰
توپولوژیک هم ارز S۱ دایره با و می شود رسم تناوب دوره یک در ϕt(x) توسط که است بسته منحنی یک متناوب،
L = {ϕt(x) : ۰ ≤ بسته منحنی باشد، T تناوب دوره با غیرثابت متناوب جواب یک ϕt(x) فرض کنیم می باشد.

به طوری که: باشد داشته وجود ϕt(y) مانند دیگر جواب یک حداقل هرگاه می شود نامیده چرخه حدی یک t < T}

lim
t→−∞

d (ϕt(y), L) = ۰ یا lim
t→∞

d (ϕt(y), L) = ۰.

می باشد. L مجموعه و x نقطه بین هاسدورف فاصله ،d(z, L) = min{∥z−w∥ : w ∈ L} اینجا در
حاصل جمع به صورت آن را می توان که است تابعی شبه متناوب، تابع یک شبه متناوب): (حرکت شبه متناوب جواب پ)
ωi =

۲π
Ti

فرکانس و Ti کمینه تناوب دورە با متناوب توابعی ،hi توابع آن، در که نوشت x(t) =
∑

i hi(t) شمارای
وجود باید زیر ویژگی های با {ω̄۱, ω̄۲, . . . , ω̄q} مانند پایه فرکانس های از متناهی مجموعه یک همچنین، هستند.

باشد: داشته
است. خطی مستقل مجموعه این −۱

.ωi =
∑q

j=۱ kjω̄j به طوری که دارند وجود k۱, k۲, . . . , kq مانند صحیحی اعداد i اندیس هر برای −۲
چنبره یک روی واقع در q−متناوب، مدار یک نامند. q‑متناوب را پایه فرکانس q با شبه متناوب جواب یک

Tq = S۱ × · · · × Sq

می گذارد. نمایش به را اصلی فرکانس یک S۱ هر که می گیرد، قرار
جهت دو در و می چرخد چنبره یک روی که بگیرید در نظر را مداری ۲‑متناوب، رفتار درک برای مثال، به عنوان
باشند، متناسب T۲ و T۱ اگر می زند. دور T۲ و T۱ تناوب دوره های با به ترتیب ۱آ، شکل در شده نشان داده   ،d۲ و d۱

جهت در دور r دقیقاً ثانیه هر در مذکور مسیر یعنی .rT۱ = sT۲ به طوری که دارند وجود s و r صحیح اعداد آن گاه
یک حرکت، این نتیجه می شود. بسته و رسیده شروع نقطه به ثانیه rT۱ از پس و می زند d۲ جهت در دور s و d۱

منحنی شکل در باز باشد، زیاد شبیه سازی اجرای زمان هرقدر است گفتنی .rT۱ تناوب دورە با است چرخه حدی
اعداد چنین نباشند، متناسب T۲ و T۱ اگر اما است. مشاهده قابل ۱ب شکل در مسئله این نمی شود. دیده تغییری
باشد، زیاد هرقدر شبیه سازی اجرای زمان و شد نخواهد بسته هیچ گاه مذکور مسیر و ندارند وجود s و r صحیح
رفتار بنابراین است. مشاهده قابل ۱ج شکل در وضعیت این می شود. پخش چنبره روی چگال تری به صورت منحنی

است. نیازمند نامتناسب فرکانس های به ۲‑متناوب
دینامیک های که گفت می توان اما است. نشده ارائه آشوب برای پذیرفته شده كلی تعریف تاكنون آشوبناک: حرکت ت)

می شوند: مشخص زیر خاصیت سه با آشوبناک
شده معرفی دینامیک های با متفاوت و تصادفی) نه (اما شبه تصادفی دینامیکی با کران دار مدار های آن ها − الف

هستند. بالا در
نقطه، شبیه ساده منیفلد یک که می شوند همگرا عجیب جاذب به نام مجموعه یک به فاز، فضای در آن ها − ب
یافتن برای .[۸] دارد کسری هاسدورف بعد یک با فرکتالی پیچیده هندسی ساختار یک اما نیست چنبره یا دایره

شود. مراجعه [۴۹] مقاله به کسری بعد و فرکتال ها به مربوط جزئیات
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شبه متناوب مدار (ج)
تناوب دوره های برای

نامتناسب

متناوب مدار (ب)
تناوب دوره های برای

متناسب

.d۲ و d۱ جهت های (آ)

T۲ چنبره روی مدارهایی .۱ شکل

Figure 1: Trajectory on the torus T2

به طور آشوبناک، مدارهای معنی که بدین می دهند، نشان را اولیه شرایط به سامانه شدید وابستگی آن ها − ج
(با بزرگ تغییرات باعث شروع)، (نقطه اولیه شرایط در کوچک خیلی تغییرات و می شوند دور یکدیگر از موضعی

می شود. آن ها حرکت در نمایی) رشد سرعت

ارگودیک. پایای اندازه .۱ .۲

M زیرمجموعه های از σ‑جبر یک B و مجموعه یک M که است (M,B) جفت یک اندازه پذیر، فضای یک .۲ .۲ تعریف
می شوند. نامیده اندازه پذیر مجموعه های B عضوهای است.

رابطه و µ(∅) = ۰ به طوری که است µ : B → [۰,+∞] تابع یک ،(M,B) روی اندازه یک .۳ .۲ تعریف

µ

 ∞⋃
j=۱

Aj

 =
∞∑
j=۱

µ (Aj)

نامیده اندازه فضای یک (M,B, µ) سه تایی است. برقرار Aj ∈ B مجزای دوبه دو مجموعه های از شمارا خانواده هر برای
می نامیم، احتمال اندازه یک را µ آن گاه ،µ(M) = ۱ اگر و است متناهی اندازه یک µ که می گوییم ،µ(M) < ∞ اگر می شود.

می شود. نامیده احتمال فضای یک (M,B, µ) حالت، این در

برقرار µ(E) = µ
(
f−۱(E)

)
رابطه E ⊂ M اندازه پذیر مجموعه هر برای اگر است پایا f تبدیل یک تحت µ اندازه یک

باشیم داشته ،t ∈ R هر و E ⊂ M اندازه پذیر مجموعه هر برای اگر است پایا ϕt پویا سامانه ی یک تحت µ اندازه یک باشد.
.µ(E) = µ (ϕ−t(E))

اگر است، ϕ پویا سامانه ی برای ارگودیک اندازه یک µ که می شود گفته آن گاه باشد (M,B) روی احتمال اندازه یک µ اگر
باشد: برقرار زیر گزاره و باشد پایا ϕt تحت µ

«.µ(A) = ۱ یا µ(A) = ۰ آن گاه ϕ−t(A) ⊂ A باشیم داشته ،t ∈ R+ هر برای اگر ،A ∈ B هر «برای
لبگ اندازه آن گاه ،α /∈ Q اگر .ϕt (z۱, z۲) =

(
e۲iπtz۱, e

۲αiπtz۲
)

و α ∈ R ،M = S۱ × S۱ کنیم فرض مثال، برای
است. ϕt پویای سامانه ی برای ارگودیک اندازه یک
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تابع ،p ∈ X هر برای است. B = P (X) σ‑جبر دارای که باشد دلخواه مجموعه یک X کنیم فرض دیگر، مثالی به عنوان
ضابطه ی با تعریف شده δp : B → [۰,+∞]

δp(A) =

۱ p ∈ A اگر

۰ p /∈ A اگر

با f : [۰, ۱] → [۰, ۱] اگر می شود. نامیده p در دیراک اندازه معمولا که است اندازه یک δp این صورت در بگیرید. در نظر را
هستند. ارگودیک و پایا f برای δ۱ و δ۰ دیراکِ اندازه های آن گاه داده شود، f(x) = x۲

مورد در خطی پایداری تحلیل از گسترشی به نوعی لیاپانوف مشخصۀ نماهای کاپلان‑یورک. بعد و لیاپانوف نماهای .۲ .۲
آن ها این نظر، از می کنند. اندازه گیری را مجاور مسیرهای نمایی واگرایی نرخ آن ها کلی، به طور هستند. غیر تناوبی حرکت های
نماهای می دهند. ارائه می کند، رشد سرعتی چه با سامانه، اولیه وضعیت در کوچک بسیار خطای یک اینکه مورد در را اطلاعاتی
پویا سامانه های در خطا رشد نرخ اندازه گیری برای شاخص دو ،dL لیاپانوف بعد یا dKY کاپلان‑یورک بعد به همراه λ لیاپانوف

.[۷] هستند
است. یافته توسعه اولیه شرایط به نسبت  حساسیت یکم اندازه گیری و رسمی کردن هدف با پویا سامانه های نظریه از شاخه ای

توسط که بگیرید نظر در را بعدی n پویا سامانه ی یک

(۲) ẋ = f(x) = (f۱(x), . . . , fn(x)),

هرگاه گویند اتلافی را (۲) سامانه ی است. شده داده ،f : Rn → Rn و x = (x۱, . . . , xn) ∈ Rn که
n∑

i=۱

∂fi
∂xi

< ۰.

M = Rn سامانه  فاز فضای از R کران دار ناحیه یک در حرکت و است هموار کافی به اندازه f ،(۲) در که می کنیم فرض
و x(۰) نزدیک، اولیه شرط دو از به ترتیب که را x̄(t) و x(t) یعنی M در مسیر دو بین جدایی می خواهیم؛ می دهد. رخ

.[۱۱] کنیم مطالعه را می شوند آغاز x̄(۰) = x(۰) + δx(۰)

بردار یک به عنوان آن را می توان بماند، باقی ۵ کوچک بی نهایت ،δx(t) = x̄(t) − x(t) مسیرها، بین تفاوت که زمانی تا
می شود: داده زیر خطی دیفرانسیل معادلات توسط z(t) زمانی تکامل گرفت. نظر در ،M از TxM مماس فضای در z(t)

żi(t) =

n∑
j=۱

∂fi
∂xj

∣∣∣∣
x(t)

zj(t)

مماس فضای در {ei} یکه متعامد پایه یک اولیه ای، شرط هر برای تقریباً که کرد ثابت [۹] آسیلیدت کلی، نسبتاً فرضیه تحت
بزرگ، زمان های برای به طوری که دارد وجود TxM

(۳) z(t) =
n∑

i=۱
ciei exp (λit)

اگر می گویند. لیاپانوف مشخصه نماهای را λ۱ ≥ λ۲ ≥ · · · ≥ λn نماهای دارند. بستگی z(۰) به ci ضرایب آن، در که
به جز لیاپانوف)، نماهای همه (مجموعه LCE لیاپانوف طیف باشد، داشته M روی ارگودیک پایای اندازه یک پویا سامانه ی

ندارد. بستگی اولیه شرایط به طبیعی)، پایای اندازه به (نسبت صفر اندازه با مجموعه ای برای

5infinitesimal
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به زمان گذر با ،x(۰) مرکز و ε شعاع با ،R = Sn ⊂ M بعدی n کروی ناحیه یک چگونه که می دهد توضیح (۳) معادله
نمای بنابراین می دهد. تغییر شکل شده اند، هدایت ei بردارهای جهت در که ،ϵi(t) = ε exp (λit) نیم محورهای با بیضی یک
به صورت متناظر لیاپانوف نمای ،i اصلی محور برای است. اصلی محورهای جهت در انقباض یا انبساط نرخ متوسط لیاپانوف،

است: شده تعریف زیر

λi = lim
t→∞

۱
t
ln

ϵi(t)

ϵi(۰)
,

است. t زمان در اصلی محور i−امین امتداد در بیضی شعاع ϵi(t) آن در که
داشت: خواهد را زیر رفتار مختل شده مسیر و اولیه مسیر بین فاصله ،δx(۰) کلی کوچک اختلال یک برای این، بر علاوه

|δx(t)| = |δx(۰)| exp (λ۱t) [۱ +O (exp− (λ۱ − λ۲) t)] .

زمان های در سامانه رفتار حالتی، چنین در داشت. خواهد (نمایی) سریع رشد زمان گذر در اولیه، شرایط در خطا یک ،λ۱ > ۰ اگر
سامانه حالت های بخواهیم و باشد، δ۰ = |δx(۰)| با برابر اولیه خطای اگر واقع، در است. پیش بینی غیرقابل و آشوبناک طولانی

زمان تا فقط پیش بینی آن گاه کنیم، پیش بینی ∆ معین خطای حداکثر با را

Tp ∼
۱
λ۱

ln

(
∆

δ۰

)
,

وابستگی زیرا می شود، تعیین لیاپانوف مثبت نمای بزرگ ترین توسط اساساً Tp که می دهد نشان معادله این است. اعتماد قابل
است. ضعیف لگاریتم، وجود با ،∆ و δ۰ به آن

زیر ژاکوبی ماتریس از و می کنند توصیف فاز فضای مماس فضای در را بردارها رفتار لیاپانوف نماهای دیگر، نگاهی با
می شوند: تعریف

Jij(t) =
∂fi(x)

∂xj

∣∣∣∣
x(t)

.

اولیه شرط با زیر، معادله طریق از است، شده داده Z ماتریس ستون های توسط که را مماس بردارهای زمانی تکامل ژاکوبی این
می کند: تعریف ،Zij(۰) = δij

(۴) Ż = JZ.

توسط Λ ماتریس اگر

(۵) Λ = lim
t→∞

۱
۲t

log
(
Z(t)ZT (t)

)
,

برحسب لیاپانوف نماهای محاسبه مبنای رابطه همین .[۹] بود خواهند Λ ویژه مقادیر ،λi لیاپانوف نماهای آن گاه شود، تعریف
ببینید. را [۱۰] لیاپانوف، نماهای محاسبه مورد در فنی جزئیات برای بود. خواهد طولانی) زمان های (در زمان متغیر

می شود: تعریف زیر به صورت dL لیاپانوف بعد یا dKY یورک کاپلان بعد

dL = dKY = j +
λ۱ + λ۲ + · · ·+ λj

|λj+۱|
,

بعد بین که می شود زده حدس .λ۱ + · · · + λj > ۰ که است صحیح عدد بزرگ ترین j و λ۱ ≥ λ۲ ≥ · · · ≥ λn آن در که
یک جاذب برای dH بعد محاسبه امکان حدس، این .[۱۴] باشد برقرار dL = dH رابطه یورک کاپلان بعد و (dH) هاسدورف
یک برای و [۱۵] بعدی دو پویای سامانه های برای آن درستی می کند. فراهم آن را لیاپانوف نمای بر حسب اتلافی، پویای سامانه ی
برای بالا کران یک لیاپانوف بعد که می دانیم فقط کلی به طور .[۱۶] است شده ثابت تصادفی سامانه های از بزرگ نسبتاً کلاس
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است این بر اعتقاد لکن نیست، سخت نسبتاً باشند، حدس این با متناقض که مصنوعی نمونه های ساختن اگر چه است. dH بعد
است. صادق «عموماً» پویا سامانه های برای حدس این که

اَعمال به عنوان می توان را آشوب هاسدورف. بعد و لیاپانوف طیف بر اساس زمان ‑پیوسته جاذب های دسته بندی .۳ .۲
بخش های بودن) غیرخطی از (ناشی تاخوردگی و پایدار) منیفلد امتداد (در انقباض ناپایدار)، منیفلد امتداد (در انبساط متوالی
داشت: خواهد (ⅬⅭEs) لیاپانوف مشخصه نمای سه حداقل پیوسته آشوبناکِ جاذب یک ریاضی، نظر از کرد. تصور حالت فضای
ⅬⅭEs کل مجموع آشوبناک، دینامیکی سیستم بودن اتلافی به دلیل صفر. یکی و (انقباض) منفی یکی (انبساط)، مثبت یکی

.[۱۲] بود خواهد منفی
می باشد صفر برابر لیاپانوف نماهای مجموع همیلتونی)، سامانه ی یک جریان (مانند مساحت یا حجم حافظ جریان یک برای
ثابت هاکن .[۱۸] باشد منفی باید مجموع و باشد انبساط از بیشتر باید انقباض اتلافی، سامانه ی یک جاذب برای حالی که در

.[۱۷] است صفر همیشه لیاپانوف نمای یک ثابت، نقطه یک از غیر جاذبی هر برای زمان ‑پیوسته، سامانه های در که کرد
از استفاده با هستند. مناسب پویا سامانه های مجانبی رفتار دسته بندی برای لیاپانوف نماهای شد، ذکر قبلا که همان طور
آن ها هاسدورف بعد با همراه لیاپانوف، طیف براساس زمان‑پیوسته جاذب های از دسته بندی یک ۱ جدول در بئر، و کلین نتایج

.[۱۹ ،۱۳] است شده ارائه

هاسدورف بعد و ⅬⅭE طیف بر اساس زمان‑پیوسته جاذب های دسته بندی .۱ جدول

Table 1: Classification of time-continuous attractors based on LCE spectrum and Hausdorff
dimension

هاسدورف بعد لیاپانوف نماهای جاذب توپولوژیکی بعد
۰ − ثابت نقطه ۱
۱ ۰− متناوب حرکت ۲
۲ ۰۰ − T۲ چنبره ۳

۲ < dH < ۳ +۰ − آشوب
۳ ۰۰۰ − T۳ چنبره ابر ۴

۳ < dH < ۴ +۰۰ − T۳ روی آشوب
۳ < dH < ۴ ++ ۰ − آشوب ابر

۰ − · · ·−︸ ︷︷ ︸
N

ثابت نقطه N

۱ ۰− · · ·−︸ ︷︷ ︸
N−۱

متناوب حرکت

l ۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
l≥۲

− · · ·−︸ ︷︷ ︸
N−l

‑چنبره (N−۱ )

k + l < dH < N + · · ·+︸ ︷︷ ︸
k≥ ۱

۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
l≥ ۱

− · · ·−︸ ︷︷ ︸
N−k−l

‑آشوب (N−۱ )

فضای در تعادل نقاط با آن ها جذب دامنه ی ارتباط بر اساس می توان را جاذب ها پنهان. و خودبرانگیخته جاذب های .۴ .۲
کرد. رده بندی فاز،
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تلاقی تعادل) (نقاط ثابت نقاط از باز همسایگی هر با آن جذب دامنه ی هرگاه می شود نامیده ۶ خود برانگیخته جاذب، یک
.[۴۱] ۷ گویند پنهان جاذب آن به صورت، این غیر در داشته باشد.

ندارد. ثابت نقاط کوچک همسایگی های با اشتراکی هیچ پنهان، جاذب  یک جذب دامنه ی خودبرانگیخته، جاذب های بر خلاف
مشخص اخیر، سال های در می دهند. رخ تعادل نقطه بدون یا پایدار تعادل نقطه یک با سامانه هایی در پنهان جاذب های بنابراین،
مهندسی، فیزیک، هوا، و آب علم زیست بوم، مانند زمینه ها از بسیاری در بالقوه ای کاربردهای پنهان جاذب های که است شده
پایدار تعادل نقطه یک با پنهان جاذب های شامل پویا سامانه های از برخی اخیراً دارند. هواپیما کنترل سامانه های و مالی، بازار

.[۲۵ ،۲۴ ،۲۳ ،۲۲ ،۲۱ ،۲۰] شده اند ظاهر تعادل نقاط بدون یا

برای (جاذب) پایدار حالت چندین دارای آشوبناک سامانه های از بسیاری هم زیست. جاذب های یا چند پایداری .۵ .۲
جالب تر می شود. شناخته ۹ هم زیست جاذب های یا ۸ چند پایداری به عنوان پدیده این هستند. پارامترها از معین مجموعه یک
می کند ایفا سامانه ها عملکرد در مهمی نقش معمولا و است شده مشاهده طبیعی سامانه های از بسیاری در چندپایداری اینکه
سامانه های زمان آن از .[۲۸] شد آشکار کیوسوئیچ گازی لیزر یک در تجربی به صورت بار اولین چندپایداری شواهد .[۲۷]
الکترونیک، نور شناسی، مکانیک، مانند طبیعی علوم تحقیقاتی زمینه های تمام در تقریباً و گسترده به طور چندپایداری با آشوبناک
جاذب های بین تعامل به دلیل چندپایدار، سامانه های رفتار در .[۳۲ ،۳۱ ،۳۰ ،۲۹] شده اند یافت اعصاب علوم و محیطی علوم
پارامترها، جزئی تغییرات تحت است ممکن سامانه کیفی رفتار موارد، این در می شود. مشاهده زیادی فوق العاده پیچیدگی مختلف،
ابتدایی مراحل در هنوز آشوب، نظریه در جدید تحقیقاتی شاخه یک به عنوان چندپایداری، حال، این با کند. تغییر چشمگیری به طور

دارد. بیشتری تحقیقات به نیاز چندپایداری با آشوبناک سامانه های بررسی بنابراین، است. خود

سال های در ،[۳۳] ۱۹۶۳ سال در لورنز توسط آشوب نظریه مدرن دوره معرفی از پس آشوب سـازی. و آشوب کنترل .۶ .۲
فراوان کاربردهای با پیشرفته فیزیک و ریاضیات غیرخطی، دینامیک از مهمی شاخه به عنوان را خود که آشوب به زیادی توجه اخیر

.[۳۷ ،۳۶ ،۳۵ ،۳۴] شد معطوف است، کرده تثبیت ایمن ارتباطات هم چنین و مهندسی شناسی، زیست در
کامل و دقیق به طور هرگز تجربی اولیۀ شرایط اینکه به دلیل و اولیه شرایط به آشوبناک سامانه های شدید وابستگی به توجه با
می آید پدید تجربی اولیۀ شرایط از که پیش بینی مسیر واقع، در هستند. پیش بینی غیرقابل ذاتا سامانه ها این نمی شوند، شناخته
در خطا که به طوری می شوند، جدا هم از زمان طول در تصاعدی به طور می آید، پدید واقعی اولیه شرایط از که واقعی مسیر و
واقعی مسیر که جایی تا رشد می کند تصاعدی به طور زمان، افزایش با واقعی) مسیر و پیش بینی مسیر بین (فاصله پیش بینی

است. طولانی زمان های در شده پیش بینی مسیر از متفاوت کاملا سامانه،
باید که می دانستند چیزی را ویژگی این تجربی گرایان بیشتر و می کرد نامطلوب را آشوب متمادی، سال های برای ویژگی، این
نشان نیز را دیگر مهم ویژگی دو اولیه، شرایط به خود ذاتی حساسیت بر علاوه آشوبناک، سامانه های کرد. اجتناب آن از به شدت
یک اسکلت دیگر، به عبارت است. شده نشانده آشوبناک جاذب در ناپایدار تناوبی مدارهای از نامتناهی تعداد ،اولا می دهند.
ارگودیک آشوبناک، جاذب در جریان ثانیاً، است. ناپایدار تناوبی مدارهای از نامتناهی تعداد شامل مجموعه ای آشوبناک، جاذب
موجود ناپایدارِ تناوبی مدارهای از یک هر در نقطه هر کوچکِ همسایگی های از زمانی اش، تکامل طول در که معنی این به است
تعداد آشوبناک، سامانه ی از استفاده با می توانیم آشوب، به دلیل که است این اینجا در مهم نکته می کند. عبور آشوبناک، جاذب در
بنابراین، کنیم. تولید شده اند، انتخاب مناسب به نحو که کوچک اختلال های کمک با تنها را مورد نظر پویای رفتارهای از نامحدودی
اهداف برخی به نیل راستای در می توان آن به فرد منحصر ویژگی های از و نمی شود شناخته منفی پدیده یک به عنوان آشوب دیگر
یعنی متنوع، پویایی با آشوبناک سامانه  یک تولید برای آشوب سازی تلاش بنابراین کرد. استفاده ایمن ارتباطات و رمز نگاری مثل

است. شده تبدیل چالش برانگیز موضوعی به آشوبناک، جاذب های با سامانه هایی مصنوعی ساختن

6Self-excited 7hidden attractor 8multistability 9coexisting attractors
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چنین بنابراین، دارند. پارامترها و اولیه مقادیر به بالایی حساسیت هم زیست، آشوبناک جاذب های حاوی سامانه های
به عنوان هستند. نیز ضعف نقاط دارای سامانه ها این حال، عین در بود. خواهند مناسب رمزنگاری کاربردهای برای سامانه هایی
جاذب های با سامانه هایی مصنوعی ساختن بنابراین باشد. دشوار است ممکن هم زیست آشوبناک جاذب های یافتن مثال،

.[۲۶] است برخوردار بالایی کارایی و اهمیت از هم زیست آشوبناک

حیاتی، اطلاعات از محافظت برای آشوب مبتنی بر رمزنگاری سامانه های آشوب. مبتنی بر رمزنگاری سامانه های .۷ .۲
غیر بخش تنها ۱۰ جایگزینی جعبه های عموما می شوند. استفاده مختلف، ارتباطی شبکه های طریق از ارتباط برقراری حین در
در مهمی نقش جایگزینی جعبه دارند. عهده بر را اصلی نقش آشوبناک سامانه های آن ها، تولید در و می باشند سامانه ها این خطی
که حملاتی حتی و کرد انکار رمزگذاری سامانه ی هیچ در نمی توان را آن اهمیت دارد. برجسته رمزنگاریِ الگوریتم یک به دستیابی
جایگزینی، جعبه یک می دهند. قرار هدف را جایگزینی جعبه های همین عمدتا می پذیرد، صورت رمزنگاری شده سامانه ی یک به
برداری بولی تابع یک جایگزینی، جعبه ریاضی، نظر از است. رمزنگاری سامانه ی در ۱۲ نظمی بی و ۱۱ سردرگمی ایجاد مسئول

می شود: تعریف به صورت که است
S : {۰, ۱}n −→ {۰, ۱}m.

و تعریف نحوه از نمونه هایی یافتن برای می شوند. تعریف مختلفی روش های با جایگزینی جعبه های رمزنگاری، سامانه های در
،[۵۰] مقاله در مثال، به عنوان کرد. رجوع [۴۴ ،۴۵ ،۴۶ ،۴۷ ،۵۰] مقالات به می توان رمزنگاری، سامانه های در آن ها کاربرد
ذیل به شرح الگوریتم مراحل است. شده ارائه آشوب توابع و Sn جایگشت گروه از استفاده با تصویر رمزنگاری الگوریتم یک

هستند:
بیتی ۲۵۶ رمز کلید یک بیتی، ۲۵۶ خارجی رمز كلید و اصلی تصویر اطلاعات روی بر ۱۳ درهم ساز توابع اعمال با −۱

می شود. تولید آشوب توابع به مربوط پارامترهای و اولیه شرایط آن كمک با كه می گردد استخراج
پیکسل ها موقعیت آشوب، توابع بر مبتنی ستونی جایگشت یک و سطری جایگشت یک انجام با ، ۱۴ انتشار مرحله در −۲

می یابد. کاهش به شدت مجاور پیکسل های بین همبستگی به طوری که می شود جابه جا اصلی تصویر در
و S۸ جایگشت گروه كمک با بیت سطح در جایگشت انجام با پیکسل هر روشنایی سطح مقدار ، ۱۵ سردرگمی مرحله در −۳
امنیت ،XOR عمل گر و S۸Sbox جایگزینی جعبه های به وسیله بیت سطح در تبدیل انجام با سپس می یابد تغییر آشوبناک توابع

می یابد. افزایش پیشنهادی الگوریتم

رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی .۳

ناپایداری بردن بین از خاص روش های یکی است. بوده نظر مد همیشه اساسی مسئله دو ،۱۶ تلاطم مبحث مطالعه در
بین خطی رابطه ای هوک، قانون نمی کند. پیروی هوک قانون از که (ماده ای غیرخطی ارتجاعی خاصیت با ماده ای در ایجاد شده
روی فشرده بررسی های بی نظم. تصادفی حرکت ظهور به منجر مکانیسم های دیگری و است) آن بر وارد بار و ماده طول تغییر
سامانه های در آشوب شروع امکان اصولا که است کرده مشخص متناهی، بعد با دینامیکی سیستم های در تصادفی خودکار نوسانات

.[۴۳] باشد مرتبط می شود، اجرایی سامانه ناپایداری محدود سازی برای که سازکاری با می تواند اتلافی
معادله با ۱۷ لاندو معروف مدل می شود، منجر بی نظم تصادفی حرکات بروز به آن در پایدار سازی سازکار که مدل هایی از یکی

مختلط ضرایب با غیرخطی سهموی

(۶) ft = γ۰f + (β + iχ)fxx + (iα− ρ)f |f |۲

10Substitution box or S-box 11confusion 12disarray 13Hash Function 14Diffusion 15confusion 16turbulence 17Landau
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است. مختلط موج دامنه f(x, t) آن، در که است
معادلۀ به (۶) معادله باشند، کوچک r = ρ/α و µ = β/χ بعد بدون پارامترهای اگر یعنی باشد، ناپایستار کمی محیط اگر
شرودینگر معادلۀ با آن تقریب از استفاده با می توان را (۶) مدل مورد در اطلاعات برخی و است نزدیک غیرخطی شرودینگر

.[۴۳] آورد به دست غیرخطی
ناپایستاری از نتیجه یک به عنوان را P =

∫
i (axa

∗ − ax∗a) dx شبه تکانه و N =
∫
|a|۲dx کوانتوم عدد تغییر کنیم فرض

بگیریم: نظر در زیر به صورت (ρ ̸= ۰ و β ̸= ۰ ،γ۰ ̸= ۰ آن برای که ) (۶) سامانه

(۷)
dN/dt = ۲γ۰N − ۲β

∫
|ax|۲ dx− ۲ρ

∫
|a|∗dx

dP/dt = ۲γ۰P − ۲β
∫

i (a∗xaxx − a∗xax) dx− ۲ρ
∫

i|a|۲ (axa∗ − a∗xa) dx.

دارد سالیتون ها از قطاری به شکل جوابی ،( γ۰ = β = ρ = ۰ آن برای (که پایستارش وضعیت مانند ،(۶) که کنیم فرض حال
حفظ را خود شکل که نظر این از است، پایدار به شدت که است موضعی و تقویت کننده خود غیرخطی، موج بسته یک (سالیتون
با که زمانی حتی کند، می حفظ را خود فرم و سرعت دامنه، همچنین می شود، منتشر ثابت سرعت با آزادانه که حالی در می کند

شد: خواهد حاصل زیر نتیجه بنابراین می کند.). پیدا تماس مختلف سالیتون های

(۸) a(x, t) = A exp

[
i
αA۲

۲
t+ i

V ۲

۴χ
t+ i

V

۲χ
(x− V t)

]
ch−۱

[
A(x− V t)(α/۲x)۱/۲

]
.

کردن محدود و (۷) در (۸) کردن جایگزین با را V و A برای تقریبی معادلات می توانیم ،V سرعت و A دامنه اندک تغییر با
:[۴۸] کنیم استخراج زیر به صورت ،µ ≡ β/χ ∼ r ≡ ρ/α ≪ ۱ کوچک پارامترهای به نسبت اول مرتبه جملات به خود

dA

dt
= γ۰A− βα

۶x
A۳ − ۲ρ

۳
A۳ − β

۴x۲AV
۲,

dV

dt
= −۲

۳
βα

x
A۲V

یعنی: می شوند، برابر آن ها دامنه و می شوند متوقف سالیتون ها همه ،t → ∞ وقتی که دریافت می توان اینجا از

V → ۰, A → A۰ =

[
۶
γ۰

α

(
β

χ
+ ۴

ρ

α

)−۱
]۱/۲

.

از سه حالته تقریب یک آن ها گرفتند. به کار (۶) مدل در پیچیده پویایی بررسی برای را رویکردی چنین فابریکانت، و رابینوویچ
آوردند: به دست زیر به صورت را (۶)

(۹)

dx۱

dt
= x۲

(
x۳ − ۱ + x۲

۱
)
+ ax۱

dx۲

dt
= x۱

(
۳x۳ + ۱ − x۲

۱
)
+ ax۲

dx۳

dt
= −۲x۳ (b+ x۱x۲)

نامتناهی زنجیره یک با معادل تناوبی، مرزی شرایط برای (۶) معادله که کردند استفاده واقعیت این از آن ها که است ذکر به لازم
تجربی نگاه با اما کرد، اثبات دقیق به طور ریاضی به لحاظ را این نمی توان همیشه چه اگر و است معمولی دیفرانسیل معادلات از
تبدیل متناهی بعد با سامانه           ای به و کرد کوتاه می توان را نامتناهی بعد با سامانه ی زمان، با پیش رونده میرایی به دلیل فیزیکی، و

.[۴۳] کرد
۱۹ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.138938.1601
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a > ۰ است، شده مدل سازی (۹) معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه توسط که (RF) ‑فابریکانت رابینوویچ سامانه ی در
به صورت سامانه این تعادل نقاط است. انشعاب پارامتر b ∈ R و بوده

P۰ = (۰, ۰, ۰)

P۱,۲ =

(
∓
√

bR۱ + ۲b
۴b− ۳a

,±

√
b

۴b− ۳a
R۱ + ۲

,
aR۱ +R۲

(۴b− ۳a)R۱ + ۸b− ۶a

)

P۳,۴ =

(
∓
√

bR۱ − ۲b
۳a− ۴b

,±

√
b

۴b− ۳a
۲ −R۱

,
aR۱ −R۲

(۴b− ۳a)R۱ − ۸b+ ۶a

)

آن در که هستند

R۱ =
√

۳a۲ − ۴ab+ ۴,

R۲ = ۴ab۲ − ۷a۲b+ ۳a۳ + ۲a.

محور به نسبت مسیر هر ،E تبدیل تحت می گذارد. نمایش به را E : (x۱, x۲, x۳) → (−x۱,−x۲, x۳) تقارن سامانه این
که آن جایی از کرد. بررسی را P۳ و P۱ ،P۰ تعادل نقاط پایداریِ فقط می توان بنابراین، است. «دوقلو» متقارن مسیر یک x۳

رایانه ای و عددی تحلیل های بر مبتنی تحقیقات، بیشتر است، ناممکن سامانه این ریاضی کامل تحلیل و تجزیه حاضر حال در
داشت. خواهیم عددی تحلیل بر مبتنی رویکردی مقاله، این در نیز ما رایج، رویه این از پیروی با است.

نشان عددی، تحلیل و تجزیه با آن ها است. گرفته قرار مطالعه مورد [۳۸ ،۴۲ ،۴۱] همکاران و دانکا توسط (۹) سامانه ی
رویکرد با را آن ها نتایج اینجا، در می گذارد. نمایش به را چندپایداری از جمله غنی، بسیار و غیرمعمول پویایی سامانه، این که دادند
استفاده ۱۸ سه مرحله  ای پیش بینی کننده‑تصحیح کنندۀ موضعی تکراری خطی سازی روش از آن ها می آوریم. به دست متفاوتی عددی

.[۴۰] است ۳‑گامی ضمنی روش یک که کرده اند،
کدهایی افزودن با Ⅿatⅼab نرم افزار در  اجرا قابل ⅯATⅮS نرم افزاری بسته از لیاپانوف نماهای محاسبه برای مقاله، این در
نسبی خطای با نرم افزار این محیط در ode۴۵ حل کننده نیز ODE ها حل برای و کرده ایم استفاده مورد نظر، خروجی گرفتن جهت
نیز عددی روش های در استفاده مورد طول گام است. شده استفاده AbsTol = ۱۰−۷ مطلق خطای و RelTol = ۱۰−۷

است. شده گرفته نظر در h = ۱۰−۶

183-step predictor–corrector Local Iterative Linearization (LIL) method
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a = ۰٫۱, b = ۱٫۰۸ (ج) a = ۰٫۱, b = ۱٫۰۸ (ب) a = ۰٫۱, b = ۰٫۲۵۲۸ (آ)

a = ۰٫۱, b = ۰٫۲۸۷۶ (و) a = ۰٫۱, b = ۰٫۲۷۱۵ (ه) a = ۰٫۱, b = ۱٫۰۳۵ (د)

a = −۱, b = −۰٫۱ (ط) a = ۰٫۱, b = ۱٫۲۲ (ح) a = ۰٫۱, b = ۰٫۹۸ (ز)

مقادیر ولی برابرند پارامترها (ج) و (ب) شکل های در .b و a مقادیر برخی به ازای (۹) سامانه ی آشوبناک جاذب های .۲ شکل
آمده اند. ۲ جدول در اولیه مقادیر هستند. متفاوت اولیه

Figure 2: Chaotic attractors of the system (9) for some values of a and b. In Figures (B) and (C),
the parameters are the same, but the initial values are different. Initial values are given in table 2.
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b = ۰٫۲۸۵۶ (ب) b = ۰٫۲۷۱۵ (آ)

b = ۰٫۱۰۸ (د) b = ۰٫۹۸ (ج)

جاذب  های همزیستی (ج) و (ب) (آ)، :b مقادریر برخی و a = ۰٫۱ ازای به (۹) سامانه ی هم زیست جاذب های .۳ شکل
و (ج) (ب)، (آ)، شکل های از یک هر در پایدار. چرخه حدی سه وجود (ت) P۱,۲ پایدار تعادل نقطه دو با آشوبناک

آمده اند. به دست متفاوت، اولیه شرایط با اما ،b و a ثابت مقادیر برای که دارند وجود هم زیست جاذب سه (د)،

Figure 3: Coexistence attractors of the system (9) for a = 0.1 and some values of b: (A), (B)
and (C) Coexistence of chaotic attractors with two stable equilibrium points P1,2 (t) Existence
of three stable limit cycles. In each of the figures (A), (B), (C) and (D), there are three
coexisting attractors obtained for fixed values of a and b, but with different initial conditions.

می کنیم. معرفی را شده اند مشاهده RF سامانه ی در که جاذب ها از مختلفی انواع اینجا، در
مقادیر برخی به ازای که می شوند دیده تناوبی جواب های ۲د و ۲ج ۲ب، شکل های در و (تعادل) ثابت نقطه دو ۲آ، شکل در
(۹) سامانه ی پنهان آشوبناک جاذب های ۲و و ۲ه شکل های در است. آمده ۲ جدول در مربوطه جزئیات آمده اند. به دست b و a

جاذب های نیز ۲ط و ۲ح شکل های در شده اند. داده نشان هم زیست متقارن خودبرانگیخته آشوبناک جاذب های ۲ز، شکل در و
۳ شکل در است. آمده ۲ جدول در مربوطه جزئیات شده اند. داده نمایش b و a مقادیر برخی به ازای خودبرانگیخته آشوبناک
می  افتد. اتفاق b = ۰٫۲۷۹ و a = ۰٫۱ در جالب توجه آشوبناک رفتار یک شده اند. ارائه ۱۹ هم زیست جاذب های از نمونه چند
می رود. بین از سپس و می انجامد به طول توجهی قابل به طور آشوبناک رفتار می دهد، نشان ۴ شکل در فاز نمودار که همان طور
”خودکنترلی” نوعی دارای سامانه که می رسد به نظر اینجا در گرفت. نظر در ۲۰ زودگذر آشوب به عنوان آن را می توان بنابراین،
یک هم زیستی نشان دهنده سامانه، رفتارِ این اول، نگاه در هر چند ببرد. بین از را آشوبناک رفتار می تواند آن نتیجۀ در که بوده
از آشوبناک رفتار ،P۲ پایداری قوی تر تأثیر با کافی، زمان مدت از پس اما است P۲ پایدار کانونی گره یک با آشوبناک جاذب

دارد. کید تأ RF سامانه ی تنیدۀ هم در جذب دامنه های مرزیِ ساختار پیچیدگی بر وضعیت این می رود. بین
شده اند. کشیده تصویر به ۵ شکل در که می باشد زودگذر پنهان آشوب دو هم زیستی دیگر، جالب توجه آشوبناک رفتار

19Coexisting attractors 20transient chaos
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.۲ شکل به مربوط محاسباتی جزئیات .۲ جدول

Table 2: Computational details related to the figure 2.

جاذب دینامیک هاسدورف بعد لیاپانوف نماهای اولیه شرط شکل شماره
ثابت ۰ −۰٫۰۴۵۳,−۰٫۰۵۳۵,−۰٫۲۷۲۴ [−۰٫۵۳۱۴, ۱٫۴۸۳۰, ۰٫۰۳۲۱] ۲آ شکل

متناوب ۱ ۰٫۰۰۰۰,−۰٫۱۳۲۴,−۱٫۸۲۷۲ [−۰٫۶۳۱۶, ۱٫۱۳۱۰, ۰٫۰۰۰۰] ۲ب شکل
متناوب ۱ ۰٫۰۰۰۰,−۰٫۱۳۲۴,−۱٫۸۲۷۲ [۱٫۰۳۸۷,−۱٫۲۲۷۵, ۰٫۰۱۲۸] ۲ج شکل
متناوب ۱ ۰٫۰۰۰,−۰٫۰۷۱۸,−۱٫۸۰۰۵ [۰٫۹۶۳۰,−۰٫۷۱۲۳, ۰٫۰۰۰۱] ۲د شکل
آشوبناک ۲٫۱۹۱۵ ۰٫۰۸۱۳, ۰٫۰۰۰۰,−۰٫۴۲۴۵ [−۰٫۷۴۲۳, ۰٫۴۵۸۰, ۰٫۸۶۵۳] ۲ه شکل
آشوبناک ۲٫۱۳۱۶ ۰٫۰۵۶۹, ۰٫۰۰۰۰,−۰٫۴۳۲۳ [−۲٫۰۰۰۰, ۰٫۰۰۰۱, ۰٫۰۰۰۸] ۲و شکل
آشوبناک ۲٫۰۳۴۵ ۰٫۰۶۲۹, ۰٫۰۰۰,−۱٫۸۲۲۷ [−۰٫۸۳۵۰, ۱٫۱۹۲۰, ۰٫۴۴۵۰] ۲ز شکل
آشوبناک ۲٫۰۰۶۰ ۰٫۰۱۳۴, ۰٫۰۰۰,−۲٫۲۵۱۰ [−۰٫۹۱۷۹, ۲٫۱۹۳۰, ۰٫۲۸۴۶] ۲ح شکل
آشوبناک ۲٫۰۴۳۱ ۰٫۰۸۰۶, ۰٫۰۰,−۱٫۸۶۹۴ [−۰٫۸۳۵۰, ۱٫۱۹۲۰, ۰٫۴۴۵۰] ۲ط شکل

(۹) سامانه حالت متغیر های زمانی پاسخ (آ)

لیاپانوف نماهای (ج)
(۹) سامانه

سامانه فاز فضای (ب)
(۹)

.b = ۰٫۲۷۹ و a = ۰٫۱ برای (۹) سامانه ی در زودگذر پنهان آشوب .۴ شکل

Figure 4: Transient hidden chaos in the system (9) for a = 0.1 and b = 0.279.
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(۹) سامانه حالت متغیر های زمانی پاسخ (ب) (۹) سامانه فاز فضای (آ)

.b = ۰٫۲۷۹ و a = ۰٫۱ برای (۹) سامانه ی در زودگذر پنهان آشوب دو هم زیستی .۵ شکل

Figure 5: Coexistence of two transient hidden chaos in the system (9) for a = 0.1 and b = 0.279.

یافته تعمیم رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی .۴

:[۲ ،۱] است گرفته قرار عددی بررسی مورد و ارائه زیر به صورت (۹) سامانه ی از تعمیمی اخیرا

(۱۰)

dx۱

dt
=
[
p
(
x۲

۱ + x۳
)
+ q

(
−x۲

۲ + ۳x۳
)
− ۱
]
, x۲ + ax۱

dx۲

dt
=
[
p
(
−x۲

۱ + ۳x۳
)
+ q

(
x۲

۲ + x۳
)
+ ۱
]
, x۱ + ax۲

dx۳

dt
= −۲x۳(b+ (p+ q)x۱x۲).

می شود. تبدیل (۹) سامانه ی به q = ۰ و p = ۱ با سامانه این
می گیریم: نظر در (۹) سامانه ی از تعمیمی به عنوان را زیر سامانه ی بخش، این  در

(۱۱)

dx۱

dt
= x۲

(
x۳ − ۱ + x۲

۱
)
+ ax۱

dx۲

dt
= x۱

(
۳x۳ + ۱ − x۲

۱
)
+ cx۲

dx۳

dt
= −۲x۳ (b+ x۱x۲)
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آشکارسازی در را نتایج همان ولی است (۱۰) تعمیم از ساده تر تعمیم، این می شود. تبدیل (۹) سامانه ی به ،c = a با سامانه این
رابطه ی به توجه با دارد. بر در آشوب به تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب تبدیل فرایند به خصوص و آشوب

۳∑
i=۱

∂fi
∂xi

= (۲x۱x۲ + a) + (c) + (−۲x۱x۲ − ۲b) = a+ c− ۲b,

.a+ c− ۲b < ۰ هرگاه است اتلافی (۱۱) سامانه ی
،c < ۰٫۸ با بنابر این، می گیریم. نظر در انشعاب پارامتر به عنوان را c و گرفته ثابت را b = −۰٫۱ و a = −۱ پارامترهای
ایمن ارتباطات و رمز نگاری مباحث در (۹) سامانه این که به توجه با باشد. آشوبناک می تواند و بود خواهد اتلافی سامانه این
کردن ناایمن و گشایی رمز احتمال کاهش و اهداف این به رسیدن آن، پیچیدگی بر افزودن و سامانه تعمیم دارد، ویژه ای کاربرد
c < ۰٫۸ مقادیر برخی و b = −۰٫۱ ،a = −۱ برای را سامانه پیچیده پویایی های ادامه، در داشت. خواهد به همراه را اتباطات

می کنیم. بررسی

نمایِ و بالا) (شکل لیاپانوف اول نمایِ دو (ب)
پایین) (شکل لیاپانوف سوم

انشعاب نمودار (آ)

.(۱۱) سامانه لیاپانوف نماهای و انشعاب نمودار .۶ شکل

Figure 6: Bifurcation diagram and Lyapunov exponents of system (11).
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۲۸٫۴ تناوب دوره با متناوب حرکت .c = −۰٫۸۰۶ (ب) ۱۴٫۲ تناوب دوره با متناوب حرکت .c = −۰٫۸۲ (آ)

آشوبناک حرکت .c = −۰٫۸۰۱۵ (د) ۵۶٫۷ تناوب دوره با متناوب حرکت .c = −۰٫۸۰۳۴ (ج)

انشعاب تبدیل فرایند نشان دهنده که ،c مختلف مقادیر و b = −۰٫۱ ،a = −۱ برای (۱۱) سامانه ی فاز فضای .۷ شکل
است. آشوب به تناوب دوره مضاعف سازی

Figure 7: The phase space of the system (11) for a = −1, b = −0.1 and different values of c, which
shows the process of converting period-doubling bifurcation to chaos.

روی c تغییر و b = −۰٫۱ و a = −۱ نگه داشتن ثابت با آشوب. به منتهی تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب .۱ .۴
برای که می شود مشاهده شده اند. ترسیم ۶ شکل در ،(۱۱) سامانه لیاپانوف نماهای و انشعاب نمودار [−۰٫۸۲,−۰٫۸۰] بازه
متناوب جواب بازه این در و است صفر لیاپانوف نمای یک و منفی لیاپانوف نمای دو دارای سامانه c ∈ [−۰٫۸۲۰۰,−۰٫۸۰۳۰]
مثبت لیاپانوف نمای یک و صفر لیاپانوف نمای یک منفی، لیاپانوف نمای یک c ∈ [−۰٫۸۰۳۰,−۰٫۸۰۰۰] برای هم چنین داریم،

بود. خواهد آشوبناک سامانه بنابراین و داریم
نظریه در می دهد. نشان را آشوب به منتهی  تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب ۶آ، شکل در رسم شده انشعاب نمودار
باعث سامانه یک پارامترهای در جزئی تغییر یک که می افتد اتفاق زمانی تناوب، دوره مضاعف سازی انشعاب پویا، سامانه های
مسیر تناوب دوره برابر دو جدید، مسیر تناوب دوره شود. پدیدار موجود تناوبی مسیر یک از جدید تناوبی مسیر یک که می شود

است. آشوب به منتهی مسیرهای از یکی آن، مداوم تکرار که گویند تناوب دوره مضاعف سازی فرایند، این به است. اولیه
است. مشاهده قابل ۷ شکل در آشوب، به منتهی  تناوب دوره مضاعف سازی انشعاب فرایند
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(۱۱) سامانه حالت متغیر های زمانی پاسخ (آ)

(۱۱) سامانه لیاپانوف نماهای (ج) (۱۱) سامانه فاز فضای (ب)

.c = −۰٫۵۸۵۴ و b = −۰٫۱ ، a = −۱ برای (۱۱) سامانه در زودگذر آشوب .۸ شکل

Figure 8: Transient chaos in the (11) system for a = −1, b = −0.1 and c = −0.5854.
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جاذب دو هم زیستی .c = −۰٫۸۰۳۴ (ب)
۲۸٫۴ تناوب دوره با متناوب

جاذب دو هم زیستی .c = −۰٫۸۰۶ (آ)
۱۴٫۲ تناوب دوره با متناوب

جاذب دو هم زیستی .c = −۰٫۵۸۵۴ (د)
زودگذر آشوبناک

جاذب دو هم زیستی .c = −۰٫۸۰۱۱ (ج)
آشوبناک

.c مقادیر برخی و b = −۰٫۱ ،a = −۱ به ازای جاذب ها هم زیستی .۹ شکل

Figure 9: Coexistence of attractors for a = −1, b = −0.1 and some values of c.

نشان ۸آ شکل در نمودار که همان طور می شود. مشاهده ۸ شکل در زودگذر اما آشوبناک رفتار یک زودگذر. آشوب .۲ .۴
ولی می انجامد طول به ۴آ، شکل در شده نشان داده آشوبناک رفتار از بیشتر و توجهی قابل به طور آشوبناک رفتار این می دهد،

می شود. منجر ثابت نقطه به و می رود بین از مدتی از پس

توضیحات در مربوطه جزئیات است. کشیده تصویر به را جاذب ها برخی هم زیستی ،۹ شکل جاذب ها. هم زیستی .۳ .۴
شده اند. مشخص شکل

نتیجه گیری .۵

تعمیم یافته، سامانه ی برای دادیم. قرار عددی مطالعه مورد آن را تعمیم یافته مدل و رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی مقاله، این در
مضاعف سازی انشعاب پدیده به ویژه، کردیم. مشخص پارامتر سه برهمکنش با را پیچیده و غنی بسیار پویای رفتارهای وقوع
تغییر با که دیدیم بود. نشده  گزارش رابینوویچ‑فابریکانت سامانه ی در قبلا که دادیم، نشان را آشوب به منتهی تناوب دوره
جواب از تناوب، دوره مضاعف سازی انشعاب مداوم تکرار با سامانه، تکامل فرآیند کوچک، بسیار بازه یک در انشعاب پارامتر
به وابسته انشعاب نمودار لیاپانوف، نمای طیف از استفاده با سامانه پیچیده پویای رفتارهای می شود. ختم آشوب به متناوب
تحلیل و تجزیه و دیفرانسیل معادلات عددی حل براساس مطالعه این شدند. بررسی فاز فضای از مختلف مقاطع و پارامترها
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سامانه ی از تعمیم این زیرا هستند، جدید آمده به دست نتایج گرفت. صورت Ⅿatⅼab نرم افزار از استفاده با آن ها عددی انشعاب
رادیو مهندسی در سامانه هایی شبیه سازی برای می تواند تعمیم یافته، مدل است. شده مطرح اولین بار برای رابینوویچ‑فابریکانت،
گیرد. قرار استفاده مورد هستند، سه مرتبه غیر خطی جملات شامل و دارد وجود سه حالته تعامل یک آن ها در که الکترونیک و
آن ها در گنجانده شده ضرایب این رو، از و می کند شبیه سازی را فیزیکی ماهیت با سامانه هایی رابینوویچ‑فابریکانت، سامانه ی
در را آن ها کاربرد می گیرد، نشات سوم مرتبه جملات وجود از که آن، آشوبناک و غیر خطی به شدت ماهیت اما باشند، مثبت باید
بر خود که منفی، پارامترهای از استفاده با آن، مصنوعی تعمیم بنابراین، است. کرده برخوردار خاصی اهمیت از ایمن ارتباطات

است. برخوردار خاصی اهمیت از می افزاید، آن غنی پویایی پیچیدگی
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