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SHAPE OPERATOR OF AN (N − 1)-DIMENSIONAL DISTRIBUTION ON AN

N-DIMENSIONAL MANIFOLD AND THEIR CLASSIFICATION

MEHRAN AMINIAN∗ AND MEHRAN NAMJOO

Abstract. This paper aims to study of shape operator of an (n− 1)-dimensional distribution on an

n-dimensional smooth manifold. In this study firstly we state formulae for the shape operator and its

symmetric and anti-symmetric components and in continuation we show their relationships with some

notions such as integrability, totally umbilic and totally geodesic. Finally, by considering at most two

eigenvalues for the shape operator, we classify this distribution and their foliations in simply connected

space forms.

1. Introduction

The study of surfaces in ordinary three-dimensional space was expanded by Gauss in the early

19th century by introducing the concepts of first and second fundamental forms and curvature. This

approach was generalized by studying the submanifolds of a Riemannian manifold. Details of this

matter in [10, 7, 11] have been studied. But other aspects need to be studied and in this paper, we

intend to examine them.

In differential geometry, a distribution on a manifold is an association of vector subspaces that have

special properties, and often this distribution is a subbundle of a tangent bundle. The distributions

that have the integrability condition create a foliation on the manifold, that is, they separate the
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manifold into smaller submanifolds. These concepts have many applications in different fields of

mathematics, such as integrable systems, Poisson geometry, differential topology, etc [17, 2, 6].

The study of the geometry of regular distributions is a natural extension of the study of the geometry

of submanifolds. The mode of integrable distributions is in accordance with the study of foliations.

For more details we refer the reader to [16].

If the distribution is not integrable, then the tensor field of its shape operator, it is not symmetrical

and its decomposition into symmetric and antisymmetric parts is related to the geometric properties

of the distribution. The second fundamental form as well as the shape operator, is the main and basic

tool which this research aims to study. We prove different properties of symmetric and antisymmetric

components. Finally, by considering at most two eigenvalues for the shape operator, we classify the

distribution and its foliations in simply connected space forms.

2. Main Results

Suppose (Mn, g) be a Riemannian manifold, H an (n − 1)-dimensional regular distribution (hor-

izontal distribution) on M and V the distribution of its orthogonal complement to the Riemannian

metric g (vertical distribution). So TM = H ⊕ V. Let H and V be smooth (1, 1)-tensor fields that

attribute to a vector field (to a vector) its horizontal and vertical parts, i.e. H(E) = E − ⟨E,N⟩N
and V (E) = ⟨E,N⟩N , where N is an unit vector field may be locally defined and it is perpendicular

to the horizontal distribution. Here the symbol ⟨, ⟩ stands for the inner multiplication of the metric

g, and the second fundamental form of H is defined in the following form

BH(E,F ) = V (∇H(E)H(F )),

where ∇ denotes the Levi-Civita connection of metric g and E,F ∈ X (M).

Definition 2.1. [12] Suppose N be an unit vertical vector field. The shape operator S obtained from

N , is given by the following relation

⟨SX, Y ⟩ =
〈
BH(X,Y ), N

〉
,

where X, and Y , are horizontal vector fields.

The following proposition is similar to that in [12].

Proposition 2.2. Shape operator specifies a linear operator S : Hp → Hp, at any point p ∈ M and

for each v ∈ Hp, Sv = −∇vN .

Remark 2.3. If the vertical vector field N (which may be locally defined) is replaced with −N , then

the sign of S changes. So even if M lacks a vector field that is vertical throughout, then the shape

operator S is defined globally up to sign. The sign of ambiguity should be removed from the inherent

formulas.
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Symmetric and antisymmetric components of BH which is denoted by BH
s and BH

a , respectively

are defined as follows:

BH
s (E,F ) =

1

2

(
BH(E,F ) +BH(F,E)

)
,

BH
a (E,F ) =

1

2

(
BH(E,F )−BH(F,E)

)
,

where E,F ∈ X (M). Therefore BH = BH
s +BH

a . Motivated by this, we offer the following definition.

Definition 2.4. Symmetric and antisymmetric components of S, which is denoted by Ss and Sa,

respectively are defined by

⟨SsX,Y ⟩ =
〈
BH

s (X,Y ), N
〉
,

⟨SaX,Y ⟩ =
〈
BH

a (X,Y ), N
〉
,

where X and Y , are horizontal vector fields. As a result S = Ss + Sa, where

Ss =
1

2

(
S + St

)
,

Sa =
1

2

(
S − St

)
,

and St denotes the transpose of S.

Proposition 2.5. For each v ∈ Hp, the following relationships are established:

Ssv =− 1

2

(
∇vN +H((∇N)tv)

)
=− 1

2

(
∇vN + (∇N)tv − ⟨v,∇NN⟩N

)
,

and

Sav =− 1

2

(
∇vN −H((∇N)tv)

)
=− 1

2

(
∇vN − (∇N)tv + ⟨v,∇NN⟩N

)
.

Similar to what was stated in [3, 12], we arrive at the following proposition.

Proposition 2.6. For any horizontal vector field X,Y , we have

⟨SsX,Y ⟩ =
〈
BH

s (X,Y ), N
〉

= −1

2
(LNg)(X,Y ).

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.138841.1600 35

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.138841.1600


M. Aminian and M. Namjoo, Mathematics and Society/ 9 no. 1 (2024) 33–50

Definition 2.7. We call µH mean curvature and it is defined in the following form

µH =
1

n− 1
trBH

=
1

n− 1
trBH

s

=
1

n− 1

n−1∑
i=1

BH
s (ei, ei),

where {ei}n−1
i=1 is a local orthogonal frame for H .

Corollary 2.8. Thee mean curvature µH has the following properties

(a)

µH =
1

n− 1
(trS)N

= − 1

2(n− 1)
(trLNg)N.

(b) µH = 0, if and only if trS = 0, also trS = 0 if and only if trLNg = 0.

The following definition is similar to the definition which was stated in [3]

Definition 2.9. Let H be an (n− 1)-dimensional distribution.

(a) We call H totally umbilic if for all horizontal vector fields X,Y ,

BH
s (X,Y ) = ⟨X,Y ⟩µH.

(b) We call H totally geodesic if for all horizontal vector fields X,Y ,

BH
s (X,Y ) = 0.

(c) We call H minimal if

µH = 0.

Based on the above definition, we conclude the following propositions.

Proposition 2.10. The distribution H is totally geodesic, if and only if it is totally umbilic and

minimal.

Proposition 2.11. The distribution H is totally umbilic, if and only if for each selection N , tensor

Ss be a scalar. Especially H it is totally geodesic If and only if for each selection N , Ss = 0.

Proposition 2.12. Let W be a nowhere zero Killing vector field. Then the distribution H = ⟨W ⟩⊥ is

totally geodesic and its symmetric shape operator is zero.
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A discussion similar to the proposition 2.11 and knowing that the integrability of a distribution is

equivalent to the symmetry of its second fundamental form (see [12] for more details), will lead to the

following proposition.

Proposition 2.13. Let H be an (n− 1)-dimensional distribution.

(a) The distribution H is integrable if and only if distribution shape operator, for each selection N , be

symmetrical. Hence Ss = S and Sa = 0.

(b) The distribution H is totally umbilic and integrable if and only if the distribution shape operator, for

each choice N , be a scalar and therefore each leaf of its foliation is a totally umbilic hypersurface.

In the following, we assume that the vertical vector field N , be defined throughout manifold and

therefore the shape operator obtained from N , without sign of ambiguously defined throughout man-

ifold. Let Rn(c) be a simply connected Riemannian space form with fixed sectional curvature c which

is the Euclidean space Rn for c = 0, is the Euclidean sphere Sn for c = 1, and is the Hyperbolic

space Hn for c = −1. A hypersurface in Rn(c) is called an isoparametric if its principal curvatures are

constant everywhere, counting multiplicities. In this case, we have the following proposition.

Proposition 2.14. Let H be an (n − 1)-dimensional distribution on Rn(c) and S = αI, where α is

an arbitrary constant. Then either c = 0 or c = −1 and H is totally umbilic and integrable. If c = 0,

then α = 0, the distribution is totally geodesic, and each leaf of its foliation is a hyperplane. If c = −1,

then α = ±1, the distribution is non-minimal and each leaf of its foliation is a parabolic hypersurface.

Corollary 2.15. There is no (n− 1)-dimensional distribution which is integrable and totally geodesic

on Sn or Hn.

Proposition 2.16. Let H be an (n− 1)-dimensional distribution on Rn(c), with n > 2, and S = fI,

in which f is a smooth function on Rn(c). Then either c = 0 or c = −1, and H is totally umbilic

and integrable. If c = 0, then the distribution is totally geodesic and all leaves are hyperplanes and the

function f is zero. If c = −1, then the distribution is non-minimal and each leaf is a hyperbolic or

parabolic hypersurface. Also for all x ∈ Hn, non-zero vector a ∈ Rn+1
1 , it is found that ⟨a, a⟩ ∈ {0, 1},

and f(x) = − ⟨a,x⟩√
⟨a,a⟩+⟨a,x⟩2

.

Corollary 2.17. There is no (n− 1)-dimensional distribution which is integrable and totally umbilic

on Sn, n > 2.

Proposition 2.18. There is no (n− 1)-dimensional distribution which is integrable on Rn(c) that its

shape operator has only two distinct constant eigenvalues.

Isoparameter hypersurfaces of Rn and Hn have at most two constant principal curvatures, and so,

according to the propositions 2.14–2.18, we obtain the following result.
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Corollary 2.19. The only (n− 1)-dimensional distribution on Rn, which is integrable and all eigen-

values of its shape operator are constant, is generated by n − 1 linearly independent constant vector

fields and so the distribution is totally geodesic and every leaf of its foliation is a hyperplane and the

distribution shape operator is zero.

Corollary 2.20. There is no (n − 1)-dimensional distribution on Hn, which is integrable and all

eigenvalues of its shape operator be constant and has at least two eigenvalues.

3. Conclusion

In this paper, we studied the shape operator of a distribution and its properties, especially its

decomposition into symmetric and antisymmetric parts. We showed that a distribution is totally

umbilic if and only if the symmetric component of its shape operator is scalar, we also proved that

it is totally geodesic if and only if the symmetric component of its form operator is zero. Finally, we

considered the classification of (n− 1)-dimensional distributions and studied simply connected space

forms with a shape operator having at most two eigenvalues.
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جامعه و ریاضی
۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۵۰ −۳۳ صص. ،(۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد
The Author(s) ۱۴۰۳ ©

http://www.ui.ac.ir

آن ها دسته بندی و n‑بعدی خمینه روی n)‑بعدی − ۱) توزیع شکلی عملگر

 

 

نامجو مهران و  
 

امینیان∗ مهران

این در است. هموار n‑بعدی خمینه یک روی n)‑بعدی − ۱) توزیع یک شکلی عملگر بررسی مقاله، این از هدف چکیده.
مفاهیمی با آن ها ارتباط ادامه در و می کنیم ارائه آن پادمتقارن و متقارن مؤلفه های و شکلی عملگر برای را فرمول هایی ابتدا مطالعه
شکلی، عملگر برای ویژه مقدار دو حداکثر گرفتن درنظر با سرانجام، می دهیم. نشان را ژئودزیک و نافی تماماً انتگرال پذیری، مانند

می پردازیم. ساده همبند فضافرم های در آنها برگ بندی و توزیع ها این دسته بندی به

مقدمه .۱

دوم اول، اساسی فرم مفاهیم معرفی با نوزدهم قرن اوایل در گاوس توسط معمولی، بعدی سه فضای در رویه ها مطالعه
در موضوع این جزئیات کرد، پیدا تعمیم ریمانی خمینه یک زیرخمینه های مطالعه با رویکرد این یافت. گسترش خمیدگی و
قصد مقاله این در و هست مطالعه نیازمند که دارد وجود دیگری جنبه های اما است. گرفته قرار مطالعه مورد [۱۱ ،۷ ،۱۰]

کنیم. بررسی را آن ها داریم
هستند دارا را ویژه ای خواص که است برداری زیرفضاهای از تخصیصی خمینه، یک روی توزیع یک دیفرانسیل هندسه در
خمینه روی برگ بندی یک هستند، دارا را انتگرال پذیری شرط که توزیع هایی است. مماس کلاف از زیرکلافی توزیع این اغلب و
مختلف حوزه های در متعددی کاربردهای مفاهیم این می کنند. افراز کوچکتر زیرخمینه های به را خمینه یعنی می آورند، به وجود

.[۶ ،۲ ،۱۷] دارند غیره و دیفرانسیل توپولوژی پوآسن، هندسه انتگرال پذیر، دستگاه های نظیر ریاضیات،
با مطابق انتگرال پذیر توزیع های حالت است. زیرخمینه ها هندسه مطالعه از طبیعی تعمیم منظم، توزیع های هندسه مطالعه

ببینید. را [۱۶] بیشتر جزئیات برای است، برگ بندی ها مطالعه
متقارن قسمت های به آن تجزیه و نیست متقارن آن شکلی عملگر تانسوری میدان آنگاه نباشد، انتگرال پذیر توزیع اگر
این پایه ای و اصلی ابزار شکلی، عملگر همچنین و دوم اساسی فرم است. توزیع هندسی خواص با ارتباط در پادمتقارن و

می پردازیم. پادمتقارن و متقارن مولفه های مختلف خواص اثبات و مطالعه به که است پژوهش

دوم. اساسی فرم شکلی، عملگر توزیع، کليدي: کلمات و عبارات
پوریای ولی محمدرضا رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
مسئول ∗نویسنده

۱۴۰۳/۰۲/۰۴ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۰/۱۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۵/۳۰ دریافت: تاریخ
.۵۰ −۳۳ (۱۴۰۳) ۱ شماره ۹ جامعه، و ریاضی آن ها، دسته بندی و ‑بعدی n خمینه روی ‑بعدی (n − ۱) توزیع شکلی عملگر نامجو، م. و امینیان م. به مقاله: ارجاع

. http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.138841.1600

۴۰
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۵۰ –۳۳ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه آن ها، دسته بندی و n‑بعدی خمینه روی −n)‑بعدی ۱) توزیع شکلی عملگر

اگروتنهااگر است صفر پادمتقارن قسمت می دهیم نشان درحقیقت است. توزیع انتگرال ناپذیری با مرتبط پادمتقارن قسمت
ژئودزیک، و نافی تماماً توزیع های نظیر ، فرم چندین دسته بندی به متقارن قسمت از استفاده با دیگر طرف از باشد. برگشتی توزیع

می باشند. جذاب هندسی دیدگاه از و جدید کاملا دسته بندی ها این می پردازیم.
قسمت شامل تنها دوم اساسی فرم آن ها در که می پرداخته اند توزیع هایی مطالعه به [۸ ،۱۶ ،۱۵ ،۹] در پژوهش گران برخی
مطالعه این هندسی لحاظ از تنها نه نمی شود. برشمرده متناظر تانسوری میدان های هندسی خواص بنابراین و است بوده متقارن
به عنوان کنترل ها این است. توجه قابل نیز کنترلی و پویا سامانه های مانند حوزه هایی در آن ها کاربردهای بلکه هست، جذاب
شناسایی نیازمند شخص باشد امکان پذیر جایی که تا بنابراین می شوند. مدل بندی سامانه فاز فضای روی برداری میدان های
خاصیت که سامانه ها، این دسترس پذیری یا کنترل پذیری در به ویژه می کنند. تولید را برداری میدان های این که است توزیعی

است. ضروری توزیع ها این خواص ،[۱۳ ،۴] است اساسی کنترل توزیع برای ژئودزیک تماماً
سوم، بخش در می کنیم. بیان را نیاز مورد پیش نیازهای دوم، بخش در است. پایین شرح به مقاله این اصلی ساختار
به ویژه آن را خواص و می کنیم معرفی را توزیع یک شکلی عملگر سپس می شوند، معرفی نمادگذاری ها و مطالعه ابزار نخست
مؤلفه اگروتنهااگر است نافی تماماً توزیع یک می دهیم نشان و می کنیم مطالعه پادمتقارن و متقارن قسمت های به آن تجزیه
باشد. صفر آن شکلی عملگر متقارن مؤلفه اگروتنهااگر است ژئودزیک تماماً این بر علاوه باشد، اسکالر آن شکلی عملگر متقارن
حداکثر دارای شکلی عملگر با ساده ی همبند فضافرم های روی −n)‑بعدی ۱) توزیع های دسته بندی چهارم، بخش در سرانجام

می کنیم. معرفی را آن ها برگ بندی های راستا این در و می کنیم مطالعه را ویژه مقدار دو

پیش نیازها .۲

D هموار توزیع یک می کنیم. استفاده آن ها از ادامه در که می کنیم بیان را [۱۴ ،۷ ،۱۱] از پیش نیازهایی بخش این در
نسبت هموار به طور ،Dx ⊂ TxM برداری زیرفضای یک ،x ∈ M نقطه هر به که است تخصیصی ،Mn هموار خمینه روی
هر حول که است خاصیت این با برداری زیرفضاهای از ،{Dx ⊂ TxM}x∈M گردایه از متشکل D دقیق تر، بیان به می دهد.
،y ∈ Nx نقطه هر برای به طوری که دارد وجود X۱, . . . , Xk برداری میدان های از گردایه ای و Nx ⊂ M همسایگی ،x ∈ M

Dy =
⟨
X۱(y), . . . , Xk(y)

⟩
.

یک درحقیقت، باشند. k بعد دارای ،Dx ⊂ TxM زیرفضاهای تمام هرگاه می شود نامیده k بعد یا رتبه از منظم D توزیع
خمینه یک ،x ∈ M نقطه هر از اگر گویند انتگرال پذیر را توزیع یک است. k رتبه از ،D ⊂ TM برداری زیرکلاف منظم توزیع
برگ بندی یک D یعنی است؛ برگ بنام مجزا و بیشینه همبند، انتگرال، خمینه های از افرازی M این رو از بگذرد. انتگرال
موضعی نقشه ،x ∈ M نقطه هر برای که است مفهوم بدان انتگرال پذیر، موضعی به طور می کند. تعریف M از k‑بعدی

،y ∈ U هر برای طوری که می شود یافت {U, (x۱, . . . , xn)}

Dy =
⟨ ∂

∂x۱ (y), . . . ,
∂

∂xk
(y)

⟩
.

است. برگ بندی برگ های به مماس توزیع، و دارد برگ بندی نقشه یک نقطه هر دیگر، به عبارت
میدان دو هر لی کروشه یعنی باشد، برگشتی اگروتنهااگر است انتگرال پذیر توزیع یک می کند بیان فروبینیوس۱ قضیه

باشد. توزیع به متعلق توزیع، برداری

1Frobenius
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(یعنی داخلی ضرب یک ،M از x نقطه هر به که است تناظری ،M n‑بعدی هموار خمینه روی ،g ریمانی متریک یک
می کند تغییر هموار به طور که می دهد نسبت ،TxM مماس فضای روی ⟨., .⟩gx معین) مثبت و متقارن دوخطی، فرم یک
،i, j = ۱, . . . , n هر برای آنگاه باشد x نقطه حول U همسایگی در ،M موضعی مختصات (x۱, . . . , xn) اگر دیگر به عبارتی

gij(q) =
⟨ ∂

∂xi
,

∂

∂xj

⟩
gq
,

تعریف این که است بدیهی می نامند؛ ریمانی خمینه یک را (M, g) جفت حالت این در است، U روی هموار تابعی ،q ∈ U که
نیست. مختصات دستگاه انتخاب به وابسته

چون است نگاشتی ،M هموار خمینه روی آفین هموستار یک

∇ : X (M)×X (M) → X (M),

کند: صدق پایین خواص در که

(i) ∇fX+lY Z = f∇XZ + l∇Y Z,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

ریمانی خمینه هر هستند. M روی هموار توابعی f و l ،(M خمینه روی هموار برداری (میدان های X,Y, Z ∈ X (M) که
g ریمانی متریک با سازگار و متقارن آن به طوری که کرد مجهز (لوی‑چویتا۲) آفین یکتا هموستار یک به می توان را (M, g)

باشد: پایین خواص دارای یعنی باشد.

(iv) ∇XY −∇Y X = [X,Y ],

(v) Z ⟨X,Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩ .

آن خواص و توزیع شکلی عملگر .۳

متمم توزیع V و M روی افقی) (توزیع n)‑بعدی − ۱) منظم توزیع یک H ریمانی، خمینه یک (Mn, g) کنیم فرض
,۱)‑میدان های ۱) ،V و H کنیم فرض .TM = H⊕V بنابراین باشد. عمودی) (توزیع g ریمانی متریک به نسبت آن متعامد
یعنی می دهد، نسبت را آن عمودی و افقی قسمت بردار) یک (به برداری میدان یک به به ترتیب که باشند همواری تانسور
است ممکن که است افقی توزیع بر عمود یکه برداری میدان N که ،V (E) = ⟨E,N⟩N و H(E) = E − ⟨E,N⟩N

تعریف پایین فرم به H از دوم اساسی فرم و است، g متریک از حاصل داخلی ضرب نشان گر ⟨, ⟩ نماد شود، تعریف موضعاً
می شود

BH(E,F ) = V (∇H(E)H(F )),

.E,F ∈ X (M) و است g متریک لوی–چویتا هموستار ∇ که

رابطه با ،N از آمده به دست S شکلی عملگر باشد. عمودی یکه برداری میدان یک N کنیم فرض [۱۲] .۱ .۳ تعریف

⟨SX, Y ⟩ =
⟨
BH(X,Y ), N

⟩
,

می باشند. افقی برداری میدان های ،X,Y که می شود تعریف

2Levi–Civita
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۵۰ –۳۳ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه آن ها، دسته بندی و n‑بعدی خمینه روی −n)‑بعدی ۱) توزیع شکلی عملگر

یافت. [۱۲] در می توان آن را مشابه که می کنیم ارائه گزاره ای حال

،v ∈ Hp هر برای و می کند مشخص p ∈ M نقطه هر در S : Hp → Hp خطی عملگر یک شکلی، عملگر .۲ .۳ گزاره
.Sv = −∇vN

افقی برداری میدان هر برای لوی‑چویتا هموستار (v) شرط به توجه با است یک برابر چون ،⟨N,N⟩ = ۱ داریم اثبات.
آنگاه باشد افقی برداری میدان یک Y اگر است. افقی برداری میدان یک ∇XN پس .⟨∇XN,N⟩ = ۰ ،X

(۱) ⟨SX, Y ⟩ =
⟨
BH(X,Y ), N

⟩
= ⟨∇XY,N⟩ .

داریم ،(۱) از استفاده با اینک .⟨∇XY,N⟩+ ⟨Y,∇XN⟩ = ۰ پس ،⟨Y,N⟩ = ۰ اینکه به توجه با

⟨SX, Y ⟩ = −⟨∇XN,Y ⟩ ,

□ .SX = −∇XN بنابراین و

تغییر S آنگاه شود، جایگزین −N با شود) تعریف موضعاً است ممکن (که N عمودی یکه برداری میدان اگر .۳ .۳ تبصره
حد تا ،S شکلی عملگر آنگاه باشد، سراسری عمودی یکه برداری میدان یک فاقد ،M اگر حتی بنابراین می دهد. علامت

شود. حذف بایستی ذاتی فرمول های در که است مزاحمتی علامت، ابهام این می شود. تعریف سراسری علامت،

می شوند: تعریف چنین که می دهیم نشان ،BH
a و BH

s با به ترتیب را ،BH از پادمتقارن و متقارن مؤلفه های

BH
s (E,F ) =

۱
۲
(
BH(E,F ) +BH(F,E)

)
,

BH
a (E,F ) =

۱
۲
(
BH(E,F )−BH(F,E)

)
,

می رسیم. زیر به تعریف مطلب این از .BH = BH
s +BH

a بنابراین و E,F ∈ X (M) آن در که

می شوند: داده پایین روابط توسط که می دهیم نشان ،Sa و Ss با به ترتیب را S پادمتقارن و متقارن مؤلفه های .۴ .۳ تعریف

⟨SsX,Y ⟩ =
⟨
BH

s (X,Y ), N
⟩
,

⟨SaX,Y ⟩ =
⟨
BH

a (X,Y ), N
⟩
,

همچنین و S = Ss + Sa بنابراین می باشند. افقی برداری میدان های ،Y و X آن در که

Ss =
۱
۲
(
S + St

)
,

Sa =
۱
۲
(
S − St

)
,

است. ریمان متریک از حاصل داخلی ضرب به نسبت خطی تبدیل یک ترانهاده نشان گر t علامت که

برقرارند: زیر روابط ،v ∈ Hp هر برای .۵ .۳ گزاره

Ssv =− ۱
۲
(
∇vN +H((∇N)tv)

)
=− ۱

۲
(
∇vN + (∇N)tv − ⟨v,∇NN⟩N

)
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و

Sav =− ۱
۲
(
∇vN −H((∇N)tv)

)
=− ۱

۲
(
∇vN − (∇N)tv + ⟨v,∇NN⟩N

)
.

افقی برداری میدان یک ،∇XN پس .⟨∇XN,N⟩ = ۰ ،X افقی برداری میدان هر برای ،⟨N,N⟩ = ۱ چون اثبات.
آنگاه باشد، افقی برداری میدان یک Y اگر است.

(۲) ⟨SsX,Y ⟩ =
⟨
BH

s (X,Y ), N
⟩
=

۱
۲
⟨∇XY +∇Y X,N⟩ .

پس ،⟨X,N⟩ = ⟨Y,N⟩ = ۰ چون طرفی از

⟨∇Y X,N⟩+ ⟨X,∇Y N⟩ = ⟨∇XY,N⟩+ ⟨Y,∇XN⟩ = ۰.

داریم ،(۲) معادله از استفاده با اکنون

⟨SsX,Y ⟩ =− ۱
۲
(⟨∇XN,Y ⟩+ ⟨∇Y N,X⟩)

=− ۱
۲
(
⟨∇XN,Y ⟩+

⟨
(∇N)tX,Y

⟩)
=− ۱

۲
(
⟨∇XN,Y ⟩+

⟨
H((∇N)tX), Y

⟩)
.

بنابراین

SsX =− ۱
۲
(
∇XN +H((∇N)tX)

)
=− ۱

۲
(
∇XN + ((∇N)tX −

⟨
(∇N)tX,N

⟩
N)

)
=− ۱

۲
(
∇XN + (∇N)tX − ⟨X,∇NN⟩N

)
.

داریم مشابه طریق به

SaX =− ۱
۲
(
∇XN −H((∇N)tX)

)
=− ۱

۲
(
∇XN − (∇N)tX + ⟨X,∇NN⟩N

)
.

□

می کنید. پیدا [۱۲ ،۳] در آن را مشابه که می شود ارائه گزاره ای پایین در

داریم ،X,Y افقی برداری میدان هر برای .۶ .۳ گزاره

⟨SsX,Y ⟩ =
⟨
BH

s (X,Y ), N
⟩

= −۱
۲
(LNg)(X,Y ).
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می شود: تعریف زیر شکل به که می نامیم H میانگین خمیدگی را µH .۷ .۳ تعریف

µH =
۱

n− ۱
trBH

=
۱

n− ۱
trBH

s

=
۱

n− ۱

n−۱∑
i=۱

BH
s (ei, ei),

است. H برای موضعی متعامد یکه کنج یک {ei}n−۱
i=۱ آن در که

داریم µH میانگین خمیدگی برای .۸ .۳ نتیجه

(آ)

µH =
۱

n− ۱
(trS)N

= − ۱
۲(n− ۱)

(trLNg)N ;

.trLNg = ۰ اگروتنهااگر trS = ۰ همچنین ،trS = ۰ اگروتنهااگر ،µH = ۰ (ب)

بنابراین .µH =
⟨
µH, N

⟩
N داریم اثبات.

µH =
۱

n− ۱

n−۱∑
i=۱

⟨
BH

s (ei, ei), N
⟩
N

=
۱

n− ۱

n−۱∑
i=۱

⟨Ssei, ei⟩N

=
۱

n− ۱
(trSs)N

=
۱

n− ۱
(trS)N.

□ می شود. ثابت حکم ،۶ .۳ گزاره به توجه با اکنون

یافت. می توان [۳] در آن را مشابه که می شود ارائه تعریفی پایین در

باشد. −n)‑بعدی ۱) توزیع یک H کنیم فرض .۹ .۳ تعریف

،X,Y افقی برداری میدان هر برای هرگاه می نامیم نافی تماماً را H (آ)

BH
s (X,Y ) = ⟨X,Y ⟩µH;

،X,Y افقی برداری میدان هر برای هرگاه می نامیم ژئودزیک تماماً را H (ب)

BH
s (X,Y ) = ۰;
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هرگاه می نامیم کمین را H (پ)
µH = ۰.

می کنیم. نتیجه گیری را پایین گزاره به سادگی بالا، تعریف به توجه با

باشد. کمین و نافی تماماً اگروتنهااگر است ژئودزیک تماماً H توزیع .۱۰ .۳ گزاره

ژئودزیک تماماً H به ویژه باشد. اسکالر Ss تانسور ،N انتخاب هر برای اگروتنهااگر است نافی تماماً H توزیع .۱۱ .۳ گزاره
.Ss = ۰ ،N انتخاب هر برای اگروتنهااگر است

داریم ،X,Y افقی برداری میدان هر برای بنابراین باشد. N از آمده دست به شکلی عملگر S کنیم فرض اثبات.

⟨SsX,Y ⟩ =
⟨
BH

s (X,Y ), N
⟩

=
⟨
⟨X,Y ⟩µH, N

⟩
=

⟨
µH, N

⟩
⟨X,Y ⟩ .

اسکالر Ss تانسور ،N انتخاب هر برای کنیم فرض برعکس، است. اسکالر Ss بنابراین و ،SsX =
⟨
µH, N

⟩
X پس

این رو از .SsX = kNX ،X افقی برداری میدان هر برای به طوری که باشد موجود N دامنه روی kN تابع یک یعنی باشد،

BH
s (X,Y ) =

⟨
BH

s (X,Y ), N
⟩
N

= ⟨X,Y ⟩ (kNN).

بنابراین و ،kN = ۱
n−۱trSs داریم است. شده تعریف سراسری به طور ،kNN عمودی برداری میدان ،k−N = −kN چون

□ است. نافی تماماً توزیع H

را W برداری میدان دیگر، به  عبارت می کند. حفظ را متریک که است برداری میدان یک کیلینگ۳، برداری میدان یک
.LW g = ۰ یعنی شود، صفر g متریک از W به نسبت لی مشتق اگر می نامیم کیلینگ

و است ژئودزیک تماماً ،H = ⟨W ⟩⊥ توزیع باشد. ناصفر همه جا کیلینگ برداری میدان یک W کنیم فرض .۱۲ .۳ گزاره
است. صفر آن متقارن شکلی عملگر

داریم ،X,Y افقی برداری میدان هر برای اثبات.

|W | ⟨SsX,Y ⟩ = |W |
⟨
BH

s (X,Y ),
W

|W |

⟩
= −۱

۲
(LW g)(X,Y ).

□ .Ss = ۰ و است ژئودزیک تماماً ،H توزیع بنابراین

،[۱۲] است آن دوم اساسی فرم بودن متقارن با معادل توزیع، یک انتگرال پذیری اینکه دانستن و ۱۱ .۳ گزاره مشابه بحثی
داد. خواهد نتیجه را زیر گزاره

3Killing
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باشد. Mn ریمانی خمینه روی −n)‑بعدی، ۱) توزیع یک H کنیم فرض .۱۳ .۳ گزاره

و Ss = S این رو از باشد. متقارن ،N انتخاب هر برای توزیع، شکلی عملگر اگروتنهااگر است انتگرال پذیر H توزیع (آ)
Sa؛ = ۰

بنابراین و باشد اسکالر ،N انتخاب هر برای توزیع، شکلی عملگر اگروتنهااگر است انتگرال پذیر و نافی تماماً H توزیع (ب)
است. نافی تماماً ابررویه یک آن، برگ بندی از برگ هر

دهید قرار ،x ∈ Sn \ {±a} برای باشد. یکه ثابت بردار یک ،a ∈ Rn+۱ کنیم فرض .۱۴ .۳ مثال

N(x) =
۱√

۱ − ⟨a, x⟩۲
(a− ⟨a, x⟩x) ,

و نافی تماماً انتگرال پذیر، توزیع یک H = ⟨N⟩⊥H افقی توزیع است. Sn \ {±a} روی هموار یکه برداری میدان یک که
به فرم x نقطه هر در آن شکلی عملگر و است Sn \ {±a} روی غیرکمین

S =
⟨a, x⟩√

۱ − ⟨a, x⟩۲
I,

شکل به ،H توزیع برگ بندی از برگ هر است.

Mτ = {x ∈ Sn : ⟨a, x⟩ = τ},

برابر ،(Rn+۱ فضای (طولپایی محیط فضای صلب حرکت یک از پس بنابراین و دارد قرار (−۱, ۱) بازه در τ آن در که است
شد. خواهد Sn−۱(

√
۱ − τ۲) با

داریم. را پایین مثال ،Hn هذلولوی فضای برای اقلیدسی، کره برای ۱۴ .۳ مثال مشابه

.⟨a, a⟩ ∈ {−۱, ۰, ۱} به طوری که باشد Rn+۱
۱

مینکوفسکی۴ فضای در ناصفر ثابت بردار یک ،a کنیم فرض .۱۵ .۳ مثال
قرار ،x ∈ M برای .M = Hn \ {±a} کنیم فرض ،⟨a, a⟩ = −۱ اگر و M = Hn کنیم فرض ،⟨a, a⟩ ∈ {۰, ۱} اگر

می دهیم

N(x) =
۱√

⟨a, a⟩+ ⟨a, x⟩۲
(a+ ⟨a, x⟩x) ,

روی غیرکمین و نافی تماماً انتگرال پذیر، توزیع یک H = ⟨N⟩⊥ افقی توزیع است. M روی هموار یکه برداری میدان یک که
به فرم x نقطه هر در آن شکلی عملگر و است M

S = − ⟨a, x⟩√
⟨a, a⟩+ ⟨a, x⟩۲

I,

شکل به  ،H توزیع برگ بندی از برگ هر است.

Mτ = {x ∈ M : ⟨a, x⟩ = τ},

4Minkowski
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هم τها (همه τ ̸= ۰ (ب) است، هذلولی گون ،Mτ حالت این در و ،⟨a, a⟩ = ۱ اگر ،τ ∈ R (الف) یک برای می باشد،
این حالت در و ،⟨a, a⟩ = −۱ اگر ،|τ | > ۱ (ج) است، سهمی گون ،Mτ این حالت در و ،⟨a, a⟩ = ۰ اگر هستند)، علامت

است. بیضی گون ،Mτ

ویژه مقدار دو حداکثر دارای شکلی عملگر با فضافرم ها روی n)‑بعدی − ۱) توزیع های دسته بندی .۴

شکلی عملگر بنابراین و باشد شده تعریف خمینه سراسر در ،N عمودی یکه برداری میدان که می کنیم فرض بخش این در
ساده ی ریمانی فضافرم یک Rn(c) کنیم فرض است. شده تعریف خمینه سراسر در علامت ابهام بدون ،N از آمده دست به
سرانجام و ،Sn اقلیدسی کره ،c = ۱ برای و ،Rn اقلیدسی فضای ،c = ۰ انتخاب با که باشد c ثابت برشی خمیدگی با  همبند
با آن اصلی خمیدگی های هرگاه می نامند ایزوپارامتر را Rn(c) در ابررویه یک است. ،Hn هذلولی فضای ،c = −۱ برای

داریم. را پایین گزاره این صورت در باشند. ثابت همه جا چندگانگی  احتساب

آنگاه است. دلخواهی ثابت α که ،S = αI و باشد Rn(c) روی n)‑بعدی − ۱) توزیع یک H کنیم فرض .۱ .۴ گزاره
برگ هر و ژئودزیک، تماماً توزیع ،α = ۰ آنگاه ،c = ۰ اگر است. انتگرال پذیر و نافی تماماً H توزیع و c = ۰,−۱
یک توزیع، برگ بندی از برگ هر و غیرکمین توزیع ،α = ±۱ آنگاه ،c = −۱ اگر است. ابرصفحه یک آن، برگ بندی از

است. سهمی گون

ابررویه یک ،H برگ بندی از برگ هر است، ثابت α و S = αI چون است. انتگرال پذیر H ،۱۳ .۳ گزاره بنابر اثبات.
و ابرصفحه ها ،Rn از تمام و همبند ایزوپارامتر، نافی، تماماً ابررویه های ،[۵ ،۱] طبق بر است. ایزوپارامتر و نافی تماماً

هستند. هذلولی گون ها و سهمی گون ها بیضی گون ها، ،Hn از ابرکره ها، ،Sn از ابرکره ها،
،Rn ابرکره های .α = ۰ پس است، صفر آنها شکلی عملگر و ژئودزیک تماماً ،Rn ابرصفحه های .c = ۰ کنیم فرض
همچنین است. تناقض در α بودن ثابت با که ،α = ۱

r پس است، آن شعاع r که است ۱
r I آنها شکلی عملگر و نافی تماماً

□ ببینید). را [۳ .۳ و ۲ .۳ مثال های ،۱]) می رسیم نتیجه به مشابه بحثی با ،c = ۱,−۱ اگر

ندارد. وجود ،Hn یا Sn روی ژئودزیک تماماً و انتگرال پذیر −n)‑بعدی ۱) توزیع هیچ .۲ .۴ نتیجه

Rn(c) روی هموار تابعی f که ،S = fI و ،n > ۲ با ،Rn(c) روی −n)‑بعدی ۱) توزیع یک H کنیم فرض .۳ .۴ گزاره
برگ ها همه و ژئودزیک تماماً توزیع آنگاه ،c = ۰ اگر است. انتگرال پذیر و نافی تماماً H توزیع و c = ۰,−۱ آنگاه است.
است. سهمی گون یا هذلولی گون یک برگ هر و بوده غیرکمین توزیع آنگاه ،c = −۱ اگر است. صفر تابع f و هستند ابرصفحه

.f(x) = − ⟨a,x⟩√
⟨a,a⟩+⟨a,x⟩۲ و ،⟨a, a⟩ ∈ {۰, ۱} که می شود یافت ،a ∈ Rn+۱

۱ ناصفر بردار ،x ∈ Hn هر برای همچنین

است fI شکلی عملگر دارای و نافی تماماً آن، برگ بندی از برگ هر و است انتگرال پذیر H ،۱۳ .۳ گزاره بنابر اثبات.
از برگ هر پس .([۳۵ .۴ لم ،۱۴]) باشد ثابت برگ روی بایستی f که می دانیم ،n > ۲ چون است. شده برگ به تحدید f که

است. ایزوپارامتر و نافی تماماً ابررویه یک ،H برگ بندی
برگ یک کنید فرض هستند. ابرکره یا ابرصفحه تمام، و همبند ،H برگ های ،۱ .۴ گزاره همانند .c = ۰ می دهیم قرار
به توزیع کند، میل صفر به شعاع وقتی هستند. ابرکره ابرکره، داخل برگ های همه پس ندارند، اشتراک برگ ها باشد. ابرکره

هستند. ابرصفحه برگ ها همه و است صفر تابع ،f بنابراین است. تناقض که می شود منقبض صفر برداری فضای
کند، میل صفر به شعاع وقتی هستند. تمام و همبند ابرکره های ،H برگ های همه این صورت در .c = ۱ می دهیم قرار

است. تناقض که می شود، منقبض صفر برداری فضای به توزیع
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□ است. سهمی گون یا هذلولی گون یک برگ، هر مشابه، بحثی و [۳ .۳ مثال ،۱] بنابر .c = −۱ می دهیم قرار

ندارد. وجود ،n > ۲ ،Sn روی نافی تماماً و انتگرال پذیر −n)‑بعدی، ۱) توزیع هیچ .۴ .۴ نتیجه

ویژه مقدار دو دارای تنها آن شکلی عملگر که ندارد وجود Rn(c) روی انتگرال پذیر و −n)‑بعدی ۱) توزیع هیچ .۵ .۴ گزاره
باشد. متمایز ثابت

خمیدگی دو با ایزوپارامتر ابررویه یک برگ هر پس است، برگ ها شکلی عملگر با مطابق توزیع، شکلی عملگر اثبات.
از عبارتند به ترتیب ثابت، اصلی خمیدگی دو با ،Sn و Hn ،Rn از تمام و همبند ایزوپارامتر، ابررویه های است. ثابت اصلی
تغییر شعاع وقتی که .[۵ ،۱] ،Sm(r)× Sn−m−۱(

√
r۲ − ۱) و Sm(r)×Hn−m−۱(−

√
۱ + r۲) ،Sm(r)×Rn−m−۱

□ است. تناقض که می کند تغییر توزیع، شکلی عملگر ویژه مقادیر می کند،

۱ .۴–۵ .۴ گزاره های طبق بنابراین هستند. ثابت اصلی خمیدگی دو حداکثر دارای ،Hn و Rn از ایزوپارامتر ابررویه های
می رسیم. پایین نتیجه به

توسط می باشند، ثابت آن شکلی عملگر ویژه مقادیر همه که ،Rn روی انتگرال پذیر و −n)‑بعدی ۱) توزیع تنها .۶ .۴ نتیجه
عملگر و ابرصفحه آن برگ بندی از برگ هر ژئودزیک، تماماً توزیع لذا و می شود تولید خطی مستقل ثابت برداری میدان n− ۱

می باشد. صفر توزیع شکلی

ثابت ویژه مقادیر دارای تنها آن شکلی عملگر که ندارد وجود ،Hn روی انتگرال پذیر و (n−۱)‑بعدی توزیع هیچ .۷ .۴ نتیجه
باشد. ویژه مقدار دو حداقل و
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