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RESOLVING SETS OF VERTICES WITH THE MINIMUM SIZE IN GRAPHS

ALI ZAFARI∗ , NADER HABIBI AND SAEID ALIKHANI

Abstract. Suppose that G is a simple connected graph with vertex set V (G) and edge set E(G). A

subset S = {s1, s2, . . . , sl} of vertices of graph G is called a doubly resolving set of G, if for any distinct

vertices u and v in G there are elements x and y in the set S such that d(u, x)−d(u, y) ̸= d(v, x)−d(v, y).

The minimum size of a doubly resolving set of the vertices of graph G is denoted by ψ(G). In this

paper, we calculate the resolving sets of vertices with the minimum size for the line graph L(Cn ◦Km)

and graph
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
, in which the symbols ◦ and □ denote the Corona product and Cartesian

product between two graphs, respectively. In particular, we show that if n ≥ 3 and m, k ≥ 2 are integers,

then ψ((Cn ◦ Km)□Pk) = ψ(Cn ◦ Km) + ψ(Pk) − 1, which gives a partial answer to the problem of

characterizing graphs G and H satisfying the equality ψ(G□H) = ψ(G) +ψ(H)− 1, which is recently

posed in [K. Nie and K. Xu, The doubly metric dimension of cylinder graphs and torus graphs, Bull.

Malays. Math. Sci. Soc., 46 (2023) 19 pp].

1. Introduction

Let G be a simple and connected graph with the set of vertices V (G) and the set of edges E(G). We

denote the length of the shortest path between two vertices u and v in the graph G by d(u, v). We use

Cn, Km and Pk to denote the cycle graph of order n, complement of the complete graph on m vertices

and the path graph of order k, respectively. Also, the line graph G is denoted by L(G), that the set of

vertices of L(G) are the same as the edges of the graph G, and two vertices are adjacent in the graph

L(G), if their corresponding edges in graph G have a common vertex [6]. Our goal is to calculate some
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resolving sets depending on the line graph of the Corona product Cn ◦Km and the Cartesian product

(Cn ◦Km)□Pk, so we give first some explanations about the Corona product and Cartesian product of

graphs. Suppose G and H are two graphs with n and m vertices, respectively. If we consider n copies of

H and for i = 1, 2, . . . , n, all the vertices of the ith copy of H are adjacent to the vertex i of G, then the

desired graph is called the Corona product of two graphs G and H and we denote it by G ◦H. Also, if

G and H are two graphs, we denote the Cartesian product of these graphs by G□H or G×H and define

in this way V (G□H) = V (G)× V (H) and two vertices (g, h) and (g′, h′) in G□H are adjacent if and

only if g = g′ and hh′ ∈ E(H) or h = h′ and gg′ ∈ E(G). For any ordered subset S = {s1, s2, . . . , sk} of

the vertices of graph G and the vertex v of G, representation the vertex v with respect to the ordered

set S denoted by r(v|S) and so it is r (v | S)= (d (v, s1) , d (v, s2) , . . . , d (v, sk)) . If all the vertices

of the graph G have distinct metric representations with respect to the ordered set S, then S is called

a resolving set of vertices of G. A resolving set of vertices of G with the minimum size is called the

metric dimension of the graph G and it is represented by β (G). The study of resolving set of vertices

in graph theory dates back to the 1970s, and such concepts were first introduced in the articles [7, 18].

The metric dimension of complete graphs, trees, paths, and the Cartesian product have been taken

into consideration, also in the article [5] all graphs of order n that have the metric dimension greater

than or equal to n − 2 are fully characterised. The subset S = {s1, s2, . . . , sl} of the vertices of graph

G is called a doubly resolving set for G, if for any distinct pair vertices u and v of G, there are the

elements x and y of S, in which d(u, x)−d(u, y) ̸= d(v, x)−d(v, y). We denote the size of the minimum

doubly resolving set in graph G by ψ (G). Concepts related to resolving sets and doubly resolving sets

of graphs have been studied in the articles [4, 5]. The graph (C5 ◦K3) and graph L(C5 ◦K3) are drawn

in Figure 1. Also, the graph (C3 ◦K3) and graph (C3 ◦K3)□P2 are drawn in Figure 2.

Figure 1. The graph (C5 ◦K3) and graph L(C5 ◦K3), respectively.

2. Main Results

Theorem 2.1. If n and m are fixed positive integers, in which n ≥ 3, m ≥ 2, then the cardinality of

minimum doubly resolving set of the line graph of graph Cn ◦Km is nm− n.
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Figure 2. The graph (C3 ◦K3) and graph (C3 ◦K3)□P2, respectively.

Theorem 2.2. If n, m and k are fixed positive integers, in which n ≥ 3 and m, k ≥ 2, then β((Cn ◦
Km)□Pk) = nm− n+ 1.

Theorem 2.3. If n, m and k are fixed positive integers, in which n ≥ 3 and m, k ≥ 2, then

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= ψ(Cn ◦Km) +ψ(Pk)− 1.

3. Conclusions

Considering the importance of the minimum resolving sets in graphs, in this paper, we first calculated

some resolving sets of vertices with the minimum size for the line graph of graph Cn ◦Km and graph(
(Cn ◦Km)□Pk

)
. In particular, we show that if n ≥ 3 and m, k ≥ 2 are integers, then ψ((Cn ◦

Km)□Pk) = ψ(Cn ◦Km) + ψ(Pk) − 1, which gives a partial answer to the problem of characterizing

graphs G and H satisfying the equality ψ(G□H) = ψ(G)+ψ(H)− 1, which is recently posed in [15].
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جامعه و ریاضی

۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

.۵۴ −۴۱ صص. ،(۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد
The Author(s) ۱۴۰۲ © http://www.ui.ac.ir

اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

 

 

علیخانی سعید و  
 

حبیبی نادر ، 
 

ظفری∗ علی

زیرمجموعه باشد. E(G) یال های مجموعه و V (G) رأس های مجموعه با همبند ساده گراف یک G کنیم فرض چکیده.
رأس دو هر برای هرگاه می شود، نامیده G گراف برای دوگانه تفکیک کننده مجموعه یک G گراف رأس های از S = {s۱, s۲, . . . , sl}

کوچک ترین اندازه .d (u, x)−d (u, y) ̸= d (v, x)−d (v, y) که باشند موجود S از y و x عضوهای ،G گراف از v و u متمایز
برخی ،ψ(G) خواص و مفهوم با آشنایی ضمن مقاله، این در می دهند. نشان ψ(G) با را G گراف در دوگانه تفکیک کننده مجموعه
گراف و L(Cn ◦ Km) یالی گراف برای را اندازه کوچکترین با رأس ها تفکیک کننده مجموعه های
گراف دو بین دکارتی حاصل ضرب و کرونا حاصل ضرب به ترتیب □ و ◦ نمادهای آن در که می کنیم، محاسبه (Cn ◦ Km)□Pk

ψ(G□H) = تساوی آن ها برای که ،H و G گراف های نمودن مشخص مسأله به پاسخ در به ویژه، می کنند. مشخص را
آن گاه باشند، صحیح عددهای m, k ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر که می دهیم نشان ما ،[۱۵] است برقرار ψ(G) + ψ(H) − ۱

.ψ
(
Cn ◦Km) +ψ(Pk

)
− ۱ با است برابر ψ

(
(Cn ◦Km)□Pk

)

مقدمه .۱

بین مسیر کوتا ه ترين طول باشد. E(G) یال های مجموعه و V (G) رأس های مجموعه با همبند و ساده گرافی G کنیم فرض
رأس های مجموعه که داده نشان L(G) با را G یالی گراف همچنین می دهیم. نشان d(u, v) با را G گراف در v و u رأس دو
رأس G گراف در متناظرشان یال های هرگاه هستند، مجاور L(G) گراف در رأس دو و هستند G گراف یال های همان L(G)

می دهیم. نشان ↮ و ↔ نمادهای با به ترتیب را G گراف در v و u رأس دو نامجاورت و مجاورت .[۶] باشند داشته مشترکی
L(Cn ◦ Km) کرونا حاصل ضرب یالی گراف به وابسته تفکیک کننده مجموعه های از برخی محاسبه ما هدف اینکه به توجه با
بیان گراف ها دکارتی حاصل ضرب و کرونا حاصل ضرب به راجع توضیحاتی است، (Cn ◦ Km)□Pk دکارتی حاصل ضرب و

می کنیم.
برای و بگیریم نظر در را H گراف از نسخه n اگر باشند. رأسی m و n گراف دو به ترتیب H و G کنیم فرض
حاصل ضرب نظر مورد گراف آن گاه کنیم، مجاور G گراف iام رأس به را H گراف از نسخه iامین رأس های همه i = ۱, ۲, . . . , n

حاصل ضرب باشند، گراف دو H و G اگر همچنین می دهیم. نشان G ◦H با آن را و می شود نامیده H و G گراف دو کرونای

یالی. گراف کرونا، حاصل ضرب دکارتی، حاصل ضرب دوگانه، تفکیک کننده مجموعه کليدی: کلمات و عبارات
عبدالهی علیرضا رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
مسئول ∗نویسنده
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

V (G□H) = V (G)× V (H) می کنیم، تعریف این صورت به و می دهیم نشان G×H یا G□H با را گراف دو این دکارتی
.gg′ ∈ E(G) و h = h′ یا hh′ ∈ E(H) و g = g′ اگر فقط و اگر هستند مجاور G□H در (g′, h′) و (g, h) رأس دو و

به نسبت v رأس نمایش ،G گراف از v رأس و G گراف رأس های از S = {s۱, s۲, . . . , sk} مرتب زیرمجموعه هر برای
می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان r(v|S) با را S مرتب مجموعه

r (v | S)= (d (v, s۱) , d (v, s۲) , · · · , d (v, sk)) .

مجموعه  یک S آن گاه باشند، متمایز متریک نمایش های دارای S مرتب مجموعه به نسبت G گراف رأس های همه اگر
متریک بعد را اندازه کوچکترین با G گراف رأس های تفکیک کننده مجموعه یک می شود. نامیده G گراف رأس های تفکیک کننده
بر ۱۹۷۰ دهه به گراف ها نظریه در تفکیک کننده رأس های مجموعه  مطالعه می دهند. نمایش β (G) با آن را و می نامند G گراف
و مسیرها درخت ها، کامل، گراف های متریک بعد گرفتند. قرار بحث مورد [۱۸ ،۷] مقاله های در ابتدا مفاهیمی چنین و می گردد
بزرگ تر متریک بعد دارای که n مرتبه گراف های همه [۵] مقاله در همچنین است، شده گرفته قرار توجه مورد دکارتی حاصل ضرب
کمتر متریک بعد دارای که n مرتبه گراف های مطالعه اخیر سال های در و شده اند مشخص کامل به طور هستند، n− ۲ مساوی یا
از S = {s۱, s۲, . . . , sl} زیرمجموعه .[۱۹ ،۱۲ ،۸ ،۳] است گرفته قرار محققین از بسیاری توجه مورد هستند n − ۲ از
گراف از v و u متمایز رأس دو هر برای هرگاه می شود، نامیده G گراف برای دوگانه تفکیک کننده مجموعه یک G گراف رأس های

باشند که موجود S از y و x عضوهای G

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

مجموعه های به وابسته مفاهیم می دهیم. نشان ψ (G) با را G گراف در دوگانه تفکیک کننده مجموعه کوچک ترین اندازه
آن گاه باشد، همبند گراف یک G اگر است واضح گرفته اند. قرار مطالعه مورد [۵ ،۴] مقاله های در گراف ها دوگانه  تفکیک کننده
β (G) ≤ ψ (G) رابطه بنابراین هست، نیز G گراف برای تفکیک کننده مجموعه یک ،G گراف دوگانه  تفکیک کننده مجموعه هر
هم چنین است. شده مشخص [۴] مقاله در Cn دور برای دوگانه تفکیک کننده مجموعه کوچک ترین اندازه است. برقرار همواره
است. گرفته قرار توجه مورد [۱۴ ،۱۳ ،۱۱ ،۹ ،۲ ،۱] مقالات در دوگانه تفکیک کننده و تفکیک کننده مجموعه های مطالعه
تساوی H و G مانند گراف  هایی دسته چه برای که است شده مطرح این صورت به باز مسأله یک [۱۵] مقاله در به تازگی به ویژه،
عددهای m, k ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر داد خواهیم نشان مقاله این در است؟ برقرار همواره ψ(G□H) = ψ(G) + ψ(H) − ۱

آن گاه باشند، صحیح

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= ψ(Cn ◦Km) +ψ(Pk)− ۱.

یا باشد داشته تعلق v −w مسیر به u هرگاه می کند، تفکیک قوی به طور را G گراف از v و u رأس دو G گراف از w رأس
تفکیک کننده مجموعه یک G گراف رأس های از S = {s۱, s۲, . . . , sm} زیرمجموعه باشد. داشته تعلق u−w مسیر به v اینکه
اندازه شود. تفکیک قوی به طور S عضوهای از بعضی توسط G گراف رأس دو هر هرگاه می شود، نامیده G گراف برای قوی
رأس های مجموعه  به وابسته مفاهیم مطالعه می دهیم. نشان sdim (G) با را G گراف در قوی تفکیک کننده مجموعه کوچک ترین
به G گراف مجاورت بعد [۸] مقاله در گرفته اند. قرار توجه مورد [۱۸ ،۱۷ ،۱۶] مقالات در گراف ها نظریه در قوی تفکیک کننده
از v رأس هر برای بگیرید. نظر در را G گراف رأس های از S = {s۱, s۲, . . . , sr} زیرمجموعه است. شده تعریف این صورت

می شود : تعریف زیر به صورت و داده نشان r̂ (v| S) با را S به نسبت v مجاورت نمایش G گراف

r̂ (v|S) = (aG(v, s۱), aG(v, s۲), . . . , aG(v, sr)) ,

۴۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.138631.1599
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه علیخانی، س. و حبیبی ن. ظفری، ع.

آن در که

aG(v, si) =


۰ v = si

۱ v ↔ si

۲ v ̸↔ si

.

تفکیک کننده مجموعه  یک S آن گاه باشند، متمایز مجاورت نمایش دارای S مجموعه به نسبت G گراف رأس های همه اگر
مجاورت بعد را G گراف رأس های مجاورت تفکیک کننده مجموعه کوچک ترین اندازه می شود. نامیده G گراف رأس های مجاورت
تفکیک کننده رأس های مجموعه کوچک ترین اندازه و متریک بعد محاسبه می دهند. نمایش β̂ (G) با آن را و می نامند G گراف
،[۱۰] ربات ناوبری ،[۵] شیمی علم به ویژه ، علوم سایر در زیادی کاربردهای و هستند NP مسائل از گراف ها در قوی و دوگانه
از تفکیک کننده مجموعه های برخی مقاله این در دارند. [۱۸] تصاویر پردازش و الگو تشخیص و [۱۷] ترکیبیاتی بهینه سازی
گراف ۱ شکل در می کنیم. محاسبه (Cn ◦Km)□Pk گراف و L(Cn ◦Km) یالی گراف برای را اندازه کوچکترین با رأس ها

شده اند. ترسیم (C۳ ◦K۳)□P۲ گراف و (C۳ ◦K۳) گراف ۲ شکل در هم چنین، و L(C۵ ◦K۳) یالی گرافی و C۵ ◦K۳

راست. به چپ از L(C۵ ◦K۳) گراف و (C۵ ◦K۳) گراف .۱ شکل

Figure 1: The graph (C5 ◦K3) and graph L(C5 ◦K3), respectively.

اولیه قضایای .۲

می کنیم. بیان را دارند کاربرد بعد بخش قضایای اثبات در که مهم نتایج و قضایا از برخی بخش این در

.ψ(Pn) = ۲ و β(Pn) = ۱ آن گاه باشد، رأسی n مسیر یک Pn و n ≥ ۲ اگر [۵] .۱ .۲ قضیه

.β(G) ≤ β̂(G) آن گاه باشد، همبند گراف یک G اگر [۸] .۲ .۲ قضیه

.β(Cn ◦Km) = nm− n آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر [۱۲] .۳ .۲ قضیه

.ψ(Cn ◦Km) = nm آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر [۱۲] .۴ .۲ قضیه

.sdim(Cn ◦Km) = nm− ۱ آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر [۱۲] .۵ .۲ قضیه

.β̂(Cn ◦Km) = nm− ۱ آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر [۱۲] .۶ .۲ قضیه
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

راست. به چپ از (C۳ ◦K۳)□P۲ گراف و (C۳ ◦K۳) گراف .۲ شکل

Figure 2: The graph (C3 ◦K3) and graph (C3 ◦K3)□P2, respectively.

.β(G□Pn) ≤ β(G) + ۱ آن گاه باشد، رأسی n مسیر یک Pn و باشد همبند گراف یک G اگر [۴] .۷ .۲ قضیه

.ψ(G□H) ≤ ψ(G) +ψ(H)− ۱ آن گاه باشند، مجزا رأس های با غیربدیهی گراف دو H و G اگر [۱۵] .۸ .۲ قضیه

اصلی نتایج .۳

مجموعه های از برخی محاسبه به نخست بخش این در گراف ها، در تفکیک کننده مجموعه های کوچکترین اهمیت به توجه با
یکی به ویژه، می پردازیم. (Cn ◦Km)□Pk گراف و L(Cn ◦Km) یالی گراف برای اندازه کوچکترین با رأس ها از تفکیک کننده

بپردازیم. است شده مطرح [۱۵] در که زیر باز مسأله به که است این بخش این در ما اهداف از

است؟ برقرار زیر تساوی H و G مانند گراف  هایی دسته چه برای .۱ .۳ مسأله

ψ(G□H) = ψ(G) +ψ(H)− ۱.

و n ≥ ۳ اگر عبارتی به است. برقرار (Cn ◦Km)□Pk گراف برای ۱ .۳ باز مسأله تساوی که می دهیم نشان حقیقت در
آن گاه باشند، صحیحی عددهای m, k ≥ ۲

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= ψ

(
Cn ◦Km) +ψ(Pk

)
− ۱.

.β
(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− n آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۲ .۳ قضیه

V۱ = V (Cn) = {۱, . . . , n} آن در که باشد، V۱ ∪ V۲ مجموعه ،Cn ◦Km گراف رأس های مجموعه کنیم فرض اثبات.
رأس های با i ∈ V۱ رأس هر و Aij =

⋃m
j=۱{vij} ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که ،V۲ = {A۱j , A۲j , . . . , Anj} و

V (L(Cn ◦Km)) = با است برابر L(Cn ◦Km) یالی گراف رأس های مجموعه پس است. مجاور vi۱, vi۲, . . . , vim ∈ Aij
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Bij = داریم ،۱ ≤ i ≤ n هر برای و U۲ = {B۱j , B۲j , . . . , Bnj} و U۱ = {۱۲, ۲۳, . . . , n۱} آن در که ،U۱ ∪ U۲

.vn+۱ = v۱ آن در که ،U۱ = {v۱v۲, v۲v۳, . . . , vnvn+۱} می دهیم قرار پس این از نمادها، در سادگی برای .
⋃m

j=۱{ivij}
مرتب زیرمجموعه که می دهیم نشان ابتدا

S۱ = {B۱j − ۱v۱m, . . . , Bnj − nvnm},

اینکه به توجه با است. L(Cn ◦Km) گراف رأس های تفکیک کننده مجموعه یک L(Cn ◦Km) گراف رأس های از

V (L(Cn ◦Km))− S۱ = {v۱v۲, . . . , vnvn+۱, ۱v۱m, . . . , nvnm},

دارای S۱ مرتب مجموعه به نسبت ،V (L(Cn ◦ Km)) − S۱ مجموعه رأس های از یک هر دهیم نشان است کافی
و ،۱ ≤ i, k ≤ n که kvkl ∈ Bkl و vivi+۱ ∈ V (L(Cn ◦ Km)) − S۱ هر برای هستند. متمایز متریک نمایش های
هم چنین .d(vivi+۱, kvkl) > ۱ این صورت غیر در ،d(vivi+۱, kvkl) = ۱ آن گاه ،k = i+ ۱ یا k = i اگر ۱ ≤ l ≤ m− ۱

این صورت غیر در ،d(ivim, kvkl) = ۱ آن گاه ،k = i اگر ۱v۱m, . . . , nvnm ∈ V (L(Cn ◦ Km)) − S۱ رأس های برای
دارای S۱ مرتب مجموعه به نسبت V (L(Cn ◦ Km)) − S۱ مجموعه رأس های از یک هر بنابراین .d(ivim , kvkl) > ۱

رأس های از S۱ مرتب زیرمجموعه که داد نشان می توان [۱ قضیه ،۱۲] مشابه اثباتی با ادامه در هستند. متمایز متریک نمایش های
است. L(Cn ◦Km) گراف برای nm − n اندازه کوچکترین با تفکیک کننده مجموعه یک بالا به صورت L(Cn ◦Km) گراف
□ .β

(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− n بنابراین

.ψ
(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− n آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۳ .۳ قضیه

هستند. ۲ .۳ قضیه اثبات در مجموعه ها همان U۲ و U۱ آن در که ،V (L(Cn ◦ Km)) = U۱ ∪ U۲ کنیم فرض اثبات.
همواره β

(
L(Cn ◦Km)

)
≤ ψ

(
L(Cn ◦Km)

)
رابطه طرفی از .β

(
L(Cn ◦Km)

)
= nm−n ،۲ .۳ قضیه بنابر همچنین

زیرمجموعه که می دهیم نشان اکنون است. برقرار

S۱ = {B۱j − ۱v۱m, . . . , Bnj − nvnm},

است کافی بنابراین است. L(Cn ◦Km) گراف رأس های دوگانه تفکیک کننده مجموعه یک ،L(Cn ◦Km) گراف رأس های از
که هستند موجود S۱ از y و x عضوهای ،L(Cn ◦Km) گراف از v و u متمایز رأس دو هر برای که دهیم نشان

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

می گیریم: نظر در را L(Cn ◦Km) گراف از v و u متمایز رأس دو حال
کلیت دادن دست از بدون باشند. داشته قرار U۲ − S۱ در L(Cn ◦ Km) گراف از v و u رأس دو هر کنیم فرض .۱ حالت
و x = kvk(m−۱) دادن قرار با بنابراین .k ̸= l و ۱ ≤ k, l ≤ n آن در که v = lvlm و u = kvkm کرد فرض می  توان مسأله

داریم: y = lvl(m−۱)

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

مسأله کلیت دادن دست از بدون باشند. داشته قرار U۱ در L(Cn ◦ Km) گراف از v و u رأس دو هر کنیم فرض .۲ حالت
و x = kvk(m−۱) دادن قرار با بنابراین .k ̸= l و ۱ ≤ k, l ≤ n آن در که v = vlvl+۱ و u = vkvk+۱ کرد فرض می  توان
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

داریم: y = lvl(m−۱)

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

کلیت دادن دست از بدون .v ∈ S۱ رأس و باشند داشته قرار U۲ −S۱ در L(Cn ◦Km) گراف از u رأس کنیم فرض .۳ حالت
x = kvk(m−۱) دادن قرار با ،k ̸= l اگر اکنون .۱ ≤ k, l ≤ n آن در که v = lvl(m−۱) و u = kvkm کرد فرض می  توان مسأله

داریم: y = lvl(m−۱) و
d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

داریم: r ̸= k و ۱ ≤ r ≤ n آن در که y = rvr(m−۱) و x = kvk(m−۱) دادن قرار با ،k = l صورتی که در و

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

کلیت دادن دست از بدون .v ∈ U۱ رأس و باشند داشته قرار U۲ −S۱ در L(Cn ◦Km) گراف از u رأس کنیم فرض .۴ حالت
x = kvk(m−۱) دادن قرار با ،k ̸= l اگر اکنون .۱ ≤ k, l ≤ n آن در که v = vlvl+۱ و u = kvkm کرد فرض می  توان مسأله

داریم: y = lvl(m−۱) و
d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y),

داریم: r ̸= k و ۱ ≤ r ≤ n آن در که y = rvr(m−۱) و x = kvk(m−۱) دادن قرار با ،k = l صورتی که در و

d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y),

نامساوی و بالا مراحل به توجه با بنابراین

β
(
L(Cn ◦Km)

)
≤ ψ

(
L(Cn ◦Km)

)
,

زیر به صورت L(Cn ◦Km) گراف رأس های از S۱ زیرمجموعه

S۱ = {B۱j − ۱v۱m, . . . , Bnj − nvnm},

نتیجه در است، L(Cn ◦ Km) گراف برای nm − n اندازه کوچکترین با دوگانه تفکیک کننده مجموعه یک
□ .ψ

(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− n

.sdim
(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− ۱ آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۴ .۳ قضیه

هستند. ۲ .۳ قضیه اثبات در مجموعه ها همان U۲ و U۱ آن در که ،V (L(Cn ◦ Km)) = U۱ ∪ U۲ کنیم فرض اثبات.
می گیریم نظر در را زیر به صورت L(Cn ◦Km) گراف رأس های از S۱ زیرمجموعه

S۱ = {B۱j − ۱v۱m, . . . , Bnj − nvnm},

اکنون است. L(Cn ◦Km) گراف رأس های از تفکیک کننده مجموعه یک بالا به صورت S۱ مجموعه که می دانیم ۲ .۳ قضیه بنابر
کنیم فرض آن، اثبات برای نیست. L(Cn ◦Km) گراف رأس های قوی تفکیک کننده مجموعه یک S۱ مجموعه می دهیم نشان

M = U۲ − S۱ = {۱v۱m, . . . , nvnm},

u به طوری که نیست موجود w مانند S۱ مجموعه از رأسی هیچ M مجموعه از v و u مانند دلخواه رأس دو هر برای این صورت در
مجموعه یک بالا به صورت S۱ مجموعه بنابراین باشد. داشته تعلق u− w مسیر به v اینکه یا باشد داشته تعلق v − w مسیر به
۴۹ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.138631.1599
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رأس های قوی تفکیک کننده مجموعه یک S۱ مجموعه اینکه برای پس، نیست. L(Cn ◦Km) گراف رأس های قوی تفکیک کننده
مجموعه حال .|S۱| > nm− ۲ آن هم ارز یا و ،|M | < ۲ بایستی باشد L(Cn ◦Km) گراف

S۲ = {B۱j , B۲j , . . . , Bnj − nvnm},

مجموعه یک S۲ مجموعه به ویژه ،|S۲| = nm − ۱ که است بدیهی می گیریم. نظر در را L(Cn ◦ Km) گراف رأس های از
رابطه L(Cn ◦Km) گراف در اینکه به توجه با اکنون است. L(Cn ◦Km) گراف رأس های تفکیک کننده

β
(
L(Cn ◦Km)

)
≤ sdim

(
L(Cn ◦Km)

)
,

L(Cn ◦ Km) گراف رأس های قوی تفکیک کننده مجموعه یک بالا به صورت S۲ مجموعه می دهیم نشان است، برقرار همواره
قوی به طور S۲ عضوهای از بعضی توسط V (L(Cn ◦ Km)) − S۲ از v و u رأس دو هر دهیم نشان است کافی پس است.

می گیریم: نظر در را V (L(Cn ◦Km))− S۲ از v و u رأس دو می شوند. تفکیک
کرد فرض می  توان مسأله کلیت دادن دست از بدون باشند. داشته قرار U۱ در v و u رأس دو هر کنیم فرض .۱ حالت
یا w۱ = svs(m−۱) ∈ Bsj توسط v و u بنابراین .t ̸= s و ۱ ≤ t, s ≤ n آن در که v = vtvt+۱ و u = vsvs+۱

به v اینکه یا دارد تعلق v − w۱ مسیر به u زیرا می شوند تفکیک قوی به طور ،۱ ≤ j ≤ m آن در که w۲ = tvt(m−۱) ∈ Btj

دارد. تعلق u− w۲ مسیر
کرد فرض می  توان مسأله کلیت دادن دست از بدون .v = vnm رأس و باشند داشته قرار U۱ در u رأس کنیم فرض .۲ حالت
،۱ ≤ j ≤ m و ۱ ≤ k ≤ n− ۱ آن در که w = kvkj ∈ Bkj توسط v و u این رو از .۱ ≤ s ≤ n آن در که u = vsvs+۱

می شوند. تفکیک قوی به طور
کوچکترین با قوی تفکیک کننده مجموعه یک S۲ = {B۱j , B۲j , . . . , Bnj−nvnm} مجموعه بالا مراحل به توجه با بنابراین
□ .sdim

(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− ۱ نتیجه در است، L(Cn ◦Km) گراف برای nm− ۱ اندازه

.β̂
(
L(Cn ◦Km)

)
= nm− n آن گاه باشند، صحیح عدد دو m ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۵ .۳ قضیه

زیرمجموعه ،۲ .۳ قضیه بنابر اثبات.

S۱ = {B۱j − ۱v۱m, . . . , Bnj − nvnm},

از است. L(Cn ◦Km) گراف برای nm− n اندازه کوچکترین با تفکیک کننده مجموعه یک L(Cn ◦Km) گراف رأس های از
۲ .۲ قضیه بنابر دیگر، سوی

β
(
L(Cn ◦Km)

)
≤ β̂

(
L(Cn ◦Km)

)
.

نمایش دارای S۱ مجموعه به نسبت ،V
(
L(Cn ◦Km)

)
− S۱ مجموعه رأس های از یک هر که دهیم نشان است کافی پس

،۱ ≤ l ≤ m− ۱ و ۱ ≤ k ≤ n که ،kvkl ∈ Bkl و vivi+۱ ∈ V
(
L(Cn ◦Km)

)
− S۱ هر برای هستند. متمایز مجاورت

.aL(Cn◦Km)(vivi+۱, kvkl) = ۲ این صورت غیر در و aL(Cn◦Km)(vivi+۱, kvkl) = ۱ آن گاه ،k = i + ۱ یا k = i اگر
و aL(Cn◦Km)(ivim, kvkl) = ۱ آن گاه ،k = i اگر ۱v۱m, . . . , nvnm ∈ V

(
L(Cn ◦Km)

)
− S۱ رأس های برای هم چنین

به نسبت V
(
L(Cn ◦Km)

)
− S۱ مجموعه رأس های از یک هر بنابراین .aL(Cn◦Km)(ivim, kvkl) = ۲ این صورت غیر در

□ هستند. متمایز مجاورت نمایش دارای S۱ مجموعه

.β
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= nm− n+ ۱ آن گاه باشند، صحيحی عددهای m, k ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۶ .۳ قضیه
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

کرد فرض می توان آن گاه دهیم، نشان (Cn ◦Km)t با را Cn ◦Km گراف از tام نسخه ،۱ ≤ t ≤ k هر برای اگر اثبات.
آن در که V t = V t

۱ ∪ V t
۲ از است عبارت Cn ◦Km گراف tام نسخه رأس های مجموعه

V۱
t = {xt۱, . . . , xtn} و V t

۲ = {At
۱j , A

t
۲j , . . . , A

t
nj},

است. مجاور vti۱, v
t
i۲, . . . , v

t
im ∈ At

ij رأس های با xti ∈ V۱
t رأس هر آن در و At

ij =
⋃m

j=۱{vtij} ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که
از است عبارت (Cn ◦Km)□Pk گراف رأس های مجموعه بنابراین

V
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= (V ۱

۱ ∪ V۲
۱) ∪ . . . ∪ (V k

۱ ∪ V۲
k).

می نامیم، متناظر (Cn ◦Km)□Pk گراف در را xsi و xti رأس های ،۱ ≤ i ≤ n هر و t ̸= s که ۱ ≤ t, s ≤ k هر برای
گراف رأس های سایر و می خوانیم متناظر (Cn ◦ Km)□Pk گراف در را vsij و vtij رأس های هم چنین

Cn ◦Km گراف اول نسخه رأس های تفکیک کننده مجموعه هر که داد نشان می توان می نامیم. غیرمتناظر را (Cn ◦Km)□Pk

مجموعه اگر مسأله کلیت دادن دست از بدون بنابراین است. آن ها از یکی دقیقاً به جز A۱
ij اعضای تمام شامل اندازه کوچکترین با

W ۱
۲ = {A۱

۱j − v۱
۱m, A۱

۲j − v۱
۲m, . . . , A۱

nj − v۱
nm},

اندازه کوچکترین با تفکیک کننده مجموعه یک W ۱
۲ این صورت در بگیریم، نظر در را Cn ◦ Km گراف اول نسخه رأس های از

رأس های ،۱ ≤ i ≤ n هر برای (Cn ◦ Km)□Pk گراف در طرفی از است. Cn ◦ Km گراف اول نسخه برای nm − n

بنابراین هستند. مجاور x۱
i ∈ V ۱

۱ رأس با v۱
im ∈ V ۱

۲ و x۲
i ∈ V ۲

۱

r
(
x۲
i

∣∣W ۱
۲
)
= r

(
v۱
im

∣∣W ۱
۲
)
.

بنابراین باشد. (Cn ◦ Km)□Pk گراف رأس های تفکیک کننده مجموعه یک نمی تواند بالا به صورت W ۱
۲ مجموعه نتیجه در

می گیریم، نظر در را xki ∈ V k
۱ رأس مسأله کلیت دادن دست از بدون اکنون .β

(
(Cn ◦Km)□Pk

)
> nm − n بایستی

و W k
۱ =

{
xki

}
⊂ V k

۱ می کنیم فرض همچنین

R۱ = W ۱
۲ ∪W k

۱ = {A۱
۱j − v۱

۱m, A۱
۲j − v۱

۲m, . . . , A۱
nj − v۱

nm, xki },

بنابراین باشد. (Cn ◦Km)□Pk گراف رأس های از مرتب زیرمجموعه یک

V
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
−R۱ = {V ۲, . . . , V k−۱, V ۱

۱ , v
۱
۱m, . . . , v۱

nm, V k −W k
۱ }.

همه بنابراین است، Cn ◦ Km گراف اول نسخه برای nm − n اندازه کوچکترین با تفکیک کننده مجموعه یک W ۱
۲ طرفی از

پس W ۱
۲ ⊂ R۱ چون و هستند متمایز متریک نمایش های دارای W ۱

۲ به نسبت Cn ◦ Km گراف اول نسخه رأس های
گراف در طرفی از هستند. متمایز متریک نمایش های دارای نیز R۱ به نسبت Cn ◦ Km گراف اول نسخه رأس های همه
t)ام + ۱) نسخه در آن متناظر رأس های با دقیقاً Cn ◦Km tام نسخه رأس های ،۱ ≤ t < k هر برای

(
(Cn ◦Km)□Pk

)
نمایش های دارای R۱ به نسبت V

(
(Cn ◦Km)□Pk

)
−R۱ رأس های همه ،R۱ مجموعه انتخاب به توجه با و هستند مجاور

پس هستند، متمایز متریک

β
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= nm− n+ ۱.

□
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آن گاه باشند، صحيحی عددهای m, k ≥ ۲ و n ≥ ۳ اگر .۷ .۳ قضیه

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= ψ(Cn ◦Km) +ψ(Pk)− ۱.

،(Cn ◦Km)□Pk گراف رأس های مجموعه کنیم فرض اثبات.

V
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= (V ۱

۱ ∪ V۲
۱) ∪ . . . ∪ (V k

۱ ∪ V۲
k),

که داد نشان می توان هستند. ۶ .۳ قضیه اثبات در شده تعریف مجموعه های V t
۲ و V t

۱ ،۱ ≤ t ≤ k هر برای آن در که باشد،
زیرمجموعه

V ۱
۲ = {A۱

۱j , A
۱
۲j , . . . , A

۱
nj},

گراف اول نسخه برای nm اندازه کوچکترین با دوگانه تفکیک کننده  مجموعه یک (Cn ◦ Km) گراف اول نسخه رأس های از
که xri ∈ V r

۱ و x۱
i ∈ V ۱

۱ متناظر رأس های و ،۱ < r ≤ k هر برای (Cn ◦Km)□Pk گراف در طرفی از است. Cn ◦Km

(۱) رابطه شد بیان ،۶ .۳ قضیه در آن ها مفهوم

r(xri | V ۱
۲ )− r(x۱

i |V
۱

۲ ) = (r − ۱)I,(۱)

یک نمی تواند بالا به صورت V ۱
۲ مجموعه پس است. واحد بردار nm یک I = (۱, ۱, . . . , ۱) آن در که است، برقرار همواره

بایستی بنابراین باشد. (Cn ◦Km)□Pk گراف برای اندازه کوچکترین با رأس ها از دوگانه تفکیک کننده مجموعه

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
> nm.

و W k
۱ =

{
xki

}
⊂ V k

۱ می کنیم فرض و می گیریم نظر در را xki ∈ V k
۱ رأس مسأله کلیت دادن دست از بدون اکنون

R۲ = V ۱
۲ ∪W k

۱ = {A۱
۱j , A

۱
۲j , . . . , A

۱
nj , x

k
i },

بنابراین باشد. (Cn ◦Km)□Pk گراف رأس های از زیرمجموعه یک

V
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
−R۲ = {V ۲, . . . , V k−۱, V ۱

۱ , V
k −W k

۱ }.

تفکیک کننده مجموعه یک R۲ که است واضح ،(Cn ◦ Km)□Pk گراف رأس های از R۲ زیرمجموعه انتخاب به توجه با
تفکیک کننده مجموعه یک R۲ که دهیم نشان است کافی اکنون است. (Cn ◦Km)□Pk گراف غیرمتناظر رأس های برای دوگانه
رابطه (Cn ◦Km)□Pk گراف در xri و x۱

i متناظر رأس های برای است. (Cn ◦Km)□Pk گراف متناظر رأس های برای دوگانه
(۲)

r(xri |W k
۱ )− r(x۱

i |W
k
۱ ) = −(r − ۱),(۲)

داریم: (۲) و (۱) روابط بنابر اکنون است. برقرار همواره

r(xri | R۲)− r(x۱
i |R۲) ̸= (r − ۱)I,

نشان می توان vsij و vtij متناظر رأس های برای صورت همین به است. واحد بردار nm+ ۱ یک I = (۱, ۱, . . . , ۱) آن در که
که داد

r(vtij | R۲)− r(vsij |R۲) ̸= λI,
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۵۴ –۴۱ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، اندازه کوچکترین با گراف ها در رأس ها تفکیک کننده مجموعه های

تفکیک کننده  مجموعه یک (Cn ◦ Km)□Pk گراف رأس های از R۲ زیرمجموعه بنابراین است. صحیح عدد یک λ آن در که
y و x عناصر (Cn ◦Km)□Pk گراف از v و u متمایز رأس دو هر برای به عبارتی است. nm+ ۱ اندازه کوچکترین با دوگانه

که هستند موجود R۲ از
d(u, x)− d(u, y) ̸= d(v, x)− d(v, y).

نتیجه در .ψ(Cn ◦Km) = nm ،۴ .۲ قضیه بنابر هم چنین .ψ(Pk) = ۲ ،۱ .۲ قضیه بنابر طرفی از

ψ
(
(Cn ◦Km)□Pk

)
= ψ(Cn ◦Km) +ψ(Pk)− ۱.

□
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می باشد. جبری ترکیبیات و گراف نظریه حوزه در تحقیقاتش است. یزد دانشگاه ریاضی علوم دانشکده استاد علیخانی سعید
اصلی فعالیتهای از ایشان دکتری رساله در گراف ها، به وابسته جدید چندجمله ای یک عنوان به گراف احاطه گر چندجمله     ای معرفی
نخبگان، بنیاد (از پسادکتری پژوهشگر ۵ تاکنون است. گرفته قرار ریاضی دانان از بسیاری توجه مورد که است بوده تاثیرگذاری و
دانش ایشان، راهنمایی و نظارت تحت دکتری دانشجوی ۱۰ و دانشگاه) داخلی و کشور فناوران و پژوهشگران از حمایت صندوق

دارند. فعالیت و عضویت بین المللی علمی نشریه ۱۰ از بیش تحریریه هیات در ایشان شده اند. آموخته
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