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انتخاب اصل مورد در

خاتمی امین محمد سید

راستا این در می پردازیم. اصل، این با مرتبط مجموعه ها نظریه از مفاهیمی و انتخاب اصل تاریخچه به اختصار به مقاله، این در چکیده.
نتایج مهمترین به اشاره ای و می کنیم بیان را اصل این ضعیف تر صورت های از برخی نیز و انتخاب اصل معادل های مهمترین از بعضی

نمود. خواهیم ریاضی مختلف شاخه های در انتخاب اصل

مقدمه .۱

با است. شده مطرح ریاضیات در بحال تا که است اصولی مناقشه آمیزترین از یکی انتخاب اصل اقلیدس، توازی اصل از بعد
به دست آن از استفاده با مفیدی و شگفت آور بسیار نتایج و است ریاضیات در شده مطرح اصول جالب ترین از یکی اصل این این که
بدون که کرد اذعان باید باشد. گرفته قرار حمله مورد انتخاب اصل اندازه به که یافت ریاضیات در را مفهومی نمی توان اما می آیند،

می شد. تبدیل الگوریتم ها از مجموعه ای به فقط شاید عده ای عقیده به و می داشت متفاوتی کاملا چهره ریاضیات انتخاب، اصل
نظریه ی زمانی که بمانند. مغفول است ممکن زمانی مدت برای جزئیات از بعضی جدید، اشیاء تعریف با علوم از بسیاری در
مصداقی بشر بار اولین برای گفت بتوان شاید شد، معرفی بود؛ نامتناهی مجموعه مفهوم برای تعریفی شامل که مجموعه ها؛ نوین
عدم البته و بشر ذهن در بالفعل نامتناهی وجود بابت زدگی ذوق این بود. یافته خویش ذهن در بالفعل نامتناهی برای ماورائی غیر
مجموعه ها، نوین نظریه ی بمانند. مغفول جزئیات از بعضی کار، ابتدای در که شد باعث موقع، آن تا نامتناهی مفاهیم با کار تجربه
گذاشت ریاضیات به عرصه پا ۲ کانتور توسط ۱۸۷۴ سال در نامتناهی مجموعه های مفهوم به ۱ مجموعه ها طبیعی نظریه تجهیز از

.[۱۷۱ صفحه ،۱۷] ،[۱۰]
خواهیم انتخاب اصل پیرامون ابتدایی مباحث بر مروری مجموعه ها، نوین نظریه ی در اولیه مفهوم چند بیان از بعد ادامه، در

داشت.

متعدی و تقارنی بازتابی، هرگاه گویند ۳ هم ارزی رابطه یک را A مجموعه روی R رابطه ترتیبی. و هم ارزی رابطه های .۱ .۱
یا A این صورت در و باشد متعدی و پادمتقارن بازتابی، هرگاه می گویند ۴ ترتیبی اختصار به یا جزئی ترتیبی رابطه یک را R باشد.
به جای است، A روی رابطه یک R وقتی اوقات گاهی می نامند. ۵ مرتب اختصار به یا مرتب جزئاً مجموعه یک را (A,R) زوج
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س.

۶ کلی) (یا خطی ترتیبی رابطه یک را A مجموعه روی R ترتیبی رابطه می کنند. استفاده aRb از (a, b) ∈ R بنویسند اینکه
می نامند. خطی۷ مرتب مجموعه یک را A صورت این در که ، bRa یا و aRb یا ،a = b یا ،a, b ∈ A هر ازای به هرگاه می نامند

هم توانی رابطه باشد. موجود آنها بین یک به یک تناظر یک هرگاه گویند همتوان۸ را B و A مجموعه دو همتوانی. رابطه .۲ .۱
می کند. تعریف مجموعه ها بین هم ارزی رابطه یک

سره زیرمجموعه یک با هرگاه گویند ۹ (ددکیند‑نامتناهی) نامتناهی را X مجموعه نامتناهی. و متناهی مجموعه های .۳ .۱
مجموعه که است این صورت به دیگر تعریف گویند. (ددکیند‑متناهی) ۱۰ متناهی را آن صورت این غیر در و باشد همتوان خودش
صورت این غیر در و باشد همتوان {۱, ۲, . . . , n} مجموعه با A مجموعه ،n طبیعی  عدد یک ازای به هرگاه است متناهی A

نمی باشند. هم معادل این صورت غیر در و هستند هم معادل انتخاب اصل پذیرش صورت در مذکور تعریف دو است. نامتناهی

آن این صورت غیر در و باشد همتوان N با هرگاه گویند ۱۱ شمارا را X نامتناهی مجموعه ناشمارا. و شمارا مجموعه .۴ .۱
می گویند. ۱۲ ناشمارا را

زیرمجموعه هر هرگاه می نامند خوش ترتیبی  رابطه یک Xرا مجموعه روی ≤ خطی ترتیبی رابطه خوش  ترتیب. مجموعه .۵ .۱
می نامند. ۱۳ خوش ترتیب مجموعه یک را X این صورت در و باشد عضو کوچکترین دارای ≤ رابطه تحت X

هر روی یعنی است. شدنی خوش ترتیب X ناتهی مجموعه هر که می گوید ۱۴ خوش ترتیبی اصل خوش ترتیبی. اصل .۶ .۱
دارد. وجود خوش ترتیبی رابطه یک X مجموعه

به X از است تابعی ،۱۵ انتخاب تابع ناتهی، مجموعه های از X مجموعه هر به ازای انتخاب. اصل و انتخاب تابع .۷ .۱
مجموعه های از X مجموعه ی هر ازای به می گوید ۱۷ انتخاب اصل .f(A) ∈ A داریم A ∈ X هر ازای به  به طوری که ۱۶ ∪X

دارد. وجود انتخاب تابع ناتهی،

B به A از ۱۸ ترتیبی یکریختی یک ،(B,≤B) و (A,≤A) مرتب مجموعه دو هر ازای به ترتیبی. یکریختی رابطه .۸ .۱
یکریختی رابطه .f(a) ≤B f(b) آن گاه a ≤A b اگر که معنی بدین باشد، ترتیب حافظ که است f : A → B دوسویی تابع

می نامند. ۱۹ ترتیبی نوع یک را ترتیبی یکریختی رابطه از هم ارزی کلاس هر است. هم ارزی رابطه یک ترتیبی

ترتیبی اعداد است، آمده [۵۲] ۲۱ وایتهد و ۲۰ راسل ریاضیات مبانی کتاب در که به تعریفی توجه با ترتیبی. اعداد .۹ .۱
یک لزوماً و هست هم ارزی کلاس یک واقع در ترتیبی نوع  یک چون اما هستند. خوش ترتیب مجموعه های ترتیبی نوع های ۲۲

یک به متعلق خاص خوش ترتیبِ مجموعه یک آن را می توان باشد، هم مجموعه یک ترتیبی عدد یک اینکه برای نیست، مجموعه
عبارت دیگر ترتیبی عدد هر و است تهی مجموعه یا ۰ ترتیبی عدد اولین ۲۳ فون نویمان تعریف به توجه با گرفت. نظر در ترتیبی نوع

عبارتند و هستند طبیعی اعداد از تعمیمی ترتیبی اعداد تعریف، این با آن. از کوچکتر ترتیبی اعداد خوش ترتیبِ مجموعه از است

ω۱ ،…که ω۱ + ۱ ،ω۱ ،…،ϵ۰ + ۱ ،ϵ۰ = ωωω···
،…،ωω ،…،ω۲ ،…،۳ω ،…،۲ω + ۱ ،۲ω ،…،ω + ۱ ،ω ،… ،۱ ،۰ از

در و باشد موجود α از کوچکتر ترتیبی عدد بزرگترین هر گاه می گویند تالی ترتیبی عدد یک را α است. ناشمارا ترتیبی عدد اولین
هستند. حدی ترتیبی اعداد ...،ω۲ ،…،۲ω ،ω ،۰ بنابراین . می نامند حدی ترتیبی عدد آن را این صورت غیر
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه انتخاب، اصل مورد در

اعداد تعریف در که نکته ای مشابه هستند. ۲۴ اصلی اعداد معرفِ هم توانی رابطه هم ارزی کلاس های اصلی. اعداد .۱۰ .۱
نظر در را هم توانی رابطه هم ارزیِ کلاس هر از خاص عضو یک باید باشد، مجموعه یک اصلی عدد یک اینکه برای شد، ذکر ترتیبی
می نامیم. اصلی اعداد را هم توانی رابطه هم ارزیِ کلاس های به متعلق ترتیبی عدد کوچکترین فون نویمان، تعریف به توجه با گرفت.
عدد و ℵ۰ با را طبیعی اعداد مجموعه اصلی عدد ،... ،۱ با را عضوی تک مجموعه های اصلی عدد ،۰ با را تهی مجموعه اصلی عدد
یک به یک تابع چنانچه باشند، B و A مجموعه های اصلی عدد b و a اگر می دهند. نمایش c با را حقیقی اعداد مجموعه اصلی
فرض با است. ترتیبی رابطه یک اصلی اعداد روی ≤ رابطه داد نشان می توان .a ≤ b می نویسند باشد موجود f : A → B

با می توان را اصلی اعداد این صورت در و است موجود همواره اصلی عدد یک از بعد اصلی عدد کوچکترین خوش ترتیبی، اصل
توانی مجموعه که P(A) مجموعه اصلی عدد A مجموعه هر ازای به داد. نمایش {۰, ۱, ۲, . . .} ∪ {ℵα; است ترتیبی عددی α}
با کانتور خود به علاوه .۲ℵ۰ = c داد نشان نامتناهی مجموعه های معرفی اوایل همان در کانتور می دهند. نمایش ۲a با را است A

است. کمتر اکیداً ۲ℵ۰ از ℵ۰ داد نشان قطری سازی به موسوم فرایندی

،b و a اصلی عدد دو هر بین که است معنی این به اصلی اعداد روی ≤ رابطه بودن خطی اصلی. اعداد سه گانگی .۱۱ .۱
است موجود B بتوی A از یک به یک تابع (یعنی a ̸= b و a ≤ b که باشد معنی این به a < b اگر حالا .b ≤ a یا و a ≤ b یا
و a اصلی عدد دو هر بین که کرد بیان نیز این صورت به می شود را بودن خطی آن گاه ندارد)، وجود B به A از دوسویی تابع ولی
خوش ترتیبی، اصل فرض با کانتور می برند. نام نیز ۲۵ اصلی اعداد سه گانگی به آن از که ،b < a یا و a = b یا ،a < b یا ،b
انتخاب اصل معادل اصلی اعداد سه گانگی که داد نشان ۲۶ هارتوخس .[۱۰ صفحه ،۴۴] بود کرده ثابت را اصلی اعداد سه گانگی

.[۲۳] است

اصل فرض با پس ندارد. وجود دیگری اصلی عدد ۲ℵ۰ و ℵ۰ بین ۲۷ پیوستار فرض اساس بر پیوستار. فرض .۱۲ .۱
پیوستار فرض باشند)، {ℵα; است ترتیبی عددی α} به صـورت نامـتـناهی اصـلی اعـداد هـمه می کـند ایـجاب (که خوش ترتیـبی

.۲ℵ۰ = ℵ۱ می گوید

مشخص خاصیت با اشیاء از گردایه ای مجموعه یک که بود این صورت به مجموعه از کانتور تعریف راسل. پارادکس .۱۳ .۱
به منجر مجموعه از کانتور تعریف که داد نشان ۲۸ بورالی‑فروتی کارهای از یکی از گرفتن الهام با راسل ۱۹۰۱ سال در است.
مورد در X /∈ X و X ∈ X حکم دو از کدام هیچ که یافت می توان X مثل مجموعه ای که می شود این صورت به پارادکسی بروز

نیست. درست آن

اصل به صورت مجموعه ها نظریه راسل، پارادکس مشابه پارادکس هایی بروز از اجتناب به منظور .ZFⅭ و ZF .۱۴ .۱
تسرملو نام به آلمانی جوان ریاضیدان یک توسط موضوعه اصول از کامل نسبتاً مجموعه یک معرفی با و ۱۹۰۸ سال از موضوعی
در تسرملو توسط شده مطرح اصول از است عبارت (تسرملو‑فرانکل) ZF موضوعی اصل دستگاه گرفت. قرار توجه مورد ۲۹

و شد پیشنهاد ۱۹۲۲ سال در ۳۱ فرانکل توسط که ۳۰ جایگزینی اصل اصلاحیه با همراه البته و انتخاب اصل منهای ۱۹۰۸ سال
می دهند. نمایش ZFⅭ با را انتخاب اصل به همراه ZF شد. معرفی ۱۹۲۵ سال در فون  نویمان توسط که ۳۲ انتظام اصل به علاوه ی
ریاضیاتِ بیشترِ می شود. معرفی بیشتر تفصیل با ۳ بخش در که باشد ZFⅭ همین مجموعه ها نظریه برای اصل بندی مهمترین شاید
شاخه های در که شده اند ارائه مجموعه ها نظریه برای نیز دیگری فراوانِ موضوعه اصول می باشد. ZFⅭ یا و ZF بر مبتنی امروزه
همه که چیزهایی فقط ،ZF اصل بندیِ به توجه با می روند. کار به مجموعه ها نظریه خود در بیشتر و ندارند کاربردی ریاضی، دیگر

24cardinal number 25law of trichotomy, T 26F. Hartogs 27continuum hypothesis , CH 28C. Burali-Forti 29E. Zermelo
30axiom of replacement 31A. Fraenkel 32axiom of regularity
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س.

مجموعه ها، نظریه زبان در فرمول یک ازای به است ممکن این صورت، در هستند. مجموعه باشند صادق آنها برای ZF اصول
پارادکس به توجه با مثلا می نامند. کلاس را گردایه هایی چنین نسازند. مجموعه یک می کنند، صدق فرمول آن در که عناصری گردایه

است. کلاس یک و نیست مجموعه یک {x : x = x} گردایه شد، خواهد بیان ۳ بخش در که راسل

مثل ۳۵ اتمی گزاره های از مجموعه یک روی از گزاره ها ، ۳۴ گزاره ای منطق ۳۳ زبان شناسی در محمولات. منطق .۱۵ .۱
گزاره های به جزئیات دیگر ولی می شوند ساخته پرانتز نماد و {⊥,¬,∨,∧,→,↔} منطقی رابط های به کمک {p۰, p۱, p۲, . . .}
منطق در واقع در . ۳۷ است بررسی قابل نیز اتمی گزاره های بطن ، ۳۶ محمولات منطق گزاره شناسی در اما نمی شود. پرداخته اتمی
مجموعه ای به همراه محمولی نمادهای و تابعی، نمادهای ثابت، نمادهای بر مشتمل L مثل زبان یک روی از گزاره ها محمولات،
منطق در می شوند. ساخته پرانتز نماد و ،{∀, ∃} سورهای ،{¬,∨,∧,→,↔} منطقی رابط های ،{x, y, z, . . .} مثل متغیرها از
روی می توانند سورها بالاتر ِ مراتب و دوم مرتبه محمولات منطق در و می گیرند قرار متغیرها روی فقط سورها اول، مرتبه محمولاتِ
است مجموعه ای L‑ساختار یک معنی شناسی، به لحاظ است ذکر به لازم گیرند. قرار نیز ... و صفات توابع، مجموعه ها، رابطه ها،
موضعی n تابعی نماد یک تعبیر ،M از عنصر یک ثابت نماد یک تعبیرِ که بدین صورت زبانی نمادهای تعبیر همراه به M مثل
گزاره ها، شدن ساخته نحوه به توجه با است. Mn از زیرمجموعه یک موضعی n محمولی نماد یک تعبیر و ،M به Mn از تابع یک
فاقد که ۳y یا ۲ + x مثل عبارت هایی برای لذا کرد. تعیین ارزش جملات برای ساختارها در بتوان که می شوند باعث محمول ها
چنانچه است، آن در تساوی محمول که ۲ + x = ۳y برای ولی کرد تعیین نمی توان دروغی یا راست ارزش هیچ هستند، محمول
بودن مشخص به محض نیز ∀x∃y(۲ + x = ۳y) برای همچنین و کرد تعیین ارزش می توان بدانیم، ساختار در را متغیرها مقادیر
∈ محمولی نماد یک شامل فقط مجموعه ها نظریه زبان دید، خواهید ۳ بخش در که همان طور کرد. تعیین ارزش می توان ساختار
تعریف قابل مجموعه ها نظریه اصول و ∈ کمک به می کنید، مشاهده مجموعه ها نظریه در که . . .،∪ ،⊆ ،= مثل نمادها سایر و است

هستند.

مدرن مجموعه های نظریه پیدایش از مختصر تاریخچه ای .۲

در ۱۹۰۰ سال در هیلبرت۳۸ کانتور، توسط ۱۸۸۳ سال در خوش ترتیبی اصل و ۱۸۷۸ سال در پیوستار فرض معرفی از پس
به عنوان را خوش ترتیبی اصل اثبات نیز و پیوستار فرض اثبات بود، شده برگزار پاریس در که ریاضیدانان بین المللی کنگره دومین

کرد. معرفی بیستم قرن ریاضیاتِ توجه قابل و مهم مسئله ۲۳ از یکی
اصل یک به عنوان معاصرانش توسط خوش ترتیبی ولی می برد، نام تفکر قوانین از یکی به عنوان خوش ترتیبی اصل از کانتور
فرض اثبات برای مدت ها همچنین او .[۱۲][۲۶۴ صفحه ،۱۷] بود آن برای اثباتی به دنبال نیز خودش جایی که تا نشد پذیرفته

.[۱۱][۱۷۱ صفحه ،۱۷] نرسید نتیجه ای به ولی کرد تلاش پیوستار
خوش ترتیبی رابطه یک می توان مجموعه هر روی می کرد، بیان تفکر از قانونی به عنوان آن را کانتور که خوش ترتیبی اصل مبنای بر
۰ ≤ ۱ ≤ ۲ ≤ . . . ≤ −۱ ≤ −۲ ≤ ممکن خوش ترتیبی رابطه یک Z مورد در است. واضح که N برای موضوع این نمود. تعریف

است. . . .

عددی ۵» و دروغ ارزش با اتمی گزاره یک «۲ + ۲ = ۵» مثلا نباشد. معلوم ما برای آن ارزش هرچند دو، هر نه و است دروغ یا راست ارزش دارای که است خبری ساده عبارتِ یا جمله اتمی، گزاره ۳۵

اول عددی ۵ و ۲ + ۲ = ۵» گزاره است. نامعلوم ارزش با اتمی) (غیر گزاره یگ است» نوشتن قابل اول عدد دو مجموع به صورت ۲ از بزرگتر زوج عدد «هر و راست ارزش با اتمی گزاره یک است» اول
است. شده ساخته «و» منطقی رابط از استفاده با و اتمی گزاره دو روی از که است اتمی) (غیر گزاره یک است»

= محمولی نماد و + تابعی نماد ،۵ و ۲ ثابتِ نمادهای از ترکیبی گزاره این محمولات، منطق در حالی که در نمی شود پرداخته آن به جزئیات که است اتمی گزاره یک «۲ + ۲ = ۵» گزاره ای، منطق در ۳۷

است.

33syntax 34propositional logic 36predicate logic 38D. Hilbert
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه انتخاب، اصل مورد در

کمی است ممکن موضوع است، موجود دیگر گویای عدد یک گویا عدد دو هر بین اینکه به توجه با گویا، اعداد مجموعه برای
شود تعریف f(a/b) = ۲a/d۳b/d ضابطه با f : Q+ → N اگر مثلا نیست. سخت هم خیلی کار حالی که در برسد، به نظر پیچیده
x ≤f y» به صورت که ≤f رابطه به علاوه و بود خواهد یک به یک تابع یک f آنگاه است، b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین d که
به یک آن را می توان به راحتی که می کند تعریف Q+ روی خوش ترتیبی رابطه یک می شود، تعریف «f(x) ≤ f(y) اگر فقط و اگر
یک نیز زیر ترتیب با Q که کرد تحقیق می توان مثلا و است ساده تر هم این از البته موضوع داد. تعمیم Q روی خوش ترتیبی رابطه

است. خوش ترتیب مجموعه

۰, ۱,
۱
۲
,

۱
۳
,

۱
۴
, . . . , ۲,

۲
۳
,

۲
۵
,

۲
۷
, . . . , ۳,

۳
۲
,

۳
۴
,

۳
۵
, . . . , ۴, . . . , ۵, . . . ,−۱,

−۱
۲
,
−۱
۳
, . . . .

نظر در را مجموعه ها نظریه موضوعه اصول اگر واقع در کرد. معرفی خوش ترتیبی رابطه یک به سادگی نمی توان R برای اما
.۳۹ رد نه و کرد تایید می توان نه ZF توسط را R روی خوش ترتیبی رابطه یک وجود اصول، این سازگاری فرض با آن گاه بگیریم،

رابطه یک حتماً ZFⅭ مدل های همه در که هستیم مطمئن انتخاب)، اصل یا (و خوش ترتیبی اصل فرض با گرچه این، بر علاوه
برای چیزی تقریباً باشد، داشته می تواند ساختاری چه خوش  ترتیبی رابطه این اینکه مورد در ولی دارد، وجود R روی خوش ترتیبی
توصیف حدودی تا را R روی خوش ترتیبِی رابطه می توان ،P(R) \ ∅ روی F انتخاب تابع یک بودن مفروض با ندارد. وجود گفتن
چیزی ساختارش از ولی می کند تضمین را F تابع وجودِ فقط انتخاب اصل که است این توصیف این بزرگ نقص اما ،[۵۳] کرد

نمی گوید.
وجود اثبات نیست. گنگ اعداد برای ایجابی تعریف وجود عدم از عجیب تر R شدن خوش ترتیب می رسد به نظر حال عین در
ارائه گنگ اعداد همه برای مناسب ایجابی تعریف یک هنوز اما می دهند نسبت باستان یونان در فیثاغورث مدرسه به را گنگ اعداد
روی خوش ترتیبِی رابطه ساختار مورد در می شود. اکتفا است» گنگ نباشد گویا که عددی «هر سلبی تعریف به فقط و است نشده
نظریه زبان در فرمولی قطعاً ZFⅭ در می دانیم و است بهتر گنگ اعداد برای ایجابی تعریف ارائه از وضعیت ZFⅭ مدل های در R
اضافه صورت در می دانیم همچنین .[۱۱ .۴ قضیه ،۱۵] باشد R روی خوش ترتیبی رابطه یک معرف که ندارد وجود مجموعه ها
این معرفِ که فرمولی وجود می شود، نتیجه R شدنِ خوش ترتیب اینکه بر علاوه ،ZF به ۴۰ مجموعه ها» بودن «ساختنی اصل شدن

می شود. تضمین نیز باشد خوش ترتیبی رابطه
از و کرد، معرفی بیستم قرن ریاضیات مهم مسائل جزو را خوش ترتیبی اصل و پیوستار فرض اثبات هیلبرت اینکه از پس
کنگره سومین در ۱۹۰۴ سال در ۴۴ کونیش دهد، ارائه R روی ساختنی خوش ترتیبی رابطه یک بود نتوانسته کسی که آنجایی
مورد خیلی روز آن در که کرد ارائه پیوستار فرض همچنین و خوش ترتیبی اصل کردن رد برای سخنرانی یک ریاضیدانان، بین المللی
اثبات در را اشتباهی آلمانی، ساله ۳۳ ریاضیدان تسرملو ارنست کونیگ، سخنرانی از بعد روز یک فقط اما گرفت قرار استقبال

.[۸۸ −۸۶ صفحه ،۴۴] کرد پیدا ۴۵ برنشتاین مقالات از یکی از استفاده در کونیش

ساخت ZF از مدلی بتوان هم که می کند ایجاب استقلال این ببینید. را (ZF اصول (یعنی مجموعه ها نظریه موضوعه اصول سایر از خوش ترتیبی) اصل نیز (و انتخاب اصل استقلال مورد در ۴ بخش ۳۹

نباشد. موجود خوش ترتیبی رابطه هیچ R روی که ساخت ZF از مدلی بتوان هم و باشد شدنی خوش ترتیب R که
A معرف که دارد وجود مجموعه ها نظریه زبان در فرمولی A مجموعه هر برای که معنی این به هستند، ساختنی مجموعه   ها همه که می کند بیان ۴۲،۴۳ V = L یا ۴۱ مجموعه ها بودن ساختنی اصل ۴۰

را پیوستار فرض هم و خوش ترتیبی اصل هم اصل این نیستند. قائل اصل این به مجموعه ها نظریه اهالی اکثر دارد، مجموعه ها معرفی برای اصل این که شدیدی محدودیت اعمال همین دلیل به است.
می دهد. نتیجه

41axiom of constructibility
ترتیبی عدد هر ازای به و ،Vα+۱ = P(Vα) ،α ترتیبی عدد هر ازای به ،V۰ = ∅ آن در که V = ترتیبی∪ عدد αVα که می شود تعریف این صورت به و است مشهور نویمان فون  جهان به V ۴۲

.Vα = ∪β<αVβ ،α حدی
،α ترتیبی عدد هر ازای به و Lα = ∪β<αLβ ،α حدی ترتیبی عدد هر ازای به ،L۰ = ∅ آن در که L = ترتیبی∪ عدد αLα که می شود تعریف این صورت به گودل جهان یا L ساختنی جهان ۴۳

.Lα+۱ = Def(Lα) = {x ∈ P(Lα) : است تعریف قابل پارامتر با فرمولِ یک توسط x}

44G. Konig 45F. Bernstein
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س.

همچنان کانتور شخص گرچه ندارد. اشکالی کونیش اثبات که می کردند فکر مدتی تا و نپذیرفتند را تسرملو استدلال اما بسیاری
در تسرملو ادعای صحت از یافتن اطمینان برای هم باز ولی هستند، درست خوش ترتیبی اصل هم و پیوستار فرض هم بود معتقد
برگزار کونیش اثبات بیشتر بررسی برای را علمی نشستی ۴۷ شونفلایس و ۴۶ هاسدورف هیلبرت، همراه به کونیش، اشتباه مورد

نتیجه که کردند
به پیش از بیش هاسدورف ماجرا آن از بعد .۴۸ بود سال همان در هاسدورف توسط برنشتاین مقالات از یکی اشتباه اصلاح آن
خوش ترتیبی اصل قبول بر دیگری دلیل عنوان به را کونیش اشتباه نیز کانتور و شد معتقد است درست خوش ترتیبی اصل واقعاً اینکه

کرد. مطرح
که نتیجه ای اگر که کرد اصلاح این صورت به را اشتباهش کونیش شد، چاپ کنگره سومین مقالات مجموعه که بعد سال
گفت و گرفت نتیجه نیز را موضوع این عکس کونیش کرد. خوش ترتیب نمی شد را R آن گاه می بود، درست کرده منتشر برنشتاین
αای هر ازای به این که زیرا بود. کرده دیگر اشتباه یک واقع در او اما .۲ℵ۰ > ℵα αای هر ازای به آنگاه نباشد، خوش ترتیب R اگر
بعد البته موضوع این است. مقایسه قابل ۲ℵ۰ با ℵαای هر می گوید که دارد بر در را اصلی اعداد سه گانگی از حالتی ،۲ℵ۰ > ℵα

هر ازای به لزوماً نباشد، خوش ترتیب R اگر که شد ثابت هارتوخس توسط ۱۹۱۵ سال در و مجموعه ها نظریه اولیه اصل بندی از
.[۲۳] بود نادرست نیز کونیش جدید نتیجه گیری واقع در و نیست برقرار ۲ℵ۰ > ℵα نامساوی αای

خوش ترتیب نتیجه گیری برای اثباتش در نیز انتخاب اصل از صورتی از حتی او که می دهد نشان کونیش مقاله به مراجعه ای
اصل بین ارتباط از او برداشت سوء بیانگر کونیش، اشتباهات .[۴۲] بود برده بهره برنشتاین، اشتباه نتیجه روی از R نبودن
کافی اندازه به که می گیرد نتیجه ای انتخاب اصل از استفاده با کونیش است. خوش ترتیبی اصل و اصلی اعداد سه گانگی انتخاب،
برنشتاین اشتباه نتیجه به توجه با سپس و [۲ .۱ .۲ و ۱ .۱ .۲ فرمول ،۸۶ صفحه ،۴۴] نمی کند کفایت R خوش ترتیبی اثبات برای
با نیز موضوع این عکس نتیجه گیری هنگام نمود. تعریف خوش ترتیبی رابطه یک R روی نمی توان که می رسد موضوع این به
اصل با را آن کانتور که است اصلی اعداد سه گانگی از دیگری صورت واقع در (که است مقایسه قابل ۲ℵ۰ با ℵαی هر این که فرض
برداشت سوء این چگونه کونیش سطح در محققی اینکه نیست. شدنی خوش ترتیب R می کند ثابت بود) گرفته نتیجه خوش ترتیبی

است. بوده توجه قابل چقدر مفاهیم این کردن روشن در تسرملو کار که می دهد نشان است، داشته را
از که نامه ای به توجه با بود. داده نشان را مجموعه ها نظریه به عمیقش نگاه نیز قبلا کونیش، اشتباه کردن پیدا بر علاوه تسرملو
هیلبرت با آن را و بود پی برده راسل پارادکس به ۱۸۹۹ سال در و راسل از قبل سال دو تسرملو است، موجود ۴۹ فرگه به هیلبرت
در تردیدش داشت، ۱۹۰۱ سال در که تدریسی جریان در همچنین .[۸۹ صفحه ،۴۴]،[۵۲ −۵۱ صفحه ،۱۸] بود گذاشته میان در
خوش ترتیبی اصل ردِ در کونیش اشتباه به تسرملو اینکه از بعد .[۸۹ صفحه ،۴۴] بود کرده اظهار را اصلی اعداد سه گانگی مورد
آن امروزه که انتخاب اصل از صورتی از استفاده با را، خوش ترتیبی اصل صفحه ای سه مقاله ای در ۱۹۰۴ سال همان در برد، پی
با می گوید اثباتش انتهای در تسرملو .[۱۱۸ تا ۱۱۵ صفحات ،۵۵]،[۵۳] کرد ثابت می شناسند، ۵۰ انتخاب» تابع «وجود با را
نیز اصلی اعداد سه گانگی به علاوه و هست ℵα یک به صورت نامتناهی مجموعه هر اصلی عدد خوش ترتیبی، اصل اثبات به توجه
مجموعه نامتناهی دکارتی حاصل ضرب که است این معادل انتخاب تابع وجود گرچه که می کند اضافه نهایت در او است. درست
وجود از ریاضیدانان مختلفی جاهای در ولی کرد، تحویل ساده تری منطقی موضوع به آن را نمی توان ظاهراً و است، ناتهی ناتهی،

به که کرد اصلاح این صورت به را اتحاد هاسدورف و نبود درست α ترتیبی عدد هر برای اتحاد این تسرملو گفته به ولی .ℵℵ۰
α = ℵα.۲ℵ۰ ،α ترتیبی عدد هر برای که بود کرده ثابت ابتدا برنشتاین ۴۸

.[۲۴] ℵ
ℵβ
α+۱ = ℵα+۱.ℵ

ℵβ
α ،β و α ترتیبی عدد دو هر ازای

ببینید. را ۱۰۴ صفحه در ۷ .۱ بخش ۵۰

46F. Hausdorff 47A. M. Schoenflies 49G. Frege
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه انتخاب، اصل مورد در

انتخاب اصل به ۵۱ مجموعه ها تقسیم بندی اصل اعتبار مثال، یک به عنوان کرده اند. استفاده تردیدی هیچ بدون انتخاب تابع
می باشد.

اصلی هنر است. شده استفاده انتخاب اصل از آنها در که یافت ۱۹۰۴ سال از قبل ریاضیات در را بسیاری کارهای می توان
ولی می بردند به کار آن را اصل این از اطلاع بدون افراد ۱۹۰۴ سال از قبل تا واقع در بود. انتخاب اصل ساختن روشن در تسرملو

نموده اند. استفاده اصلی چنین از که شدند متوجه ۱۹۰۴ از بعد
در که شخصی اولین بود، کرده ذکر انتخاب اصل درستی بر شاهدی به عنوان را تقسیم بندی اصل تسرملو این که به خاطر شاید
چون برنشتاین، دکتری رساله ی ارائه زمان در قبلا لوی بود. لوی۵۳ نام به ایتالیایی ریاضیدان یک گرفت موضع انتخاب اصل مقابل
رساله ی بود، کرده استفاده (S مثل آن دلخواه افراز هر و M دلخواه مجموعه هر (برای تقسیم بندی اصل کلی حالت از برنشتاین

.[۷۹ صفحه ،۴۴] بود کرده رد نیز را برنشتاین دکتری
بسیار مباحث متحده ایالات و هلند انگلستان، لهستان، فرانسه، ایتالیا، آلمان، در ملی و محلی مختلف محافل در به زودی
مخالفان هجمه ولی داشت را انتخاب اصل با مخالفت انتظار تسرملو شدند. مطرح انتخاب اصل مورد در فلسفی و ریاضی زیادِ

می آمدند. کوتاه مخالف موضع از مخالفان از بسیاری اما کم کم، و زمان مرور با بود. بیشتر ظاهر به موافقان مقابل در
را انتخاب اصل با ریاضیات ابتدا در شد، مطرح ۵۶ لبگ و ،۵۵ بئر ،۵۴ بورل بین فرانسه در که مباحثی در مثال به عنوان
اصل شدند متوجه که بعداً اما نامیدند. واقع گرایان ریاضیات را انتخاب اصل بدون ریاضیات و نامیدند گرایان ایده آل ریاضیات
مصر خود مخالفت به نسبت دیگر کرد، ثابت را شمارا مجموعه های از شمارا اجتماعی بودن شمارا بتوان می شود باعث انتخاب
مجموعه های مراتب سلسله هم آنگاه ، ۵۷ داد نمایش شمارا مجموعه های از شمارا اجتماعی با می شد را R احیاناً اگر زیرا نبودند.
به صورت بودن جمعی خاصیت دیگر لبگ اندازه به علاوه و می گردید بدیهی نیز ۶۲ توابع از بئر دسته بندی هم و می شد بدیهی ۶۱ بورل
ریاضیدانان بین تسرملو توسط انتخاب اصل شدن مطرح از بعد که مباحثه هایی از کاملی نسبتاً جریان نمی داشت. را ۶۳ شمارا

ببینید. [۱۴۱ −۹۲ صفحه ،۴۴] در می توانید را شده اند مطرح
به جوابگویی بر علاوه ،[۵۴] تسرملو توسط ۱۹۰۸ سال در مجموعه ها نظریه برای موضوعی اصل دستگاه یک ارائه از بعد
سوالاتی به یا و شدند تبدیل موافقت به یا انتخاب اصل علیه صریح مخالفت های از بسیاری راسل، پارادکس نظیر پارادکس هایی
همچنین و مجموعه ها نظریه موضوعی اصل دستگاه شدن کامل تر با کم کم و زمان مرور به گفت بتوان شاید یافتند. تقلیل نشده حل
ریاضیدانانِ اکثریت بود، مطرح ۶۴ مجموعه ها نظریه موضوعه اصول سایر با انتخاب اصل سازگاری مورد در که سوالاتی به جواب
شهود گرایی به که ریاضیدانانی و شدند، قائل (ZFⅭ) انتخاب اصل با مجموعه های نظریه و ریاضیات به ۶۶ صورت گرا و ۶۵ منطق گرا
پذیرفتند را (ZF) انتخاب اصل بدون ریاضیات انتخاب، تابع غیرساختنی و وجودی ماهیت به دلیل بودند، قائل ریاضیات در ۶۷

ریاضیات، در جدیدی واقعیت هر شدن طرح موقع هم باز اوصاف، این با می دهند. تشکیل را ریاضیدانان از قلیلی عده البته که

.(|S| ≤ |M |) بود خواهد M اصلی عدد مساوی یا کوچکتر S اصلی عدد آن گاه شود، افراز S مثل متمایزش زیرمجموعه های از خانواده ای توسط M مجموعه اگر می گوید ۵۲ تقسیم بندی اصل ۵۱

بود. نزدیک تسرملو کار زمان به خیلی که بودند کرده استفاده اصل این از ۱۹۰۱ سال در برنشتاین و ۱۸۹۶ سال در بورالی‑فورتی ،۱۸۸۳ سال در کانتور
52partition principle
نیرومند روشی فورسینگ بود. شمارا مجموعه های از شمارا اجتماعی صورت به R که دادند ارائه انتخاب اصل بدون مجموعه های نظریه از مدلی فورسینگ کمک به ۵۹ لوی و ۵۸ ففرمن ۱۹۶۳ سال در ۵۷

شد. ابداع ،۶۰ کوهن توسط ۱۹۶۳ سال در فورسینگ روش می کنند. استفاده مطلوب اضافی خواص با مجموعه ها نظریه از مدلهایی ساختن برای آن از که است مجموعه ها نظریه در
58S. Feferman
59�A. Levy
60P. Cohen

ببینید. را می باشد (ZF) مجموعه ها نظریه موضوعه اصول از انتخاب اصل استقلال مورد در که ۴ بخش ۶۴

53B. Levi 54E. Borel 55R-L Baire 56H. Lebesgue 61hierarchy of Borel sets 62Baire’s classification of functions 63countably
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س.

نتیجه انتخاب) اصل قوی تر یا ضعیف تر صورت های یا (و انتخاب اصل قبول با واقعیت آن که است این سوالات مهمترین از یکی
است. شده نتیجه انتخاب اصل قبول بدون یا و شده گرفته

انتخاب اصل و مجموعه ها نظریه موضوعه اصول .۳

ترتیب به هم زمان به صورت تقریباً راسل و تسرملو ۱۹۰۸ سال در راسل، پارادکس نظیر پارادکس هایی بروز از اجتناب برای
کردند. پیشنهاد مجموعه ها مطالعه برای را [۴۹]۶۹ انواع نظریه و [۲۲۹ تا ۱۸۹ صفحات ،۵۵]،[۵۴]۶۸ موضوعی اصل روش
اصل روش زمان، آن در صورت گرا ریاضیدانان تعدد به توجه با ولی بودند مناسب راسل پارادکس از اجتناب برای روش دو هر

شد. واقع محبوب تر تسرملو موضوعی
این کرد. استفاده آن طبیعی به صورت مجموعه مفهوم از بی نهایت مفهوم تعریف به خصوص و مجموعه ها با کار برای کانتور
از عضوی را A مجموعه یک داخل x شی هر و مشخص» خاصیت با است اشیاء از گردایه ای مجموعه، «یک می گوید مفهوم
یا و x ∈ A حکم دو از یکی باید حتماً ،A مجموعه یک و x شی یک مورد در پس .x ∈ A می نویسند و می نامند A مجموعه

باشد. درست x /∈ A

همین به دلیل واقع در است، شده صورت بندی بورالی‑فروتی مقالات از یکی روی از راسل گرفتن الهام با که راسل، پارادکس
گفته تعریف به توجه با هستند. مساوی خودشان با که باشد مجموعه هایی همه گردایه A کنیم فرض می دهد. رخ مجموعه از تعریفِ
x» که سوال این لذا است، مجموعه یک A داخل x شی هر این که به توجه با اکنون است. مجموعه یک A مجموعه، برای شده
.B = {x ∈ A : x /∈ x} کنید فرض می باشد. «خیر» یا و «بله» جواب دارای و معنی دار سوالی نه؟» یا است خودش از عضوی
خودش از عضوی B «آیا سوال باید نیز ،B مجموعه مورد در پس است. مجموعه یک B مجموعه، تعریف به توجه با مجدداً
می شود. تناقض به منجر سوال این به «خیر» جواب هم و «بله» جواب هم اما باشد. خیر یا و بله مشخص جواب دارای است؟»

عبارت به است. خودش به متعلق که خاصیت این با است مجموعه ای B آن گاه باشد، «بله» سوال جواب کنیم فرض اگر •
مجموعه به متعلق بنابراین و نمی کند صدق (B مجموعه تعریف به توجه (با B مجموعه عضوهای خاصیت در B دیگر

است. تناقض در است «بله» سوال جواب این که فرض با نتیجه این اما نیست. B
خودش به متعلق که خاصیت این با است مجموعه ای B آن گاه باشد، «خیر» سوال جواب کنیم فرض اگر مشابه طور به •
با نتیجه این و است B مجموعه به متعلق بنابراین و است صادق B مجموعه عضوهای خاصیت در B پس نیست.

است. تناقض در است «خیر» سوال جواب اینکه فرض

نوع باید ریاضی مباحث در که می گوید راسل دارند. شباهت هم به حدودی تا مشکل این حل برای تسرملو و راسل جواب های
هستند مشخص خاصیت دارای که مشخص نوع از اشیاء گردایه «هر شود گفته باید مجموعه تعریف در پس باشد. مشخص اشیاء
کمک به مجموعه یک ساختن مورد در تصریح اصل نام به موضوعه اصول از یکی در نیز تسرملو .۷۰ می نامند» مجموعه یک را
خاصیت دارای که A از عناصری آنگاه باشد، مجموعه یک A اگر می گوید تصریح اصل دارد. مشابهی تعبیر مشخص، خاصیتی
مجموعه عناصر نوع» از عناصرِ همه دیگر به عبارت می دهند. تشکیل مجموعه یک نیز باشند مجموعه ها نظریه زبان در مشخصی

می دهند. تشکیل مجموعه یک مشخص خاصیت با و «A

روزمره زبان در گیرد. صورت بایستی مستقیم به صورت متن روی از زبان فهم و باشد نباید زبان در ایهامی که بگوید می خواهد اشیاء نوع تعیین اضافی فرض با زبانی، معنی شناسی در راسل واقع در ۷۰

«شکار». یعنی «چیز» از مراد نگفته اند لغتی فرهنگ هیچ در که حالی در ندارد ایرادی گفته اش و می باشد «شکار» چیز از منظورش میشه؟» پیدا هم «چیزی می پرسد دیگری شکارچی از شکارچی یک وقتی
به جز می گفت راسل دیگر به عبارت است. «فعل» نوع از یا و «شکار» نوع از چیز فلان گفت مثلا و کرد طرف بر آن نوع تعیین با را چیز یک مفهوم در ایهام این باید ریاضی زبان در راسل عقیده به

گیرد. صورت مجموعه ها نظریه در گزاره ها بیان موقع هم مرادشناسی باید معنی شناسی،

68axiomatic method 69type theory
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه انتخاب، اصل مورد در

ثانیاً و آمده اند کجا از است معلوم اولا که است این صورت به مجموعه یک عناصر حال زبان دیدگاه، دو هر در دیگر به عبارت
دارند. خاصیتی چه که است معلوم

مکتب از ریاضیدانان زمان آن اقبال و تسرملو توسط شده ارائه موضوعی اصل دستگاه توسط راسل پارادکس مشکل شدنِ رفع
برای ۷۱ اسکولم و فرانکل پیشنهادی اصلاحات با بپذیرند. را تسرملو موضوعی اصل دستگاه زیادی افراد شد باعث صورت گرایی
موضوعی اصل دستگاه این ،۱۹۲۵ سال در 32 انتظام اصل افزودن برای فون نویمان پیشنهاد و ۱۹۲۲ سال در 30 جایگزینی اصل
معمولا را مجموعه ها نظریه زبان ۷۲ می دهند نمایش ZFⅭ با انتخاب اصل همراه به و ZF با انتخاب اصل بدون اختصار به را
منطق در ZF موضوعه اصول است. موضعی دو 36 محمول یک و می شود نامیده تعلق رابطه ∈ که می گیرند نظر در Lset = {∈}

از: عبارتند اول مرتبه

دارد، وجود نیست عضوی هیچ شامل که مجموعه یک تهی: مجموعه وجود اصل (axiom of empty set) •
با باشند، داشته یکسانی عضوهای Y و X مجموعه دو اگر تساوی: یا گسترش اصل (axiom of extensionality) •

هستند، مساوی هم
است، مجموعه یک {X,Y } ،Y و X مجموعه دو هر ازای به زوجیت: اصل (axiom of pairing) •

X و باشد p پارامتر با خاصیتی P اگر تصریح: الگووارِ اصل (axiom schema of specification (separation)) •
است، مجموعه یک {x ∈ X : P (x, p)} آن گاه باشد، مجموعه یک

را آن که است مجموعه یک X اعضای اجتماع آن گاه باشد، مجموعه یک X اگر اجتماع: اصل (axiom of union) •
می دهند، نمایش ∪X نماد با

آن را که X زیرمجموعه های همه مجموعه باشد، مجموعه یک X اگر توانی: مجموعه اصل (axiom of power set) •
است، مجموعه یک می دهند، نمایش ۲X یا و P(X) با

دارد، وجود ۷۵ نامتناهی مجموعه یک نامتناهی: مجموعه وجود اصل (axiom of infinity) •
هر ازای به آنگاه باشد، ۷۷ تابع یک F اگر : ۷۶ جایگزینی الگووارِ اصل (axiom schema of replacement) •

است، مجموعه یک می شود داده نمایش F (X) با که F تحت X تصویر ،X مجموعه
دارد. تعلق رابطه تحت مینیمال عنصر یک X ناتهی مجموعه هر : ۷۸ انتظام اصل (axiom of regularity) •

پس می نامند. مجموعه یک را V عنصر هر است، (ZFⅭ) ZF از مدلی که باشد اول مرتبه ساختار یک V = (V,∈) اگر اکنون
که V خود اینکه عین در هستند. مجموعه نیز مجموعه هر عضوهای و است مجموعه یک چیزی هر مجموعه ها، از V جهان در

کمتر ریاضیات، دیگر شاخه های در دیگر موضوعی اصل دستگاه های به علاوه هستند. ZFⅭ یا و ZF بر مبتنی آنها اکثر ولی شده اند معرفی مجموعه ها نظریه برای نیز دیگری موضوعی اصل دستگاه های ۷۲

با فرمول یک توسط که مجموعه هایی گردایه NBG در است. کلاس نام به مجموعه از عمومی تر مفهومی به مجهز NBG هستند. ۷۴ ⅯK و ۷۳ NBG مشهورتر موضوعی اصل دستگاه دو می شوند. دیده
شود. بسته نیز کلاس ها خود روی می تواند می شود، بسته می تواند مجموعه ها روی اینکه بر علاوه سور ⅯK در می شود. نامیده کلاس می شوند معرفی مجموعه ها روی سور یک

73von Neumann–Bernays–Gödel
74Morse–Kelley

است. B به متعلق نیز x ∪ {x} یعنی ،x تالی ،x ∈ B هر ازای به به علاوه و است ∅ شامل که دارد وجود B مجموعه یک می گوید، واقع در نامتناهی مجموعه وجود اصل ۷۵

مرتبه منطق در کردیم، ذکر بالاتر مراتب منطق های و اول مرتبه منطق مورد در ۱۵ .۱ بخش در که توضیحاتی به توجه با لذا و شده اند ذکر F تابع و P خاصیت هر برای جایگزینی، اصل و تصریح اصل ۷۶

واقعیت همین به هم اصول این صورت در الگووار کمله می باشند. اصل نامتناهی بر مشتمل واقع در لذا و شوند نوشته جداگانه اصول این باید F مشخص تابع هر و P مشخص خاصیتِ هر برای اول

نظریه خود در بیشتر جایگزینی اصل ولی می یابد ظهور ریاضیات از مختلفی جاهای در تصریح اصل که آنجا از حال عین در است. اثبات قابل جایگزینی اصل روی از تصریح اصل البته دارد. اشاره
است. ω از بزرگتر حدی ترتیبی اعداد وجود اثبات جایگزینی، اصل کاربردهای از یکی می کنند. ذکر نیز را تصریح اصل لذا دارد، کاربرد مجموعه ها

دارد. را تابع خواص که F ⊆ V × V مثل است رابطه ای تابع، یک از منظور بنامیم، V را مجموعه ها همه شامل جهانِ اگر ۷۷

مجموعه یک عناصر ... و x۲ ،x۱ ،x۰ اگر که است این اصل این اولیه نتایج از یکی ندارد. چندانی ظهور ریاضی دیگر شاخه های در و می باشد مجموعه ها نظریه خود برای صرفاً انتظام اصل کاربردهای ۷۸

.x /∈ x ،x مجموعه هر ازای به که می دهند نتیجه زوجیت اصل با انتظام اصل همچنین شد. نخواهد ظاهر x۰ ∋ x۱ ∋ x۲ ∋ · · · صورت به دنباله ای آن گاه باشند،

71T. Skolem
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مجموعه ها از V جهان این به متعلق مجموعه یک دیگر راسل پارادکس شبیه استدلالی به توجه با است، مجموعه ها همه بر مشتمل
V = {x : x = x} پس می نامند، کلاس یک را {x : φ(x, p)} گردایه ،φ(x, p) فرمول و p پارامتر هر ازای به چون نمی باشد.

است. کلاس یک نیز
است: زیر به صورت انتخاب اصل

است. انتخاب تابع یک دارای ناتهی مجموعه های از مجموعه هر (axiom of choice, AC) •

دارد وجود f : X → ∪X مثل تابعی که می گوید انتخاب اصل باشد. ناتهی مجموعه های بر مشتمل مجموعه  یک X کنید فرض
یک جایگزینی اصل طبق که f تحت X تصویر و می نامند انتخاب تابع را f تابع .f(A) ∈ A ،X از A مجموعه هر ازای به که
اما است P(∪X) از عضوی لذا و ∪X مجموعه زیر انتخاب مجموعه که دارید توجه می نامند. انتخاب مجموعه را است مجموعه
پس نیست). معلوم آنها خواص ولی آمده اند کجا از عناصرش است معلوم واقع (در نیست مجموعه یک لزوماً انتخاب اصل بدون

است. انتخاب مجموعه عناصر خواص بیانگر نوعی به انتخاب، تابع وجود
X مجموعه برای انتخاب تابع یک f و باشد X = {Aα}α∈I به صورت هم از جدا ناتهی مجموعه های از مجموعه ای X اگر
به وضوح البته و دارد. قرار Y در Aα هر از عضو یک دقیقاً که است خاصیت این دارای Y = f(X) انتخاب مجموعه آنگاه باشد،
می دهد. نتیجه را X برای انتخاب تابع یک وجود باشد، آن در Aα هر از عضو یک دقیقاً که خاصیت این با Y مجموعه وجود
چیزی Y مجموعه ساختار مورد در ولی می کند تضمین را Y مجموعه وجود بنابراین و است وجودی انتخاب اصل که دارید توجه

ندارد. گفتن برای
انتخاب اصل به نیازی انتخاب تابع وجود باشد، متناهی X وقتی مثلا نیست. انتخاب اصل به نیازی البته اوقات بعضی
زوجیت اصل به توجه با و دارد وجود ai مثل عضوی Ai هر در پس هستند. ناتهی Aiها که X = {Ai}ni=۱ کنید فرض ندارد.
مجموعه یک نیز Y = ∪n

i=۱{ai} که می کنند ایجاب اجتماع اصل کنار در ۷۹ زوجیت اصل مجدداً هستند. مجموعه {ai}ها
این ساده تر حالت ندارد. انتخاب اصل به نیازی باشد، متناهی X عناصر تعداد حالتی که در انتخاب مجموعه وجود پس باشد.
وجود مورد در فقط انتخاب اصل این حالت در باشد. A ناتهی مجموعه یک شامل فقط و عضوی تک X که است وقتی موضوع،
فقط ،X عضوی تک یا و متناهی مجموعه برای که دارید توجه است. بدیهی کاملا موضوعی که می کند صحبت A در a عنصر یک
و ZF نه شده اند انتخاب X عنصر هر از چگونه Y مجموعه عناصر اینکه مورد در ولی می شود ثابت ZF توسط Y مجموعه وجود

.۸۰ نمی کنند بیان چیزی ZFⅭ نه
عناصر از یک هر روی تابع یا رابطه یک وجود که است وقتی نداریم، انتخاب اصل به نیاز آن در که حالت هایی از دیگر یکی
بود خواهد مشخص انتخاب مجموعه اعضای خاصیت این حالت در بدهد. را Aα از مشخص عضوی انتخاب امکان ،Aα مثل X
اصل به نیازی و است مجموعه یک انتخاب مجموعه تصریح اصل و اجتماع اصل به توجه با می آیند ∪X از اعضا این همه چون و
رابطه Aα هر روی به علاوه و باشد Aα ناتهی مجموعه های بر مشتمل مجموعه یک X = {Aα}α∈I اگر مثلا نیست. انتخاب

آن گاه باشد، عضو بزرگترین دارای (Aα,≤α) که باشد موجود ≤α مثل ترتیبی

Y = {a ∈ ∪α∈IAα : ∀x(x ∈ Aα → x ≤α a)}

بازه های به صورت X مجموعه عضوهای اگر دیگر، مثال یک به عنوان است. مجموعه یک تصریح و اجتماع اصل به توجه با
انتخاب اصل از استفاده به نیازی و است مجموعه یک ZF دید از +ai)ها bi)/۲ همه گردایه آن گاه باشند، حقیقی اعداد از (ai, bi)

است. مجموعه یک A ∪ B اجتماع اصل طبق لذا و است مجموعه یک {A,B} زوجیت اصل طبق باشند، مجموعه دو B و A اگر ۷۹

کنید. مراجعه ناتهی مجموعه یک از عناصر انتخابِ مورد در [۱] مرجع ۴۳ تا ۴۱ صفحات به می توانید به خصوص است. شده مطرح [۱] در مورد همین در داستان وار صورت به بحثی ۸۰
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از جوراب، جفت بی نهایت از بخواهیم «اگر که است کرده ارائه این صورت به انتخاب اصل بهتر فهم برای مثالی نیز راسل نیست.
لازم انتخاب اصل دیگر کفش، جفت بی نهایت مورد در ولی داریم انتخاب اصل به نیاز برداریم جوراب لنگه یک دقیقاً جفت هر
دیگر دارد، وجود خاصیت به عنوان چپ یا راست کفش برگزیدن امکان کفش ها در همین که بگوید می خواهد واقع در که نیست»
نیاز آن وجود که انتخابی مجموعه عناصر خاصیتِ شده، مطرح مثال های در که کنید توجه می کند. مرتفع را انتخاب اصل به نیاز

باشد. بیان قابل Lset زبان در فرمول یک توسط باید ندارد انتخاب اصل به

ZF از انتخاب اصل استقلال .۴

در ناتهی، مجموعه های از دلخواه دکارتی حاصل ضرب بودن ناتهی مثل انتخاب اصل معادل های از بعضی رسیدن نظر به بدیهی
به دنبال زیادی پژوهشگران که شد باعث R روی خوش ترتیبی رابطه یک وجود مانند اصل این نتایج از بعضی بودن متناقض کنار
این باشند. ZF اصول به خصوص و مجموعه ها نظریه اصول سایر از استفاده با و ابطال یا اثبات لحاظ به اصل این تکلیف تعیین
این در برمی گشت. مجموعه ها نظریه تمام به راسل پارادکس شبیه مسائلی وجود به توجه با ۱۹۰۸ سال از قبل تا البته موضع گیری

ریاضیات در صورت گرایی مکتب از دفاع در هیلبرت مثلا است، شده منصوب نیز ریاضیات بزرگان از بعضی به جملاتی حتی بین
.[۲۹] کند» خارج است، آفریده ما برای کانتور که بهشتی از را ما نمی تواند کس «هیچ می گوید ۸۱ براوئر شهود گرایی مقابل در
۱۹۰۸ سال در ریاضیدانان بین المللی کنگره در است، بوده فرانسه زمان آن ریاضیدانان سرآمد که ۸۲ پوانکاره مخالفین، جبهه در
در جمله این البته که ،[۱۰۰۳ صفحه ،۴۱] شد» خواهد خلاص آن دست از ریاضیات که است مرضی مجموعه ها «نظریه می گوید
جمله این ریاضیات، اهالی از بسیاری عقیده به مذکور، قول نقل نبودن مکتوب به توجه با و نشده ذکر کنفرانس مقالات مجموعه

.[۲۱] نمی باشد است کرده اظهار پوانکاره که چیزی واقعیتِ
نظریه پایه های حدودی تا راسل، پارادکس مشکل شدن حل و ۱۹۰۸ سال در مجموعه ها نظریه برای تسرملو اصل بندی ارائه
به بعضی و نداشتند قبول مجموعه ها نظریه اصول از یکی به عنوان را انتخاب اصل خیلی ها هنوز ولی کرد. مستحکم را مجموعه ها
ریاضیات تحقیقات پژوهشگاه یک ۱۹۱۸ سال در می کردند. تلاش آن ابطال برای نیز افرادی معدود و بودند آن برای اثباتی دنبال
لهستانی ها سال، چند ظرف کرد. برنامه ریزی انتخاب اصل حول را دقیقی و مدون تحقیقات ،۸۳ سرپینسکی سرپرستی به لهستان در
در تارسکی۸۴، .[۲۰۹ −۱۹۷ صفحات ،۴۴] کردند پیدا ریاضیات دیگر شاخه های از خیلی و انتخاب اصل بین تنگاتنگی ارتباط
شدند، معرفی ۳ .۱ بخش در که متناهی مجموعه متداول تعریف دو دهیم نشان بتوانیم اینکه برای حتی که داد نشان دوره همین
از انتخاب اصل برای اثباتی هیچ نشدن پیدا علیرغم .[۴۹ −۴۸ صفحه ،۵۱] هستیم انتخاب اصل نیازمند هستند، معادل هم با
نشان که شدند پیدا منطق و بول جبر جبرخطی، جبر، توپولوژی، آنالیز، در اصل این از زیادی کاربردهای ،۱۹۳۸ سال تا ZF روی

کرد. خواهد تحمیل ریاضی مختلف شاخه های بر را زیادی محدودیت های اصل، این قبول عدم می دادند
ساختنی مجموعه های جهانِ آنگاه باشد، داشته M مثل مدلی و باشد سازگار ZF اگر داد نشان گودل ۱۹۳۸ سال در بالاخره
با گودل دیگر عبارت به .[۱۹] می باشد درست پیوستار فرض هم و انتخاب اصل هم L در و ۸۶ است M داخلی مدل یک ۸۵ L

است. سازگار نیز پیوستار فرض با ZF داد نشان بلکه است، سازگار ZFⅭ داد نشان تنها نه ZF بودن سازگار فرض

شد. معرفی ۱۰۷ صفحه در ۴۳ پاروقی در است معروف نیز گودل جهان به که ساختنی مجموعه های جهان ۸۵

از مدلی نیز N ثانیاً است، M در تعلق تعبیر همان N در تعلق رابطه تعبیر اولا که است N مثل M از زیرساختاری M داخلی مدل یک آنگاه باشد، M مثل مدلی دارای ZF مثل تئوری یک اگر ۸۶

اعداد همه شامل N رابعاً و ،X ∈ N آنگاه ،X ∈ A و A ∈ N اگر که معنی این به است متعدی کلاس یک می دهیم نشان N با را آن که N مدل دامنه ثالثاً است، (ZF اینجا (در اولیه تئوری
هستند. M مدل دامنه در که است ترتیبی

81L. E. J. Brouwer 82H. Poincare 83W. Sierpinski 84A. Tarski

۱۱۳ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135917.1545

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135917.1545


۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خاتمی، ا. م. س.

اصل خود مورد در ZF که نبود معلوم هنوز اما نمی دهد. نتیجه را انتخاب اصل نقیض ZF می داد نشان واقع در گودل کار
نه؟ یا و کند ثابت را انتخاب اصل خود است قادر ZF آیا که بود این سوال واقع در می گیرد. تصمیمی چه انتخاب

مدل، آن در که ZF از مدلی ارائه برای تلاش ها تمامی اما نمی کند، ثابت هم را انتخاب اصل خود ZF که بود این بر حدس
فورسینگ نام به جدیدی روش ابداع با کوهن، پل ۱۹۶۳ سال در بالاخره می شدند. مواجه شکست با نباشد درست انتخاب اصل
کارهای .[۱۳] نیست برقرار انتخاب اصل آن در که دهد ارائه ZF از مدلی توانست ZF برای M مدل یک بودن مفروض با ، ۸۷

بزرگترین جزو نیز هنوز نیستند، اثبات قابل ZF روی از آن نقیض نه و انتخاب اصل خود نه که مسئله این اثبات در گودل و کوهن
می آیند. حساب به مجموعه ها نظریه حوزه در پیشرفتها

انتخاب اصل معادل های از بعضی .۵

برداشت هایی سوء با ریاضیدانان از خیلی بین در اصل این فهم انتخاب، اصل شدنِ مطرح از بعد سال ها تا که آنجایی از
واضح تر را انتخاب اصل مختلف زوایای که شده اند ارائه محققین توسط انتخاب اصل برای مختلفی منطقی معادل های بود، همراه
در شده اند. جمع آوری [۴۸] در آمده اند به دست ۱۹۸۵ سال تا که انتخاب اصل با معادل  نتایج از کامل نسبتاً مجموعه ای می کنند.

می کنیم. بیان را هستند مجموعه ها نظریه خود حوزه در بیشتر که انتخاب اصل معادل های مشهورترین از برخی بخش این

معرفی را انتخاب اصل این صورت به تسرملو ،۱۹۰۴ سال در اولین بار برای انتخاب. تابع وجود (AⅭ۱) یا (AⅭ) .۱ .۵
انتساب این داد». نسبت می توان را m′ ∈M ′ مثل عضوی ،M از M ′ ناتهی عضو هر به ،M ناتهی مجموعه هر ازای «به می کند:
M از f مثل انتخابی تابع ناتهی، مجموعه های از M خانواده هر ازای «به نمود تعبیر انتخاب تابع یک وجود به می توان را عضو
به که کرد بیان می توان نیز اینگونه را موضوع این .« f(M ′) ∈ M ′ ،M ′ ∈ M عضو هر ازای به به طوری که دارد وجود ∪M به
.f(i) ∈ g(i) ،g(i) ̸= ∅ چنانچه ،i ∈ I هر ازای به به طوری که دارد وجود f : I → ∪M مثل تابعی ،g : I →M تابع هر ازای

نمی گوید. چیزی تابع این ساختار از و می کند صحبت انتخاب تابع وجود مورد در فقط انتخاب اصل که دارید توجه

دکارتی حاضرب داد نشان می توان انتخاب اصل از استفاده بدون ناتهی. مجموعه های دکارتی حاصل ضرب (AⅭ۲) .۲ .۵
کنیم فرض اگر M = {Ai}i∈I ناتهی مجموعه های از دلخواه خانواده ای برای اما است. ناتهی مجموعه یک ناتهی، مجموعه n
تابعی به عنوان را f می توان اینکه به توجه با آنگاه می دهد، نتیجه را آن وجود انتخاب اصل که باشد انتخابی تابع f :M → ∪M
مجموعه برای انتخاب تابع وجود البته .

∏
i∈I Ai ̸= ∅ پس می کند، منسوب Ai از عنصری i هر به که کرد قلمداد ∪M به I از

می شود. نتیجه
∏

i∈I Ai ̸= ∅ اینکه از نیز Ai ناتهی مجموعه های بر مشتمل M = {Ai}i∈I

باشد، هم از جدا ناتهی مجموعه های بر مشتمل مجموعه ای M = {Ai}i∈I اگر انتخاب. مجموعه وجود (AⅭ۳) .۳ .۵
اگر واقع در دارد. قرار CM در Ai ∈M هر از عضو یک فقط و یک i ∈ I هر ازای به که دارد وجود CM مثل مجموعه ای آن گاه

.CM = f(I) آن گاه باشد، انتخاب تابع f : I → ∪i∈IAi

وجود g : f(X) → X مثل تابعی آن گاه باشد، تابع یک f : X → Y اگر توابع. برای معکوس وجود (AⅭ۴) .۴ .۵
و اگر a ∼ b» به صورت X اعضای روی ∼ هم ارزیِ رابطه اگر واقع در .f(g(y)) = y ،y ∈ f(X) هر ازای به که طوری به دارد
تحدید آن گاه می آید، به دست ∼ رابطه هم ارزی کلاس های از که باشد انتخابی مجموعه X ′ و شود، تعریف «f(a) = f(b) اگر فقط
را انتخاب تابع وجود البته نیز g تابع وجود کرد. خواهد ارائه را g تابع f ′ معکوس که بود خواهد یک به یک تابع یک X ′ به f

ببینید. را [۳ .۲ و ۶ .۲ و ۵ .۲ قضیه ،۴۸] می توانید جزئیات مشاهده برای می دهد. نتیجه

ببینید. نیز را ۱۰۹ صفحه در ۵۷ پاورقی ۸۷
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شده باعث که عواملی از یکی و انتخاب، اصل معادل های اولین از یکی خوش ترتیبی. اصل (WE۱) یا (WE) .۵ .۵
شدنی خوش ترتیب مجموعه هر می گوید خوش ترتیبی اصل است. خوش ترتیبی اصل ببرد، پی انتخاب اصل به بتواند تسرملو است
عنصر کوچکترین دارای رابطه، آن تحت X زیرمجموعه هر که دارد وجود خطی ترتیبی رابطه X مجموعه هر روی یعنی است.
بودن معادل همین البته شد. ثابت ۱۹۰۷ تا ۱۹۰۴ سال های بازه در خوش ترتیبی اصل با انتخاب اصل بودن معادل می باشد.
قبول با مخالفت ها از بعضی باعث حقیقی اعداد روی خوش ترتیبی رابطه یک شدن پیدا عدم و خوش ترتیبی اصل با انتخاب اصل

شد. انتخاب اصل

X که دارد وجود α ترتیبی عدد یک X مجموعه هر ازای به ترتیبی. اعداد کمک به اصلی اعداد تعریف (WE۲) .۶ .۵
نتیجه را (AⅭ۱) ، (WE۱) فرض چون طرفی از می شود. نتیجه (WE۲) روی از (WE۱) که است واضح است. α با هم توان
به عنوان a = f(X) گرفتن نظر در با را X روی ترتیبی رابطه باشد، X مجموعه روی انتخاب تابع یک f چنانچه لذا می دهد،
می توانید را جزئیات داد. خواهد نتیجه را (WE۲) که می کنیم تعریف ... و عنصر دومین به عنوان b = f(X−{a}) عنصر، اولین

ببینید. [۷ .۷ قضیه ،۲۰] یا [۸ .۲ قضیه ،۴۸] در
ترتیبی عدد کوچکترین X مجموعه اصلی «عدد که کرد تعریف شکل این به را اصلی عدد مفهوم می توان (WE۲) کمک با
مفهوم اولیه تعریفِ با که است حالی در این است. مجموعه یک اصلی، عدد یک این صورت در است». X هم توانِ که است αای
مفروض بدون اصلی اعداد وضعیت نیست. مجموعه یک لزوماً اصلی عدد یک شد، ذکر ۱۰۵ صفحه ۱۰ .۱ بخش در که اصلی عدد

است. شده توصیف به خوبی [۱۱ فصل ،۳۵] در انتخاب اصل بودن

،۸۸ روبین توسط انتخاب اصل معادل های از دیگر یکی ۱۹۶۳ سال در توانی. مجموعه شدن خوش ترتیب (WE۳) .۷ .۵
.[۲۱ .۷ قضیه ،۴۸] است» شدنی خوش ترتیب خوش ترتیب، مجموعه هر توانی «مجموعه که گردید معرفی این صورت به

هم توانِ Y یا و است Y از زیرمجموعه ای هم توانِ X یا ،Y و X مجموعه دو هر ازای به اصلی. اعداد سه گانگی (T) .۸ .۵
موضوع این شد، گفته ۱۰ .۱ بخش در که اصلی اعداد روی ترتیبی رابطه تعریف به توجه با به وضوح است. X از زیر مجموعه ای
۱۹۱۵ سال در اصلی اعداد سه گانگی .b < a یا و a = b یا و a < b یا ،b و a اصلی عدد دو هر ازای به که است این معادل

.[۲۳] شد ثابت هارتوخس توسط

را تسورن لم است. ۸۹ تسورن لم انتخاب، اصل معادل های مشهور ترین از دیگر یکی (زُرن). تسورن لم (Ⅿ۱) .۹ .۵
۱۹۰۹ سال در هاسدورف توسط بیشین اصل ِ اولین کرد. دسته بندی هستند، مشهور بیشین اصل به که اصل هایی دسته در می توان
لهستانی جوان ریاضیدان یک هاسدورف، کارِ بخشیدن بهبود برای .[۲۵] شد ارائه بیشین) واژه به اشاره ای هیچ بدون البته (و
می دهد ارائه نیز متناظر کمین اصل یک به علاوه و می دهد تعمیم را هاسدورف بیشین اصل ۱۹۲۲ سال در ۹۰ کوراتفسکی نام به
بیشین) واژه با دفعه (این را قبلی اش نتیجه کوارتفسکی، توسط شده ارائه نتیجه از اطلاع بدون ۱۹۲۷ سال در هاسدورف .[۴۳]
۱۹۳۵ سال در .[۲۶] می کند بیان مجموعه ها» «نظریه کتابِ دوم ویرایش در کمین اصل یک همراه به بهتر فرمول بندی یک با و
ارائه کوراتفسکی آنچه به شبیه خیلی بیشین اصل یک کوراتفسکی، و هاسدورف کارهای از دقیق اطلاع بدون ۹۱ تسورن ماکس

اصل بودن معادل به مقاله اش، انتهای در تسورن .[۵۶] می کند ارائه جبر در اصل آن از جذاب خیلی کاربرد چند به همراه را بود کرده
تسورن، توسط شده مطرح کاربردهای به توجه با می کند. اشاره انتخاب اصل و خوش ترتیبی اصل با است کرده ارائه که بیشینی
می شناسند. تسورن لم نام با معمولا توپولوژی و آنالیز و جبر در کاربردهایشان به عنایت با را تسورن لم معادل بیشین اصل های

88H. Rubin 89Zorn lemma 90K. Kuratowski (C. Kuratowski) 91M. Zorn

۱۱۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135917.1545

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135917.1545
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∪j∈JBj ،M داخل {Bj}j∈J ۹۲ زنجیرِ هر ازای به و باشد مجموعه ها از خانواده ای M = {Ai}i∈I «اگر می گوید تسورن لم
است». C مانند ۹۴ بیشین عضو یک دارای M آنگاه باشد، M داخل

هستند. زیر به شرح تسورن لم معادل بیشین اصول مشهورترین از مورد چند دیگر. بیشین اصل های (Ⅿ۲) .۱۰ .۵

زیر یک در مشمول (B,≤) مثل آن خطی مرتبِ زیرمجموعه هر آن گاه باشد، جزئی مرتبِ مجموعه یک (A,≤) اگر •
بود، خواهد A از بیشین خطی مرتبِ مجموعه

است، بیشین خطی مرتبِ مجموعه زیر یک دارای جزئی مرتبِ مجموعه هر •
وجود M مثل A از بیشینی زیرمجموعه ،۹۵ متناهی مشخصه از φ(x) خاصیت هر و A دلخواه مجموعه هر ازای به •

است. درست φ(M) که دارد

ببینید. [۵ بخش ،۴۸] در می توانید را انتخاب اصل معادل بیشین اصل های از کامل تری فهرست

که انتخاب اصل با اصلی اعداد سه گانگی بودن معادل بر علاوه اصلی. اعداد حساب در انتخاب اصل معادل های .۱۱ .۵
معادل می گیرند، قرار استفاده مورد نامتناهی اصلی اعداد حساب در که دیگری قواعد از بعضی ،[۲۳] شد ثابت هارتوخس توسط

.[۵۱] هستند زیر به شرح شدند ارائه ۱۹۲۴ سال در تارسکی توسط که موضوع این در نتایج اولین هستند. انتخاب اصل با

.a+ b = a.b ،b و a نامتناهی اصلی عدد دو هر ازای به •
.a۲ = a ،a نامتناهی اصلی عدد هر ازای به •

.c < b می کند ایجاب a.c < a.b ،c و b و a اصلی عدد سه هر ازای به •

[۷ و ۶ بخش ،۴۸] به می توانید هستند انتخاب اصل با معادل اصلی اعداد حساب در که دیگری بسیار نتایج دیدن برای
کنید. مراجعه

انتخاب اصل نتایج از بعضی .۶

نسبتاً مجموعه هستند. متنوع و زیاد بسیار نیز انتخاب اصل پذیرش از حاصل نتایج انتخاب، اصل معادل های با مشابه
پذیرش از حاصل نتایج از برخی به داشت خواهیم اشاره ای بخش این در است. شده گردآوری [۳۲] در انتخاب اصل نتایج از کاملی
نتیجه آن آیا که است این مهم سوالات از یکی انتخاب، اصل نتایج از خیلی مورد در ریاضی. مختلف شاخه های در انتخاب اصل
که انتخاب اصل از نتایجی در شود. نتیجه است ممکن نیز انتخاب اصل از ضعیف تری گزاره های از یا و است انتخاب اصل معادل
انتخاب اصل ارتباط مورد در البته کرده ایم. مشخص حدی تا نیز را انتخاب اصل با آنها بودنِ معادل مسئله کرده ایم، ذکر اینجا در
شده ذکر نتایج از یک هر برای می توان که است متنوع و زیاد آنچنان تحقیقات میزان است، شده ذکر که نتایجی از یک هر با
یا و انتخاب اصل یا آن ها اثبات برای و هستند ZF از مستقل آمده اند ذیل در که نتایجی تمام نوشت. مفصل مروری مقاله یک

است. لازم انتخاب اصل از ضعیف تری صورت های

.B ⊆ A یا و A ⊆ B یا ،A,B ∈ N هر ازای به یعنی باشد. خطی مرتبِ بودن، زیرمجموعه رابطه تحت هرگاه می نامند ۹۳ زنجیر یک را مجموعه ها از N خانواده یک ۹۲

93chain
نباشد. N از عضوی هیچ سره زیرمجموعه C هرگاه می نامند بیشین را C ∈ N مجموعه ها، از N خانواده یک برای ۹۴

هر ازای به اگر فقط و اگر باشد درست φ(X) ،X مجموعه هر ازای به ثانیاً و باشد درست φ(∅) اولا هرگاه می گویند متناهی مشخصه از را است مجموعه x که x متغیر یک با φ(x) خاصیت ۹۵

باشد. درست φ(F ) ،X از F متناهی مجموعه
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مجموعه ها. نظریه .۱ .۶

دارد. وجود خطی ترتیبی رابطه یک X مجموعه هر روی ۹۶ (OP)
می توان نیز این گونه را موضوع این دارد. وجود انتخاب تابع یک متناهی، ناتهی مجموعه های از X مجموعه هر برای (AⅭF)
را a ∈ A عضو یک X از A متناهی ناتهی زیرمجموعه هر به که دارد وجود تابعی ،X مجموعه هر ازای به که گفت

می دهد. نسبت
یک عضوی، n ناتهی مجموعه های از X مجموعه هر برای باشد. ۲ مساوی یا بزرگتر طبیعی عدد یک n کنیم فرض (Ⅽn)

دارد. وجود انتخاب تابع
X از B و A نامتناهی زیرمجموعه دو یعنی کرد. افراز نامتناهی زیرمجموعه دو به می توان را X نامتناهی مجموعه هر (P۲)

.A ∪B = X و A ∩B = ∅ که دارند وجود
دارد وجود {xn}n∈N مثل دنباله ای باشد، X تمام آن دامنه که X روی R رابطه هر و X مجموعه هر ازای به ۹۷ (ⅮⅭ)

.xnRxn+۱ ،n ∈ N هر ازای به به طوری که
دارد. وجود انتخاب تابع یک ناتهی، مجموعه های از شمارا مجموعه هر برای ۹۸ (AⅭⅭ)

در نیست. برقرار آن برعکس به علاوه و می دهد نتیجه را ψ گزاره درستی φ گزاره درستی که است معنی این به φ→ ψ کنیم فرض
:[۱۴ ،۲۸ ،۳۵] کرد بیان می توان انتخاب اصل ضعیف تر صورت های مورد در را زیر قضایای این صورت

AⅭ → OP → AⅭF → ∀n ∈ N− {۱},Ⅽn → Ⅽn → P۲،
AⅭ → ⅮⅭ → AⅭⅭ.

دو بودن معادل همین طور می باشد. ضعیف تر AⅭ از که است AⅭⅭ نتایج از شمارا مجموعه های از شمارا اجتماع بودن شمارا

.[۳ و ۲ فصل ،۲۸] است ⅮⅭ نتایج از نیز آمده اند ۳ .۱ بخش در که متناهی ددکیند و متناهی مفهوم

جبرخطی. و جبر .۲ .۶

.([۳۴] است AⅭ (معادل است بیشین زیرگروه‑p یک دارای G گروه هر آن گاه باشد، اول عدد یک p اگر •
از F مثل زیرگروهی ،Gمرتبه از G از H بخش پذیرِ زیرگروه هر و ۳ مساوی یا بزرگتر مرتبه از G آبلی گروه هر ازای به •

.([۴۰] است AⅭ (معادل می کند تولید را G گروه F ∪H و F ∩H = {۰} که دارد وجود G
.([۵۰] است AⅭ (معادل است بیشین ایده آل یک در مشمول یکه، عضو با ۹۹ مشبکه یک از سره ایده آل هر •

با بودن (معادل بود خواهد آزاد نیز G زیرگروه هر آن گاه باشد، آزاد گروه یک G اگر : ۱۰۰ نیلسون‑شرایر قضیه (NS) •
.([۳۱] است نشده ثابت هنوز AⅭ

روی اینکه از مطلب این واقع در است. ضعیف تر AⅭ (از [۳] هستند یکریخت (C,+) و (R,+) جمعی گروه های •

AⅭ از ضعیف تر اکیداً اخیر نتیجه این و [۹] می شود نتیجه دارد وجود خوش ترتیبی رابطه یک حقیقی اعداد مجموعه
.([۳۲] است

ضعیف تر واقع در و نیست AⅭ (معادل [۱۲ −۱۱ صفحات ،۲] است بفرد منحصر جبریِ بستار یک دارای میدان هر •
.([۴] است AⅭ از

است[۳۰]). AⅭ (معادل [۴ −۳ صفحات ،۲] است بیشین ایده آل دارای ۱ با جابجایی حلقه هر •
است[۷]). AⅭ (معادل است پایه دارای برداری فضای هر •

96ordering principle 97dependent choice 98countable choice 99lattice 100Nielsen–Schreier theorem
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می دهد نتیجه را AⅭF حال عین در . [۲۲] است AⅭ از (ضعیف تر است. اول ایده آل دارای بول جبر هر (BPI) •
به عنوان حتی و AⅭ ضعیفِ نگارش های از یکی به عنوان را BPI معمولا .[۳۳] نمی شوند نتیجه آن روی از ⅮⅭ ولی

می گیرند.) نظر در مجموعه ها نظریه اصول از یکی

توپولوژی. و ریاضی آنالیز .۳ .۶

است). AⅭⅭ (معادل [۸] است پیوسته پیوسته، دنباله ای به طور حقیقی مقدارِ تابع هر متریک، فضای یک در •
فشرده حاصل ضربی توپولوژی با فشرده توپولوژیکِ فضاهای از خانواده هر دکارتی حاصل ضرب : ۱۰۱ تیخونوف قضیه •

.( [۳۹] است AⅭ (معادل است
نتایج (از هستند معادل ”A بودن ”فشرده و ”A بودن کراندار و ”بسته حکم دو A ⊆ R برای : ۱۰۲ هاینه‑بورل قضیه •

(.[۲۱ صفحه ،۳۵] است AⅭⅭ
است ۱۰۳ گوشه ای نقاط دارای X دوگان روی یکه گوی آن گاه باشد، حقیقی اعداد روی نرمدار فضای یک X اگر •

است.) AⅭ (معادل
محدبِ زیرمجموعه یک K و محدب موضعاً توپولوژیک فضای یک X کنیم فرض : ۱۰۵ کرین‑میلمن قضیه (KⅯ) •
نقاط توسط شده تولید ۱۰۶ بسته محدب پوش به علاوه است. گوشه ای نقاط دارای K این صورت در باشد. X از فشرده
(معلوم .[۱۷۷ صفحه ،۴۷] می شود) مشخص انتهایی اش نقاط توسط K (یعنی می باشد K خود برابر K گوشه ای

( .[۵] می دهند نتیجه را AⅭ هم با BPI و KⅯ حال عین در نه. یا و است AⅭ معادل که نیست
از شمارا خانواده هر اشتراک یعنی است، بئر فضای یک M مثل ۱۰۹ کامل متریک فضای هر : ۱۰۸ بئر رسته ای قضیه •

( .[۶] می باشد ⅮⅭ معادل ولی است ضعیف تر AⅭ (از است. چگال M در ،M در چگالِ زیرمجموعه های
تابع هر آن گاه باشد، X از بسته ای زیرمجموعه A و نرمال توپولوژیکِ فضای یک X اگر : ۱۱۰ تیتسه گسترش قضیه •
،۳۲] می آید بدست ⅮⅭ روی (از داد. تعمیم f : X → [۰, ۱] پیوسته تابع یک به می توان را f : A→ [۰, ۱] پیوسته
و آنالیز در انتخاب اصل نتایج دیگر از می شود ثابت تیتسه گسترش قضیه روی از که اوریسون۱۱۱ لم (.[۳۵۷ فرم

می باشد. توپولوژی
آن گاه باشد، Y باناخ فضای بتوی X باناخ فضای از پیوسته خطی تابع یک f : X → Y اگر : ۱۱۲ باز نگاشت قضیه •
بئر رسته ای قضیه کمک به اینکه به توجه (با است. Y باز زیرمجموعه یک f(A) ،X از A بازِ زیرمجموعه هر ازای به
می دهد نتیجه را باز نگاشت قضیه نیز AⅭⅭ که است شده اثبات به تازگی است. ضعیف تر AⅭ از پس می شود، ثابت

است.) ضعیف تر ⅮⅭ از اکیداً AⅭⅭ می دانیم و [۱۶]
می شود.) نتیجه ⅮⅭ روی (از [۳ گزاره ،۳۳ صفحه ،۴۶] است شمارا جمعی صورت به لبگ اندازه •

ازای به دیگر به عبارت نگیرد. قرار A در کامل بطور a نقطه از گذرنده بازِ خط پاره هیچ اگر می نامند ۱۰۴ گوشه ای نقطه یک را a ∈ A نقطه باشد، Z برداری فضای محدب زیرمجموعه یک A اگر ۱۰۳

.x = y = a آنگاه ،tx + (۱ − t)y = a که باشد موجود t ∈ (۰, ۱) اگر ،x, y ∈ A هر
104extreme point

می دهند. نمایش co(A) با و می نامند A توسط شده تولید ۱۰۷ بسته محدب پوش را A شامل بسته محدب مجموعه کوچکترین ۱۰۶

107closed convex hull
می نامند. کامل را باشند همگرا کشی، دنباله های آن در که متریک فضای یک ۱۰۹

101Tychonoff’s theorem 102Heine–Borel theorem 105Krein-Milman theorem 108Baire category theorem 110Tietze extension

theorem 111Urysohn’s lemma 112Open mapping theorem
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ابرفیلتر (لم است. بیشین ابرفیلتر یک در مشمول X مثل مجموعه یک روی ۱۱۴ فیلتر هر : ۱۱۳ ابرفیلتر لم (UⅬ) •
(.[۲۷] است AⅭ از ضعیف تر لذا و BPI معادل

زیرخطی تابعک یک p ،V زیرفضای یک S ،R روی برداری فضای یک V کنیم فرض : ۱۱۵ هان‑باناخ قضیه (HB) •
توسیعی این صورت در .f(x) ≤ p(x) ،x ∈ S هر ازای به که باشد S روی ۱۱۶ خطی تابعک یک f و V روی ۱۱۶

ضعیف تر AⅭ از ) .g(x) ≤ p(x) ،x ∈ V هر ازای به به طوری که دارد وجود V برداری فضای تمام به g مثل f از
(.[۳۶ ،۳۷] است ضعیف تر نیز BPI از حتی و است

ناتهی آن ها درون که R۳ فضای از B و A کران دار مجموعه دو هر ازای به : ۱۱۷ باناخ‑تارسکی پارادکس (PBT) •
B مجموعه ،P عناصرِ آرایش تجدید با که دارد وجود P مثل هم از جدا قسمتِ متناهی تعداد به A از افرازی باشد،
نظر به که آنجا از موضوع این (.[۴۵] می آید به دست HB روی از واقع در و است ضعیف تر AⅭ (از می آید. به دست
یک به تقسیم با را A کره یک PBT به توجه با واقع در می شود. نامیده پارادکس دارد، تضاد هندسی شهود با می رسد
هر که کره دو بر مشتمل B مجموعه به می توان ،P عناصر روی انتقال و دوران حرکت های با سپس و P متناهی افراز
است این می شود دیده آن اثبات در و نیست پارادکس صورت در که نکته ای کرد. تبدیل هستند، A کره اندازه به کدام
و کرد جدا A کره از معمولی شکل به چاقو یک با را آنها نمی توان که هستند به گونه ای P افراز قطعات از بعضی که
بنابراین می آیند. بدست خاص قطعاتِ آن اتم ها، آن مجدد دادن قرار هم کنار و A کره اتم های از بعضی کردن جدا با
ندارد. ما هندسی شهود با تناقضی PBT ماهیت که می دهند نشان ،P افراز در خاص قطعات این وجود گفت می توان

منطق. .۴ .۶

Σ متناهی زیرمجموعه هر و باشد گزاره ها از مجموعه ای Σ اگر اول: مرتبه منطق و گزاره ای منطق برای فشردگی قضیه •
از ضعیف تر بنابراین و است BPI معادل درنتیجه و UⅬ (معادل داشت خواهد مدل نیز Σ آن گاه باشد، مدل دارای

.([۲۷] است AⅭ
(معادل است مدل دارای گزاره ها، از ۱۱۸ سازگار مجموعه هر اول: مرتبه منطق و گزاره ای منطق برای تمامیت قضیه •

.([۲۷] است AⅭ از ضعیف تر بنابراین و UⅬ
اول مرتبه زبان یک به متعلق Σ مثل گزاره ها از مجموعه ای اول، مرتبه منطق در اگر کاهشی: لوفن هایم‑اسکولم قضیه •
از مدلی نیز N به طوری که دارد وجود N مانند M از شمارایی زیرمدل آن گاه باشد، M مثل مدلی دارای و باشد شمارا

.([۳۸] است ⅮⅭ معادل واقع در و AⅭ از (ضعیف تر است Σ

نتیجه گیری .۷

می کند، صحبت انتخاب تابع یک وجود مورد در فقط و ندارد ساختاری حالت انتخاب اصل این که با گفتیم، قبلا که همان طور
می دهند نشان انتخاب اصل نتایج و معادل ها نیست. گنگ اعداد برای ایجابی تعریف یک وجود عدم از عجیب تر آن پذیرش اما
قابل و بهتر منظم تر، رفتار ریاضی مدل های ظاهراً انتخاب، تابع برای ساختاری ماهیت نبود علیرغم انتخاب، اصل پذیرش با که

متناهی اشتراک تحت F ثانیاً و است F به متعلق نیز A ابرمجموعه هر آن گاه ،A ∈ F اگر اولا به طوری که F مثل است X ناتهی زیرمجموعه های از ناتهی خانواده یک ،X مجموعه روی فیلتر یک ۱۱۴

است. بسته اعضایش
را f می نامند. زیرخطی تابعک یک را باشد f(rx) = rf(x) ب) و f(x + y) ≤ f(x) + f(y) الف) خاصیت دو دارای r ∈ R هر و x, y ∈ V هر ازای به که f : V → R تابع هر ۱۱۶

باشد. f(x + y) = f(x) + f(y) به صورت الف خاصیت گاه هر می نامند خطی تابعک یک
گرفت. نتیجه را تناقض نتوان اثبات، قوانین و مجموعه آن توسط هرگاه می نامند سازگار را گزاره ها از مجموعه یک ۱۱۸

113Ultrafiltre lemma 115Hahn–Banach theorem 117Banach–Tarski paradox
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پارادکس مواردِ انتخاب اصل پذیرش با اینکه عین در که شد غافل مهم این از نباید به علاوه می دهند. بروز خود از انتظار تری
انتخاب اصل پذیرش عدم ولی می شوند، حادث باناخ‑تارسکی پارادکس یا و R روی خوش ترتیبی رابطه یک وجود مثل آمیزی

دارد. بر در را دیگری فراوان پارادکس های
کردیم. ذکر مختصر خیلی به صورت را اصل این پذیرش از حاصل نتایج و انتخاب اصل معادل های از برگزیده ای فقط اینجا در
حاضر مقاله در باشد. موجود مطلب مفصل مروریِ مقاله یک اندازه به شاید انتخاب، اصل نتایج و معادل ها از یک هر مورد در
اصل نتایج و معادل  ها به توجه با دارد، قرار پیشرفته ریاضیات مطالعه راه آغاز در که مبتدی شخص یک که بود این بر ما سعی

باشد. داشته می کند، بیان اصل این آنچه از بهتری شناخت انتخاب،
این به A→ B اینجا در می دهد. نشان بهتر را شدند بیان مقاله این در که انتخاب اصل از نتایجی ارتباط بعد صفحه تصویر
معنی این به A 99K B طرفی از نیست. درست عکس نتیجه قطعاً به علاوه و می شود نتیجه B گزاره ،A روی از که است معنی
در مربوطه فرم شماره نیز کادر هر کنار شماره های است. نشده معلوم عکس نتیجه هنوز اما می دهد نتیجه را B گزاره ،A که است
ذکر هیچ فرمی در باز نگاشت قضیه کرد. مشاهده مربوطه فرم در می توان را حکم آن معادل های که می دهند نشان را [۳۲] کتاب

.[۱۶] است شده ثابت به تازگی آن به مربوط نتیجه و بود نشده
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۱۲۵–۱۰۳ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه انتخاب، اصل مورد در

 

 

 

 

    

  

    

  

  

  

  

  

  

    

  

  

    

AC :اصل انتخاب 

LM : اندازه

لبگ 

-جمعی

  شمارا است

��ℝ : اعداد

حقیقی 

ترتیب  خوش

  شدنی است

KM : قضیه

  میلمن -کرین

PP : اصل

بندي  تقسیم

  ها مجموعه

BPI : هر جبر بول

آل اول  داراي ایده

  است

HR : اگر در یک

، Hفضاي هیلبرت 

گوي بسته یکه واحد 

اي  بصورت دنباله

فشرده باشد، آنگاه 

H  یک پایه متعامد

  خواهد داشت

NS : اگرG  یک

گروه آزاد باشد، 

آنگاه هر زیرگروه 

G  نیز آزاد

  خواهد بود

HB : قضیه

روي هر : OP  باناخ -هان

مجموعه یک 

رابطه ترتیبی 

  خطی وجود دارد

ACF : مجموعه هر

هاي  از مجموعه

ناتهیِ متناهی یک 

  تابع انتخاب دارد

PBT : پارادکس

  تارسکی -باناخ 

براي : ��

� ≥ هر  2

مجموعه از 

 �هاي  مجموعه

عضوي یک تابع 

  انتخاب دارد

NM :ℝ  داراي

زیرمجموعه 

ناپذیر  اندازه

  است

ACL : هر میدان

داراي بستار 

  جبري است

گروه جمعی 

اعداد حقیقی 

و مختلط 

یکریخت 
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بسته یکه واحد 
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TU : قضیه
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نظریه است. ریاضی منطق تخصص با بیرجند صنعتی دانشگاه کامپیوتر علوم گروه علمی هیات خاتمی،عضو امین محمد سید
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On the Axiom of Choice

Seyed Mohammad Amin Khatami

Abstract: In this article, we have a brief historical overview of the facts around the axiom of choice
(AC) in set theory. In this regard, we will state some of the most important equivalents of AC and also
some of the weaker forms of AC. We will try to mention the most important results of AC in different
branches of mathematics.
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