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حلقه  های بر مدول ها همتابی) (گرنشتاین یکدست گرنشتاین بعدهای پیرامون نتایجی
گروهی

حاجی زمانی علی

مطالعه به مقاله، این در باشد. متناهی اندیس با آن از زیرگروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه  جایی، حلقه  ای R می کنیم فرض چکیده.
و مدول ها نوع این رفتار بررسی ما اهداف از یکی می  پردازیم. RΓ گروهی حلقه بر همتابی) (گرنشتاین یکدست گرنشتاین مدول  های
با RΓ‑مدول یک M اگر که می دهیم نشان به ویژه، است. RΓ′ به RΓ از حلقه تغییر به نسبت آن ها، اساس بر شده تعریف بعدهای
دهنده نشان hdRΓ آن در که ،GfdRΓM ⩽ GfdRM + hdRΓ آن گاه ،(GfdRΓM < ∞) باشد متناهی یکدست گرنشتاین بعد
،GctdRΓM ⩽ GctdRM+cdRΓ آن گاه باشد، متناهی Γ اگر که کرد خواهیم ثابت مشابه، به طور می باشد. R بر Γ همولوژیک بعد
بعد نماد نیز cdRΓ و بوده M (R‑مدول) RΓ‑مدول همتابی گرنشتاین بعد دهنده نشان (GctdRM) GctdRΓM آن در که

است. R بر Γ کوهمولوژیک

مقدمه .۱

است عبارت می شود، داده نشان RΓ نماد با که R بر Γ گروهی حلقه باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض
به صورت بفردی منحصر نمایش دارای RΓ عضو هر تعریف، بنابر می پذیرد. پایه به عنوان را Γ اعضای که آزادی R‑مدول از
تعریف زیر به صورت RΓ روی جمع است. صفر آن ها از متناهی تعداد به جز rgها تمام و rg ∈ R آن در که است،
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به عنوان می توان را R که است واضح است. نیز RΓ همانی عضو Γ همانی عضو که کنید توجه می دهد. تشکیل حلقه یک
است. بعد متناهی R‑جبر یک RΓ باشد، متناهی گروه یک Γ حالتی که در به ویژه، گرفت. نظر در RΓ حلقه از زیرحلقه ای

و نمادی نظر از هم ،M روی بر Γ گروه عمل با همراه M R‑مدول یک که است این کرد توجه آن به باید که مهمی نکته
ساختار یک دارای می تواند چپ مدول هر گروهی، حلقه های روی همچنین است. یکسان M RΓ‑مدول با مفهومی نظر از هم
زیر به صورت می توان را M آن گاه باشد، چپ RΓ‑مدول یک M اگر دقیق تر، بیان به برعکس. و باشد مدولی راست طبیعی

گرفت: نظر در راست RΓ‑مدول یک به عنوان

mg = g−۱m ∀m ∈ M, g ∈ Γ.

حلقه های بر مدول ها درباره هرگاه دلیل، این به است. یکریخت ،(RΓ)op متضادش، حلقه با RΓ گروهی حلقه بنابراین
آن گاه باشد، Γ گروه از زیرگروهی Γ′ اگر همچنین می نماییم. صرف نظر چپ و راست صفت بردن به کار از می کنیم، بحث گروهی
در گرفت. نظر در ′RΓ‑مدول به عنوان می توان را M RΓ‑مدول هر بنابراین بوده، RΓ حلقه از زیرحلقه ای RΓ′ گروهی حلقه
′RΓ‑مدول یک N اگر به علاوه، می شود. استفاده شده تحدید مدول دادن نشان برای M ↓Γ′ نماد از معمولا مواردی، چنین
هم‑القایی و القایی مدول های به ترتیب، و بوده RΓ‑مدولی ساختار دارای HomRΓ′(RΓ, N) و RΓ⊗RΓ′ N مدول های باشد،
لازم .[۹ .۵ گزاره ،۱۴] یکریخت اند یکدیگر با RΓ‑مدول دو این باشد، متناهی Γ در Γ′ اندیس اگر و می شوند نامیده Γ به Γ′ از
تابعگون و القایی تابعگون است، آزاد راست ′RΓ‑مدول به عنوان هم و چپ ′RΓ‑مدول به عنوان هم RΓ چون که است ذکر به
می کند. حفظ را بودن تزریقی نیز هم‑القایی تابعگون همچنین می کنند. حفظ را بودن تصویری بنابراین بوده، دقیق دو هر تحدید
نمایش نظریه در که مهمی مسأله شد. انجام متناهی گروه های نمایش نظریه چهارچوب در ابتدا گروهی، حلقه های مطالعه
−RΓ یک کرد: ثابت ۱ چوینارد بود. گروهی حلقه های بر تصویری مدول های تعیین داشت، قرار توجه مورد متناهی گروه های
دوگان که است ذکر به لازم باشد. تصویری ،Γ از مقدماتی آبلی زیرگروه هر به آن تحدید اگر فقط و اگر است تصویری M مدول
بر تصویری مدول های تشخیص برای دیگری توصیف همچنین، .[۱۵] است برقرار نیز تزریقی مدول های برای چوینارد قضیه
RΓ‑مدول هر ،Γ متناهی گروه هر برای که کردند ثابت آن ها شد. ارائه [۹] در ۳ گودیرل و ۲ بنسن توسط گروهی حلقه های

است. تصویری نیز RΓ‑مدول به عنوان باشد، تصویری R‑مدول به عنوان که یکدست
بعد دهه دو و شدند ظاهر جبری توپولوژی و گروه نظریه به مربوط متون در سی دهه در نامتناهی گروه های گروهی حلقه های
نوع این روی بر تحقیق عطف نقطه می توان را شصت دهه آغاز حال، عین در گرفت. قرار توجه مورد آن ها کاربردهای عمدتاً
را شرایطی [۱۷] در ۴ کونل مثلا یافت. افزایش چشمگیری به طور زمینه این در مقالات تدوین جریان به طوری که دانست، حلقه ها

باشد. اول شبه و خود‑تزریقی منظم، آرتینی، نوتری، ،RΓ گروهی حلقه آن ها تحت که کرد بررسی
همولوژیک (کو) خواص طریق از گروه ها ویژگی های برخی مطالعه برای آن ها از استفاده گروهی، حلقه های کاربردهای از یکی
پیشینه ای دارای است، توپولوژیکی و جبری ریشه های دارای که نظریه این می شود. نامیده گروه ها کوهمولوژی که است آن ها
آن ها مهمترین که است شده داده نسبت Γ گروه یک به متعددی همولوژیک (کو) بعدهای تاکنون، است. گروه ها نظریه در طولانی
عبارت تعریف بنابر و می شود داده نشان ( hdRΓ) cdRΓ با که است R حلقه بر Γ گروه همولوژیک) (بعد کوهمولوژیک بعد
و اگر است، آزاد Γ نابدیهی گروه که است شده ثابت [۳۲] و [۳۱] در .R بدیهی RΓ‑مدول (یکدست) تصویری بعد از است
زیرگروهی Γ′ و بوده تاب از فارغ گروه یک Γ اگر که می کند بیان ۵ سر قضیه به موسوم قضیه ای همچنین، .cdZΓ = ۱ اگر فقط

برابرند. Z صحیح اعداد حلقه بر Γ′ و Γ همولوژیک (کو) بعدهای آن گاه باشد، متناهی اندیس با آن از
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که بود نتیجه ای اساس بر کوهمولوژی این تعریف شد. معرفی متناهی گروه های برای ۶ تیت کوهمولوژی نیز ۱۹۵۳ سال در
(نه یکدار حلقه ای R اگر که می کنیم یادآوری است. تام تصویری تحلیل یک دارای بدیهی عمل با Z ‑مدول ZΓ می کرد، بیان
R‑مدول های از دقیق دنباله ای صورتی که در است، تام تصویری تحلیل یک دارای M (چپ) R‑مدول باشد، جابه جایی) لزوماً

مانند تصویری (چپ)
P : · · · // P۱ // P۰ // P ۰ // P ۱ // · · ·

و بوده دقیق HomR(P, Q) شده القا همبافت ،Q تصویری (چپ) R‑مدول هر ازای به که خاصیت این با باشد، داشته وجود
.M ∼= Ker(P ۰ → P ۱)

دارای که کرد معرفی را متناهی تولید با مدول های از کلاسی تیت، مشاهدات از الهام با و [۳] در ۷ اوسلندر ۱۹۶۶ سال در
تعریف نوتری حلقه های بر را متناهی تولید با مدول های G‑بعد مدول ها، نوع این از استفاده با سپس بودند. تام تصویری تحلیل
مدول های برای G‑بعد مفهوم تعمیم به منظور و آن از پس است. مدول هایی چنین تصویری بعد از تظریفی پایا این واقع، در نمود.
دوگان و نامیده تصویری گرنشتاین را تام تصویری تحلیل دارای مدول های [۲۳] در ۹ ژندا و ۸ ایناکس حلقه، هر روی دلخواه
اصلی ایده واقع در که گرفت شکل گرنشتاین همولوژیک جبر نظریه تعاریف، این پایه بر نامیدند. تزریقی گرنشتاین مدول  های آن را
تزریقی و تصویری مدول های به جای به ترتیب، تزریقی گرنشتاین و تصویری گرنشتاین مدول های کردن جایگزین آن شکل گیری
ژندا ایناکس، توسط یکدست گرنشتاین مدول های نظریه، این نمودن کامل به منظور و ادامه در بود. کلاسیک همولوژیک جبر در
بر .(۱ .۲ (تعریف می باشند کلاسیک همولوژیک جبر در یکدست مدول های با متناظر که شد معرفی [۲۴] در ۱۰ تورسیلاس و
نامیده یکدست گرنشتاین بعد و تزریقی گرنشتاین بعد تصویری، گرنشتاین بعد به ترتیب که شد تعریف پایاهایی مدول ها، این پایه
صحیح عدد کوچکترین با برابر می شود، داده نشان GpdRM با که M R‑مدول تصویری گرنشتاین بعد مثال، برای شدند.

R‑مدول های از دقیق دنباله یک آن ازای به که است n مانند ناصفری

۰ // Gn
// Gn−۱ // · · · // G۱ // G۰ // M // ۰

می شوند تعریف مشابه به طور نیز یکدست گرنشتاین بعد و تزریقی گرنشتاین بعد باشد. داشته وجود تصویری گرنشتاین Giهای با
.(۳ .۲ (تعریف

بر است. گرنشتاین همولوژیک جبر در همتا یک دارای کلاسیک همولوژیک جبر در نتیجه هر که می کند بیان کلی اصل یک
هستند مذکور نظریه در شده تعریف مدول های آن ها تعریف بنیان که پایاهایی مطالعه به خصوص و زمینه این در تحقیق اساس، این
کرد. ارائه پایاها این از برخی برای مهمی بندی های رده [۲۷] در ۱۱ هلم به ویژه، است. گرفته قرار محققان گسترده استقبال مورد
برخی توسط گروهی حلقه های روی بر آن ها به مربوط پایاهای و گرنشتاین مدول های مطالعه اخیر دهه در این، از الهام با همچنین
گرنشتاین بعد [۱] در همکاران و ۱۲ اسدالهی مثال، به عنوان .[۲۱ ،۱۸ ،۱۳ ،۵ ،۴ ،۲ ،۱] است گرفته قرار توجه مورد محققان
کوهمولوژیک بعد است، گروه یک Γ و جابه جایی حلقه یک R حالتی که در را ،GpdRΓR یعنی ،R بدیهی RΓ‑مدول تصویری
در و کرده بررسی کوهمولوژیک بعدهای سایر با آن را رابطه سپس دادند. نشان GcdRΓ نماد با آن را و نامیدند R بر Γ گرنشتاین

کردند. ثابت شده معرفی بعد برای سر قضیه با مشابه قضیه ای نیز نهایت
گرنشتاین مدول های مطالعه کلی به طور و گرنشتاین کوهمولوژیک بعدهای مطالعه اخیر سال های در شد، گفته که همان گونه
[۳۳ ،۲۲ ،۲۱ ،۲۰ ،۱۳ ،۱۲ ،۵] مثال برای است، گرفته قرار پژوهش گران برخی توجه مورد گروهی حلقه های روی تصویری
است، متناهی سراسری بعد با جابه جایی حلقه یک یا Z صحیح اعداد حلقه بیشتر ،R زمینه حلقه اخیر، مقاله های در ببینید. را
،Q گویای اعداد میدان یا K متناهی میدان ،Z ضریب حلقه با گروهی حلقه های از استفاده اصلی علت .gldim(R) < ∞ یعنی
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نیز متناهی gldim(R) و جابه جایی R با RΓ گروهی حلقه های از استفاده اصلی دلیل همچنین، است. آن ها هندسی کاربردهای
.[۱ .۱ گزاره ،۲۱] است تصویری R‑مدول، به عنوان RΓ روی تصویری گرنشتاین مدول هر این حالت در که است این

RΓ گروهی حلقه روی مدول ها یکدست گرنشتاین بعد و یکدست گرنشتاین مدول های مطالعه به مقاله، این اول بخش در
روی یکدست گرنشتاین مدول های نیز [۲] در که است ذکر قابل می پردازیم. است، دلخواه و جابه جایی حلقه یک R آن در که
پایاهای سایر با آن ارتباط و تعریف گروه ها گرنشتاین همولوژیک بعد سپس و شده مطالعه Z ضریب حلقه با گروهی حلقه های
می دهیم. تعمیم است، دلخواه و جابه جایی R که به حالتی را نتایج این از برخی ما اینجا در است. شده بررسی گروه ها همولوژیک
آن گاه باشد، متناهی یکدست گرنشتاین بعد با RΓ‑مدول یک M اگر دهیم نشان که است این بخش این در ما اهداف از یکی
بعد دادن نشان به منظور (GfdRM) GfdRΓM نماد از که می کنیم یادآوری .(۹ .۲ (قضیه GfdRΓM ⩽ GfdRM + hdRΓ

می شود. استفاده M (R‑مدول) RΓ‑مدول یکدست گرنشتاین
یکدست پوشش های مورد در ایناکس حدس اثبات در به ویژه و همولوژیک جبر در مؤثری نقش که مدول ها از دیگری نوع
هر ازای به هرگاه نامند، همتابی را C (چپ) R‑مدول باشد، حلقه یک R اگر که می کنیم یادآوری است. همتابی مدول های دارد،
در یکدست مدول های به جای یکدست گرنشتاین مدول های کردن جایگزین با .Ext۱

R(F,C) = ۰ ،F (چپ) یکدست R‑مدول
ویژگی های .[۲۴] شدند معرفی همتابی، گرنشتاین مدول های یعنی گرنشتاین، همولوژیک جبر در مدول ها این همتای تعریف، این
هدف شد. تعریف مدول ها و حلقه ها همتابی گرنشتاین بعد آن ها، اساس بر و شدند مطالعه [۲۸] و [۲۵] در مدول ها نوع این
و همتابی گرنشتاین مدول های رفتار به ویژه، است. گروهی حلقه های روی بر مدول ها نوع این مطالعه مقاله، دوم بخش در ما
می کنیم. بررسی است، متناهی اندیس با Γ از زیرگروهی Γ′ اینکه فرض با ،RΓ′ به RΓ از حلقه تغییر به نسبت را وابسته بعدهای
GctdRΓM ⩽ GctdRM+ cdRΓ نابرابری است، متناهی Γ که حالتی در دهیم نشان که است این بخش این در اصلی هدف
.(۱۱ .۳ (قضیه است برقرار ،cdRΓ یعنی ،R بر Γ کوهمولوژیک بعد و M R‑مدول ،M RΓ‑مدول همتابی گرنشتاین بعد بین

گروهی های حلقه بر یکدست گرنشتاین های مدول .۲

حلقه های بر مدول ها نوع این مبنای بر شده تعریف همولوژیک بعدهای و یکدست گرنشتاین مدول های به بررسی بخش این در
می نماییم. یادآوری را زیر تعریف ابتدا می پردازیم. گروهی

تام، یکدست تحلیل یک اگر می شود، نامیده یکدست گرنشتاین M چپ R‑مدول باشد، یکدار حلقه ای R اگر .۱ .۲ تعریف
مانند یکدست چپ R‑مدول های از دقیق دنباله ای یعنی

F : · · · // F۱ // F۰ // F ۰ // F ۱ // · · ·

که باشد داشته وجود کند، حفظ را F بودن دقیق I ⊗R − تابعگون ،I تزریقی راست R‑مدول هر ازای به که خاصیت این با
.M ∼= Ker(F ۰ → F ۱)

است. یکدست گرنشتاین یکدست، R‑مدول هر که است واضح

گرنشتاین چپ R‑مدول های کلاس آن گاه باشد، راست ۱۳ منسجم حلقه یک R اگر که کرد ثابت [۲۷] در هلم .۲ .۲ تبصره
R‑مدول های کلاس آن ها بر که حلقه هایی [۶] در اساس، این بر است. بسته مستقیم جمع وندهای و توسیع تحت یکدست
روی یکدست گرنشتاین مدول های خواص و شد نامیده چپ GF‑بسته حلقه های است، بسته توسیع تحت یکدست گرنشتاین
راست منسجم حلقه های کلاس اکیداً چپ GF‑بسته حلقه های کلاس که شد داده نشان گرفت. قرار مطالعه مورد حلقه ها نوع این

13coherent
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جمع وندهای و توسیع تحت همیشه یکدست گرنشتاین چپ R‑مدول های کلاس که است شده ثابت به تازگی، می شود. شامل را
.[۱۲ .۴ نتیجه ،۳۰] است چپ GF‑بسته حلقه یک R حلقه هر یعنی است، بسته مستقیم

برابر می شود، داده نشان GfdRM با که M یکدست گرنشتاین بعد باشد. ناصفر R‑مدول یک M کنیم فرض .۳ .۲ تعریف
مانند R‑مدول ها از دقیق دنباله یک آن ازای به به طوری که n ≥ ۰ صحیح عدد کوچکترین با است

۰ // Fn
// Fn−۱ // · · · // F۰ // M // ۰

همچنین می شود. فرض نامتناهی GfdRM آن گاه نباشد، موجود nای چنین اگر باشد. موجود یکدست، گرنشتاین Fiهای با
.GfdR۰ = −∞ قرارداد، بنابر

با گروهی حلقه های چون که می کنیم یادآوری ابتدا در می پردازیم. گروهی حلقه های بر بعدها این ویژگی های به بررسی اکنون
می کنیم. اجتناب راست و چپ صفت کاربردن به از حلقه ها این با رویارویی در رو این از هستند، یکریخت متضادشان حلقه

باشد. آن از زیرگروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه جایی، حلقه یک R کنیم فرض .۴ .۲ گزاره

یکدست گرنشتاین RΓ‑مدول به عنوان نیز RΓ ⊗RΓ′ F آن گاه باشد، یکدست گرنشتاین ′RΓ‑مدول یک F اگر الف)
است.

.GfdRΓ(RΓ⊗RΓ′ M) ≤ GfdRΓ′M داریم: M ′RΓ‑مدول هر ازای به ب)

مانند ′RΓ‑مدول ها از تام یکدست تحلیل یک است، یکدست گرنشتاین ′RΓ‑مدول یک F چون الف) اثبات.

F : · · · // F۱ // F۰ // F ۰ // F ۱ // · · ·

همبافت بنابراین است، دقیق RΓ⊗RΓ′ − تابعگون که آنجا از حال .F ∼= Ker(F ۰ → F ۱) به طوری که دارد، وجود
RΓ⊗RΓ′ F i مدول های ،i ≥ ۰ صحیح عدد هر ازای به آن در و بوده RΓ‑مدول ها از دقیق دنباله یک RΓ⊗RΓ′ F

همچنین، هستند. یکدست به وضوح RΓ⊗RΓ′ Fi و

RΓ⊗RΓ′ F ∼= Ker(RΓ⊗RΓ′ F ۰ → RΓ⊗RΓ′ F ۱).

گرفتن نظر در با است، تزریقی ′RΓ‑مدول به عنوان I چون می گیریم. نظر در را I تزریقی RΓ‑مدول اکنون
یکریختی های

I ⊗RΓ (RΓ⊗RΓ′ F) ∼= (I ⊗RΓ RΓ)⊗RΓ′ F ∼= I ⊗RΓ′ F,

پس بوده، تام یکدست تحلیل یک RΓ ⊗RΓ′ F که می گیریم نتیجه است، دقیق راست سمت همبافت اینکه و
است. یکدست گرنشتاین RΓ⊗RΓ′ F

مانند دقیقی دنباله این صورت در باشد. متناهی و GfdRΓ′M = m کنیم فرض ب)

۰ // Fm
// · · · // F۱ // F۰ // M // ۰

دقـیـق تابـعـگون اگر اسـت. یکدسـت گرنـشـتاین ′RΓ‑مدول یک Fi هر آن در که اسـت موجود ′RΓ‑مدول ها از
دقیق دنباله دهیم، اثر آن روی را RΓ⊗RΓ′ −

۰ // RΓ⊗RΓ′ Fm
// · · · // RΓ⊗RΓ′ F۰ // RΓ⊗RΓ′ M // ۰
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است. یکدست گرنشتاین RΓ ⊗RΓ′ Fi RΓ‑مدول هر قبل، قسمت بنابر آن در که می آید به دست RΓ‑مدول ها از
می شود. ثابت حکم و GfdRΓ(RΓ⊗RΓ′ M) ≤ m نتیجه در

□

M RΓ‑مدول هر آن گاه، باشد. متناهی اندیس با Γ گروه از زیرگروهی Γ′ و جابه جایی حلقه یک R کنیم فرض .۵ .۲ قضیه
باشد. یکدست گرنشتاین ′RΓ‑مدول به عنوان اگر فقط و اگر است یکدست گرنشتاین

اعداد حلقه به جای R حلقه کردن جایگزین با را [۱۰ .۴ لم ،۲] اثبات همان درست می توان شرط، کفایت اثبات برای اثبات.
می کنیم. اثبات زیر به صورت تغییر کمی با را آن [۴ .۲ لم ،۶] به کارگیری با اینجا در اما برد. به کار ،Z صحیح

،i > ۰ هر ازای به و E تزریقی RΓ‑مدول هر ازای به باشد. یکدست گرنشتاین RΓ‑مدول یک M کنیم فرض
به صورت RΓ‑مدول ها از دقیق دنباله ای و TorRΓ

i (E,M) = ۰

F• : ۰ // M // F ۰ // F ۱ // · · · (∗)

فرض گرفته، نظر در ′RΓ‑مدول به عنوان را M اکنون است. دقیق E ⊗RΓ F
• دنباله و بوده یکدست Fها i آن در که دارد وجود

بنابر پس است. تزریقی RΓ‑مدول به عنوان RΓ⊗RΓ′ I ∼= HomRΓ′(RΓ, I) آن گاه، باشد. تزریقی ′RΓ‑مدول یک I کنید
[۵۳ .۱۱ قضیه ،۲۹] بنابر چون اما .TorRΓ

i (RΓ⊗RΓ′ I,M) = ۰ ،i > ۰ هر ازای به شد، اشاره آن به بالا در آنچه

TorRΓ
i (RΓ⊗RΓ′ I,M) ∼= TorRΓ

i (M,RΓ⊗RΓ′ I) ∼= TorRΓ′
i (M ⊗RΓ RΓ, I) ∼= TorRΓ′

i (M, I)

.TorRΓ′
i (I,M) ∼= TorRΓ′

i (M, I) = ۰ ،i > ۰ هر ازای به بنابراین
به و بوده یکدست ′RΓ‑مدول به عنوان Fها i بگیریم، نظر در ′RΓ‑مدول ها از دنباله ای به عنوان را (∗) دنباله اگر اکنون

داریم: ،I تزریقی ′RΓ‑مدول هر ازای

(RΓ⊗RΓ′ I)⊗RΓ F• ∼= F• ⊗RΓ (RΓ⊗RΓ′ I) ∼= F• ⊗RΓ′ I ∼= I ⊗RΓ′ F•

،[۴ .۲ لم ،۶] مجدد به کارگیری می باشد. دقیق نیز راست سمت بنابراین است، دقیق همبافت یک یکریختی چپ سمت چون
است. یکدست گرنشتاین نیز ′RΓ‑مدول به عنوان M که می دهد نتیجه

کنیم. جایگزین Z صحیح اعداد حلقه با را R حلقه ،[۶ .۲ قضیه ،۴] اثبات در است کافی  شرط، لزوم اثبات برای
□

باشد، RΓ‑مدول یک M اگر باشد. متناهی اندیس با Γ گروه از زیرگروهی Γ′ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۶ .۲ نتیجه
.GfdRΓM = GfdRΓ′M آن گاه

□ می آید. به دست قبل قضیه از بی درنگ ،۲ .۲ تبصره و [۸ .۲ قضیه ،۶] به توجه با اثبات.

همولوژیک بعد از استفاده با ،R و RΓ حلقه های بر M مدول یکدست گرنشتاین بعد بین ارتباط به بررسی بخش این ادامه در
داریم. نیاز زیر قضیه و لم به ابتدا منظور، این برای می پردازیم. R حلقه بر Γ گروه

تصویری P به طوری که باشند RΓ‑مدول دو P و M کنیم فرض باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۷ .۲ لم
.TorRΓ

n (M ⊗R P,R) = ۰ ،n > ۰ هر ازای به آن گاه، است.
هر و m ∈ M هر ،g ∈ Γ هر ازای به که می شود تعریف این صورت به M ⊗R P RΓ‑مدولی ساختار که است ذکر به لازم

.g(m⊗ p) = gm⊗ gp ،p ∈ P
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داریم: اکنون .P ⊕Q =
⨿

RΓ که است موجود Q RΓ‑مدول بنابراین است، تصویری RΓ‑مدول یک P چون اثبات.

TorRΓ
n (M ⊗R P,R)⊕ TorRΓ

n (M ⊗R Q,R) ∼= TorRΓ
n (M ⊗R

⨿
RΓ, R) ∼=

⨿
TorRΓ

n (M ⊗R RΓ, R).

داریم ،n > ۰ هر ازای به [۶۳ .۱۱ قضیه ،۲۹] بنابر اما

TorRΓ
n (M ⊗R RΓ, R) ∼= TorRn (M,R) = ۰.

.TorRΓ
n (M ⊗R P,R) = ۰ بنابراین

□

RΓ حلقه از ایده آلی I آن گاه ،I = {
∑
g ̸=۱

rg(g − ۱) | rg ∈ R} اگر باشد. جابه جایی حلقه ای R و گروه یک Γ می کنیم ∑فرض
g∈Γ

rgg 7−→
∑
g∈Γ

rg به صورت که است ε : RΓ −→ R افزوده همریختی هسته I واقع، در می شود. نامیده افزوده ایده آل که است

(m ∈ M و g ∈ Γ) gm−g اعضای توسط که است M از زیرمدولی IM آن گاه باشد، RΓ‑مدول یک M اگر می شود. تعریف
RΓ‑مدول دو N و M اگر نامند. M پایاهای هم گروه آن را و داده نشان MΓ با را M/IM قسمتی خارج مدول می شود. تولید
کسب جهت را [۱۴] مرجع از III فصل می تواند خواننده .M ⊗RΓ N = (M ⊗R N)Γ که می شود ثابت آن گاه باشند، دلخواه

نماید. بررسی بیشتر اطلاعات

هر ازای به به طوری که باشند RΓ‑مدول دو N و M اگر باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه یک R کنیم فرض .۸ .۲ قضیه
،n > ۰ هر ازای به آن گاه ،TorRi (M,N) = ۰ ،i > ۰

TorRΓ
n (M ⊗R N,R) ∼= TorRΓ

n (M,N)

داریم شد، گفته بالا در آنچه بنابر که کنید توجه ابتدا اثبات.

(M ⊗R N)⊗RΓ R ∼= (M ⊗R N ⊗R R)Γ ∼= (M ⊗R N)Γ ∼= M ⊗RΓ N.

دقیق دنباله اکنون

۰ // K // P // N // ۰ (∗)

،i > ۰ هر ازای به فرض بنابر چون بگیرید. نظر در را است تصویری RΓ‑مدول یک P آن در که RΓ‑مدول ها از
دقیق دنباله ،(∗) دقیق دنباله روی M ⊗R − تابعگون دادن اثر با بنابراین ،TorRi (M,N) = ۰

۰ // M ⊗R K // M ⊗R P // M ⊗R N // ۰ (∗∗)

(∗) دقیق دنباله های روی به ترتیب −⊗RΓ R و M ⊗RΓ − تابعگون های به کارگیری با اکنون می آید. به دست RΓ‑مدول ها از
سطرهای با زیر جابه جایی نمودار ،TorRΓ

i (M ⊗R P,R) = ۰ داریم i > ۰ هر ازای به ۷ .۲ لم بنابر اینکه به توجه با و (∗∗) و
می آید: به دست دقیق
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۰ // TorRΓ
۱ (M ⊗R N,R) //

γ

��

(M ⊗R K)⊗RΓ R

β

��

// (M ⊗R P )⊗RΓ R

α

��
۰ // TorRΓ

۱ (M,N) // M ⊗RΓ K // M ⊗RΓ P

بنابراین و بوده، یکریختی نیز γ بنابراین یکریختی اند، β و α شد، گفته اثبات ابتدای در آنچه بنابر چون

TorRΓ
۱ (M ⊗R N,R) ∼= TorRΓ

۱ (M,N).

دقیق سطرهای با جابه جایی نمودار اثبات، شدن کامل برای

۰ // TorRΓ
n+۱(M ⊗R N,R)

��

// TorRΓ
n (M ⊗R K,R)

��

// ۰

۰ // TorRΓ
n+۱(M,N) // TorRΓ

n (M,K) // ۰

تصویری نیز R‑مدول به عنوان پس است، تصویری RΓ‑مدول یک P چون بگیرید. نظر در می آید، به دست بالا روش به که را
فرض در N به جای K کردن جایگزین با اکنون .TorRi (M,K) ∼= TorRi+۱(M,N) = ۰ ،i > ۰ هر ازای به بنابراین بوده،

می شود. ثابت حکم استقراء، از استفاده و قضیه
□

نشان hdRΓ با که ،R بر Γ گروه همولوژیک بعد که می کنیم یادآوری باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض
بدیهی RΓ‑مدول تصویری بعد ترتیب، به همین .fdRΓR یعنی ،R بدیهی RΓ‑مدول یکدست بعد از است عبارت می شود، داده
بخش این اصلی نتیجه که آماده ایم اکنون نامند. R بر Γ گروه کوهمولوژیک بعد را آن و داده نشان cdRΓ نماد با را ،pdRΓR ،R

کنیم. ثابت را

متناهی یکدست گرنشتاین بعد با RΓ‑مدول Mیک اگر باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .۹ .۲ قضیه
.GfdRΓM ≤ GfdRM + hdRΓ آنگاه باشد،

مثلا و متناهی دو هر می کنیم فرض بنابراین است. برقرار حکم به وضوح باشند، نامتناهی hdRΓ یا GfdRM اگر اثبات.
دقیق دنباله اکنون .hdRΓ = n و GfdRM = m

۰ // Fm
dm // Fm−۱

dm−۱ // · · · // F۱
d۱ // F۰

d۰ // M // ۰ (∗)

F۰, F۱, . . . , Fm−۱ چون می گیریم. نظر در هستند، یکدست RΓ‑مدول به عنوان F۰, F۱, . . . , Fm−۱ آن، در که را RΓ‑مدول ها از
باید R‑مدول به عنوان Fm ،[۸ .۲ قضیه ،۶] به توجه با بنابراین می باشند، یکدست گرنشتاین لذا و یکدست نیز R‑مدول به عنوان
کنیم فرض حال .TorRn (Fm, E) = ۰ ،n > ۰ هر ازای به و E تزریقی R‑مدول هر ازای به بنابراین باشد. یکدست گرنشتاین
.TorRn (Fm, I) = ۰ ،n > ۰ هر ازای به بنابراین است، تزریقی نیز R‑مدول به عنوان I چون باشد. تزریقی RΓ‑مدول یک I

،i > ۰ هر ازای به ۸ .۲ قضیه بنابر لذا

TorRΓ
i (Fm ⊗R I,R) ∼= TorRΓ

i (Fm, I).
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،i چنین برای بنابراین و TorRΓ
i (Fm ⊗R I,R) = ۰ ،i > n هر ازای به پس ،hdRΓ = n فرض بنابر که آنجا از اکنون

دقیق دنباله اینک، .GfdRΓFm ≤ n که می دهد نتیجه [۸ .۲ قضیه ،۶] دوباره به کارگیری بنابراین .TorRΓ
i (Fm, I) = ۰

۰ // Fm
// Fm−۱ // Imdm−۱ // ۰

دقیق دنباله تجزیه با حال .GfdRΓ(Imdm−۱) ≤ n + ۱ که می کند ایجاب [۱۱ .۲ قضیه ،۶] و ۲ .۲ تبصره بگیرید. نظر در را
□ می شود. ثابت حکم که ،GfdRΓM ≤ m+ n که داد نشان می توان راحتی به بالا روش به و (∗)

عضو هر مرتبه هرگاه نامیم، تاب از R‑فارغ را Γ باشد. یکدار و جابه جایی حلقه ای R و گروه یک Γ کنیم فرض .۱۰ .۲ تعریف
باشد. تاب از فارغ اگر فقط و اگر است تاب از Z‑فارغ گروه Γ بنابراین باشد. R در یکه ای یا بوده نامتناهی Γ

باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۱۱ .۲ گزاره

باشد). یکه R در |Γ| (یعنی، باشد تاب از R‑فارغ متناهی گروه یک Γ اگر فقط و اگر cdRΓ = ۰ الف)
باشد. تاب از R‑فارغ و متناهی موضعی به طور گروه یک Γ اگر فقط و اگر hdRΓ = ۰ ب)

□ .[۱۲ .۴ گزاره ،۱۱] اثبات.

یک در مشمول Γ اعضای از متناهی مجموعه هر هرگاه نامند، متناهی موضعی به طور را Γ گروه یک که می کنیم یادآوری
می آید. به دست ۱۱ .۲ گزاره و ۹ .۲ قضیه از مستقیم به طور زیر نتیجه باشد. Γ از متناهی زیرگروه

.GfdRΓM ≤ GfdRM آن گاه باشد، تاب از R‑فارغ و متناهی موضعی به طور گروه یک Γ اگر .۱۲ .۲ نتیجه

می شود، داده نشان Gwgldim(R) با که R ضعیف گرنشتاین سراسری بعد باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۱۳ .۲ تعریف
به صورت

Gwgldim(R) = sup{GfdRM | است R‑مدول یک M}

می شود. تعریف

−R برای و l.wGldim(R) نماد با را آن چپ R‑مدول های برای و شد تعریف [۷] در ۱۴ بنیس توسط بار اولین پایا این
امانوئل برابرند. یکدیگر با دو این R حلقه هر برای که شد زده حدس داد. نشان r.wGldim(R) نماد با آن را راست مدول های
با را R راست ضعیف گرنشتاین سراسری بعد و Gwgldim(R) با را R چپ ضعیف گرنشتاین سراسری بعد ،[۱۹] در ۱۵

Gw.dim(R) با را آن ها مشترک مقدار و برابرند یکدیگر با باشند، متناهی دو هر اگر که کرد ثابت و داد نشان Gwgldim(Rop)

و بوده چپ‑راست متقارن ضعیف گرنشتاین سراسری بعد ،R حلقه هر برای که است شده ثابت [۱۶] در به تازگی داد. نشان
دارد sfli(R) با تنگاتنگی ارتباط پایا این که است ذکر به لازم است. شده استفاده Gwgldim(R) نماد از نیز آن دادن نشان برای
سپس شد، تعریف [۱۸] در امانوئل توسط و بوده تزریقی (چپ) R‑مدول های یکدست بعدهای بیشینه با برابر تعریف بنابر که

هم ارزند: زیر شرایط که شد ثابت [۱۶] در همچنین، گرفت. قرار مطالعه مورد جامع تر به طور [۱۹] و [۲] در

است. متناهی Gwgldim(R) الف)
است. متناهی GfdRM ،M R‑مدول هر برای ب)

هستند. متناهی دو هر sfli(Rop) و sfli(R) پایاهای ج)

14Bennis 15Emmanouil
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.Gwgldim(R) = sfli(R) = sfli(Rop) آن گاه باشد، برقرار شرایط این اگر
کرد. ارائه را زیر نتیجه می توان بالا مطالب به توجه با و ۹ .۲ قضیه به کارگیری با اکنون

هستند: برقرار زیر گزاره های آن گاه باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه یک R کنیم فرض .۱۴ .۲ نتیجه

آن گاه باشد، متناهی Gwgldim(RΓ) اگر الف)

Gwgldim(RΓ) ≤ Gwgldim(R) + hdRΓ.

آن گاه باشد، متناهی sfli(RΓ) اگر ب)

sfli(RΓ) ≤ sfli(R) + hdRΓ.

می بریم. پایان به زیر نتیجه با را بخش این

آن گاه باشد. متناهی اندیس با آن از زیرگروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه جایی، حلقه ای R کنیم فرض .۱۵ .۲ نتیجه
.Gwgldim(RΓ′) = Gwgldim(RΓ) الف)

.sfli(RΓ′) = sfli(RΓ) ب)

آن گاه می گیریم. نظر در را M ′RΓ‑مدول باشد. متناهی و Gwgldim(RΓ) = n می کنیم فرض ابتدا الف) اثبات.
از استفاده طرفی از .GfdRΓ(RΓ ⊗RΓ′ M) ≤ n به فرض توجه با بنابراین بوده RΓ‑مدول یک RΓ ⊗RΓ′ M

،۶] و است RΓ ⊗RΓ′ M ′RΓ‑مدول از مستقیمی جمع وند M ′RΓ‑مدول که واقعیت این با همراه ۶ .۲ نتیجه
می دهد نتیجه [۲۰ .۲ گزاره

GfdRΓ′M ≤ GfdRΓ′(RΓ⊗RΓ′ M) = GfdRΓ(RΓ⊗RΓ′ M) ≤ n

.Gwgldim(RΓ′) ≤ Gwgldim(RΓ) بنابراین
است. واضح ۶ .۲ نتیجه بنابر نامساوی، عکس

است. واضح قبل قسمت به توجه با ب)
□

گروهی حلقه های بر همتابی گرنشتاین مدول های .۳

گروهی حلقه های روی مدول ها نوع این مبنای بر شده تعریف بعدهای و همتابی گرنشتاین مدول های به مطالعه بخش، این در
یکدست گرنشتاین R‑مدول هر ازای به هرگاه نامند، همتابی گرنشتاین را M مانند R‑مدولی که می کنیم یادآوری می پردازیم.
یکدست، مدول های که آنجا از همچنین هستند. همتابی گرنشتاین تزریقی، مدول های که است واضح .Ext۱

R(F,M) = ۰ ،F
یک همتابی گرنشتاین بعد هستند. همتابی نیز همتابی گرنشتاین مدول های که دید می توان به راحتی هستند، یکدست گرنشتاین
به که n نامنفی صحیح عدد کوچکترین از است عبارت می دهیم، نشان GctdRM نماد با را آن  مقاله این در که ،M مانند R‑مدول
.GctdRM = ∞ می دهیم قرار نباشد، موجود nای چنین اگر .Extn+۱

R (F,M) = ۰ ،F یکدست گرنشتاین R‑مدول هر ازای
مانند R‑مدول ها از دقیقی دنباله اگر فقط و اگر GctdRM ≤ n [۱ .۳ گزاره ،۲۵] به توجه با که کنید توجه

F• : ۰ // M // C۰ // C۱ // · · · // Cn // ۰

هستند. همتابی گرنشتاین R‑مدول های Ciها به طوری که باشد، موجود
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می کنیم. ثابت را زیر لم های ابتدا در

همتابی گرنشتاین RΓ‑مدول یک M اگر باشد. آن از زیر گروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه جایی، حلقه ای R کنیم فرض .۱ .۳ لم
است. همتابی گرنشتاین نیز ′RΓ‑مدول به عنوان M آن گاه باشد،

−RΓ به عنوان RΓ ⊗RΓ′ F ،۴ .۲ گزاره بـنـابر پـس باشد. یکدست گرنشتایـن ′RΓ‑مدول یک F کنـیـم فرض اثبات.
یـکریـختی بـه کارگـیری اکـنـون، .Ext۱

RΓ(RΓ ⊗RΓ′ F,M) = ۰ فرض طـبق بـنـابراین اسـت. یـکـدست گرنشتاین مدول
یک M پس .Ext۱

RΓ′(F,M) = ۰ که می دهد نتیجه [۴ .۸ .۲ نتیجه ،۸] از Ext۱
RΓ(RΓ ⊗RΓ′ F,M) ∼= Ext۱

RΓ′(F,M)

□ است. همتابی گرنشتاین ′RΓ‑مدول

RΓ⊗RΓ′N آن گاه باشد، همتابی گرنشتاین ′RΓ‑مدول یک N اگر باشد. متناهی اندیس با Γ از زیرگروهی Γ′ کنیم فرض .۲ .۳ لم
است. همتابی گرنشتاین RΓ‑مدول یک

دقیق دنباله باشد. یکدست گرنشتاین RΓ‑مدول یک F کنیم فرض اثبات.

۰ // K // P // F // ۰ (†)

است، دقیق (−) ↓Γ′ تحدید تابعگون چون بگیرید. نظر در است، تصویری RΓ‑مدول یک P آن در که را RΓ‑مدول ها از
می آید: به دست ′RΓ‑مدول ها از زیر دقیق دنباله (†) بر آن دادن اثر با بنابراین

۰ // K ↓Γ′ // P ↓Γ′ // F ↓Γ′ // ۰ (††)

یک F ↓Γ′ ۵ .۲ قضیه به توجه با بنابراین ،[Γ : Γ′] < ∞ که آنجا  از و بوده تصویری ′RΓ‑مدول یک P ↓Γ′ که کنید توجه
به ترتیب HomRΓ′(−, N) و HomRΓ(−,RΓ⊗RΓ′N) تابعگون های دادن اثر با اکنون، است. یکدست گرنشتاین ′RΓ‑مدول

طبیعی یکریختی های به کارگیری با سپس و (††) و (†) دقیق دنباله های روی

HomRΓ′(−, N) ∼= HomRΓ(−,HomRΓ′(RΓ, N)) ∼= HomRΓ(−,RΓ⊗RΓ′ N)

می آید: به دست دقیق سطرهای با زیر جابه جایی نمودار ،Ext۱
RΓ′(F ↓Γ′ , N) = ۰ فرض طبق به اینکه توجه با همچنین و

۰ // HomRΓ(F,RΓ⊗RΓ′ N) //

��

HomRΓ(P,RΓ⊗RΓ′ N)

��

// HomRΓ(K,RΓ⊗RΓ′ N)

��
۰ // HomRΓ′(F ↓Γ′ , N) // HomRΓ′(P ↓Γ′ , N) // HomRΓ′(K ↓Γ′ , N) // ۰

با طرفی از پوشاست. HomRΓ(P,RΓ⊗RΓ′ N) → HomRΓ(K,RΓ⊗RΓ′ N) همریختی که می گیریم نتیجه بنابراین،
طولانی دقیق دنباله ،(†) دقیق دنباله روی HomRΓ(−,RΓ⊗RΓ′ N) تابعگون دادن اثر

HomRΓ(P,RΓ⊗RΓ′ N) // HomRΓ(K,RΓ⊗RΓ′ N)

// Ext۱
RΓ(F,RΓ⊗RΓ′ N) // Ext۱

RΓ(P,RΓ⊗RΓ′ N) = ۰

۷۹ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135459.1536

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135459.1536


۸۷–۶۹ (۱۴۰۱) ۳ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه حاجی زمانی، علی

□ است. همتابی گرنشتاین RΓ⊗RΓ′N بنابراین، .Ext۱
RΓ(F,RΓ⊗RΓ′N) = ۰ می دهد نتیجه نیز این می آید. به دست

باشد. متناهی اندیس با Γ گروه از زیر گروهی Γ′ و جابه جایی حلقه یک R کنیم فرض .۳ .۳ نتیجه

.GctdRΓ′M ≤ GctdRΓM ،M RΓ‑مدول هر برای الف)
.GctdRΓ(RΓ⊗RΓ′ N) ≤ GctdRΓ′N ،N ′RΓ‑مدول هر برای ب)

نـظر در را F یـکدسـت گرنشـتاین ′RΓ‑مدول باشد. n با برابر و مـتـناهی GctdRΓM کـنیـم فرض الف) اثبات.
با بـنابراین اسـت، یـکدسـت گرنـشـتاین RΓ‑مدول یک RΓ ⊗RΓ′ F ،۴ .۲ گزاره بـنابر که آنـجا از بـگـیرید.
یکریختی [۴ .۸ .۲ نتیجه ،۸] بنابر چون طرفی، از .Extn+۱

RΓ (RΓ ⊗RΓ′ F,M) = ۰ داریـم به تـعریف توجه
ثابت حکم و GctdRΓ′M ≤ n می گیریم نتیجه است، برقرار Extn+۱

RΓ (RΓ ⊗RΓ′ F,M) ∼= Extn+۱
RΓ′ (F,M)

می شود.
می شود. ثابت به راحتی ۴ .۲ گزاره (ب) قسمت اثبات کردن دوگان با و ۲ .۳ لم به کارگیری با ب)

□

دقیق دنباله باشد. Γ گروه از زیر گروهی Γ′ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض الف) .۴ .۳ تعریف

۰ // A
α // B

β
// C // ۰

که ،β ◦ β′ = idC به طوری که باشد موجود β′ ∈ HomRΓ′(C,B) هرگاه گویند، ′RΓ‑شکافتنی را RΓ‑مدول ها از
.α′ ◦ α = idA به طوری که است موجود α′ ∈ HomRΓ′(B,A) این که با است هم ارز این

′RΓ‑شکافتنی دنباله هر بودن دقیق HomRΓ(−, E) تابعگون هرگاه نامند، نسبی ′Γ‑تزریقی را E RΓ‑مدول ب)

۰ // M // N // L // ۰

کند. حفظ را RΓ‑مدول ها از

اندیس با Γ از زیر گروهی Γ′ اگر نامند. تزریقی ضعیف به طور را نسبی ′Γ‑تزریقی مدول های ،Γ′ = {۱Γ} حالتی که در
نیز ′RΓ‑مدول به عنوان و بوده نسبی ′Γ‑تزریقی اگر فقط و اگر است تزریقی E RΓ‑مدول که می شود ثابت باشد، متناهی

.[۱۵] باشد تزریقی
می کند. رده بندی را نسبی ′Γ‑تزریقی مدول های می شود، نتیجه [۱ قضیه ،۲۶] از که زیر گزاره

اگر فقط و اگر است نسبی ′Γ‑تزریقی ،M RΓ‑مدول آن گاه باشد. آن از زیر گروهی Γ′ و گروه یک Γ کنیم فرض .۵ .۳ گزاره
باشد. HomRΓ′(RΓ,M) از مستقیمی جمع وند M

هم ارزند: زیر شرایط این صورت در باشد. متناهی گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۶ .۳ گزاره

است. تزریقی ضعیف به طور M RΓ‑مدول هر الف)
است. تزریقی ضعیف به طور R بدیهی RΓ‑مدول ب)

است. یکه R در Γ مرتبه ج)

□ ببینید. را [۷ .۲ نتیجه ،۱۰] اثبات.
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RΓ‑مدول یک M اگر باشد. متناهی اندیس با Γ گروه از زیر گروهی Γ′ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۷ .۳ قضیه
است. همتابی گرنشتاین نیز RΓ‑مدول به عنوان آن گاه باشد، همتابی گرنشتاین ′RΓ‑مدول به عنوان و بوده نسبی ′Γ‑تزریقی

،HomRΓ′(RΓ,M) بنابراین RΓ⊗RΓ′Mو که می دهد نتیجه ۲ .۳ لم است، همتابی گرنشتاین ′RΓ‑مدول Mبه عنوان چون اثبات.
به عنوان HomRΓ′(RΓ,M) از مستقیمی جمع وند M مدول ۵ .۳ قضیه بنابر چون طرفی، از است. همتابی گرنشتاین RΓ‑مدول
به نسبت همتابی گرنشتاین مدول های به وضوح زیرا است، همتابی گرنشتاین RΓ‑مدول یک نیز M پس می باشد، RΓ‑مدول

بسته اند. مستقیم جمع وند
□

است. واضح ۳ .۳ نتیجه و قبل قضیه به توجه با زیر نتیجه

RΓ‑مدول یک M اگر باشد. متناهی اندیس با آن از زیرگروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه جایی، حلقه ای R کنیم فرض .۸ .۳ نتیجه
.GctdRΓM = GctdRΓ′M آن گاه باشد، نسبی ′Γ‑تزریقی

می آید. به دست ۷ .۳ قضیه از زیر نتیجه ،۶ .۳ گزاره به توجه با همچنین

باشد. یکه R حلقه در |Γ| که متناهی گروهی Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۹ .۳ نتیجه

باشد. همتابی گرنشتاین R‑مدول عنوان به M اگر فقط و اگر است همتابی گرنشتاین M RΓ‑مدول هر الف)
.GctdRΓN = GctdRN آنگاه باشد، RΓ‑مدول یک N اگر ب)

آنگاه باشند، RΓ‑مدول دو N و M اگر که می کنیم یادآوری باشد. گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض
هر ،f ∈ HomR(M,N) هر ازای به که می شود تعریف این صورت به و است RΓ‑مدولی ساختار دارای HomR(M,N)

.(gf)(x) = g[f(g−۱x)] ،g ∈ Γ هر و x ∈ M

همتابی گرنشتاین بعد رابطه به بررسی است، متناهی گروه یک Γ حالتی که در و cdRΓ به کارگیری با بخش این ادامه در
داریم. نیاز زیر گزاره به این منظور، برای می پردازیم. R حلقه و RΓ گروهی حلقه بر مدول ها

در i > ۰ هر ازای به که باشند RΓ‑مدول دو N و M و گروه، یک Γ باشد، جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۱۰ .۳ گزاره
n > ۰ هر ازای به آن گاه، کنند. صدق ExtiR(M,N) = ۰ شرط

ExtnRΓ(M,N) ∼= ExtnRΓ(R,HomR(M,N)).

داریم: [۷ .۱ .۳ گزاره ،۸] بنابر که کنید توجه ابتدا اثبات.

HomRΓ(M,N) ∼= HomRΓ(R,HomR(M,N)). (†)

دقیق دنباله اکنون
۰ // K // P // M // ۰ (∗)

روی HomR(−, N) تابعگون دادن اثر با بگیرید. نظر در است، تصویری RΓ‑مدول یک P آن در که را RΓ‑مدول ها از
دقیق دنباله فرض، به توجه با و آن

۰ // HomR(M,N) // HomR(P,N) // HomR(K,N) // ۰ (∗∗)
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n > ۰ هر ازای به ،[۸ .۱ .۳ گزاره ،۸] به کارگیری با است، تصویری نیز R‑مدول به عنوان P چون طرفی، از می آید. به دست
می شود: حاصل یکریختی ها از زیر دنباله

ExtnRΓ(R,HomR(P,N)) ∼= ExtnRΓ(P ⊗R R,N) ∼= ExtnRΓ(P,N) = ۰

نمودار ،(∗) و (∗∗) دقیق دنباله های روی به ترتیب، HomRΓ(−, N) و HomRΓ(R,−) تابعگون های دادن اثر با بنابراین،
می آید: به دست دقیق سطرهای با زیر جابه جایی

HomRΓ(R,HomR(P,N)) //

α

��

HomRΓ(R,HomR(K,N)) //

β

��

Ext۱
RΓ(R,HomR(M,N)) //

γ

��

۰

HomRΓ(P,N) // HomRΓ(K,N) // Ext۱
RΓ(M,N) // ۰

لذا بوده، یکریختی نیز γ بنابراین هستند، یکریختی (†) بنابر β و α همریختی های که آنجا از

Ext۱
RΓ(M,N) ∼= Ext۱

RΓ(R,HomR(M,N)).

آورد: به دست را دقیق سطرهای با زیر جابه جایی نمودار می توان ترتیب، به همین

۰ // ExtnRΓ(R,HomR(K,N))

��

// Extn+۱
RΓ (R,HomR(M,N))

��

// ۰

۰ // ExtnRΓ(K,N) // Extn+۱
RΓ (M,N) // ۰

می کند ایجاب قضیه فرض است، برقرار ExtiR(K,N) ∼= Exti+۱
R (M,N) یکریختی i > ۰ هر ازای به به وضوح چون

به دست نتیجه استقراء از استفاده با و M به جای K کردن جایگزین با بنابراین، .ExtiR(K,N) = ۰ ،i > ۰ هر ازای به که
□ می آید.

کنیم. ثابت را زیر قضیه که آماده ایم اکنون

M RΓ‑مدول هر ازای به آن گاه، باشد. متناهی گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۱۱ .۳ قضیه

GctdRΓM ≤ GctdRM+ cdRΓ.

GctdRM = کنیم فرض بنابراین است. برقرار به وضوح حکم باشند، نامتناهی cdRΓ GctdRMیا مقادیر از یکی اگر اثبات.
دقیق دنباله باشند. متناهی مقدار دو هر و cdRΓ = n و m

۰ // M // C۰ // C۱ // · · · // Cm−۱ // C // ۰ (†)

مدول های ۱ .۳ لم بنابر چون بگیرید. نظر در هستند، همتابی گرنشتاین C۰, C۱, . . . , Cm−۱ آن در که را RΓ‑مدول ها از
R‑مدول به عنوان نیز C [۱ .۳ گزاره ،۲۵] بنابر پس هستند، همتابی گرنشتاین نیز R‑مدول به عنوان C۰, C۱, . . . , Cm−۱

R‑مدول به عنوان F ،۵ .۲ قضیه به توجه با بگیرید. نظر در را F یکدست گرنشتاین RΓ‑مدول است. همتابی گرنشتاین
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135459.1536 ۸۲
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ازای به که می کند ایجاب ۱۰ .۳ گزاره بنابراین .ExtnR(F,C) = ۰ داریم، n > ۰ هر ازای به نتیجه در است، یکدست گرنشتاین
i > ۰ هر

ExtiRΓ(F,C) ∼= ExtiRΓ(R,HomR(F,C)).

گزاره ،۲۵] دوباره به کارگیری با بنابراین، .Extn+۱
RΓ (F,C) = ۰ که می دهد نتیجه ،cdRΓ = n فرض و یکریختی این اکنون
مانند دقیق دنباله ای وجود نیز این و GctdRΓC ≤ n که می گیریم نتیجه [۱ .۳

۰ // C // Cm // Cm+۱ // · · · // Cm+n // ۰ (††)

هم به از پایان، در می کند. تضمین هستند، همتابی گرنشتاین مدول های Cm, Cm+۱, . . . , Cm+n آن در که را RΓ‑مدول ها از
دقیق دنباله (††) و (†) دقیق دنباله های چسباندن

۰ // M // C۰ // C۱ // · · · // Cm+n−۱ // Cm+n // ۰

□ می شود. ثابت حکم و GctdRΓM ≤ m+n بنابراین بوده، همتابی گرنشتاین Ciها آن در که می آید به دست RΓ‑مدول ها از

نتیجه یعنی ،۹ .۳ نتیجه (ب) قسمت برای دیگر اثباتی می توان ،۱۱ .۲ گزاره و قبل قضیه ،۳ .۳ نتیجه از استفاده با اکنون
کرد. ارائه زیر

داریم ،M RΓ‑مدول هر برای آن گاه باشد، یکه R جـابه جـایـی حـلقـه در |Γ| و مـتـناهی گروه یـک Γ اگـر .۱۲ .۳ نتیجه
.GctdRΓM = GctdRM

می دهیم، نشان l .Gctdim(R) با را آن  که ،R چپ همتابی گرنشتاین سراسری بعد باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۱۳ .۳ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت

l .Gctdim(R) = sup{GctdRM| است چپ R‑مدول ،M}.

با را آن و می شود تعریف R راست همتابی گرنشتاین سراسری بعد راست، به چپ صفت تبدیل با و مشابه به طور
R‑مدول های بین تمایزی چون است، یکریخت ،Rop متضادش، حلقه با R حلقه حالتی که در می دهیم. نشان r .Gctdim(R)

سراسری بعد دادن نشان برای تنها ،Gctdim(R) نماد از این حالت در و نموده اجتناب r و l نوشتن از ندارد، وجود راست و چپ
می کنیم. استفاده R همتابی گرنشتاین

آن گاه، باشد. متناهی اندیس با آن از زیر گروهی Γ′ و گروه یک Γ جابه جایی، حلقه ای R کنیم فرض .۱۴ .۳ قضیه

Gctdim(RΓ′) ≤ Gctdim(RΓ).

آن گاه باشد، نسبی ′Γ‑تزریقی RΓ‑مدول، هر اگر به علاوه

Gctdim(RΓ′) = Gctdim(RΓ).

بنابراین است، شکافتنی RΓ⊗RΓ′N −→ N −→ ۰ ′RΓ‑برو ریختی چون باشد. ′RΓ‑مدول یک N کنیم فرض اثبات.
که گرفت نتیجه می توان [۳ .۲ گزاره ،۲۵] به توجه با پس است. RΓ⊗RΓ′ N ′RΓ‑مدول از مستقیمی جمع وند N

GctdRΓ′N ≤ GctdRΓ′(RΓ⊗RΓ′ N).

۸۳ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2023.135459.1536
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۳ .۳ گزاره (الف) قسمت بنابر چون طرفی، از

GctdRΓ′(RΓ⊗RΓ′ N) ≤ GctdRΓ(RΓ⊗RΓ′ N) ≤ Gctdim(RΓ)

.Gctdim(RΓ′) ≤ Gctdim(RΓ) بنابراین
از مستقیم جمع وند یک M ۵ .۳ گزاره بنابر چون بگیرید. نظر در را M دلخواه RΓ‑مدول دوم، قسمت اثبات برای

نامساوی ، [۳ .۲ گزاره ،۲۵] دوباره به کارگیری بنابراین است، RΓ⊗RΓ′ M از مستقیمی جمع وند لذا و HomRΓ′(RΓ,M)

GctdRΓM ≤ GctdRΓ(RΓ⊗RΓ′ M)

۳ .۳ گزاره (ب) قسمت بنابر چون طرفی، از می دهد. نتیجه را

GctdRΓ(RΓ⊗RΓ′ M) ≤ GctdRΓ′M ≤ Gctdim(RΓ′)

است. برقرار تساوی و Gctdim(RΓ) ≤ Gctdim(RΓ′) پس
□

می آید. به دست قبل قضیه و ۶ .۳ گزاره از زیر نتیجه

آن گاه است، یکه R در آن مرتبه که باشد متناهی گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R اگر .۱۵ .۳ نتیجه

Gctdim(RΓ) = Gctdim(R).

آن گاه باشد، متناهی گروهی Γ و جابه جایی حلقه یک R اگر .۱۶ .۳ گزاره

Gctdim(RΓ) ≤ Gctdim(R) + cdRΓ.

کنیم ثابت است کافی باشد، دلخواه RΓ‑مدول یک M و ،cdRΓ = n و Gctdim(R) = m کنیم فرض اثبات.

GctdRΓM ≤ m+ n.

دقیق دنباله این منظور، برای

۰ // M // C۰ // C۱ // · · · // Cm−۱ // Cm // ۰

آنجا از بگیرید. نظر در است، همتابی گرنشتاین RΓ‑مدول یک Ci ،۰ ≤ i ≤ m− ۱ هر ازای به آن در که را RΓ‑مدول ها از
[۱ .۳ گزاره ،۲۵] بنابراین هستند، همتابی گرنشتاین نیز R‑مدول به عنوان C۰, C۱, . . . , Cm−۱ مدول های ،۱ .۳ لم بنابر که
یک F اگر اکنون، .Gctdim(R) = m فرض بنابر زیرا می دهد، نتیجه را R‑مدول به عنوان Cm بودن همتابی گرنشتاین

i > n هر ازای به که می گیریم نتیجه cdRΓ = n فرض و ۱۰ .۳ گزاره از آن گاه باشد، یکدست گرنشتاین RΓ‑مدول

ExtiRΓ(F,C
m) ∼= ExtiRΓ(R,HomR(F,C

m)) = ۰.

.GctdRΓM ≤ m+ n گرفت نتیجه می توان ۱۱ .۳ قضیه اثبات همانند و به راحتی اینجا از که ،GctdRΓC
m ≤ n پس

□

می آید. به دست قبل گزاره از به سادگی ،[۲ .۳ لم ،۹] و ۱۴ .۳ قضیه به توجه با زیر، نتیجه
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آن گاه باشد، متناهی cdRΓ اگر باشد. متناهی گروه یک Γ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .۱۷ .۳ نتیجه

Gctdim(RΓ) = Gctdim(R).
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روش های ”مطالعه عنوان تحت خود دکتری رساله از ۱۳۸۹ سال در وی است. شیراز شهر در ۱۳۵۷ آذرماه متولد حاجی زمانی علی
۱۳۹۰ سال از نامبرده کرد. دفاع سالاریان شکراله دکتر و اسدالهی جواد دکتر راهنمایی به گروه ها“ نظریه در (کو)همولوژیکی

است. هرمزگان دانشگاه ریاضی گروه علمی هیأت عضو تاکنون
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Some results on Gorenstein flat (Gorenstein cotorsion) dimensions of modules
over group rings

Ali Hajizamani

Abstract: Let R be a commutative ring, Γ be a group, and Γ′ ≤ Γ be a subgroup of finite index. In
this paper, we study the class of Gorenstein flat (resp. Gorenstein cotorsion) modules over the group
ring RΓ . In particular, we discuss the relationship between Gorenstein flat (resp. Gorenstein cotor-
sion) dimension of RΓ−modules and that of RΓ′−modules. We will prove that, for any RΓ−module M

of finite Gorenstein flat dimension (GfdRΓM < ∞), there is an inequality GfdRΓM ⩽ GfdRM +hdRΓ,
where hdRΓ denotes the homological dimension of Γ over R . Analogously, we prove that if Γ is finite,
there is an inequality GctdRΓM ⩽ GctdRM + cdRΓ , where GctdRΓM (GctdRM) is the Gorenstein
cotorsion dimension of module M over RΓ (resp. over R) and cdRΓ is the cohomological dimension
of Γ over R.
Keywords: Group ring, Gorenstein flat module, Gorenstein cotorsion module, Gorenstein flat di-
mension, Gorenstein cotorsion dimension.
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