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جامعه و ریاضͬ
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۲⁃ناکایاما جبرهای برای هال جملە ای های چند

نصراصفهانͬ علیرضا

این دارند. وجود هال جملە ای های چند راست، ۲⁃ناکایامای بعد متناهͬ جبرهای برای ͬ دهیم م نشان مقاله این در چͺیده.
ͬ کند. م اثبات راست ۲⁃ناکایامای جبرهای برای را رینگل حدس مطلب

مقدمه .۱

در را R و N ،M A⁃مدول های باشد. k متناهͬ میدان روی بعد متناهͬ یͺدار پذیر شرکت جبر ͷی A کنیم فرض
این اصلͬ عدد و PR

M,N با را ۰ −→ N −→ R −→ M −→ ۰ کوتاه دقیق دنبالە های همه مجموعه ͬ گیریم. م نظر
پس هستند، متناهͬ HomA(R,M) و HomA(N,R) فرض به بنا چون ͬ دهیم. م نشان pR

M,N = |PR
M,N | با را مجموعه

ͬ کنیم م تعریف همچنین ͬ دهیم. م نشان aM با را AutA(M) اصلͬ عدد M A⁃مدول هر برای است. متناهͬ نیز pR
M,N

FE
MN و ͬ دهیم م نشان FE

MN := |FE
MN | با را مجموعه این اصلͬ عدد و FE

MN := {U ≤ E : E/U ∼=M,U ∼= N}
ͬ نامیم. م ۱ هال عدد را

ضرب همراه به شده، پارامتری بعد متناهͬ A⁃مدول های ایزومورفیسم ردە ی توسط که u[X]ها پایه با آزاد آبلͬ گروه

u[M ]u[N ] =
∑
[E]

FE
MNu[E] =

∑
[E]

۱
aMaN

PE
M,Nu[E]

داده نشان [۱۱] در ۳ رینگل ͬ دهند. م نشان H(A) با و گویند ۲ رینگل⁃هال جبر را آن که ͬ دهد م جبر ͷی تشͺیل
از C(A) جبر زیر ͬ باشد. م ۰ مدول با متناظر u[۰] عضو آن ͷی که است یͺدار و شرکت پذیر جبر ͷی H(A) که است
از L(A) جبر زیر ͬ شود. م نامیده ۴ ترکیبی جبر ساده، A⁃مدول های ایزومورفیسم ردە ی توسط شده تولید H(A) جبر

ͬ نامند. م ۵ لوی جبر را، نیم ساده A⁃مدول های ایزومورفیسم ردە ی توسط شده تولید H(A) جبر
از A موروثͬ بعد متناهͬ جبر باشد. ( کز۶ دیدگاه (از شدنͬ متقارن کارتان تعمیم یافته ماتریس ͷی △ کنیم فرض
[۱۳ ،۸] بنابه بͽیرید. نظر در کوانتومͬ پارامتر عنوان به را q بͽیرید. درنظر را عضو q با k متناهͬ میدان روی △ نوع

هال چندجملە ای های ۲⁃ناکایاما ، جبرهای متناهͬ، نمایش جبرهای رینگل⁃هال، جبرهای کليدي: کلمات و عبارات
اسدالهͬ جواد رابط: دبیرتخصصͬ

پژوهشͬ مقاله: نوع
۱۴۰۱/۰۶/۱۹ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۰۴/۲۶ دریافت: تاریخ
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۹۲–۸۵ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه نصراصفهانͬ، ع.

جبر در △ نوع از U = U− ⊗ U ۰ ⊗ U+ ۷ درینفلد⁃جیمبو شده کوانتیده پیچشͬ جبر از U+ مثبت قسمت [۲] و
جبر دقیقاً آن تصویر و ͬ برد م ساده A⁃مدول های به را U+ مولدهای نشاندن، این ͬ شود. م نشانده H(A) رینگل⁃هال
kQ مسیری جبر از رینگل⁃هال جبر که دادند نشان [۱۵] در ۹ وان دنبرگ و ۸ سونهانت همچنین ͬ باشد. م C(A) ترکیبی
است. برابر ۱۰ یافته تعمیم کز⁃مودی جبر از کوانتیده پیچشͬ جبر مثبت قسمت با است، دور بدون کویور ͷیQ آن در که
از کوانتوم گروە های مطالعه در رینگل⁃هال جبرهای که ͬ دهد م نشان دنبرگ وان و سونهانت ۱۱ گرین، رینگل، نتایج
است: اساسͬ مزیت دو دارای کوانتوم گروە های مطالعه در رینگل⁃هال جبرهای از استفاده برخوردارند. خاصͬ اهمیت
در ͬ توان م متقارن، کارتان یافته تعمیم ماتریس های با متناظر کوانتیده پیچشͬ جبرهای بر علاوه روش این از این که اول
اگر این که دوم کرد. استفاده نیز شدنͬ متقارن کارتان یافته تعمیم ماتریس های با متناظر کوانتیده پیچشͬ جبرهای مطالعه
ͬ توان م مثال برای ͬ یابد، م انتقال U+ به نمایش ͷی عنوان به M از خاصͬ ͬ های ویژە گ باشد، U+ از عضوی M نمایش
هستند ͬ هایی ویژە گ دارای هستند، U+ در که نمایش هایی ͬ شود م دیده همچنین کرد. استفاده ۱۲ اسلندر⁃ریتن نظریه از

برخوردارند. خاصͬ اهمیت از نمایش نظریه در که
نشان V E با را V ⊗k E برداری E⁃فضای ،V برداری k⁃فضای هر برای باشد. k میدان از توسیعͬ E کنیم فرض
محافظه توسیع را E توسیع باشد، میدان EndM/(rad(EndM))E ،M ناپذیر تجزیه A⁃مدول هر برای اگر ͬ دهیم. م

ͬ دهیم م قرار میدان ها یͺریختͬ تحت .[۱۳] گویند A جبر برای ۱۳ کار

Ω = {E|است A جبر برای کار محافظه توسیع E و است k متناهͬ میدان از توسیعͬ E}.

متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض .[۱۳] است نامتناهͬ ای مجموعه Ω آنگاه باشد متناهͬ نمایش نوع از جبری A اگر
نامیده هال چند جملە ای که ، φY

ZX ∈ Z[T ] چندجملە ای X,Y, Z ∈ modA هر برای اگر باشد. نامتناهͬ Ωی با بعد
چندجملە ای های دارای A گویند آنگاه φY

ZX(|E|) = F Y E

ZEXE ،E ∈ Ω هر برای بە طوری که باشد داشته وجود ͬ شود، م
اهمیت متناظر کوانتوم گروە های و لͬ جبرهای در ساختاری ضرایب محاسبه در هال های جملە ای چند .[۱۳] است هال
همچنین است. هال چندجملە ای های دارای متناهͬ نمایش موروثͬ جبر هر که کرده اثبات [۱۲] در رینگل دارند. زیادی
زیادی محققان و است باز هنوز رینگل حدس است. هال چندجملە ای های دارای متناهͬ نمایش جبر هر که زد حدس او
[۳] در ۱۴ هوبری ببینید). را [۱۶ ،۱۴ ،۱۲ ،۶ ،۵ ،۳] مراجع ) کردە اند بررسͬ خاصͬ حالت های در را حدس این درستͬ
ناکایاما جبرهای که است داده نشان [۶ ،۵] در نویسنده است. کرده مطالعه آفین کویورهای برای را هال چند جملە ای های
n⁃ناکایامای جبرهای شͺری و نویسنده هستند. هال چند جملە ای های دارای متناهͬ نمایش اریب ای خوشه جبرهای و
نمایش⁃متناهͬ جبرهای برای بندی تقسیم ͷی راست n⁃ناکایامای جبرهای اند. کرده مطالعه و معرفͬ [۷] در را راست
طبیعͬ عدد اگر فقط و اگر است نمایش⁃متناهͬ A بعد متناهͬ جبر که کردە اند اثبات [۷] در شͺری و نویسنده دهد. مͬ
ناکایاما جبر همان راست ۱⁃ناکایاما جبر که ͬ کنیم م یادآوری است. راست n⁃ناکایامای جبر ͷی A که باشد موجود n

است.
دارای راست ۲⁃ناکایامای جبر هر ͬ دهیم م نشان راست ۲⁃ناکایامای جبرهای خواص از استفاده با مقاله این در

ͬ کنیم. م اثبات جبرها این برای را رینگل حدس و است هال چندجملە ای های
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۹۲–۸۵ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ۲⁃ناکایاما، جبرهای برای هال جملە ای های چند

هال چندجملە ای های و ۲⁃ناکایاما جبرهای از لازم مقدماتͬ مفاهیم .۲

باشد. ابتدایی و متعامد خودتوان های از {e۱, e۲, . . . , en} کامل مجموعه با بعد متناهͬ k⁃جبر ͷی A کنیم فرض
(یا همبند را A جبر نباشند. یͺریخت ejA و eiA راست A⁃مدول های ،i ̸= j هر برای اگر گویند اساسͬ را A جبر
در باشند. A مرکزی خودتوان های تنها ۱ و ۰ معادل طور به یا نباشد جبر دو مستقیم ضرب A اگر گویند تجزیە ناپذیر)

ͬ گیریم. م نظر در همبند و اساسͬ بعد متناهͬ k⁃جبر ͷی را A همواره مقاله این
بعد متناهͬ راست A⁃مدول های همه مجموعه و ͬ دهیم م نشان modA با را بعد متناهͬ راست A⁃مدول های رسته
متناهͬ کویور [۳ .۷ دوم⁃قضیه فصل ،۱] ۱۵ گابریل قضیه به بنا ͬ دهیم. م نشان indA با را غیر یͺریخت ناپذیر تجزیه

.A ∼= kQ/I که است موجود kQ مسیری جبر از I پذیرفتنͬ ایدە ال و Q همبند و
فقط اگر گویند ۱۶ زنجیری تک را M مدول باشد. بعد متناهͬ A⁃مدول ͷی M و بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض
−A هر و تصویری تجزیە ناپذیر راست A⁃مدول هر اگر گویند ۱۷ ناکایاما را A جبر باشد. داشته ترکیبی سری ͷی
اگر فقط و اگر است ناکایاما A جبر که ͬ شود م دیده سادگͬ به باشد. تک زنجیری تزریقͬ، ناپذیر تجزیه راست مدول
پنجم فصل از سوم بخش به ناکایاما جبرهای خواص مطالعه برای باشد. تک زنجیری ناپذیر تجزیه راست A⁃مدول هر

کنید. مراجعه [۱] کتاب
M مدول های زیر از ۰ = M۰ ⊂ M۱ ⊂ · · · ⊂ Mm = M سری باشد. بعد متناهͬ A⁃مدول ͷی M کنیم فرض
گویند. M مدول برای ترکیبی سری ͷی را باشد ساده A⁃مدول ͷی Mj+۱/Mj ،۰ ≤ j ≤ m− ۱ هر برای بە طوری که

ͬ دهند. م نشان l(M) با و گویند M مدول طول را m عدد
ͬ کنیم م تعریف ͬ دهند. م نشان rad(M) با و گویند M مدول رادیͺال را M مدول بیشین مدول های زیر اشتراک

.n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر برای ،radn(M) := rad(radn−۱(M)) و rad۰(M) :=M

باشد. l طول با راست A⁃مدول ͷی M و بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۲ .۲ و ۲ .۱ تعاریف ،۷] .۱ .۲ تعریف

باشد. تک زنجیری M اگر گویند زنجیری ۱⁃بخش را M مدول (۱
M

radl−n(M)
مدول اگر گویند ۱۸ زنجیری n⁃بخش را M مدول بͽیرید. نظر در را ۱ < n ≤ l طبیعͬ عدد (۲

نباشد. تک زنجیری M
radl−n+۱(M)

مدول و باشد تک زنجیری
۱ ≤ i ≤ طبیعͬ عدد ͷی ازای به تجزیە ناپذیر راست A⁃مدول هر اگر گویند راست n⁃ناکایاما جبر ͷی را A (۳
باشد. داشته وجود زنجیری n⁃بخش تجزیە ناپذیر راست A⁃مدول ͷی حداقل و باشد زنجیری i⁃بخش ،n

ͬ باشد: م زیر کویور Q که A = KQ کنیم فرض .۲ .۲ مثال

۲ oo ۳ // ۱

است: زیر کویور A جبر اسلندر⁃ریتن کویور

۱۰۰

$$HH
HH

۰۱۱

$$HH
HH

۱۱۱

$$HH
HH

::vvvv
۰۱۰

۰۰۱

::vvvv
۱۱۰

::vvvv
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۱۱۱ راست Λ⁃مدول که ͬ شود م دیده سادگͬ به و هستند تک زنجیری ۱۱۰ و ۱۰۰ , ۰۱۱ , ۰۱۰ , ۰۰۱ راست A⁃مدول های
است. راست ۲⁃ناکایامای یͷ جبر A لذا است. زنجیری ۲⁃بخش

کنید. مراجعه [۷] به جبرها این از بیشتری مثال های دیدن و n⁃ناکایاما جبرهای خواص مطالعه برای

ͬ کنند م تعریف radn(M) = ۰ که n مثبت صحیح عدد کوچͺترین صورت به را M مدول ۱۹ لوی طول .۳ .۲ تعریف
ͬ دهند. م نشان ll(M) با و

ردە بندی و مطالعه [۷] در ۲⁃ناکایاما جبرهای روابط و کویور و شͺافتنͬ تقریبا دنبالە های ناپذیر، تجزیه مدول های
ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون داریم نیاز آنها به مقاله این در که را [۷] از قضایایی و مطالب قسمت این در اند. شده

را M مدول ساده مدول های زیر تمام توسط شده تولید مدول زیر باشد. بعد متناهͬ A⁃مدول ͷی M کنیم فرض
ͬ دهند. م نشان soc(M) با و گویند M مدول ساکل

تجزیه راست A⁃مدول ͷی M و راست ۲⁃ناکایاما جبر ͷی A کنیم فرض [۵ .۵ گزاره و لم. ۲. ۵ ،۷] .۴ .۲ گزاره
و soc(M) = S۱ ⊕ S۲ ،ll(M) = ۲ ،l(M) = ۳ که است تصویری مدولͬ M آن گاه باشد. زنجیری ۲⁃بخش ناپذیر

هستند. M ساده مدول های زیر S۲ و S۱ که rad(M) = soc(M)

است راست ۲⁃ناکایاما جبر ͷی A باشد. ناکایاما غیر بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۵ .۸ قضیه ،۷] .۵ .۲ قضیه
باشد. تک زنجیری غیر تصویری، تجزیە ناپذیر راست A⁃مدول هر اگر فقط و اگر

غیر تصویری، تجزیە ناپذیر راست A⁃مدول هر اگر باشد. بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۵ .۹ نتیجه ،۷] .۶ .۲ نتیجه
است. راست ۲⁃ناکایاما جبر ͷی یا ناکایاما جبر ͷی A آن گاه باشد، تک زنجیری

اثبات بدون داریم نیاز آنها به هال چندجملە ای های محاسبه برای مقاله این در که را قضایایی و مطالب قسمت این در
ͬ کنیم. م بیان

در باشد. ساده A⁃مدول ͷی S و بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض ([۲ .۴ لم ،۱۶] ببینید [۱۲]همچنین ) .۷ .۲ لم
دارند. وجود φM

NS و φM
SN هال چندجملە ای های M,N ∈ modA هر برای این صورت

آن گاه .X,M,N ∈ modA و باشد بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۵ گزاره ،۹] (۲۰ ریدتمان (فرمول .۸ .۲ لم

FX
MN =

| Ext۱A(M,N)X | aX
| HomA(M,N) | aMaN

کوتاه دقیق دنبالە های شامل Ext۱A(M,N)X ⊆ Ext۱A(M,N) زیرمجموعە ی اصلͬ عدد | Ext۱A(M,N)X | آن در که
.aM :=| AutA(X) | و است یͺریخت X با آن ها وسط جملە ی که است Ext۱A(M,N) در

هر برای آن گاه .[M ] = [M۱] + [M۲] ،H(A) در و باشد بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۲ .۱ لم ،۶] .۹ .۲ لم
.FL

MN = FL
M۱N

+ FL
M۲N

،L,N ∈ modA

19Loewy length 20Riedtmann
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۹۲–۸۵ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ۲⁃ناکایاما، جبرهای برای هال جملە ای های چند

صحیح ضرایب با چندجملە ای ها حلقه Z[T ] آن در که φ,ψ ∈ Z[T ] کنیم فرض [۴۴۱ صفحه لم ،۱۰] .۱۰ .۲ لم
φ(q) ،ψ(q) ،q ∈ Z نامتناهͬ تعداد برای اگر فقط و اگر ͬ شمارد م را φ ،ψ آن گاه باشد. ͷی ψ پیش رو ضریب و است

بشمارد. را

d(M,N) = dimk(HomA(M,N)) ،M,N ∈ modA کنیم فرض ([۲ .۳ لم ،۱۶] ببینید [۱۲]همچنین ) .۱۱ .۲ لم
.fMN (| E |) =| HomAE (ME , NE) | ،E ∈ Ω هر برای این صورت در .fMN = T d(M,N) ∈ Z[T ] و

A آن گاه باشد. k متناهͬ میدان روی متناهͬ نمایش بعد متناهͬ جبر ͷی A کنیم فرض [۲ .۹ قضیه ،۶] .۱۲ .۲ قضیه
موجود φX

Y Z هال چندجملە ای Y ∈ indA و X,Z ∈ modA هر برای اگر فقط و اگر است هال چندجملە ای های دارای
باشد.

۲⁃ناکایاما جبرهای برای هال چندجملە ای های .۳

چندجملە ای های دارای راست جبرهای۲⁃ناکایامای ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م اثبات را مقاله این اصلͬ قضیه بخش این در
هستند. هال

X,Z ∈ هر برای آن گاه باشد. تک زنجیری A⁃مدول ͷی M و راست ۲⁃ناکایامای جبر ͷی A کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
است. موجود φX

MZ هال چندجملە ای modA

مشخص top(M) :=
M

rad(M)
و l(M) = l آن طول توسط یͺتا طور به است، تک زنجیری M چون اثبات.

Si(l) با Mرا مدول باشد، یͺریختͬ تحت ساده A⁃مدول های از کامل مجموعه {S۱, S۲, . . . , Sn} کنیم فرض ͬ شود. م
بنابه باشد، ناپذیر تجزیه و زنجیری ۲⁃بخش A⁃مدول ͷی N اگر همچنین .top(M) = Si آن در که ͬ دهیم م نشان
که باشد A⁃مدول ͷی L کنیم فرض ͬ شود. م مشخص top(N) توسط یͺتا بە طور پس است، تصویری N ،۴ .۲ گزاره
،۱ ≤ i ≤ n هر برای آن در که ، α = (α۱, α۲, . . . , αn) n⁃تایی آن گاه باشد. تک زنجیری A⁃مدول های مستقیم جمع
این صورت در ،L = ⊕n

i=۱ ⊕j Si(α
j
i ) که دارد وجود است، نامنفͬ صحیح اعداد از افراز ͷی αi = (α۱

i , α
۲
i , . . .)

باشد تک زنجیری A⁃مدول های مستقیم جمع که A⁃مدول هر ͬ دهیم. م نشان L(α) با و گوییم α نوع از مدول را L
بعد متناهͬ A⁃مدول هر است راست ۲⁃ناکایامای جبر ͷی A چون که کنید توجه ͬ شود. م داده نمایش این صورت به

ͬ باشد. م تصویری مدول های و زنجیری تک مدول های مستقیم جمع بە صورت
،i, j هر برای اگر فقط و اگر α ≤ β ͬ گیریم. م نظر در را زیر جزیی ترتیب افرازها از n⁃تایی ها همه مجموعه روی حال
باشد. M لوی فاکتور iM =MJ(A)i−۱/(MJ(A)i) ،l(M) = l آن در که ۱ ≤ i ≤ l هر برای کنیم فرض .βij ≤ αi

j

آن در که [۱M ][۲M ] · · · [
l
M ] =

∑
α a

M
α [L(α)] داریم H(A) رینگل⁃هال جبر در این صورت در

aMα =| {N ⊇ ۰N ⊇ ۱N ⊇ · · · ⊇ lN = ۰ | i−۱N/iN ∼= iM, ∀i} | .

[M ] ،H(A) در نتیجه در .NJ(A)i ⊆ iN ،۱ ≤ i ≤ l هر برای بنابراین و i−۱NJ(A) ⊆ iN آن گاه aMα ̸= ۰ اگر
،۷ .۲ لم های از استفاده با پس ͬ شود. م نوشته [۱M ], . . . , [lM ] ساده مدول های صحیح) ضرایب (با مجموع بە صورت
□ است. موجود φX

MZ هال چندجملە ای که ͬ شود م دیده سادگͬ به ۹ .۲

کنیم. اثبات را مقاله این اصلͬ قضیه ͬ توانیم م حال

۸۹ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134443.1515
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دارای A آن گاه باشد. k متناهͬ میدان روی اساسͬ و همبند راست ۲⁃ناکایامای جبر ͷی A کنیم فرض .۲ .۳ قضیه
است. هال چندجملە ای  های

φX
Y Z هال چندجملە ای Y ∈ indA و X,Z ∈ modA هر برای دهیم نشان است کافͬ ۱۲ .۲ قضیه بنابه اثبات.

تصویری یا تک زنجیری A⁃مدول ͷی Y ،۵ .۲ قضیه بنابه .Y ∈ indA و X,Z ∈ modA کنیم فرض است. موجود
ͷی Y کنیم فرض است. موجود φX

Y Z هال چندجملە ای ۱ .۳ قضیه بنابه باشد تک زنجیری A⁃مدول ͷی Y اگر است.
،۸ .۲ لم بنابه .E ∈ Ω و باشد تصویری تجزیە ناپذیر A⁃مدول

FXE

Y EZE =
| Ext۱AE (Y

E , ZE)XE || AutAE (XE) |
| HomAE (Y E , ZE) || AutAE (Y E) || AutAE (ZE) |

.

،۱ پیشرو ضریب با جملە ای های چند ،۱۱ .۲ لم بنابه .| Ext۱AE (Y
E , ZE)EX |= ۱ است، تصویری Y چون

،E ∈ Ω هر برای که دارند وجود gY Z , aY , aZ , aX ∈ Z[T ]

gY Z(| E |) =| HomAE (Y E , ZE) |,

aY (| E |) =| AutAE (Y E) |,

aZ(| E |) =| AutAE (ZE) |,

aX(| E |) =| AutAE (XE) | .

□ است. موجود φX
Y Z هال چندجملە ای ۱۰ .۲ لم بنابه پس

قدردانͬ و تشͺر

ͬ نمایم. م قدردانͬ و تشͺر ایشان، سازنده پیشنهادات و دقیق مطالعه بە خاطر محترم داور از
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Hall Polynomials For 2-Nakayama Algebras
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Abstract: In this note we show that Hall polynomials exist for basic connected right
2-Nakayama algebras. This result prove the Ringel’s conjecture for right 2-Nakayama al-
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