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۲ حداقل کرول بعد از گرنشتاین حلقه های برای اوسلندر‑ریتن حدس

اشراقی حسین

ديگر همولوژيک های حدس از بسياری با که است جبرها نمايش نظريه در مهم و قديمی حدس های از يکی اوسلندر‑ريتن حدس چکیده.
اين از دوگانی صورت اخيراً آورد. فراهم را ديگر همولوژيک حدس چندين اثبات زمينه می تواند حدس اين درستی اثبات است. مرتبط نيز

مقاله باشد. ساده تر آن درستی بررسی است ممکن حالات، برخی در و می باشد آن اصلی صورت از قوی تر که گرفته قرار مطالعه مورد حدس

داده نشان ابتدا در می پردازد. ۲ حداقل کرول بعد با حلقه های روی گرنشتاين نوتری جبرهای مورد در دوگان اين صورت بررسی به حاضر،

باشد. ۲ دقيقاً زمينه حلقه کرول بعد که بگيريم نظر در را حالتی تنها است کافی جبرهايی، چنين روی حدس اين بررسی به منظور که می شود

می دهيم. نشان متناهی طول با مدول های برای را مذکور حدس درستی و کرده معطوف جبرهایی چنین به تنها را خود توجه سپس

مقدمه .۱

حدس ([۵] آرتینی۱ جبرهای عام  تر، به طور (یا متناهی البعد جبرهای نمایش نظریه در قدیمی بسیار و مهم حدس های از یکی
می  گردد. بیان زیر به صورت که می باشد اوسلندر۲‑ریتن۳

ExtiΓ(M,M⊕Γ) = ۰ ،i ≥ ۱ هر به ازای اگر باشد. متناهی تولید با MیکΓ‑مدول و آرتینی جبر یک Γ کنیم فرض (ح.ا.ر)
است. تصویری M آن گاه

حدس به موسوم دیگری معروف حدس برای معادل شرط یک به عنوان ریتن و اوسلندر توسط [۴] در بار اولین حدس این
نمایش نظریه در دیگر مهم حدس های از بسیاری با حدس این که شد مشخص سرعت به گردید. ارائه [۱۶] ناکایاما۴ تعمیم یافته
حدس کرد. اشاره [۱۹] تاشیکاوا۵ حدس و [۱۳] نهایی بعد مشهور حدس به می توان میان، این از که دارد تنگاتنگی ارتباط جبرها
متناهی نمایش نوع دارای جبرهای آن ها، مهمترین که رسیده اثبات به آرتینی جبرهای از خاصی انواع برای تاکنون اوسلندر‑ریتن
مدول های −Γ از یکریختی کلاس  متناهی تعداد تنها هرگاه می شود نامیده متناهی نمایش نوع دارای Γ آرتینی جبر .[۴] هستند
است گرفته قرار توجه مورد نیز نوتری و جابجایی حلقه های مورد در حدس این به علاوه، .[۵] باشد موجود متناهی تولید با تجزیه ناپذیر

.[۱۸ ،۱۴ ،۸ ،۱]
می شود: بیان ذیل صورت به که گرفته قرار توجه مورد (ح.ا.ر) از دوگانی صورت [۱۲] مرجع در تازگی به

گرنشتاین. مدول نوتری، جبر اوسلندر‑ریتن، حدس (دوگان) کليدي: کلمات و عبارات
اسدالهی جواد رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
۱۴۰۱/۰۶/۲۶ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۰۴/۲۸ دریافت: تاریخ
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۱۰۴–۹۳ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه اشراقی، ح.

Λ‑مدول هر ازای به که باشد چنان آرتینی، Λ‑مدول یک M و R جابجایی حلقه روی جبرنوتری یک Λ کنیم فرض (د.ح.ا.ر)
است. تزریقی M این صورت در .ExtiΛ(I ⊕M,M) = ۰ ،i ≥ ۱ هر و I تزریقی

در i ≥ ۱ هر برای ExtiΓ(M,Γ) = ۰ شرط آن گاه باشد گرنشتاین۶ (Λ نوتری (جبر Γ آرتینی جبر اگر که است ذکر به لازم
(گرنشتاین بودن تصویری گرنشتاین با می توان را ( (د.ح.ا.ر) در I تزریقی مدول هر و i ≥ ۱ ازای به ExtiΛ(I,M) = ۰) (ح.ا.ر)
مدول های مستلزم که داشت خواهیم سروکار (د.ح.ا.ر) از صورتی با حاضر، مقاله در رو، این از کرد. جایگزین M بودن) تزریقی
حلقه  بر نوتری جبرهای برای که شده داده نشان به ویژه و گرفته قرار مطالعه مورد [۱۲] مقاله در اخیر حدس است. تزریقی گرنشتاین
جبر یک یا آرتینی جبر یک Λ که حالاتی در همچنین می کند. ایجاب را (ح.ا.ر) درستی (د.ح.ا.ر)، برقراری ،R گرنشتاین موضعی
به ذیل شرط افزودن که شده ثابت [۲ .۱۰ قضیه ،۱۲] در هستند. هم ارز منطقاً حدس دو این باشد، R تام گرنشتاین حلقه بر نوتری

می کند: ایجاب را آن برقراری (د.ح.ا.ر)، مفروضات
HomΛ(Λp,M) Λp‑مدول ،R از p نابیشین اول ایده آل هر برای و باشد ۲ دست کم کرول۷ بعد از گرنشتاین و موضعی R حلقه

است. متناهی تزریقی بعد دارای
پرداخته HomΛ(Λp,M) فرم به مدول های مطالعه به آن در که است حاضر مقاله نگارش اصلی انگیزه های از یکی موضوع، این
که همان طور زیرا، است، ۲ کرول بعد دارای R حلقه که می کنیم حالتی به معطوف را خود توجه ویژه، طور به مقاله، این در می شود.

می کند. ایجاب را حالات سایر در آن درستی حالت، این در (د.ح.ا.ر) درستی داد، خواهیم نشان
به منظور که شده داده نشان و گرفته قرار توجه مورد (ح.ا.ر) مطالعه در متناهی طول با مدول های نقش [۶] مرجع در دیگر، سوی از

داد. قرار توجه مورد را متناهی طول دارای مدول های است کافی ، ‑مکالی۹ کوهن۸ حلقه های روی حدس این برقراری
با گرنشتاین و موضعی جابجایی، حلقه یک نشان دهنده همواره R ادامه، در شد. مقاله این نگارش انگیزه ی گفتیم، کنون تا آن چه
آرتینی جبرهای تعریف از الهام با پس می شود؛ فرض نوتری R‑جبر یک Λ همچنین است. m بیشین ایده آل و d ≥ ۲ کرول بعد
با مدول −R یک به تبدیل را Λ و بوده Λ یکدار حلقه مرکز در مشمول آن نگاره که می شود یافت φ : R → Λ حلقه ای همریختی ،[۵]
مربوط اساسی مفاهیم مطالعه برای می شود. فرض بیشین کوهن‑مکالی R‑مدولی، ساختار این با Λ علاوه، به  می کند. متناهی تولید

کند. مراجعه [۷] و [۲] مراجع به می تواند خواننده حلقه هایی، چنین به

ΓM نماد با را آن لزوم صورت در که می باشد Γ مشخص حلقه بر M چپ مدول یک مدول، یک از منظور مقاله، این سراسر در
و pdΓ(M) نمادهای می شوند. داده نشان MΓ نماد با لزوم صورت در و شده مشخص صراحت به راست مدول های می دهیم؛ نشان
در را آن ها تعاریف می تواند خواننده که رفت خواهند به کار M Γ‑مدول تزریقی و تصویری ابعاد دادن نشان برای ترتیب به idΓ(M)

می شود. گرفته به کار همریختی یک هسته دادن نشان برای Ker نماد بیابد. [۱۷]
کرد: بیان زیر صورت به می توان را حاضر مقاله اصلی نتیجه

می کند. صدق متناهی طول با مدول های روی (د.ح.ا.ر) در Λ گرنشتاین نوتری جبر −R هر فوق، قرارداد های با .۱ .۱ قضیه

اصلی نتایج .۲

مطالب و مفهوم این مبسوط مطالعه برای مناسب مرجع یک می کنیم. آغاز گرنشتاین مدول های مفهوم یادآوری با را بخش این
می باشد. [۱۱] کتاب آن، با مرتبط
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۱۰۴–۹۳ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۲ حداقل کرول بعد از گرنشتاین حلقه های برای اوسلندر‑ریتن حدس

دقیق همبافت هرگاه است تزریقی گرنشتاین M گوییم است. Λ‑مدول یک M کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

· · · −→ I−۱ −→ I۰ −→ I۱ −→ · · ·

هر برای ،HomΛ(J,−) تابعگر تأثیر تحت همبافت این و M = Ker(I۰ −→ I۱) که شود یافت چنان تزریقی Λ‑مدول های از
بماند. باقی دقیق ،J تزریقی Λ‑مدول

به هرگاه نامیم یکدست گرنشتاین را N Λ‑مدول همچنین می شود. تعریف دوگان صورت به تصویری گرنشتاین مدول های مفهوم
دقیق همبافت ازای

· · · −→ F−۱ −→ F ۰ −→ F ۱ −→ · · ·

باشیم داشته می ماند، باقی دقیق I تزریقی راست Λ‑مدول هر ازای به I ⊗Λ − تابعگر تأثیر تحت که یکدست Λ‑مدول های از
.N = Ker(F ۰ −→ F ۱)

تصویری گرنشتاین مدول های معرفی با ابتدا در گرنشتاین، مدول های مطالعه و ارائه که است اهمیت حائز نکته این به توجه
اوسلندر توسط که صفر G‑بعد دارای مدول های طبیعی تعمیم عنوان به مدول ها از گونه این گردید. آغاز ژندا۱۱ و ایناکس۱۰ توسط
[۹] مراجع می تواند خواننده شدند. ارائه بودند، گرفته قرار مطالعه مورد موضعی و جابجایی حلقه های روی تنها و [۳] در بریدگر۱۲ و

ببیند. بیشتر اطلاعات کسب برای را [۱۰] و

یعنی باشد؛ متناهی تزریقی بعد دارای راست Λ‑مدول و چپ Λ‑مدول عنوان به Λ هرگاه نامیم گرنشتاین را Λ حلقه .۲ .۲ تعریف
.id(ΛΛ) < ∞ و id(ΛΛ) < ∞

هستند. گرنشتاین حلقه های از نمونه هایی ،K میدان بر K[x۱, · · · , xn] n‑متغیره چندجمله ای های حلقه و Z صحیح اعداد حلقه
مدول برای ،[۹ .۱ .۱۰ قضیه ،۱۱] بنا بر که است این بود، خواهد استفاده مورد بارها که گرنشتاین، حلقه های اساسی خواص از یکی

. idΛ(M) < ∞ اگر تنها و اگر pdΛ(M) < ∞ ،Λ حلقه چنین بر M
است: شده ارائه ذیل لم در گرنشتاین حلقه های بر گرنشتاین مدول های برای مشخص سازی هایی

است. Λ‑مدول یک M کنیم فرض .۳ .۲ لم

.ExtiΛ(N,M) = ۰ ،i ≥ ۱ هر و متناهی تزریقی بعد با N Λ‑مدول هر برای آن گاه باشد تزریقی گرنشتاین M اگر (۱)
می سازد. مشخص را تزریقی گرنشتاین مدول های خاصیت، این آن گاه باشد گرنشتاین Λ اگر به علاوه،

.TorΛi (N,M) = ۰ ،i ≥ ۱ هر و متناهی تزریقی بعد با N راست Λ‑مدول هر برای آن گاه باشد یکدست گرنشتاین M اگر (۲)
می  سازد. مشخص را یکدست گرنشتاین مدول های خاصیت، این آن گاه باشد گرنشتاین Λ اگر به علاوه،

□ شده اند. داده نشان [۱۰ .۳ .۸ قضیه ،۱۱] و [۱۱ .۲ .۲ نتیجه ،۱۱] در ترتیب به (۲) و (۱) قسمت های اثبات.

و کرده خودداری آن ذکر از اینجا در که است موجود تصویری گرنشتاین مدول های مورد در مشابهی گزاره که است ذکر شایان
می دهیم. ارجاع [۱۱] به را خواننده
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۱۰۴–۹۳ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه اشراقی، ح.

xm = ۰ از ،m ∈ M هر ازای به هرگاه است M‑منظم عضوی x گوییم .x ∈ Λ و است Λ‑مدول یک M کنیم فرض .۴ .۲ تعریف
.m = ۰ شود نتیجه

،M دلخواه Λ‑مدول برای مقاله، این ادامه در نباشد. صفر علیه مقسوم M روی که است عضوی M‑منظم، عضو دیگر، بیان به
می دهد. نشان را Λ از x دلخواه عضو توسط M از شده پوچ زیرمدول xM ≃ HomΛ(

Λ
xΛ ,M)

باشد. ‑مدول Λ
xΛ یک B و Λ‑مدول یک A Λ‑منظم، مرکزی عضو یک x ∈ Λ کنیم فرض .۵ .۲ لم

.pd Λ
xΛ
(xA) = pdΛ(A)− ۱ آن گاه A = xA و نباشد تصویری A اگر (۱)

،n ≥ ۱ هر برای آن گاه باشد نیز A‑منظم ،x اگر (۲)

ExtnΛ(B,A) ≃ Extn−۱
Λ
xΛ

(B,
A

xA
).

،n ≥ ۱ هر برای آن گاه A = xA اگر (۳)

ExtnΛ(A,B) ≃ Extn−۱
Λ
xΛ

(xA,B),

ExtnΛ(B,A) ≃ ExtnΛ
xΛ

(B, xA).

□ شده اند. ارائه [۱۵] مرجع از ۱۵۵ صفحه ۴ و ۲ ،۱ تمرینات در ترتیب به (۳) و (۲) ،(۱) قسمت های اثبات.

موضوع این ذیل گزاره است. برقرار M = xM رابطه همواره ،M تزریقی مدول −Λ و x منظم −Λ عضو برای می گردد یادآوری
می دهد. تعمیم گرنشتاین حلقه های بر تزریقی گرنشتاین مدول های به را

باشد. Λ‑منظم مرکزی عضو یک x ∈ Λ و گرنشتاین Λ نوتری جبر کنیم فرض .۶ .۲ گزاره

.xM = M ،M تزریقی گرنشتاین Λ‑مدول هر برای (۱)
است. گرنشتاین Λ

xΛ حلقه (۲)

موجود Λ‑مدول ها از ۰ −→ Λ
.x−→ Λ −→ Λ

xΛ −→ ۰ کوتاه دقیق دنباله است، Λ‑منظم عضو یک x چون .(۱) اثبات.
است، گرنشتاین Λ چون و pdΛ(

Λ
xΛ) ≤ ۱ که می دهد نشان به ویژه دنباله این است. x توسط ضربی همریختی معرف .x که است

کوتاه دقیق دنباله ۳ .۲ لم بستن کار به و فوق دقیق دنباله بر HomΛ(−,M) تابعگر اعمال با حال .idΛ( Λ
xΛ) < ∞

۰ −→ HomΛ(
Λ

xΛ
,M) −→ M

.x−→ M −→ ۰

از ۰ −→ xM −→ M
.x−→ M −→ ۰ کوتاه دقیق دنباله ،xM ≃ HomΛ(

Λ
xΛ ,M) چون که کنید توجه می آید. دست به

.M = xM رو، این از است. پوشا .x همریختی که می دهد نشان ویژه به دنباله این داریم. اختیار در را Λ‑مدول ها
یکریختی i ≥ ۱ هر برای ،۵ .۲ لم از (۲) قسمت بنابر باشد. دلخواه ‑مدول Λ

xΛ یک B کنیم فرض .(۲)

ExtiΛ(B,Λ) ≃ Exti−۱
Λ
xΛ

(B,
Λ

xΛ
)
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۱۰۴–۹۳ (۱۴۰۱) ۱ شماره ،۷ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ،۲ حداقل کرول بعد از گرنشتاین حلقه های برای اوسلندر‑ریتن حدس

،j ≥ i هر و بزرگ کافی اندازه به i ازای به که می کند ایجاب لم فرض هست، نیز Λ‑مدول یک B که آنجا از است. موجود
□ .id Λ

xΛ
( Λ
xΛ) < ∞ می دهد نتیجه که Extj−۱

Λ
xΛ

(B, Λ
xΛ) = ۰ ،j چنین هر ازای به رو، این از .ExtjΛ(B,A) = ۰

بر مدولی عنوان به Λ و بوده نوتری حلقه ای Λ مرکز هرگاه است نوتری جبر یک Λ یکدار حلقه که می شود دیده به سادگی .۷ .۲ تبصره
عنوان به می توان را Λ نوتری R‑جبر روی x Λ‑منظم مرکزی عضو هر موضوع، این کردن لحاظ با باشد. متناهی تولید با حلقه، این

بود. خواهد مهم مقاله، ادامه در مطلب این انگاشت. است، R‑منظم و Λ‑منظم همزمان که عضوی

.ExtiΛ(M,M) = ۰ ،i ≥ ۱ هر ازای به هرگاه است خود‑متعامد M گوییم است. Λ‑مدول یک M کنیم فرض .۸ .۲ تعریف

ذیل، گزاره که داد خواهیم نشان ادامه در می کند. روشن را ۲ کرول بعد با حلقه های بر نوتری جبرهای مطالعه اهمیت ذیل، گزاره
می کند. پایه گذاری را ۱۳ .۲ قضیه در شده کارگرفته به استقراء [۱۰ .۲ گزاره ،۱۲] به همراه

با گرنشتاین نوتری R‑جبر هر آن گاه کند. صدق  (د.ح.ا.ر) در ،d = ۲ با Λ گرنشتاین نوتری R‑جبر هر می کنیم فرض .۹ .۲ گزاره
می کند. صدق (د.ح.ا.ر) در نیز d ≥ ۲

Λ‑مدول یک M و ،d > ۲ باشد، گرنشتاین نوتری R‑جبر یک Λ می کنیم فرض می کنیم. استفاده d ≥ ۲ بر استقراء از اثبات.
۶ .۲ گزاره و می شود یافت x ∈ Λ Λ‑منظم مرکزی عضو نوتری، جبر تعریف بنابر باشد. خود‑متعامد و آرتینی تزریقی، گرنشتاین
B که می کنیم ادعا و می گیریم نظر در متناهی تزریقی بعد از ‑مدول Λ

xΛ یک را B اکنون .M = xM ،x و M چنین برای می دهد نشان
pd Λ

xΛ
(B) < ∞ ،۶ .۲ گزاره بنابر که می کنیم توجه نخست ادعا، اثبات برای است. متناهی تزریقی بعد دارای نیز Λ‑مدول عنوان به

تصویری تحلیل لذا و

۰ −→ Qn −→ Qn−۱ −→ · · ·Q۱ −→ Q۰ −→ B −→ ۰ (∗)

مستقیمی جمعوند Qi که است موجود چنان Fi آزاد ‑مدول Λ
xΛ ،۰ ≤ i ≤ n هر برای می باشد. موجود B برای ‑مدول ها Λ

xΛ توسط
از .pdΛ( Λ

xΛ) ≤ ۱ که می دهد نشان Λ‑مدول ها از ۰ −→ Λ
.x−→ Λ −→ Λ

xΛ −→ ۰ دقیق دنباله دیگر، سوی از باشد. Fi از
به دست و بسته به کار را (∗) دنباله اکنون .pdΛ(Qi) ≤ ۱ لذا و pdΛ(Fi) ≤ ۱ ،۰ ≤ i ≤ n هر برای که می آوریم به دست اینجا

می گردد. تأیید فوق ادعای و idΛ(B) < ∞ پس است؛ گرنشتاین حلقه یک Λ اما .pdΛ(B) < ∞ می آوریم
یکریختی ۵ .۲ لم از (۳) قسمت حال

Ext۱
Λ
xΛ

(B, xM) ≃ Ext۱
Λ(B,M)

۶ .۲ گزاره و ۳ .۲ لم  از مجدد استفاده .Ext۱
Λ
xΛ

(B, xM) = ۰ می کند ایجاب ۳ .۲ لم همراه به که می کند فراهم را آبلی گروه های از
است. تزریقی گرنشتاین ‑مدول Λ

xΛ یک xM که است این مؤید
۰ −→ xM −→ M

.x−→ M −→ ۰ دقیق دنباله است، خود‑متعامد ‑مدول Λ
xΛ یک xM که این اثبات منظور به دیگر، سوی از

دقیق دنباله دنباله، این بر HomΛ(M,−) تابعگر اعمال با بگیرید. نظر در را شد مشخص پیش تر آن موجودیت که مدول ها −Λ از

· · · −→ ۰ = Exti−۱
Λ (M,M) −→ ExtiΛ(M, xM) −→ ExtiΛ(M,M) = ۰ −→ · · ·
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یکریختی ۵ .۲ لم از (۳) قسمت علاوه، به می باشد. i ≥ ۲ ازای به ExtiΛ(M, xM) = ۰ مستلزم که می گردد حاصل

ExtiΛ(M, xM) ≃ Exti−۱
Λ
xΛ

(xM, xM)

خود‑متعامد xM ‑مدول Λ
xΛ لذا می گردد. i ≥ ۲ ازای به Exti−۱

Λ
xΛ

(xM, xM) = ۰ به منجر که می دهد دست به را آبلی گروه های از
است.

توجه است. ‑مدول Λ
xΛ یک عنوان به xM بودن آرتینی متضمن وضوح به Λ‑مدول یک عنوان به M بودن آرتینی همچنین،

فرض بنابر رو، این از .۱ < d − ۱ < d و است d − ۱ با برابر R
xR حلقه کرول بعد ۷ .۲ تبصره و [۷] از A.۴ گزاره بنابر که کنید

قسمت بنابراین .pd Λ
xΛ
(xM) < ∞ است، گرنشتاین ۶ .۲ گزاره مطابق Λ

xΛ چون بود. خواهد تزریقی ‑مدول Λ
xΛ یک xM استقراء،

تزریقی گرنشتاین Λ‑مدول هر [۱۰ .۱ .۲ گزاره ،۱۱] بنابر اما .idΛ(M) < ∞ لذا و pdΛ(M) < ∞ می کند ایجاب ۵ .۲ لم از (۱)
□ است. کامل برهان و است تزریقی متناهی، تزریقی بعد دارای

گردید، روشن d = ۲ حالت در (د.ح.ا.ر) نادرستی یا و درستی تعیین برای گرنشتاین نوتری R‑جبرهای مطالعه اهمیت که اکنون
می دهیم. اختصاص جبرهایی چنین بررسی به را حاضر مقاله ادامه

.idΛ(Λ⊗R I) < ∞ متناهی، تزریقی بعد با I R‑مدول برای صورت این در است. گرنشتاین Λ نوتری جبر کنیم فرض .۱۰ .۲ لم

صورت به متناهی تصویری تحلیل یک لذا و pdR(I) < ∞ داریم است، گرنشتاین R که آنجا از اثبات.

۰ −→ qt −→ qt−۱ −→ · · · −→ q۱ −→ q۰ −→ I −→ ۰

R‑مدول یک [۱۱ .۵ .۴ نتیجه ،۱۱] بنابر لذا و بیشین کوهن‑مکالی R‑مدول یک Λ مفروضات، مطابق است. موجود I برای
هست. نیز یکدست گرنشتاین ،[۱۰ .۳ .۱۰ نتیجه ،۱۱] لطف به تصویری، گرنشتاین R‑مدول هر علاوه، به است. تصویری گرنشتاین
ازای به و i ≥ ۱ ازای به TorRi (Λ,−) تابعگر ،۳ .۲ لم مطابق به ویژه، و بود خواهد یکدست گرنشتاین R‑مدول یک Λ رو، این از
متناهی تزریقی بعد دارای ،۰ ≤ j ≤ t ،qj هر که موضوع این گرفتن درنظر با می شود. پوچ متناهی، تزریقی بعد دارای R‑مدول های

دقیق دنباله فوق الذکر، دنباله بر Λ⊗R − تابعگر اعمال با است،

۰ −→ Λ⊗R qt −→ · · · −→ Λ⊗R q۰ −→ Λ⊗R I −→ ۰ (∗)

می شود. تولید مدول ها −Λ از
هم ارزی الحاقی، یکریختی به کارگیری با است. تصویری Λ‑مدول یک Λ⊗R qj ،۰ ≤ j ≤ t برای می دهیم نشان حال

HomΛ(Λ⊗R qj ,−) ≃ HomR

(
qj ,HomΛ(Λ,−)

)
≃ HomR(qj ,−)

تابعگر فوق، هم ارزی بنابر و ،HomR(qj ,−) تابعگر است، تصویری R‑مدول یک qj که آنجا از می گردد. ایجاد تابعگرها از
می باشد. Λ⊗R qj Λ‑مدول بودن تصویری با معادل که است دقیق HomΛ(Λ⊗R qj ,−)

دقیق دنباله اکنون می باشد. متناهی تزریقی بعد دارای ،Λ بودن گرنشتاین به توجه با Λ⊗R qj مدول −Λ ،۰ ≤ j ≤ t برای لذا
می کند. ثابت را حکم (∗)
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□

از p اول ایده آل ارتفاع نشان دهنده ht(p) نماد که می گردد یادآوری دهیم. ارائه را مقاله این اصلی نتایج از یکی می توانیم اکنون
.Λp := Λ⊗R Rp می کنیم قرارداد و گرفته p اول ایده آل در R حلقه شده موضعی را Rp همچنین است. R حلقه

Λ‑مدول های که است چنان Λ کنیم فرض همچنین .d = ۲ و باشد گرنشتاین نوتری R‑جبر یک Λ کنیم فرض .۱۱ .۲ گزاره
،R از p نابیشین اول ایده آل هر و M مدول چنین هر ازای به صورت این در می شوند. یافت متناهی تولید با تزریقی گرنشتاین

.HomΛ(Λp,M) = ۰

الحاقی، یکریختی بنابر که کنید توجه نخست اثبات.

HomΛ(Λp,M) ≃ HomΛ(Λ⊗R Rp,M)

≃ HomR

(
Rp,HomΛ(Λ,M)

)
≃ HomR(Rp,M).

،۷] جابجایی جبر در کلاسیک قضایای از یکی است، گرنشتاین R چون .HomR(Rp,M) = ۰ شود داده نشان است کافی پس
صورت به را R کمینه تزریقی تحلیل [۳ .۳ .۱۰ قضیه

۰ −→ R −→ I۰ −→ I۱ −→ E(R/m) −→ ۰ (∗)

است. R/q R‑مدول تزریقی پوش معرف E(R/q) و I۱ =
⊕

ht(q)=۱ E(R/q) و I۰ =
⊕

ht(q)=۰ E(R/q) که می کند توصیف
،۱ ارتفاع با q اول ایده آل هر به ازای ،[۳ .۳ .۸ قضیه ،۱۱] به بنا   آن گاه .ht(p) = ۰ که بگیرید چنان را R از p اول ایده آل
p′ ⊆ p یا p ⊆ p′ شمول های از یک هیچ آن گاه ht(p′) = ۰ که باشد R از اولی ایده آل p′ ̸= p اگر همچنین .E(R/q)p = ۰

و p اول ایده آل در (∗) دنباله سازی موضعی با رو، این از .E(R/m)p = ۰ مشابه، به طور .E(R/p′)p = ۰ پس بود، نخواهد برقرار
E(R/p) که می کند بیان یکریختی این می آید. دست به Rp ≃ E(R/p) R‑مدولی یکریختی ،[۳ .۳ .۸ قضیه ،۱۱] از دوباره استفاده
است یکدست R‑مدول یک E(R/p) چون بگیرید. درنظر را R/m ⊆ E(R/m) شمول حال هست. نیز یکدست R‑مدول یک

داریم

E(R/p)⊗R R/m ⊆ E(R/p)⊗R E(R/m).

همچنین .E(R/p)⊗R R/m = ۰ درنتیجه و E(R/p)⊗R E(R/m) = ۰ ،[۹ .۴ .۵ لم ،۱۱] به بنا اما

R/m ≃ HomR

(
R/m,E(R/m)

)
,
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بنابراین و

HomR(Rp, R/m) ≃ HomR

(
E(R/p), R/m

)
≃ HomR

(
E(R/p),HomR

(
R/m,E(R/m)

))
≃ HomR

(
E(R/p)⊗R R/m,E(R/m)

)
= ۰.

بنابراین و Λ بر متناهی طول دارای [۴ .۱۰ لم ،۹] بنابر مدولی چنین است. متناهی تولید با و تزریقی گرنشتاین Λ‑مدول یک M اما
ترکیبی سری بنابراین می باشد. R بر متناهی طول دارای [۴ .۲ گزاره ،۲] مطابق

۰ = M۰ ⫋ M۱ ⫋ · · · ⫋ Mt−۱ ⫋ Mt = M

،۱ ≤ i ≤ t برای ویژه به است؛ موجود M برای

Mi

Mi−۱
≃ R/m.

دقیق دنباله های بر HomR(Rp,−) تابعگر چندباره به کار گیری با پس .HomR(Rp, R/m) = ۰ شد، گفته بالا بند در آنچه بنابر

۰ −→ Mi−۱ −→ Mi −→
Mi

Mi−۱
−→ ۰

.HomR(Rp,M) = ۰ می آوریم دست به ۲ ≤ i ≤ t ازای به
دنباله تولید به منجر [۳ .۳ .۸ قضیه ،۱۱] از مجدد استفاده همراه به p در (∗) دنباله موضعی سازی .ht(p) = ۱ کنید فرض اکنون

دقیق

۰ −→ Rp −→
⊕
q⊆p

ht(q)=۰

E(R/q) −→ E(R/p) −→ ۰

نشان ۳ .۲ لم و است یکدست گرنشتاین R‑مدول یک Λ شد، گفته ۱۰ .۲ لم برهان در آنچه بنابر همچنین می گردد. R‑مدول ها از
کوتاه دقیق دنباله اخیر، دنباله بر Λ⊗R − تابعگر اعمال با لذا .TorRi

(
Λ,E(R/p)

)
= ۰ ،i ≥ ۱ برای که می دهد

۰ −→ Λp −→
⊕
q⊆p

ht(q)=۰

(
Λ⊗R E(R/q)

)
−→ Λ⊗R E(R/p) −→ ۰ (†)

شد، گفته پیش تر آنچه بنابر صفر، ارتفاع با R از q اول ایده آل برای که کنید توجه می گردد. ایجاد Λ‑مدول ها از

HomΛ

(
Λ⊗R E(R/q),M

)
≃ HomR

(
E(R/q),HomΛ(Λ,M)

)
≃ HomR

(
E(R/q),M

)
= ۰,
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ایجاب Λ بودن گرنشتاین است، یکدست Λ‑مدول یک Λq چون علاوه، به است. شده استفاده نیز الحاقی یکریختی از اینجا در که
داریم ۳ .۲ لم بنابر و idΛ(Λq) < ∞ می کند

Ext۱
Λ

(
Λ⊗R E(R/q),M

)
≃ Ext۱

Λ(Λ⊗R Rq,M)

≃ Ext۱
Λ(Λq,M)

= ۰.

یکریختی فوق، پاراگراف مطالب بستن کار به و (†) دنباله بر HomΛ(−,M) تابعگر اعمال با رو این از

HomΛ(Λp,M) ≃ Ext۱
Λ

(
Λ⊗R E(R/p),M

)
می آوریم دست به ۳ .۲ لم اعمال با پس است. متناهی تزریقی بعد دارای Λ⊗RE(R/p) Λ‑مدول ،۱۰ .۲ لم بنابر اما می گردد. حاصل
□ می دهد. دست به را مطلوب نتیجه که Ext۱

Λ

(
Λ⊗R E(R/p),M

)
= ۰

می شوند، یافت آنها روی متناهی تولید با تزریقی گرنشتاین مدول های که نوتری جبرهای از مثال هایی می توان سادگی به .۱۲ .۲ تبصره
است. شده ارائه جبری چنین [۳ .۱۵ مثال ،۱۲] در نمونه، عنوان به ساخت.

کنیم. اثبات و نماییم بیان را مقاله اصلی قضیه می توانیم اکنون

متناهی طول با مدول های برای (د.ح.ا.ر) در Λ آن گاه .d ≥ ۲ و باشد گرنشتاین نوتری R‑جبر یک Λ کنیم فرض .۱۳ .۲ قضیه
می کند. صدق

[۲ .۱۰ قضیه ،۱۲] و ۱۱ .۲ گزاره از d = ۲ برای قضیه حکم که می کنیم توجه نخست می کنیم. استفاده d بر استقراء از اثبات.
تزریقی، گرنشتاین مدول −Λ یک را M همچنین .d > ۲ و باشد گرنشتاین نوتری جبر −R یک Λ کنیم فرض پس می آید. دست به
منظم −Λ مرکزی عنصر می توان شد، گفته ۹ .۲ گزاره برهان در که همان طور بگیرید. نظر در متناهی طول از خود‑متعامد و آرتینی
زیرمدول که آنجا از علاوه، به است. خود‑متعامد و آرتینی، تزریقی، گرنشتاین مدول − Λ

xΛ یک xM داد نشان و کرد اختیار را x ∈ Λ

مطابق لذا می باشد. متناهی طول دارای نیز مدول − Λ
xΛ یک عنوان به وضوح به است، متناهی طول دارای M مدول −Λ از xM

بودن تزریقی و بسته کار به مجدداً را ۹ .۲ گزاره برهان در شده ارائه استدلال اکنون است. تزریقی مدول − Λ
xΛ یک xM استقراء، فرض

□ می آوریم. به دست را M

می توان را ذیل نتیجه لذا می گردد. Λ برای (ح.ا.ر) برقراری موجب (د.ح.ا.ر)، در Λ کردن صدق شد، اشاره پیش تر که همان طور
کرد. استخراج ۱۳ .۲ قضیه از

متناهی طول با مدول های برای (ح.ا.ر) در Λ آن گاه .d ≥ ۲ و باشد گرنشتاین نوتری R‑جبر یک Λ می کنیم فرض .۱۴ .۲ نتیجه
می کند. صدق
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Auslander‐Reiten Conjecture for Gorenstein rings of Krull dimension at least 2

Hossein Eshraghi

Abstract: Auslander‐Reiten Conjecture is one of the most important and long‐standing conjectures in

representation theory of finite dimensional algebras. It is known to be in close relationship with a string

of homological conjectures on top of which lies the well‐known Finitistic Dimension Conjecture. Recently,

a dual version of Auslander‐Reiten conjecture has been posed. This dual statement deserves further study

from the point of view that its validity implies the validity of the conjecture itself. This paper is devoted

to deal with this Dual Auslander‐Reiten Conjecture. We discuss it for Gorenstein rings of Krull dimension

at least 2. To this end, we firstly show that it suffices to focus only on the case where the Krull dimension

is exactly 2. Then, switching to such rings, we show that this conjecture holds for modules of finite length

over Gorenstein rings of Krull dimension at least 2.
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