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نفروئید به محدود دامنه با مرتبط محدب و ستارە  گون توابع زیرردە های

مسیح سلطانͬ ولͬ

D = واحد قرص بر ما⁃میندا محدب و ستارە گون توابع ردە های هندسͬ، توابع نظریۀ در جذاب و مهم بسیار مباحث از ͬͺی چͺیده.
صفحه در D واحد قرص بر تحلیلͬ توابع ردۀ A ͬ کنیم م فرض شدە اند. تعریف تبعیت رابطه ͷبە کم که ͬ باشند م {z ∈ C : |z| < ۱}
ستارە گون توابع از خانوادە ای نمایش CVN (s) و ST N (s) ردە های و شده نرمالیزه f(۰) = f ′(۰) − ۱ = ۰ با که C مختلط
دامنه داخل در ۱ + zf ′′(z)/f ′(z) و zf ′(z)/f(z) کمیت های ،z ∈ D هر برای بە  طوری که باشند f ∈ A ما⁃میندا محدب و

نفروئید ناحیه به ]کران دار
(u− ۱)۲ + v۲ − ۴s۲

]۳
= ۱۰۸s۴v۲, ۰ < s ≤

√
۲

۴
در توابع ساختار مانند ما⁃میندا، نوع از تعریف شده CVN (s) و ST N (s) ردە های ͬ های ویژگ و خواص برخͬ مقاله، این در باشند.

ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را دوران قضیه و دگرشͺلͬ رشد، قضیه اکسترمال، توابع ردە ها، این

مقدمه .۱

مرز T := {z ∈ C : |z| = ۱} مجموعه و باز واحد قرص D := {z ∈ C : |z| < ۱} مختلط، صفحه C کنیم فرض
f(۰) = با که ، f ∈ H تحلیلͬ توابع ردۀ ͬ دهیم. م نمایش H نماد با را f : D → C تحلیلͬ توابع ردۀ باشد. باز واحد قرص

آن گاه ،f ∈ A اگر ͬ دهیم. م نمایش A با را باشند، شده نرمالیزه f ′(۰)− ۱ = ۰

(۱ .۱) f(z) = z +

∞∑
n=۲

anz
n, ∀z ∈ D.

همچنین باشد. D در جواب ͷی حداکثر دارای w۰ = f(z) معادله ، w۰ ∈ C هر برای هرگاه، گویند، ͷبە ی ͷی را f تحلیلͬ تابع
ͬ دهیم. م نمایش S نماد با را A مجموعه در تک ارز توابع ردۀ باشد. ͷبە ی ͷی هرگاه گوییم تک ارز را (۱ .۱) بە فرم f ∈ A تابع

وقتͬ همدیس نگاشت نشود. صفر دامنه از نقطه هیچ در آن مشتق هرگاه گوئیم، [۲۳] همدیس را f ∈ H نگاشت .۱ .۱ تعریف
نیز را آن مثلثاتͬ جهت و داده انتقال برد به اندازه همان به را منحنͬ دو بین زاویه ͬ دهد، م انتقال دامنه از را منحنͬ دو تقاطع نقطۀ
z ∈ C نقطه هر در z → exp z نگاشت ͬ باشد. م جهت و زاویه حافظ همدیس نگاشت بنابراین ͬ کند. م حفظ صورت بە همان

است. همدیس
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۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه مسیح، سلطانͬ و.

مثبت z ∈ D هر برای ،ℜ{p(z)} آن، حقیقͬ جزء و p(۰) = ۱ هرگاه گویند کاراتئودوری۱ را p ∈ H نگاشت [۳] .۲ .۱ تعریف
داریم و ͬ دهیم م نمایش P با را کاراتئودوری توابع ردۀ باشد.

P =
{
p(z) = ۱ + p۱z + p۲z

۲ + · · · , ℜ{p(z)} > ۰, z ∈ D
}
.

روی ω تحلیلͬ تابع اگر ،f ≺ g ͬ نویسیم م و ͬ کند) م تبعیت g تابع از f تابع (یا گوئیم g تابع مطیع۲ را f تابع [۳] .۳ .۱ تعریف
g تابع اگر .f(z) = g(ω(z)) و |ω(z)| < ۱ باشیم داشته z ∈ D هر برای و ω(۰) = ۰ بە طوری که باشد داشته وجود چنان D

.f(D) ⊂ g(D) و f(۰) = g(۰) اگر تنها و اگر است، g تابع مطیع f تابع باشد، تک ارز

ͬ دهد. م قرار مطالعه مورد را D روی f تحلیلͬ تابع نگاره هندسͬ خواص که است، مختلط آنالیز از شاخە ای هندسͬ توابع نظریۀ
با بیشتر وسیعͬ طیف در هندسͬ توابع نظریۀ ͬ دهد. م قرار توصیف و شرح مورد را f(D) مجموعه هندسͬ خواص دیͽر بە عبارت
مورد مختلف جنبە های در خاص بە طور کاراتئودوری توابع با مرتبط ردۀ چندین لذا دارد. سروکار تک ارز توابع هندسͬ ͬ های ویژگ
در روبرتسون توسط که ͬ باشند م محدب و ستارە   گون توابع ردە های مشهور، و معروف ردە های جمله از است. گرفته قرار بررسͬ
رابطۀ  که [۳] الͺساندر۳، معروف قضیە  همچنین است. شده بیان آن ها تعریف ادامه در که گرفتە اند قرار بررسͬ مورد و معرفͬ [۱۶]

است. شده آورده نیز ͬ کند، م بیان را ST و CV ردە های میان

w۰ به نسبت ،f(D) یعنͬ آن برد هرگاه ͬ نامیم، م w۰ = f(z۰) نقطه به نسبت ستارە گون را f ∈ A تابع [۳] .۴ .۱ تعریف
برد در پارە خط تمام که بە طوری نمود وصل w۰ به پارە خطͬ با ͬ توان م را f تابع برد از نقطه هر هندسͬ، نظر از باشد. ستارە گون
از ستارە گون توابع شامل ST از ST (α) زیررده ͬ دهیم. م نشان ST با را S در ۰ به نسبت ستارە گون توابع تمام زیررده شود. واقع

هرگاه ͬ نامیم م α مرتبه از ستارە گون را f ∈ A تابع ،۰ ≤ α < ۱ برای شد. معرفͬ [۱۶] در روبرتسون۴ توسط α مرتبه

f ∈ ST (α) ⇐⇒ ℜ
{
zf ′(z)

f(z)

}
> α, z ∈ D.

ناحیه به را D و f(۰) = ۰ با تک ارز و تحلیلͬ D در f اگر یعنͬ است. همدیس نگاشت های برای ارثͬ خاصیت ستارە گونͬ
.[۲۳] است ستارە گون نیز |z| < r < ۱ زیرقرص هر نگاره آن گاه بنگارد، ستارە گونͬ

تابع برد از نقطه دو هر هندسͬ، نظر از باشد. محدب ،f(D) یعنͬ آن برد هرگاه ͬ نامیم، م محدب را f ∈ A تابع [۳] .۵ .۱ تعریف
نشان CV با را S در محدب توابع تمام زیررده شود. واقع برد در پارە خط تمام که بە طوری نمود وصل بە هم پارە خطͬ با ͬ توان م را f
تابع ،۰ ≤ α < ۱ برای شد. معرفͬ [۱۶] در روبرتسون توسط α مرتبه از محدب توابع شامل CV از CV(α) زیررده ͬ دهیم. م

هرگاه ͬ نامیم م α مرتبه از محدب را f ∈ A

f ∈ CV(α) ⇐⇒ ℜ
{

۱ +
zf ′′(z)

f ′(z)

}
> α, z ∈ D.

و f(۰) = ۰ با تک ارز و تحلیلͬ D در f اگر یعنͬ است. همدیس نگاشت های برای ارثͬ خاصیت نیز تحدبی ستارە گونͬ، همانند
.[۲۳] است محدب نیز |z| < r < ۱ زیرقرص هر نگاره آن گاه بنگارد، محدب ناحیه به را D

.zf ′(z) ∈ ST ،z ∈ D هر برای اگر تنها و اگر ،f ∈ CV این صورت در .f ∈ A کنیم فرض ([۳] (الͺساندر .۶ .۱ قضیه

ماه مانند برنول۵ͬ، لمینسͺات ۱آ)، (شͺل مخروطͬ دامنە های با مرتبط ردە های به محققین توجه و تمرکز بیشتر اخیر سال های در
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مختلف نگاشت های تحت D نگاره .۱ شͺل

باشند، شده تعریف تبعیت ͷکم به و مختلط صفحه راست نیم صفحه در که غیره و ۱د) و ۱ج (شͺل های شبە برگ ۱ب)، (شͺل
.[۲۲ ،۲۰ ،۱۹ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۵ ،۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۱۰ ،۹ ،۸ ،۷ ،۶ ،۵ ،۴ ،۲ ،۱] به شود رجوع است. شده جلب

صورت بدین آوردند. بە دست تبعیت اصل با را محدب و ستارە گون زیرردە های از برخͬ کردن یͺپارچه نمایش ما⁃میندا۶[۱۴]
φ′(۰) > ۰ و φ(۰) = ۱ شرایط با که باشد (ℜ{φ(z)} > ۰) مثبت حقیقͬ جزء با تک ارز تحلیلͬ تابع φ ͬ کنیم م فرض که
نتیجۀ در بنگارد. طول ها محور به نسبت متقارن و φ(۰) = ۱ به نسبت ستارە گون ناحیە ای به را D قرص φ نگاشت و شده نرمال
نمایش Ξ نماد با را ما⁃میندا توابع از رده این .[۳] ۰ < φ′(۰) ≤ ۲ داریم و است کاراتئودوری توابع ردۀ از عضوی φ نگاشت آن

6Ma-Minda
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نمودند: معرفͬ زیر بە صورت را محدب و ستارە گون توابع زیرردە های ما⁃میندا ͬ دهیم. م

ST (φ) :=

{
f ∈ A :

zf ′(z)

f(z)
≺ φ(z), z ∈ D

}
,

CV(φ) :=

{
f ∈ A : ۱ +

zf ′′(z)

f ′(z)
≺ φ(z), z ∈ D

}
.

توابع ردە های برای الͺساندر رابطه ͬ نامیم. م ما⁃میندا محدب توابع ردۀ را CV(φ) و ما⁃میندا ستارە گون توابع ردۀ را ST (φ) ردۀ
شامل ،P(φ) ردۀ φ نگاشت برای .zf ′ ∈ ST (φ) اگر تنها و اگر f ∈ CV(φ) یعنͬ است. برقرار ما⁃میندا محدب و ستارە گون
و ستارە گون توابع ردۀ ͬ کنیم. م تعریف (p ≺ φ تبعیت، برحسب (یا p(D) ⊂ φ(D) و p(۰) = ۱ شرط با p ∈ H تحلیلͬ توابع

کرد. بیان زیر بە صورت ͬ توان م را ما⁃میندا محدب

f ∈ ST (φ) ⇐⇒ zf ′(z)

f(z)
∈ P(φ), ∀z ∈ D,

f ∈ CV(φ) ⇐⇒ ۱ +
zf ′′(z)

f ′(z)
∈ P(φ), ∀z ∈ D.

مورد پژوهش گرها و محققین توسط که محدب و ستارە گون توابع از شناختە شده زیرردە های ،φ ∈ Ξ خاص انتخاب های برای
هندسͬ نگاره به CV(φ) و ST (φ) ردە های به مربوط نام موارد اکثر در ͬ باشد. م تک ارز φ تحلیلͬ نگاشت است، گرفته قرار بررسͬ

ͬ گردد. برم ۱ + zf ′′(z)/f ′(z) و zf ′(z)/f(z) کمیت تحت D باز واحد قرص
نفروئید۷ ͷی توسط شده محدود دامنە های به مربوط P جدید زیرمجموعه تعریف با ͬ کنیم م تلاش منظور این برای

∂N(s) =

{
u+ iv :

[
(u− ۱)۲ + v۲ − ۴s۲

]۳
= ۱۰۸s۴v۲, ۰ < s ≤

√
۲

۴

}
,

مورد را محدب و ستارە گون توابع ردە های ͬ باشد، م شد) خواهد تعریف ادامه در که (نگاشتͬ φ(D) هندسͬ نگاره با متناظر که
و zf ′(z)/f(z) کمیت های ،z ∈ D هر برای که f ∈ A شامل توابع ردە های دیͽر بە عبارت دهیم. قرار بررسͬ و مطالعه

ͬ کنیم. م معرفͬ را دارند، قرار ∂N(s) نفروئید ناحیه درون در ۱ + zf ′′(z)/f ′(z)

∂N(s) نفروئید توسط شده محدود دامنه ͷی روی بر را D باز واحد قرص که کنیم پیدا تحلیلͬ تابع ͷی ͬ خواهیم م ادامه در
و تحقیق این از طبیعͬ گسترش ͷی بە عنوان دهیم. قرار بررسͬ مورد و تعریف را دامنه این به وابسته P از زیرخانوادە ای و بنگارد
تعریف را ∂N(s) نفروئید توسط محدودشده محدب توابع از CVN (s) و ستارە گون توابع از ST N (s) زیرخانوادە های ما بررسͬ،
بدهیم. ارائه را باشد ST N (s) و ST N (s) ردە های از عضوی f ∈ A نگاشت اینکه برای کافͬ شرط ͬ کنیم م تلاش و ͬ کنیم م

است. برخودار زیادی اهمیت از نیز ردە ها این اکسترمال۸ توابع آوردن بە دست همچنین

آن خواص و P (Ns) رده .۲

توسط شده محدود دامنه ͷی روی را D واحد قرص که است شده ارائه تحلیلͬ نگاشت ͷی از مفصلͬ شرح بخش این در
کنیم فرض ͬ نگارد. م دارد، قرار راست نیم صفحه در که ∂N(s)

(۱ .۲) Ns(z) = ۱ + ۳sz − sz۳ (s > ۰, z ∈ D) .

7Nephroid 8Extremal
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تابع ،[۲۱] طبق
Ns(z)− ۱

۳s = z − ۱
۳z

۳ (z ∈ D) ,

ذکر ͬ باشد. م تک ارز آن تبع به و ستارە گون D در s بودن مثبت به توجه با Ns(z) تابع بنابراین است. ستارە گون D یͺە ی قرص بر
ͬ توان م بە راحتͬ است. گرفته قرار بررسͬ مورد کامل بە طور [۲۱] مقاله در N۱/۳ تابع ،s = ۱/۳ مقدار برای که است لازم نکته این

.(۲ (شͺل ͬ نگارد م ∂N(s) بروی را T واحد دایره Ns(z) نگاشت که کرد بررسͬ
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.s = ۳ برای Ns(z) نگاشت تحت D نگاره .۲ شͺل

ͬ آوریم م بە دست ،۰ ≤ θ < ۲π آن در که z = eiθ دادن قرار با واقع در

Ns

(
eiθ
)
= ۱ + ۳seiθ − se۳iθ

= ۱ + ۳s cos θ − s cos ۳θ + i(s sin θ − s sin ۳θ).

ͬ دهیم م قرار ،[۱ .۱ قضیه ،۲۱] مشابه

u := ℜ
{
Ns

(
eiθ
)}

= ۱ + ۳s cos θ − s cos ۳θ,

v := ℑ
{
Ns

(
eiθ
)}

= ۳s sin θ − s sin ۳θ = ۴s sin۳ θ.

داریم اخیر معادلات از استفاده با

(u− ۱)۲ + v۲ = ۱۰s۲ − ۶s۲ cos ۲θ = ۴s۲ − ۱۲s۲ sin۲ θ

= ۴s۲ − ۱۲s۲
(
v

۴s

)۲/۳
.
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نوشت ͬ توان م نهایت در

[
(u− ۱)۲ + v۲ − ۴s۲

]۳
= ۱۰۸s۴v۲.

را ۱ − ۲
√

۲s خود مقدار کمترین و ͬ گیرد م ۷π/۴ و π/۴ نقاط در را ۱ + ۲
√

۲s خود مقدار بیشترین ℜ
{
Ns

(
eiθ
)}

نگاشت
.(۳ (شͺل ͬ کند. م اختیار ۵π/۴ و ۳π/۴ نقاط در
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1 - 2 s 1 + 2 s

1 + 2 2 s1 - 2 2 s

4 s

-4 s

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

u

v

.s = ۰٫۲ برای ℑ
{
Ns

(
eiθ
)}

و ℜ
{
Ns

(
eiθ
)}

نگاشت های مقادیر کمترین و بیشترین موقعیت .۳ شͺل

کرد. خلاصه زیر بە صورت توان مͬ را بالا آمده بە دست نتایج

داریم: (۱ .۲) رابطه با تعریف شده Ns نگاشت برای [۲۱] .۱ .۲ قضیه

۱ − ۲
√

۲s < ℜ{Ns(z)} < ۱ + ۲
√

۲s, z ∈ D,

−۴s < ℑ{Ns(z)} < ۴s, z ∈ D,

N(s) := Ns(D) =
{
u+ iv :

[
(u− ۱)۲ + v۲ − ۴s۲

]۳
< ۱۰۸s۴v۲, s > ۰

}
.

g(z) := دادن قرار با .۰ < s ≤
√

۲/۴ که دارد قرار P ردۀ در Ns نگاشت صورتͬ در گرفت نتیجه ͬ توان م ۱ .۲ قضیه از
ͬ گیریم م نتیجه z ∈ D هر برای ،(Ns(z)− ۱)/(۳s)

zg′(z)

g(z)
=

۳ − ۳z۲

۳ − z۲ =: w.

.ℜ{w} > ۰ داریم z۲ = (۱ − w)/(۱ − (۱/۳)w) عبارت برای که ͬ دهد م نشان ،[۴ صفحه ،۲۱] مقاله همانند محاسبات
است. ۱ نقطه به نسبت ستارە گون Ns نگاشت و g ∈ ST بنابراین

است مثبت حقیقͬ جزء دارای و Ns(۰) = ۱ به نسبت ستارە گون و تک ارز D در Ns نگاشت ،۰ < s ≤
√

۲/۴ برای چون
N ′

s(۰) = ۳s > ۰ و Ns(۰) = ۱ نرمالیزه شرط در و است حقیقͬ محور به نسبت متقارن N(s) = Ns(D) دامنه همچنین و
کاراتئودوری تابع به وابسته ما⁃میندا نوع از محدب و ستارە گون توابع از ردە های CV (Ns) و ST (Ns) بنابراین ͬ کند، م صدق

هستند. خوش تعریف Ns

داریم و ͬ دهیم م نمایش P (Ns) نماد با را p(z) ≺ Ns(z) ،z ∈ D هر برای و p(۰) = ۱ که p ∈ H توابع ردۀ .۲ .۲ تعریف

P (Ns) = {p(z) = ۱ + p۱z + p۲z
۲ + · · · , p(z) ≺ Ns(z), z ∈ D} ⊂ P .
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نیست. محدب D در Ns نگاشت همچنین ͬ نگارد. م محدب دامنه بر را |z| < ۱/
√

۳ قرص Ns(z) نگاشت [۲۱] .۳ .۲ قضیه

قضیه ،۱۴] طبق است. برقرار حͺم [۱ .۲ لم ،۲۱] از استفاده با حال .g(z) := (Ns(z) − ۱)/(۳s) ͬ دهیم م قرار اثبات.
که ͬ شود م نتیجه ،[۲

(۲ .۲) Ns(−r) ≤ |Ns(z)| ≤ Ns(r)

(
|z| = r <

۱√
۳

)
.

عبارت z۰ = ±۱/
√

۳ برای

۱ +
zg′′(z)

g′(z)
=

۱ − ۳z۲

۱ − z۲

□ نیست. محدب D در Ns نگاشت لذا و است صفر برابر

CVN (s) و ST N (s) ردە های .۳

بررسͬ و معرفͬ را ∂N(s) نفروئید توسط شده محدود دامنە های به مربوط بودن محدب و ستارە گون مفهوم بخش این در
بر P (Ns) ردە های و محدب) و ستارە گون (مانند N(s) توسط شده معرفͬ دامنە های خواص چͽونه که ͬ دهیم م نشان ما ͬ کنیم. م

ͬ گذارند. م تأثیر آن ͬ های ویژگ

شرط در که f توابع شامل S ردۀ از خانوادە ای نمایش ،ST N (s) ͬ دهیم م قرار .۱ .۳ تعریف

(۱ .۳) zf ′(z)

f(z)
≺ Ns(z),

(
۰ < s ≤

√
۲

۴ , z ∈ D

)
شرط در بە طوری که باشند f مانند تحلیلͬ توابع ردۀ CVN (s) و

(۲ .۳) ۱ +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ Ns(z),

(
۰ < s ≤

√
۲

۴ , z ∈ D

)
.

کنند. صدق

دامنه در ۱ + zf ′′(z)/f ′(z) و zf ′(z)/f(z) کمیت های که هستند معنͬ این به (۲ .۳) و (۱ .۳) شرایط هندسͬ، نظر از
زیرمجموعە های CVN (s) STو N (s) لذا دارند قرار صفحه راست نیم صفحه Ns(D)در = N(s) چون دارند. N(s)قرار نفروئید

.(۴ (شͺل هستند CV محدب و ST ستارە گون توابع ردە های محض
ͬ کند: م ایجاب ۲ بخش در بیان شده N(s) خواص این، بر علاوه

ST N (s) ⊂ ST (β) , CVN (s) ⊂ CV (β) , ۰ ≤ β ≤ ۱ − ۲
√

۲s.

قرص بزرگترین و کوچͺترین ℑ
{
Ns

(
eiθ
)}

و ℜ
{
Ns

(
eiθ
)}

نگاشت های (۳ (شͺل مینیمم و ماکزیمم مقادیر به توجه با
بە عبارت ،(۵ (شͺل ͬ باشند م ۴s و ۲s شعاع های با قرص های باشند، Ns(D) نفروئید دامنه شامل و مشمول که (۱,۰) مرکز به

دیͽر

Ns(D) ⊃ {w ∈ C : |w − ۱| < ۲s} ,(۳ .۳)

Ns(D) ⊂ {w ∈ C : |w − ۱| < ۴s} .(۴ .۳)

انتگرال، ͷکم به و p ∈ P (Ns) مانند توابعͬ از کلͬ فرم داشتن با نمایید. ملاحظه را [۱ تبصره ،۲۱] مقاله ،s = ۱/۳ برای
ͬ آوریم. م دست به CVN (s) محدب و ST N (s) ستارە گون توابع ردە های در توابع از نمایشͬ
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s =
√

۲/۴ (آ)

مختلف. مقادیر برای Ns(z) نگاشت تحت D نگاره .۴ شͺل
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1.0

1.5
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.s =
√

۲
۴ برای Ns(z) و w = ۴sz + ۱ ،w = ۲sz + ۱ نگاشت های تحت  D نگاره .۵ شͺل

نگاشت اگر تنها و اگر دارد قرار ST N (s) ردۀ در f نگاشت این صورت در .f ∈ A کنیم فرض [۱ .۲ قضیه ،۲۱] .۲ .۳ قضیه
بە طوری که باشد داشته وجود p ∈ P (Ns)

(۵ .۳) f(z) = z exp

(∫ z

۰

p(t)− ۱
t

dt

)
(z ∈ D) .

۷۹ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 


۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه مسیح، سلطانͬ و.

ͬ دهیم م قرار .f ∈ ST N (s) کنیم فرض اثبات.

p(z) =
zf ′(z)

f(z)
, ψ(z) =

f(z)

z
(z ∈ D) .

هر برای ψ(z) نگاشت ،D در f نگاشت بودن تک ارز به توجه با .p(z) ≺ Ns(z) و ℜ{p(z)} > ۰ ،p(۰) = ۱ این صورت در
داریم z متغیر به نسبت ψ نگاشت از لͽاریتمͬ مشتق گیری با حال است. ناصفر z ∈ D

zψ′(z)

ψ(z)
=
zf ′(z)

f(z)
− ۱ یا p(z)− ۱

z
=
ψ′(z)

ψ(z)
.

□ ͬ آوریم. م بە دست را (۵ .۳) رابطه ،z تا ۰ از اخیر معادله از انتگرال گیری با بنابراین

باشیم داشته و f ∈ ST N (s) اگر

zf ′(z)

f(z)
= Ns(z),

است Ns(z) مطیع Ns (z
n) چون n = ۱,۲, . . . هر برای است. اکسترمال ST N (s) ردۀ برای f نگاشت آن گاه

(Ns (z
n) ≺ Ns(z) (یعنͬ

(۶ (شͺل Φs,n نگاشت های لذا
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.n = ۴,۷ و s =
√

۲
۴ برای Φs,n(z) نگاشت تحت D نگاره .۶ شͺل

تعریف با

Φs,n(z) = z exp

(∫ z

۰

Ns (t
n)− ۱
t

dt

)
= z exp

(
۳s
n
zn − s

۳nz
۳n
)

= z +
۳s
n
zn+۱ +

۲ns+ ۲۷s۲

۶n۲ z۲n+۱ + · · · ,
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داریم n = ۱ برای بە ویژه هستند. ST N (s) ردۀ برای اکسترمال توابع

Φs(z) := Φs,۱(z) = z exp

(∫ z

۰

Ns (t)− ۱
t

dt

)
= z exp

(
۳sz − s

۳z
۳
)

= z + ۳sz۲ + · · · .

تک ارز نگاشت ها این ͬ شود، م مشاهده که همچنان است. شده رسم s >
√

۲/۴ برای Φs,n(z) نگاشت های نگاره ،۷ شͺل در
نیستند.
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.n = ۴,۷ و s = ۳ برای Φs,n(z) نگاشت تحت D نگاره .۷ شͺل

نگاشت اگر تنها و اگر دارد قرار CVN (s) ردۀ در f نگاشت این صورت در .f ∈ A کنیم فرض [۱ .۲ نتیجه ،۲۱] .۳ .۳ قضیه
بە طوری که باشد داشته وجود p ∈ P (Ns)

f(z) =

∫ z

۰
w exp

(∫ w

۰

p(t)− ۱
t

dt

)
dw (z ∈ D) .

قضیه به بنا حال .zf ′ ∈ ST N (s) نگاشت ،۶ .۱ الͺساندر قضیه طبق این صورت در .f ∈ CVN (s) کنیم فرض اثبات.
□ ͬ شود. م حاصل نتیجه ۲ .۳

باشیم داشته و f ∈ CVN (s) اگر

۱ +
zf ′′(z)

f ′(z)
= Ns(z),

نگاشت های لذا است Ns(z) مطیع Ns(z
n) چون n = ۱,۲, . . . هر برای است. اکسترمال CVN (s) ردۀ برای f نگاشت آن گاه

تعریف با Ks,n

Ks,n(z) =

∫ z

۰
w exp

(∫ w

۰

Ns(t
n)− ۱
t

dt

)
dw

=

∫ z

۰
exp

(
۳s
n
tn − s

۳nt
۳n
)
dt = z +

۳s
n(n+ ۱)z

n+۱ + · · ·
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۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه مسیح، سلطانͬ و.

داریم n = ۱ برای بە ویژه هستند. CVN (s) ردۀ برای (۸ (شͺل اکسترمال توابع

Ks(z) := Ks,۱(z) =

∫ z

۰
w exp

(∫ w

۰

Ns(t)− ۱
t

dt

)
dw

=

∫ z

۰
exp

(
۳st− s

۳ t
۳
)
dt = z +

۳s
۲ z۲ + · · · .
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.n = ۴,۷ و s =
√

۲
۴ برای Ks,n(z) نگاشت تحت D نگاره .۸ شͺل

شرط در f ∈ A اگر کرد، استنتاج ͬ توان م (۳ .۳) رابطه ͷکم به

(۶ .۳)
∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

− ۱
∣∣∣∣ < L۰ ≤ ۲s (z ∈ D)

،zf ′ ∈ CVN (s) اگر تنها و اگر f ∈ ST N (s) اینکه فرض و اخیر بە رابطه توجه با حال .f ∈ ST N (s) آن گاه کند، صدق
گرفت. نتیجه را زیر گزاره ͬ توان م

مثال های زیر نگاشت های هستند. ناتهͬ CVN (s) و ST N (s) ردە های این صورت در .۰ < s ≤
√

۲/۴ کنیم فرض .۴ .۳ گزاره
هستند. ردە ها این از

نتیجه در .an ∈ C کنیم فرض ،n = ۲,۳, . . . برای (۱)

f(z) = z + anz
n ∈ ST N (s) ⇐⇒ |an| ≤

۲s
n− ۱ + ۲s.

ملاحظه شود. [۳ .۴ نتیجه و ۳ .۴ قضیه ،۲۱] ،s = ۱/۳ اعمال با
این  صورت در .an ∈ C کنیم فرض ،n = ۲,۳, . . . برای (۲)

f(z) = z + anz
n ∈ CVN (s) ⇐⇒ n |an| ≤

۲s
n− ۱ + ۲s.
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این  صورت در .A ∈ C کنیم فرض (۳)
z

(۱ −Az)۲ ∈ ST N (s)

z

۱ −Az
∈ CVN (s)

⇐⇒ |A| ≤ s

۱ + s
,


z

۱ −Az
∈ ST N (s) ⇐⇒ |A| ≤ ۲s

۱ + ۲s

− ln(۱ −Az)

A
∈ CVN (s) ⇐⇒ ۰ < |A| ≤ ۲s

۱ + ۲s
z exp(Az) ∈ ST N (s) ⇐⇒ |A| ≤ ۲s,

exp(Az)− ۱
A

∈ CVN (s) ⇐⇒ ۰ < |A| ≤ ۲s.

غیرصفر تابع از لͽاریتمͬ مشتق است. تک ارز D در f(z) = z + anz
n نگاشت |an| ≤ ۱/n برای (۱) اثبات.

ͬ کند م ایجاب z ∈ D متغیر به نسبت f(z)/z = ۱ + anz
n−۱

(۷ .۳) W (z) :=
zf ′(z)

f(z)
= ۱ +

(n− ۱) anzn−۱

۱ + anzn−۱ , (z ∈ D) .

معادل بە طور یا ،W (z) ≺ Ns(z) دهیم نشان تبعیت، اصل از استفاده با است کافͬ .f ∈ ST N (s) این که اثبات برای
از .|an| ≤ ۱/n ͬ گیریم م نتیجه بنابراین .ST N (s) ⊂ ST چون است. تک ارز Ns تابع زیرا .W (D) ⊂ Ns(D)

داریم (۷ .۳) رابطه

(۸ .۳)
∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

− ۱
∣∣∣∣ < (n− ۱)|an|

۱ − |an|
.

ͬ گیریم م نتیجه (۸ .۳) و (۶ .۳) روابط از حال

(n− ۱)|an|
۱ − |an|

≤ ۲s

ͬ کند. م ثابت را حͺم این و
اعمال با .zf ′(z) = z + nanz

n ∈ ST N (s) داریم صورت این در .f(z) = z + anz
n ∈ CVN (s) کنید فرض (۲)

ͬ شود. م حاصل حͺم (۱) قسمت نتیجه
□ هستند. (۲) و (۱) قسمت های برهان شبیه دیͽر قسمت های برهان (۳)

ͬ توانیم م ،[۱۴] مرجع قضیە های و ۳ .۲ قضیه ͷکم به همچنین و Ns ∈ Ξ ،۰ < s ≤
√

۲/۴ هر برای بە اینکه توجه با
بͽیریم. نتیجه را زیر گزارە  های

این صورت در .|z| = r < ۱ و f ∈ ST N (s) کنید فرض [۲ .۲ قضیه ،۲۱] .۵ .۳ گزاره

تبعیت: قضیە های (۱)

zf ′(z)

f(z)
≺ zΦ′

s(z)

Φs(z)
,

f(z)

z
≺ Φs(z)

z
= exp

(
۳sz − s

۳z
۳
)
.
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داریم ،(۲ .۲) بە رابطه توجه با دگرشͺلͬ: قضیه (۲)

Φ′
s(−r) ≤

∣∣f ′(z)∣∣ ≤ Φ′
s(r), |z| = r ≤ ۱/

√
۳.

.−Φs(−r) ≤ |f(z)| ≤ Φs(r) رشد: قضیه (۳)
دوران: قضیه (۴)∣∣∣∣arg{f(z)z

}∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r

arg

{
exp

(
۳sz − s

۳z
۳
)}

≤ ۳rs+ sr۳

۳ .

تابع یعنͬ باشد، Φs تابع از دورانͬ f اگر تنها و اگر است برقرار تساوی z ̸= ۰ ͷی برای (۳) و (۲) حالت های در

λΦs(λz) = z exp

(
۳sλz − s

۳λ
۳z۳
)

(z ∈ D) ,

ͬ باشد. م ͷی قدرمطلق با مختلط ثابت عدد λ که
یا است، Φs از دورانͬ f یا (۵){

w ∈ C : |w| ≤ −Φs(−۱) = exp

(
−۸s

۳

)}
⊂ f(D),

.−Φs(−۱) = limr 7−→۱− −Φs(−r) بە طوری که

این صورت در .|z| = r < ۱ و f ∈ CVN (s) کنید فرض [۳ .۲ قضیه ،۲۱] .۶ .۳ گزاره

تبعیت: قضیە های (۱)
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ zK ′′

s (z)

K ′
s(z)

, f ′(z) ≺ K ′
s(z).

.K ′
s(−r) ≤ |f ′(z)| ≤ K ′

s(r) دگرشͺلͬ: قضیه (۲)
.−Ks(−r) ≤ |f(z)| ≤ Ks(r) رشد: قضیه (۳)

.|arg {f ′(z)}| ≤ max|z|=r arg {K ′
s(z)} دوران: قضیه (۴)

λKs(λz) یعنͬ Ks تابع از دورانͬ f اگر تنها و اگر است برقرار تساوی z ̸= ۰ ͷی برای (۴)−(۲) حالت های در
باشد. |λ| = ۱ شرط با

بە طوری که {w : |w| ≤ −Ks(−۱)} ⊆ f(D) یا است Ks نگاشت از دورانͬ f یا (۵)

−Ks(−۱) = lim
r 7−→۱−

−Ks(−r).

مراجع

[1] M. K. Aouf, J. Dziok and J. Sokół, On a subclass of strongly starlike functions, Appl. Math. Lett., 24 (2011) 27–32.

[2] D. Brannan and W. Kirwan, On some classes of bounded univalent functions, J. London Math. Soc., (2) (1969)

431–443.

[3] P. L. Duren, Univalent functions, Springer Science & Business Media, 259, 2001.

[4] J. Dziok, R. K. Raina and J. Sokół, On α-convex functions related to shell-like functions connected with Fibonacci

numbers, Appl. Math. Comput., 218 (2011) 996–1002.

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 ۸۴

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 


۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه نفروئید، به محدود دامنه با مرتبط محدب و ستارە  گون توابع زیرردە های

[5] A. W. Goodman, On uniformly convex functions, Ann. Polon. Math., 56 (1991) 87–92.

[6] W. Janowski, Some extremal problems for certain families of analytic functions I, Ann. Polon. Math., 28 (1973)

297–326.

[7] W. Janowski, Extremal problems for a family of functions with positive real part and for some related families, Ann.

Polon. Math., 23 (1970/71) 159–177.

[8] S. Kanas, V. S. Masih and A. Ebadian, Relations of a planar domains bounded by hyperbolas with families of

holomorphic functions, J. Inequal. Appl., 2019, 14 pp.

[9] S. Kanas and A. Wiśniowska, Conic regions k-uniform convexity, II, Zeszyty Nauk. Politech. Rzeszowskiej Mat.,

no. 22 (1998) 65–78.

[10] S. Kanas and A.Wiśniowska, Conic regions and k-uniform convexity, J. Comput. Appl. Math., 105 (1999) 327–336.

[11] S. Kanas and A. Wiśniowska, Conic domains and starlike functions, Rev. Roumaine Math. Pures Appl., 45 (2000)

647–658.

[12] K. Kuroki and S. Owa, Notes on new class for certain analytic functions (Conditions for Univalency of Functions

and Applications), RIMS Kokyuroku, 1772 (2011) 21–25.

[13] S. Kumar and V. Ravichandran, A Subclass of Starlike Functions Associated With a Rational Function, Southeast

Asian Bull. Math., 40 (2016) 996–1002.

[14] W. C. Ma and D. Minda, A unified treatment of some special classes of univalent functions, Proceeding of the

Conference on Complex Analysis, Conf. Proc. Lecture Notes Anal., I, Int. Press, Cambridge, MA, (1994) 157–169.

[15] E. Paprocki and J. Sokół, The extremal problems in some subclass of strongly starlike functions, Zeszyty Nauk.

Politech. Rzeszowskiej Mat., 20 (1996) 89–94.

[16] M. I. S. Robertson, On the theory of univalent functions, Ann. of Math. (2), 37 (1936) 374–408.

[17] F. Rønning, Uniformly convex functions and a corresponding class of starlike functions, Proc. Amer. Math. Soc.,

118 (1993) 189–196.

[18] R. K. Raina and J. Sokół, Some properties related to a certain class of starlike functions, C. R. Math. Acad. Sci.

Paris, 353 (2015) 973–978.

[19] J. Sokół, A certain class of starlike functions, Comput. Math. with Appl., 62 (2011) 611–619.

[20] J. Sokół and J. Stankiewicz, Radius of convexity of some subclasses of strongly starlike functions, Zeszyty Nauk.

Politech. Rzeszowskiej Mat., 19 (1996) 101–105.

[21] L. A. Wani and A. Swaminathan, Starlike and convex functions associated with a nephroid domain, Bull. Malays.

Math. Sci. Soc., 44 (2021) 79–104.

[22] Y. Yunus, S. A. Halim and A. B. Akbarally, Subclass of starlike functions associated with a limacon, AIP Conf.

Proc., (2018).
.۱۳۷۴ دوم، چاپ اصفهان، دانشͽاه دانشͽاهͬ جهاد ارجمند، نقشینه محسن ترجمۀ مختلط، متغیرهای سیلورمن، ه. [۲۳]

۸۵ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 


۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه مسیح، سلطانͬ و.

ͬ مسیح سلطان ولͬ
ایران. تهران، پیام نور، دانشͽاه ریاضͬ، گروه

v_soⅼtani@pnu.aⅽ.ir

رياضͬ کارشناسͬ دانش آموخته پیام نور، دانشͽاه محض، ریاضͬ بخش استادیار و علمͬ هيأت عضو ͬ مسیح، سلطان ولͬ
است. تبریز پیام نور دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات از مختلط آنالیز گرایش محض ریاضͬ دکترای و تبریز دانشͽاه از محض،

است. تک ارز» توابع «زیرردە های و تک ارز» «توابع هندسͬ»، توابع «نظریه وی، پژوهشͬ علائق

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 ۸۶

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.134111.1511 


۸۷–۷۱ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه نفروئید، به محدود دامنه با مرتبط محدب و ستارە  گون توابع زیرردە های

Subclasse of starlike and convex functions associated to domain bounded by a

nephroid

Masih Vali Soltani

Abstract: One of the most important and interesting topics in the geometric function theory is the classes of starlike and

convex functions of Ma-Minda type on the unit diskD = {z ∈ C : |z| < 1}which are defined by subordination. LetA
be the class of functions f , analytic in the unit discD = {z : |z| < 1} on the complex planeC, with the normalization

f(0) = f ′(0) − 1 = 0, and ST N (s) and CVN (s) be a family of starlike and convex functions f ∈ A so that for

each z ∈ D, such that the quantity zf ′(z)/f(z) or 1+ zf ′′(z)/f ′(z) respectively are lying in the region bounded by

the Nephroid [
(u− 1)2 + v2 − 4s2

]3
= 108s4v2, 0 < s ≤

√
2

4
.

In this paper, some properties and characteristics of classes ST N (s) and CVN (s) defined by the Ma-Minda type, like

the structure of functions in these classes, we study extreme functions, growth theorem, distoration, and rotation theorem.

Keywords: Univalent functions, Starlike and convex functions, Subordination, domain bounded by Nephroid.
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