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معایب و مزایا شده(جوماری)؛ اصلاح ریمان‑لیوویل مشتق

اکرمی محمدحسین

اثبات را آن ویژگی های از برخی و کرده معرفی را (جوماری) شده اصلاح ریمان‑لیوویل کسری مشتق مقاله، این در چکیده.
برقرار است، کرده ادعا خود مقالات در جوماری که خواصی از برخی که می دهیم نشان نقض مثال چند ارائه با ادامه در می کنیم.

می کنیم. پیشنهاد را صحیح فرمول های و کرده مشخص را دارد وجود جوماری اثبات های در که اشکالی پایان در نیستند.

مقدمه .۱

توسعه حال در سرعت به اخیر دهه چند در حوزه این اما دارد. قدمت قرن سه از بیش که است موضوعی کسری حسابان
نام های به کسری مشتق از مهم تعریف سه بیستم، قرن اوایل تا دارد. کاربرد علمی زمینه های از بسیاری در حاضر حال در و بوده
تعریف این که وجود با .[۱۱] می گرفتند قرار استفاده مورد کتاب ها و مقالات در کاپوتو و ریمان‑لیوویل گرانوالد‑لتنیکف،
مشتق خواص همه آن ها مثال برای دارند، نیز کاستی هایی ولی می رود به شمار کسری حسابان زمینه در بزرگ گام یک فوق های
سعی یا و کردند ارائه کسری مشتق از جدیدی تعریف افراد برخی کاستی هایی، چنین رفع منظور به رو این از ندارند. را کلاسیک
ریمان‑لیوویل کسری مشتق براساس جدیدی تعریف ۲۰۰۶ سال در جوماری۱ ببخشند. بهبود را قبلی تعریف های تا کردند
را ریمان‑لیوویل تعریف خواص جوماری تعریف .[۳] می شود نامیده اصلاح شده ریمان‑لیوویل کسری مشتق که داد ارائه
است صفر ثابت عدد مشتق جوماری، تعریف در علاوه براین می شود. تعریف (مشتق ناپذیر) پیوسته تابع هر برای یعنی دارد
نوشت متعددی مقالات کسری، مشتق تعریف ارائه از پس جوماری صفرنیست. ثابت تابع ریمان‑لیوویل مشتق که درصوتی
برای که کرد اثبات وی مثال عنوان به نداشتند. را ویژگی ها این قبلی تعاریف که آورد به دست خود مشتق برای ویژگی هایی و
آن از پس است. برقرار کلاسیک مشتق مشابه زنجیره ای مشتق و لایب نیتز قاعده (جوماری) اصلاح شده ریمان‑لیوویل مشتق
.[۱۰ ،۱] کردند منتشر مختلف زمینه های در را مقالاتی جدید ویژگی های از استفاده با و کرده استفاده تعریف این از زیادی افراد
لیو البته نیستند. برقرار شده ذکر خواص داد نشان که پرداخت نقضی مثال های ارائه به مقاله دو در ۲۰۱۸ و ۲۰۱۵ سال در لیو

.[۷ ،۶] نکرد اشاره ای نیستند، برقرار خواص این چرا این که به و پرداخت نقض مثال ارائه به تنها
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بیان را لیو نقض مثال های سپس کرده، اثبات کامل جزئیات با را آن خواص و جوماری تعریف نخست مقاله، این در
جوماری مشتق برای زنجیره ای مشتق و لایب نیتز قاعده صحیح صورت و کرده بیان را جوماری اثبات اشکال پایان در می کنیم.

می کنیم. ارائه را

(جوماری) شده اصلاح ریمان‑لیوویل کسری مشتق .۲

(𝑛 − ۱ ≤ 𝛼 < 𝑛) 𝛼 دلخواه مرتبۀ برای که است 𝑓 تابع ریمان‑لیوویل تعریف کسری، مشتق تعریف های قدیمی ترین از
به صورت

(۱ .۲) 𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑡 𝑓(𝑡) = ۱
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 ∫
𝑡

𝑎
(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−۱𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

در ولی شد، مواجه استقبال با صحیح) (مرتبه کلاسیک مشتق از تعمیمی عنوان به مفهوم این معرفی چه اگر می شود. تعریف
پس ، 𝐾𝑥𝛼

Γ(۱−𝛼) با است برابر 𝐾 ثابت تابع از (𝛼 (مرتبه کسری مشتق این که یکی داشت. وجود عمده مشکل دو آن به کارگیری
ریمان‑لیوویل کسری مشتق با دیفرانسیل معادلات حل دیگر مشکل نیست. برقرار ثابت توابع برای کلاسیک مشتق خاصیت
مسائل در نداشتند مناسب فیزیکی تعبیر شرایط این چون و داشت نیاز کسری مشتق با اولیه شرایط به حل برای که بود

صورت به را جدیدی کسری مشتق کاپوتو نام به شخصی ۱۹۷۶ سال در این رو از .[۹] نگرفت قرار استقبال مورد کاربردی

(۲ .۲) 𝐶
𝑎𝐷𝛼

𝑡 𝑓(𝑡) = ۱
Γ(𝑛 − 𝛼) ∫

𝑡

𝑎
(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−۱𝑓 (𝑛)(𝜏)𝑑𝜏, 𝑛 − ۱ ≤ 𝛼 < 𝑛,

عمل موفق بسیار کسری مشتق معرفی در کاپوتو چند هر کرد. حل را مشکل دو این و شد معروف خودش نام به که کرد معرفی
و است مناسب مشتق پذیر توابع برای تعریف این اما شده اند نوشته مشتق این اساس بر زیادی بسیار مقالات تاکنون و کرد

.[۹] کرد استفاده آن برای کاپوتو تعریف از نمی توان نباشد مشتق پذیر تابعی اگر
را آن که شد پیشنهاد [۳] ۲۰۰۶ سال در جوماری توسط زیر به صورت جدید تعریف یک فوق مشکلات رفع به منظور
جوماری حقیقت در شد. نامیده نیز جوماری به نام مقالات برخی در آن از پس و نامید شده اصلاح ریمان‑لیوویل کسری مشتق

شود. صفر نیز ثابت تابع مشتق و شود تعریف مشتق ناپذیر توابع برای تا کرد اصلاح را ریمان‑لیوویل تعریف

می شود. تعریف زیر به صورت شده اصلاح ریمان‑لیوویل کسری مشتق .۱ .۲ تعریف

زیر به صورت آن 𝛼 مرتبه از کسری انتگرال و مشتق این صورت در باشد. ثابت تابع یک 𝑓(𝑥) = 𝑘 که کنید فرض (۱)
می شود: محاسبه

𝐷𝛼𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

𝑘
Γ(۱−𝛼)𝑥−𝛼, 𝛼 ≤ ۰,
۰, 𝛼 > ۰.

(۳ .۲)

زیر: عبارت توسط آن کسری انتگرال این صورت در نباشد. ثابت تابع 𝑓(𝑥) هرگاه (۲)

𝑓 (𝛼)(𝑥) ∶= 𝐷𝛼
𝑥𝑓(𝑥) = ۱

Γ(−𝛼) ∫
𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)−𝛼−۱(𝑓(𝜉) − 𝑓(۰))𝑑𝜉, 𝛼 < ۰,(۴ .۲)

می شود: تعریف زیر به صورت ،𝛼 > ۰ برای کسری مشتق و

𝑓 (𝛼)(𝑥) = (𝑓 (𝛼−۱)(𝑥))′ , ۰ < 𝛼 < ۱,

= ۱
Γ(۱ − 𝛼)

𝑑
𝑑𝑥 ∫

𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)−𝛼(𝑓(𝜉) − 𝑓(۰))𝑑𝜉,

(۵ .۲)
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می شود: تعریف زیر به صورت 𝑛 ≥ ۱ ،𝑛 ≤ 𝛼 < 𝑛 + ۱ برای براین علاوه

(۶ .۲) 𝑓 (𝛼)(𝑥) ∶= (𝑓 (𝑛)(𝑥))(𝛼−𝑛).

بنویسیم. را کسری مشتق می توانیم نیز کسری تفاضل از استفاده با که می دهیم نشان بخش این ادامه در

عملگر باشد. گسسته ساز ثابت اندازه یک ℎ > ۰ و مشتق پذیر) لزوماً (نه تابع یک 𝑓 ∶ ℝ → ℝ کنید فرض [۳] .۲ .۲ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت 𝐹𝑊(ℎ) پیشرو

(۷ .۲) 𝐹𝑊(ℎ)𝑓(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥 + ℎ).

زیر: به صورت ۰ < 𝛼 < ۱ برای 𝑓(𝑥) تابع از 𝛼 مرتبه کسری تفاضل [۳] .۳ .۲ تعریف

Δ𝛼𝑓(𝑥) ∶= (𝐹𝑊(ℎ) − ۱)𝛼𝑓(𝑥) =
∞

∑
𝑘=۰

(−۱)𝑘(𝛼
𝑘)𝑓[𝑥 + (𝛼 − 𝑘)ℎ],(۸ .۲)

می شود: تعریف زیر حد با 𝛼 مرتبه از کسری مشتق و

(۹ .۲) 𝑓 (𝛼)(𝑥) = ⅼiⅿ
ℎ→۰

Δ𝛼(𝑓(𝑥) − 𝑓(۰))
ℎ𝛼 = ⅼiⅿ

ℎ→۰

Δ𝛼𝑓(𝑥)
ℎ𝛼 .

شود دقت .[۴] است معادل جوماری مشتق با و است شبیه کلاسیک مشتق تعریف به ۰ < 𝛼 < ۱ برای (۹ .۲) رابطه
که زمانی و نیست) موضعی عملگر (پس می کند استفاده نقطه بی نهایت از شده، تعریف (۸ .۲) رابطه در که Δ𝛼 عملگر که

می شود. تبدیل کسری انتگرال به ریمان انتگرال تعریف شبیه و می کند میل بی نهایت سمت به زیربازه ها تعداد ℎ → ۰

کسری مرتبه برای تیلور سری .۳

می  شود: تعریف زیر به صورت کسری مرتبه از یافته تعمیم تیلور بسط مشتق ناپذیر، توابع برای

موجود 𝑘𝛼 مرتبه از کسری مشتق 𝑓 ∶ ℝ → ℝ پیوسته تابع برای می کنیم فرض کسری) مرتبه از تیلور [۴](سری .۱ .۳ تعریف
می کنیم: تعریف ،۰ < 𝛼 ≤ ۱ هر و 𝑘 مثبت صحیح هرعدد برای این صورت در باشد.

𝑓(𝑥 + ℎ) =
∞

∑
𝑘=۰

ℎ𝛼𝑘

(𝛼𝑘)!𝑓
(𝛼𝑘)(𝑥), ۰ < 𝛼 ≤ ۱.(۱ .۳)

همچنین و است 𝑓(𝑥) تابع از ،𝛼𝑘 مرتبه از مشتق 𝑓 (𝛼𝑘) آن در که

(۲ .۳) (𝛼𝑘)! ∶= Γ(۱ + 𝛼𝑘).

داد: نشان زیر به صورت می توان را سری این

(۳ .۳) 𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝐸𝛼(ℎ𝛼𝐷𝛼
𝑥)𝑓(𝑥),

ریمان‑لیوویل استاندارد مشتق با تیلور کسری سری این کنید توجه است. 𝑥 به نسبت جوماری مشتق عملگر 𝐷𝛼
𝑥 آن در که

می شود. تعریف مشتق ناپذیر توابع برای و ندارد مطابقت
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داریم ، (۹ .۲) و (۱ .۳) به بنا حال

(۴ .۳) 𝑓(𝑥 + ℎ) ≅ 𝑓(𝑥) + ℎ𝛼

Γ(𝛼 + ۱)𝑓 (𝛼)(𝑥),

(۵ .۳) Γ(𝛼 + ۱)𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ𝛼 ≅ 𝑓 (𝛼)(𝑥) ≅ Δ𝛼𝑓(𝑥)

ℎ𝛼 .
به دست را زیر دیفرانسیلی رابطه مشابه استدلال با همچنین و Γ(𝛼+۱)Δ𝑓 ≅ Δ𝛼𝑓 داریم: ۰ < 𝛼 < ۱ برای دیگر به عبارت

می آوریم.

(۶ .۳) Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑓 ≅ 𝑑𝛼𝑓, ۰ < 𝛼 < ۱.
خطی مانند لیویل ریمان مشتق خواص تمام جوماری کسری مشتق که است این کنیم ذکر اینجا در است لازم که نکته ای
در نداشتند. کسری مشتق های سایر که آورد به دست را خواصی (۶ .۳) رابطه از استفاده با جوماری همچنین دارد. را بودن

می پردازیم. داده، انجام جوماری که اثباتی و مهم خواص برخی به بیان ادامه

لم می آید. به دست کلاسیک ریمان‑لیویل مربوط فرمول مشابه چندجمله ای از کسری مشتق چندجمله ای. مشتق .۱ .۳
می کنیم. بیان اثبات بدون را زیر

آن گاه ،۰ < 𝛼 < ۱ اگر [۴] .۲ .۳ لم

𝐷𝛼
𝑥𝑥𝛾 = Γ(𝛾 + ۱)

Γ(𝛾 + ۱ − 𝛼)𝑥𝛾−𝛼, 𝛾 > ۰,(۷ .۳)

آن گاه: ،۰ < 𝜃 < ۱ و 𝑛 ∈ ℕ که ،𝛼 = 𝑛 + 𝜃 اگر همچنین

𝐷𝑛+𝜃
𝑥 𝑥𝛾 = Γ(𝛾 + ۱)

Γ(𝛾 + ۱ − 𝑛 − 𝜃)𝑥𝛾−𝑛−𝜃.(۸ .۳)

تعریف زیر کسری دیفرانسیل معادله جواب به صورت (𝑑𝑥)𝛼 به نسبت انتگرال .(𝑑𝑥)𝛼به نسبت گیری انتگرال .۲ .۳
است: شده

𝑑𝛼𝑦 = 𝑓(𝑥)(𝑑𝑥)𝛼, 𝑥 ≥ ۰, ۰ < 𝛼 < ۱,(۹ .۳)

𝑦(۰) = ۰,

می شود. حاصل زیر نتایج از استفاده با که

می آید. به دست زیر به صورت (۹ .۳) معادله جواب این صورت در باشد. پیوسته تابع یک 𝑓(𝑥) می کنیم فرض [۴] .۳ .۳ لم

𝑦 = ∫
𝑥

۰
𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼 = 𝛼 ∫

𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)𝛼−۱𝑓(𝜉)𝑑𝜉, ۰ < 𝛼 < ۱.(۱۰ .۳)

کسری دیفرانسیل معادله می توانیم اثبات.
(۱۱ .۳) 𝑦𝛼(𝑥) = 𝑓(𝑥),

بنویسیم: زیر دیفرانسیل به فرم را
(۱۲ .۳) 𝑑𝛼𝑦 = 𝑓(𝑥)(𝑑𝑥)𝛼,
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می آوریم: به دست کنیم، استفاده (۱۱ .۳) در کسری انتگرال عملگر از اگر

(۱۳ .۳) 𝑦(𝑥) = 𝐷−𝛼
𝑥 𝑓(𝑥) = ۱

Γ(𝛼) ∫
𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)𝛼−۱𝑓(𝜉)𝑑𝜉,

داریم: (۱۲ .۳) در 𝑑𝛼𝑦 = Γ(۱ + 𝛼)𝑑𝑦 تساوی به کارگیری با همچنین و

Γ(۱ + 𝛼)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)(𝑑𝑥)𝛼 ⇒ 𝑑𝑦 = ۱
Γ(۱ + 𝛼)𝑓(𝑥)(𝑑𝑥)𝛼,(۱۴ .۳)

داریم: ،(۱۴ .۳) رابطه از گیری انتگرال با

(۱۵ .۳) 𝑦(𝑥) = ۱
Γ(𝛼 + ۱) ∫

𝑥

۰
𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼,

،(۱۵ .۳) و (۱۴ .۳) به بنا حال

(۱۶ .۳) ∫
𝑥

۰
𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼 = 𝛼 ∫

𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)𝛼−۱𝑓(𝜉)𝑑𝜉

□

می آید: به دست زیر برابری های بی درنگ ،(۱۰ .۳) از

∫
𝑥

۰
𝑓(𝜉)(𝑑𝑦)𝛼+𝛽 = 𝛼 + 𝛽

𝛼 ∫
𝑥

۰
(𝑥 − 𝜉)𝛽𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼 , ۰ < 𝛼 + 𝛽 < ۱,(۱۷ .۳)

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼 =

∞
∑
𝑗=۱

∫
𝑎𝑗

𝑎𝑗−۱

( 𝑏 − 𝜉
𝑎𝑗 − 𝜉 )𝛼−۱𝑓(𝜉)(𝑑𝜉)𝛼, 𝑎۰ = 𝑎 < 𝑎۱ < 𝑎۲ < ⋯ < 𝑎𝑁 .(۱۸ .۳)

ریمان‑ کسری مشتقات برای حاصلضرب، مشتق برای لایب نیتز قاعده زنجیره ای. قاعده و حاصلضرب مشتق .۳ .۳
ریمان‑لیوویل برای مرکب تابع مشتق و حاصلضرب مشتق که داد نشان [۵] در جوماری اما ،[۹] نیست برقرار کاپوتو و لیوویل

می کنیم. بیان زیر لم در را خواص دقیق اثبات است. برقرار شده اصلاح

آن گاه ،𝛼 > ۰ می کنیم فرض [۴] .۴ .۳ لم

آن گاه باشند مشتق ناپذیر توابع 𝑣(𝑥) و 𝑢(𝑥) اگر (آ)

(۱۹ .۳) (𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))(𝛼) = 𝑢(𝛼)(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣(𝛼)(𝑥),

آن گاه باشند مشتق ناپذیر 𝑓(𝑥) و مشتق پذیر 𝑢(𝑥) اگر (ب)

(۲۰ .۳) (𝑓[𝑢(𝑥)])(𝛼) = 𝑓 (𝛼)
𝑢 (𝑢′(𝑥))𝛼

آن گاه باشند مشتق ناپذیر 𝑢(𝑥) و مشتق پذیر 𝑓(𝑥) اگر (پ)

(۲۱ .۳) (𝑓[𝑢(𝑥)])(𝛼) = 𝑓 ′
𝑢(𝑢)𝑢(𝛼)(𝑥).

۶۳ ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133183.1503
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تعریف طبق باشند، (مشتق ناپذیر) تابع دو 𝑣(𝑥) و 𝑢(𝑥) می کنیم فرض نخست (آ) اثبات.

(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))𝛼 = 𝑑𝛼

(𝑑𝑥)𝛼 (𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))

داریم: فوق معادله راست سمت در (۶ .۳) رابطه از استفاده با

𝑑𝛼(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))
(𝑑𝑥)𝛼 = Γ(𝛼 + ۱)𝑑(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))

(𝑑𝑥)𝛼 = 𝑣(𝑥)Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥)Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑣(𝑥)
(𝑑𝑥)𝛼

= 𝑣(𝑥)Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑢(𝑥)
(𝑑𝑥)𝛼 + 𝑢(𝑥)Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑣(𝑥)

(𝑑𝑥)𝛼 .

می شود. نتیجه (۱۹ .۳) رابطه درستی بنابراین
داریم: این صورت در باشد. مشتق پذیر تابعی 𝑢(𝑥) می کنیم فرض (ب)

𝑑𝛼𝑓(𝑢(𝑥))
𝑑𝑢𝛼 = 𝑑𝛼𝑓(𝑢)

𝑑𝑢𝛼
𝑑𝑢𝛼

𝑑𝑥𝛼 = 𝑓 (𝛼)
𝑢 (𝑢′(𝑥))𝛼.

داریم: کلاسیک مشتق برای زنجیره ای قاعده طبق آن گاه باشد. مشتق پذیر 𝑓(𝑥) می کنیم فرض حال (پ)

𝑑𝑓
𝑑𝑥 = 𝑑𝑓

𝑑𝑢
𝑑𝑢
𝑑𝑥, ⟹ 𝑑𝑓

(𝑑𝑥)𝛼 = 𝑑𝑓
𝑑𝑢

𝑑𝑢
(𝑑𝑥)𝛼 ,

⟹ Γ(𝛼 + ۱) 𝑑𝑓
(𝑑𝑥)𝛼 = 𝑑𝑓

𝑑𝑢Γ(𝛼 + ۱) 𝑑𝑢
(𝑑𝑥)𝛼 ,

⟹ 𝑑𝛼𝑓
(𝑑𝑥)𝛼 = 𝑑𝑓

𝑑𝑢
𝑑𝑢𝛼

(𝑑𝑥)𝛼 ,

□

جوماری کسری مشتق خواص برخی مورد در نقض مثال های .۴

خواص و کرد ارائه را شده اصلاح ریمان‑لیوویل کسری مشتق تعریف جوماری کردیم، بیان قبل بخش در که همان طور
اما باشند. مشتق نا پذیر و پیوسته 𝑣 و 𝑢 است لازم آن در که کرد، بیان را زنجیره ای قاعده و لایبنتز قانون مانند آن، از گوناگونی
برقرار جوماری مشتق برای زنجیره ای قاعده و لایبنتز قانون که داد نشان خود مقاله در نقض مثال چند با ۲۰۱۵ سال در لیو

می کنیم. ارائه را لیو مثال های ادامه در .[۶] نیست
مشتق پس 𝑓(۰) = ۰ شده ذکر توابع همه در چون بگیرید. نظر در را ℎ(𝑡) = 𝑡۲ و 𝑔(𝑡) =

√
𝑡 ،𝑓(𝑡) = 𝑡 تابع سه ابتدا

داریم: ،𝛼 = ۱
۲ انتخاب با و (۷ .۳) به بنا است. برابر باهم آنها ریمان‑لیوویل مشتق با جوماری کسری

𝐷
۱
۲
𝑡 𝑡 = 𝑡( ۱

۲ ) = ۲√ 𝑡
𝜋,

𝐷
۱
۲
𝑡
√

𝑡 =
√

𝑡( ۱
۲ ) =

√𝜋
۲

,

𝐷
۱
۲
𝑡 𝑡۲ = (𝑡۲)( ۱

۲ ) = ۸𝑡 ۳
۲

۳
√𝜋.

ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133183.1503 ۶۴
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داریم: حال .𝛼 = ۱
۲ و 𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡) =

√
𝑡 کنید فرض .۱ نقض مثال .۱ .۴

(𝑢(𝑡)𝑣(𝑡))( ۱
۲ ) = 𝑡( ۱

۲ ) = ۲√ 𝑡
𝜋,

𝑢(𝑡)( ۱
۲ )𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)( ۱

۲ ) = ۲
√

𝑡
√

𝑡( ۱
۲ ) =

√
𝜋𝑡.

نتیجه در
(𝑢(𝑡)𝑣(𝑡))( ۱

۲ ) ≠ 𝑢(𝑡)( ۱
۲ )𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)( ۱

۲ ).
نیست. برقرار (۱۹ .۳) رابطه همان یا لایب نیتز قاعده بنابراین

داریم: حال .𝛼 = ۱
۲ و 𝑓(𝑢) = √𝑢 ،𝑢(𝑡) = 𝑡۲ کنید فرض .۲ نقض مثال .۲ .۴

𝑓 (𝑢(𝑡))( ۱
۲ ) = 𝑡( ۱

۲ ) = ۲√ 𝑡
𝜋,

𝑓 ( ۱
۲ )

𝑢 (𝑢′(𝑥)) ۱
۲ = √𝑢( ۱

۲ )√(𝑡۲)′ = √𝜋𝑡
۲

,

𝑓 ′
𝑢.𝑢(𝑡)( ۱

۲ ) = ۱
۲
√𝑢(𝑡۲)( ۱

۲ ) = ۱
۲𝑡

۸𝑡 ۳
۲

۳
√𝜋 = ۴𝑡 ۱

۲

۳
√𝜋.

نتیجه در

𝑓 (𝑢(𝑡))( ۱
۲ ) ≠ 𝑓 ( ۱

۲ )
𝑢 (𝑢′(𝑥)) ۱

۲ ,

𝑓 (𝑢(𝑡))( ۱
۲ ) ≠ 𝑓 ′

𝑢.𝑢(𝑡)( ۱
۲ ).

نیستند. برقرار (۲۱ .۳) و (۲۰ .۳) روابط همان یا زنجیری مشتق قاعده این بنابر
۳ پیشین مقاله در » :[۷] می گوید چنین آن مقدمه در و می کند منتشر رابطه همین در دیگری مقاله لیو ۲۰۱۸ سال در
می کند تاکید جوماری [۵] در که آن جایی از اما نیستند. برقرار جوماری مشتق خواص که دادیم نشان و کردیم ارائه نقض مثال
همچنین وی هستند.» برقرار است، موجود کسری مشتق ولی مشتق ناپذیر پیوسته، تابع که نقاطی در فقط فرمول ها این که
را مثال ها این از برخی ادامه در نباشند. برقرار جوماری روابط ولی باشند داشته را فوق شرایط که می کند طراحی مثال هایی

می کنیم. مرور

و 𝛼 = ۱
۲ کنید فرض .۳ نقض مثال .۳ .۴

(۱ .۴) 𝑢(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

√
𝑡, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱,

√
𝑡 + 𝑡 − ۱, 𝑡 > ۱.

داریم: بنابراین است. ومشتق ناپذیر پیوسته 𝑡 = ۱ در 𝑢(𝑡) تابع که می شود مشاهده به سادگی

𝐻(𝑡) = ∫
𝑡

۰
(𝑡 − 𝑥)−𝛼(𝑢(𝑥) − 𝑢(۰))𝑑𝑥,

=
⎧{
⎨{⎩

∫𝑡
۰

√𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱,

∫۱
۰

√𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑡

۱

√𝑥+𝑥−۱√
𝑡−𝑥 𝑑𝑥, 𝑡 > ۱.

(۲ .۴)

۶۵ ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133183.1503
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۷۰–۵۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه اکرمی، ح. م.

دیگر به عبارت یا

(۳ .۴) 𝐻(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

∫𝑡
۰

√𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱,

∫𝑡
۰

√𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑡

۱
𝑥−۱√
𝑡−𝑥𝑑𝑥, 𝑡 > ۱.

می کنیم. محاسبه زیر به صورت را دوم ضابطه در انتگرال دومین ،𝑡 − 𝑥 = 𝑠۲ متغیر تعویض با

𝐾(𝑡) = ∫
𝑡

۱

𝑥 − ۱√
𝑡 − 𝑥𝑑𝑥 = ۲ ∫

√𝑡−۱

۰
(𝑡 − ۱ − 𝑠۲)𝑑𝑠 = ۴

۳
(𝑡 − ۱) ۳

۲ .

آن گاه: باشد ۰ ≤ 𝑡 < ۱ اگر بنابراین،

𝑢( ۱
۲ )(𝑡) = (

√
𝑡)( ۱

۲ ) =
√𝜋
۲

,

باشد: 𝑡 > ۱ اگر و

𝑢( ۱
۲ )(𝑡) = (

√
𝑡)( ۱

۲ ) + ۱√𝜋𝐾′(𝑡) =
√𝜋
۲

+ ۲√𝜋(𝑡 − ۱) ۱
۲ ,

داریم: 𝑡 = ۱ در و Γ( ۱
۲) = √𝜋 از استفاده با

𝑢( ۱
۲ )(۱) =

√𝜋
۲

,

آورد. به دست می توان 𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) درنظرگرفتن با براین علاوه

(۴ .۴) 𝑢( ۱
۲ )(۱)𝑣(۱) + 𝑢(۱)𝑣( ۱

۲ )(۱) = √𝜋.

داریم: دیگر طرف از

(۵ .۴) 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

𝑡, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱,
(
√

𝑡 + 𝑡 − ۱)۲, 𝑡 > ۱.
داریم: 𝑡 < ۱ برای بنابراین

(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(𝑡) = (𝑡)( ۱

۲ ) = ۲√ 𝑡
𝜋,

باشد. 𝑡 > ۱ اگر و

(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(𝑡) = ۱√𝜋

𝑑
𝑑𝑡{∫

۱

۰

𝑥√
𝑡 − 𝑥𝑑𝑥 + ∫

𝑡

۱

(√𝑥 + 𝑥 − ۱)۲
√

𝑡 − 𝑥 𝑑𝑥}.

می شود: نتیجه که

(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(𝑡) = (𝑡)( ۱

۲ ) + ۱√𝜋 ∫
𝑡

۱

۳
√𝑥 + ۲(𝑥 − ۱) − 𝑥− ۱

۲√
𝑡 − 𝑥 𝑑𝑥.

داریم: پس

(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(𝑡) = ۲√ 𝑡

𝜋 + ۱√𝜋{۸
۳

(𝑡 − ۱) ۳
۲ + ۳

√
𝑡 − ۱ + ۳𝑡(𝜋

۲
− arⅽsin ۱√

𝑡) + ۲ arⅽsin ۱√
𝑡 − 𝜋}.

می گیریم. نتیجه (۴ .۴) از ،(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(۱) = ۲√𝜋 ≠ √𝜋 و موجود (𝑢𝑣)( ۱

۲ )(𝑡) ،𝑡 = ۱ در بنابراین

(𝑢𝑣)( ۱
۲ )(۱) ≠ 𝑢( ۱

۲ )(۱)𝑣(۱) + 𝑢(۱)𝑣( ۱
۲ ).

ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133183.1503 ۶۶
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نیست. درست مشتق ناپذیر و پیوسته توابع برای جوماری (۱۹ .۳) فرمول که شد داده نشان مثال این در

و 𝛼 = ۱
۲ کنید فرض .۴ نقض مثال .۴ .۴

𝑢(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

۱ − 𝑡, 𝑡 < ۱,
𝑡 − ۱, 𝑡 > ۱.

داریم: بنابراین مشتق ناپذیراست. و پیوسته 𝑡 = ۱ در 𝑢(𝑡) که می شود مشاهده به سادگی

𝐻(𝑡) = ∫
𝑡

۰
(𝑡 − 𝑥)−𝛼(𝑢(𝑥) − 𝑢(۰))𝑑𝑥,

=
⎧{
⎨{⎩

∫𝑡
۰

−𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥, 𝑡 ≤ ۱,

∫۱
۰

−𝑥√
𝑡−𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑡

۱
𝑥−۲√
𝑡−𝑥𝑑𝑥, 𝑡 > ۱.

،𝑡 < ۱ اگر طرفی، از

𝑢( ۱
۲ )(𝑡) = −(𝑡)( ۱

۲ ) = −۲√ 𝑡
𝜋,

باشد: 𝑡 > ۱ اگر و

𝑢( ۱
۲ )(𝑡) = ۱√𝜋𝐻 ′(𝑡) = −۲√ 𝑡

𝜋 + ۴√𝑡 − ۱
𝜋 .

می شود: نتیجه همچنین

𝑢( ۱
۲ )(۱) = − ۲√𝜋.

داریم: 𝑢(۱) = ۰ به اینکه باتوجه این، بنابر

۲𝑢(۱)𝑢( ۱
۲ )(۱) = ۰.

می شود: نتیجه جوماری مشتق به تعریف توجه با و 𝑢۲(𝑡) = (𝑡 − ۱)۲ = 𝑡۲ − ۲𝑡 + ۱ داریم دیگر، طرف از

(𝑢۲)( ۱
۲ )(𝑡) = (𝑡۲)( ۱

۲ ) − ۲(𝑡)( ۱
۲ ) = ۸

۳
√𝜋𝑡 ۳

۲ − ۴√𝜋𝑡 ۱
۲ .

داریم: 𝑡 = ۱ نقطه در تابع محاسبه با حال

(𝑢۲)( ۱
۲ )(۱) = − ۴

۳
√𝜋 ≠ ۰.

می گیریم: نتیجه نهایت در

(۶ .۴) (𝑢۲)( ۱
۲ )(۱) ≠ ۲𝑢(۱)𝑢( ۱

۲ )(۱).

نیست. درست نیز مشتق ناپذیر و پیوسته توابع برای جوماری (۲۱ .۳) رابطه که دادیم نشان مثال این در
خودداری اینجا در آنها آوردن از بحث شدن طولانی دلیل به که می کند ارائه ([۷]) خود مقاله در نیز دیگر مثال چندین لیو

می کنیم.

۶۷ ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133183.1503
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نتیجه گیری و بحث .۵

جوماری حقیقت در پرداختیم. جوماری مشتق یا شده اصلاح ریمان‑لیوویل مشتق معرفی به ابتدا نخست مقاله، این در
ریمان‑لیوویل مشتق های کاستی های و باشد کلاسیک مشتق شبیه آن خواص که بود کسری مشتق از تعریفی ارائه دنبال به
این و دارد را لایب نیتز قاعده و زنجیره ای مشتق قاعده مانند خواصی جدید تعریف که کرد ادعا وی باشد. نداشته را کاپوتو و
نشان که آوردیم نقضی مثال های قبل بخش در اما آورده ایم. جزئیات با را اثبات ها مقاله این در که نمود اثبات را خواص
مقاله دو در که لیو حتی که است ذکر به لازم کجاست؟ مشکل که است این سؤال حال نیستند. برقرار شده ذکر خواص می دهد
در اصلی دلیل اما نمی زند. فرمول ها این نقض دلیل از حرفی می کند ارائه جوماری مشتق خواص رد در را نقضی مثال های
اشتباهی نتایج نتیجه در و می کند شروع اشتباه فرض یک با را اثبات ها جوماری حقیقت در است. جوماری اثبا ت های شروع

تقریبی رابطه حقیقت در می آورد. به دست را

(۱ .۵) Γ(𝛼 + ۱)𝑑𝑓 ≅ 𝑑𝛼𝑓, ۰ < 𝛼 < ۱.

دیفرانسیل بنابراین می گیرد. نظر در تساوی عنوان به را است آمده به دست کسری تیلور بسط از اول جمله دو از استفاده با که
کسری دیفرانسیل خواص نتیجه در و می شود گرفته نظر در (کلاسیک) معمولی دیفرانسیل از عددی ضریب به صورت کسری
است شده استفاده (۱ .۵) رابطه از آن در که اثبات هایی تمام پس می آیند. به دست معمولی دیفرانسیل از ضریبی از استفاده با
و جوماری مشتق به تعریف توجه با شود. استفاده جوماری مشتق انتگرالی تعریف از باید روابط اثبات برای هستند. اشتباه
و اولدهام۲ آوریم. به دست زنجیره ای مشتق و لایب نیتز قاعده برای صحیح فرمول می توانیم ریمان‑لیوویل مشتق با آن ارتباط

می کنند. اثبات ریمان ‑لیوویل مشتق برای را زیر فرمول های [ ۵ فصل ،۸] خود کتاب در اسپانیر۳

𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) =
∞

∑
𝑘=۰

(𝛼
𝑘)𝑓 (𝑘)(𝑥) 𝑅𝐿

𝑎𝐷𝛼−𝑘
𝑥 𝑔(𝑥),

𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥𝑓(𝑔(𝑥)) =(𝑥 − 𝑎)−𝛼𝑓(𝑔(𝑥))
Γ(۱ − 𝛼)

+
∞

∑
𝑘=۱

(𝛼
𝑘) (𝑥 − 𝑎)𝑘−𝛼𝑘!

Γ(𝑘 − 𝛼 + ۱)
𝑗

∑
𝑚=۱

𝑓 (𝑚)(𝑔) ∑
𝑘

∏
𝑗=۱

۱
𝑃𝑗!

(𝑔(𝑗)

𝑗! )
𝑃𝑗

.

و ∑𝑛
𝑘=۱ 𝑘𝑃𝑘 = 𝑛 به طوری که تعریف می شود 𝑃𝑛،⋯ ،𝑃۲ ،𝑃۱ مقادیر صحیح نامنفی ترکیب های تمام روی ∑ آن در که

داریم: دیگر طرف از .∑𝑛
𝑘=۱ 𝑃𝑘 = 𝑚

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))(𝛼) = 𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) − [𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))]
𝑥=۰

,

(𝑓(𝑔(𝑥)))(𝛼) = 𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥(𝑓(𝑔(𝑥))) − [𝑅𝐿
𝑎𝐷𝛼

𝑥(𝑓(𝑔(𝑥)))]
𝑥=۰

.

آوریم. به دست جوماری مشتق برای را صحیح فرمول های می توانیم فوق روابط از استفاده با نتیجه در

2Oldham 3Spanier
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رياضی رشته كارشناسی مقطع وارد ۱۳۸۴ سال در وی است. ابرکوه شهر در ۱۳۶۶ ماه اردیبهشت متولد اکرمی محمدحسین
سیستم های (گرایش كاربردی رياضی رشته ارشد كارشناسی مقطع وارد ۱۳۸۸ سال در و شد اصفهان صنعتی دانشگاه كاربردی
کاربردی ریاضی رشتۀ در تخصصی دکترای مدرک اخذ به موفق ۱۳۹۳ سال در سپس شد. اصفهان صنعتی دانشگاه دینامیکی)

است.. یزد دانشگاه ریاضی علوم دانشکدۀ استادیار حاضر، حال در وی شد. شیراز دانشگاه از دیفرانسیل) معادلات (گرایش
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Modified Riemann-Liouville derivative (Jumarie); Advantages
and Disadvantages

Mohammad Hossein Akrami

Abstract: In this paper, we introduce the modified Riemann-Liouville fractional deriva-
tive (Jumarie) and prove some of its properties and characteristics. The following are some
examples of violations that show that some of the properties that Jumarie claims in his
papers are not true. Finally, we identify the problems of Jumarie’s proofs and suggest the
correct formulas.
Keywords: Fractional calculus, Jumarie fractional derivative, Modified Riemann-Liouville
derivative.
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