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آنتروپی پیرامون

شهامت منوچهر

vmw آن گاه باشند، مجاز کلمە های mw و vm هرگاه است، هم گام کننده m کلمه تحویل ناپذیر، تغییرجای فضاهای در چͺیده.
بە طوری که باشد داشته وجود x− (نامتناهͬ) ترایای چپ از عنصر هرگاه است، (ضعیف) نیم هم گام کننده m کلمه باشد. مجاز نیز
کرد ثابت و گرفت درنظر را هم گام شونده مولفە ی ͷی تامسن باشد. مجاز نیز x−mw آنگاه باشند، مجاز mw و x−m اگر
رویͺرد ͷی از استفاده با ما است. همͽرا آن هم گام شونده آنتروپی به درون از متناهͬ تغییرجای فضاهای از خاصͬ دسته آنتروپی

داد. تعمیم ضعیف هم گام شونده فضاهای به ͬ توان م را نتیجه این ͬ دهیم م نشان متفاوت نسبتا
برای ابتدا متوازن مولدهای ͬ باشند. م ͷدای فضاهای ضعیف، نیم هم گام شونده و نیم هم گام شونده فضاهای از نمونە ای
متوازن تغییرجای فضای بە نام ͬ تری کل تغییرجای فضای به را مولدهایی چنین شده است. تعریف ͷدای تغییرجای فضاهای
آن برای را ضعیف نیم هم گام شونده آنتروپی سپس هستند. نیم هم گام شوندە  و درهم آمیختە  فضاها این ͬ کنیم م ثابت و داده تعمیم

ͬ زنیم. م تقریب

مقدمه .۱

است. ۲ متناهͬ نوع از تغییرجا فضاهای است، گرفته قرار مطالعه مورد که فضایی بیشترین ۱ ͬͺدینامی سیستم های در
فضای معادل تعریف .[۱۰] داشته باشد ۳ ممنوعه کلمه متناهͬ تعداد که است فضایی متناهͬ تغییرجای فضای ͷی
مفروض عدد برابر حداقل آنها طول که کلمە ها همه که شود یافت مشخص قبل از عددی که است آن  متناهͬ تغییرجای
را است هم گام کننده کلمه ͷی دارای حداقل که ۵ تحویل ناپذیر تغییرجای فضای ͷی باشند. ۴ هم گام کننده کلمه هستند،

است. ۷ ضعیف هم گام شونده هم گام شونده، فضای توسیع های از ͬͺی نامند. ۶ هم گام شونده فضای ͷی
هر ͬ دهیم م نشان و هستند ۸ متوازن مولد دارای که ͬ نماییم م معرفͬ را هم گام شونده فضاهای از دستە ای مقاله این در
فضاهای داد خواهیم نشان همچنین است. کامل تغییرجای باشد، هم گام کننده متوازن بلوک دارای که هم گام شونده فضای

دارند. ۹ آمیختگͬ متوازن، مولد دارای
است حقیقͬ عددی آنتروپی درواقع ͬ شود. م اندازە گیری ۱۰ آنتروپی توسط دادە ها انتقال توانایی یا اطلاعات ظرفیت
شنون۱۲ ابتدا است. ۱۱ تزویج پایای که است آن عدد این اهمیت دلایل از ͬͺی ͬ گیرد. م اندازه را سیستم ها پیچیدگͬ که
اندازە ای آنتروپی ۱۴ سینایی و کلموگروف۱۳ سپس کرد. معرفͬ را آنتروپی مفهوم اطلاعات نظریە ی زمینە ی در مقالە ای در

تغییرجا. فضاهای آنتروپی، مولد، کليدي: کلمات و عبارات
پوریای ولͬ محمدرضا رابط: دبیرتخصصͬ
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهامت، م.

نگاشت های برای را ͬͺتوپولوژی آنتروپی مͷ آندرو۱۷ و کنهیم۱۶ آدلر۱۵، آن از پس کردند. تعریف ͷارگودی نظریە ی در را
زد. تقریب را X تغییرجای فضای آنتروپی ͬ توان م روش دو به کلͬ درحالت نمودند. معرفͬ پیوسته

قضیه ،۱۰] در این حالت . Xk+۱ ⊆ Xk که است Xk تغییرجای زیرفضاهای اشتراک X تغییرجای فضای اول: روش
[۶ .۴ .۴

h(X) = lim
k→∞

h(Xk).

[۱۸] در این صورت .Xk ⊆ Xk+۱ ،X = ∪Xk دوم: روش

h(X) ≥ lim
k→∞

h(Xk)

هم گام شونده؛ فضای ͷی هم گام شونده آنتروپی ͬ شود. م تبدیل تساوی به سافیͷ ها، برای مثلا خاصͬ، حالات در نامساوی
مقدماتͬ شناخت و معرفͬ به ۶ تا ۳ بخش های در شد. تعریف [۱۷] و [۱۸] در ͬ شود؛ م داده نشان hsyn(X) نماد با که

ͬ پردازیم. م بتا مانند کاربردی و مهم تغییرجای فضاهای گراف ها، ،ͬͺدینامی سیستم های از
ما ۸ بخش در ͬ پردازیم. م ͬͺتوپولوژی آنتروپی و اندازە ای آنتروپی مانند ها آنتروپی از تعدادی معرفͬ به ۷ بخش در
مشخصͬ دسته داد خواهیم نشان و ͬ دهیم م گسترش hwsyn(X) ضعیف هم گام شونده فضاهای آنتروپی به را آنتروپی این

.hwsyn(X) = limk→∞ h(Xk) و Xk ⊆ Xk+۱ که است موجود Xk مانند متناهͬ تغییرجاهای از
ضعیف، هم گام شونده و نیم هم گام شونده فضاهای از خاص دستە ای بە عنوان متوازن مواد های معرفͬ با ۹ بخش در

ͬ زنیم. م تقریب را ͷدای فضاهای آنتروپی آن، ͷبە کم و ͬ کنیم م معرفͬ hwsyn(X) محاسبه برای سادە تر فرمولͬ

پیشͽفتار .۲

با را اطلاعات رایانە ها ͬ شوند. م بیان متناهͬ مجموعە ای از گسسته نمادهای از دنبالە ای توسط اغلب اطلاعات
۱۸ نماد شمارا یا متناهͬ تعداد شامل A چون مجموعە ای مثال ها، این همە ی در ͬ کنند. م ذخیره ۱ و ۰ از دنبالە هایی
A متناهͬ مجموعە ی ͬ نامیم. م ۲۰ بلوک یا کلمه ͷی را A اعضای از متناھͬ دنبالە ی ͬ نامیم. م ۱۹ الفبا را آن که دارد وجود
AZ بە صورت که است A اعضای از نامتناھͬ طرف دو از دنبالە ھای مجموعە ی ۲۱ کامل تغییرجای |A| ͬ گیریم. م نظر در را

ͬ شوند. م داده نمایش
زیرمجموعە ی .σ(xn)n∈Z = (xn+۱)n∈Z هرگاه ͬ نامیم م AZ کامل تغییرجای روی ۲۲ تغییرجا نگاشت را σ نگاشت
با را X در n ۲۳ طول از مجاز کلمات همه مجموعە ی باشد. σ⁃پایا و بسته هرگاه گوییم تغییرجا فضای ͷی را AZ از X
گوییم ۲۴ تحویل ناپذیر را X تغییرجای فضای ͬ دهیم. م نشان W (X) با را X مجاز کلمات همە ی و ͬ دهیم م نشان Wn(X)

شامل G ۲۵ گراف باشد. مجاز نیز uwv بلوک که شود یافت w مانند بلوکͬ ،u, v مانند مجاز بلوک های همە ی برای هرگاه
است. ۲۷ یال ها از E = E(G) مجموعە ی و ۲۶ رئوس از V = V(G) متناهͬ مجموعە ی

نامند. ۲۹ نامتناهͬ) چپ (از نامتناهͬ راست از ۲۸ راهͬ را (x− = (xi)i≤۰ ) x+ = (xi)i∈Z+ آن گاه ،x ∈ X اگر
ͬ کنیم م تعریف x− برای

w+(x−) = {x+ ∈ X+ : x−x+ ∈ X}

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت پیشرو مجموعه نیز m بلوک برای نامیم. ۳۰ پیشرو مجموعه را آن و

w+(m) = {x+ ∈ X+ : mx+ ∈ X+}.

15Adler 16Konheim 17McAndrew 18symbol 19alphabet 20block 21full A-shift 22shift map 23length 24irreducible 25graph 26vertex
27edge 28path 29right (resp. left) infiniteX-ray 30follower set
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه آنتروپی، پیرامون

I۲ رأس به I۱ رأس از a برچسب با یالͬ گرفت. درنظر گراف ͷی رأس های بە عنوان ͬ توان م را پیشرو مجموعە های تمام
کریͽر گراف را گراف این ،I۲ = w+(x−a) و I۱ = w+(x−) که داشته باشد وجود x ∈ X نقطه اگر و تنها اگر دارد وجود
با را کریͽر گراف از w+(m) رأس شامل ۳۲ تحویل ناپذیر مولفه آن گاه باشد، X فضای هم گام کننده کلمه m اگر نامند. ۳۱

در هم گام کننده کلمه برچسب با مسیر چندین ممͺن است کلͬ درحالت نامند. ۳۳ فیشر گراف آن را و ͬ دهند م نشان X+
۰ نماد

بنابراین ͬ نامند. م ۳۴ قوی هم گام کننده را هم گام کننده کلمه باشد، داشته وجود مسیر ͷی تنها اگر اما شود. دیده فیشر گراف
.[۱۴] است یͺتا مسیر این قوی هم گام شونده فضاهای برای

ͬ پردازیم. م ͬͺدینامی سیستم های معرفͬ به اکنون

ͬͺدینامی سیستم های .۳

زمینە های از ͬͺی بە عنوان و برگرفته در را ریاضͬ کاربردهای و ریاضͬ دانش از گسترده شاخە هایی ͬͺدینامی سیستم های
افتادە است. بە راه طبیعͬ نمونە ی ͷی در خاص مدل ͷی تحلیل بە واسطە ی علم این اصلͬ جریان های است. مطرح آن فعال
وی آنچه داشت. علم این پیشرفت در بە سزایی تأثیر ۳۵ جسم سه مسئلە ی حل در نیوتن ͷانیͺم از استفاده با پوانکاره مثلا́

بود. طبیعͬ نمونه در سیستم مدل ͷی تحلیل داد انجام
که پوانکاره نگاشت نمونه، بە عنوان ͬ گیرد. م انجام نیز ریاضیات در و نبوده، محدود طبیعͬ علوم به فقط مدل سازی این
نمادین ͷدینامی است. دیفرانسیل معادلات جواب های دستە بندی برای مدل نوعͬ دارد، قرار او اکتشاف های مرکزی هسته در
خم ها ساختار برای مدلͬ ͬ شود، م داده نسبت عمومͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی به که نیز ͬͺتوپولوژی مارکف زنجیر و

است. فاز فضای در
هواشناسͬ، مانند دانش از درشاخە هایی طبیعͬ پدیدە های مدل سازی برای رشته این از بسیاری ͬ دان های ریاض امروزه

ͬ کنند. م استفاده کیهان شناسͬ و گرانش ماهوارە ای، مدار های زمین شناسͬ،
پیوسته و ۳۶ گسسته ͬͺدینامی سیستم های مثال، بە عنوان است. مطرح ͬͺدینامی سیستم های انواع از مختلفͬ دستە بندی
ͷفیزی در بە ویژه ͬͺدینامی سیستم های همە ی در آنچه حقیقͬ. مقابل در مختلط و  ͬ نامتناه مقابل در  ͬ متناه سیستم های ۳۷

از ،ͬͺدینامی سیستم هر ترکیب در مولفه سه این حضور است. تحول قانون و زمان فضا، عنصر سه حضور است مشترک
مستقل ساختاری دارای ͬ تواند م یاد شده مولفه سه از ͷهری دارد. حͺایت ͬͺفیزی مدل سازی های با رشته این عمیق ارتباط
برای مدل ها رایج ترین باشد. دیͽر ساختاری یا و اندازه فضای ͷی ،ͷتوپولوژی فضای ͷی ͬ تواند م ساختار این که باشد،
، ۳۹ همیومورفیسم ها در بە ترتیب که هستند R و گروه Z+

۳۸ نیم گروه ،Z جمعͬ گروه ͬͺدینامی سیستم های در زمان
ͬ شوند. م ظاهر ۴۱ معمولͬ دیفرانسیل معادلات و ۴۰ نگاشت ها

T و نیم گروه یا گروه ͷی G ،۴۲ ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, TX) که است (X,G, T ) سە تایی ͬͺدینامی سیستم ͷی
ͬ کند: م صدق زیر شرط دو در که است پیوسته تابعͬ

.T (۰, x) = x ،x ∈ X هر بە ازای (۱)
.T (g, T (h, x)) = T (gh, x) ،x ∈ X هر برای و g, h ∈ G هر برای (۲)

واقع، در است. ثابت قانونͬ طبق زمان گذشت با حالت فضای تغییرات چͽونگͬ ۴۳ͬͺدینامی سیستم ͷی بە طور کلͬ
تحول با را سیستم حالت های T هرگاه است ͬͺدینامی سیستم ͷی T : X → X نگاشت و X فضای شامل (X,T ) دوتایی
آنگاه باشد، ۱ پیمانه به T (x) = ۲x ضابطە ی با نگاشتͬ T : X → X و X = R \ Z اگر مثال، بە عنوان دهد. نشان زمان

باشد. ۴۵ وارون پذیر در نتیجه و ۴۴ ͷبه ی ͷی ͬ تواند م T نگاشت است. ͬͺدینامی سیستم ͷی (X,T )

31Krieger graph 32irreducible component 33Fischer cover 34strong synchronized 35three body problem 36discrete dynamic system 37continuous

dynamic system 38semigroup 39hemomorphisms 40maps 41Ordinary differential equations 42topological space 43dynamical system 44one

to one 45invertible function
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهامت، م.

نمادی ͷدینامی .۴

بە صورت که ͬ دهیم م نسبت را N(x, y) عدد AZ فضای از y = (yi)i∈Z و x = (xi)i∈Z دنبالە ی دو هر به

N(x, y) = min{|i| : xi ̸= yi}

بە صورت را فضا متر سپس هستند. متفاوت یͺدیͽر با دنباله دو که است مختصͬ اولین N(x, y) یعنͬ ͬ شود. م تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر

(۱ .۴) d(x, y) =


۱

۲N(x, y)
x ̸= y,

۰ x = y .

کلا́ و تام۴۷ فشردە ی متری  فضای ͷی به که ͬ کنیم م یادآوری ͬ شود. م تبدیل کانتور۴۶ فضای ͷی به AZ فضای متر این با
ͬ شود. م گفته کانتور فضای ناهمبند۴۸،

اگر و است تحویل ناپذیر X تغییرجای فضای است. همسانریختͬ ͷی (۱ .۴) متر توسط القایی توپولوژی با σ نگاشت
باشد. ترایا σ : X → X تغییرجای نگاشت  تنها اگر

به فارسͬ حروف نمونه، برای هستند. قید۴۹ تعدادی شامل اغلب ͬ گیرند م قرار استفاده مورد که نمادی دنبالە های
را تغییرجا فضای مفهوم لذا بسازند. فارسͬ زبان در مجاز کلمە ی ͷی و گرفته قرار یͺدیͽر کنار در ͬ توانند نم هر صورتͬ

ͬ کند. م صدق قیود از مشخصͬ مجموعە ی در و است تمام تغییرجای از زیرمجموعە ای که ͬ کنیم م معرفͬ
را XF مجموعە ی ͬ نامیم. م غیر مجاز۵۰ کلمات را آنها که باشد A الفبای روی کلمات از مجموعە ای F کنیم فرض

نباشند. F از عضوی هیچ شامل که ͬ کنیم م تعریف AZ اعضای از زیرمجموعە ای
روی غیر مجاز کلمات از مجموعە ا ی F که X = XF هرگاه گوییم تغییرجا۵۱ فضای ͷی را AZ از X زیرمجموعە ی

است. A الفبای
تغییرجا فضای ͷی را AZ از زیرمجموعە ا ی این صورت که به دارد وجود تغییرجا فضای برای نیز دیͽری معادل تعریف

.(σ(X) ⊆ X هرگاه گوییم σ⁃پایا را AZ از X (زیرمجموعە ی باشد σ⁃پایا و بسته اگر اگر و تنها گوییم

۱ها که باشد A = {۰,۱} روی دنبالە هایی همە ی مجموعە ی X اگر همچنین، .F = ∅ آنگاه ،X = AZ اگر .۱ .۴ مثال
X = XF آنگاه باشد، {۱,۲} از عضوی متوالͬ ۱ دو هر بین ۰ها تعداد و شوند ظاهر جهت دو هر در بار نامتناهͬ ͬ توانند م

.F = {۱۱,۰۰۰} که

نامیده متناه۵۲ͬ نوع از تغییرجای باشد غیر مجاز کلمات از متناهͬ مجموعە ای دارای که تغییرجایی فضای .۲ .۴ تعریف
ͬ شود. م

زمینە های در مهمͬ نقش متناهͬ نوع از تغییرجاهای هستند. متناهͬ نوع از ۱ .۴ مثال در شده ارائه تغییرجای دو هر
یافتن مانند مهم کاربردی مسائل برخͬ حل به منجر آنها مطالعە ی دارند. ͬͺدینامی سیستم های بە ویژه ریاضیات مختلف

ͬ شود. م کامپیوتری دیسͷ های روی دادە ها ذخیرە ی برای کارا کدگذاری طرح های

گراف .۵

ابتدایی رأس ͬ گیریم. م نظر در را یال ها از E = E(G) مجموعە ی و رئوس از V = V(G) مجموعە ی شامل G گراف
۵۵ طوقه را باشد یͺسان آن انتهای و ابتدا که یالͬ ͬ دهیم. م نشان t(e) ∈ V با را آن ۵۴ انتهای و i(e) ∈ V با را یال هر ۵۳

46Cantor 47perfect 48totally disconnected 49constraint 50forbidden words 51shift space 52shift of finite type 53invariant 54 initial 55 loop
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه آنتروپی، پیرامون

گراف ͷی برای مثالͬ .۱ شͺل

۳ و ۲,۱ مرتبە های .۲ شͺل

و ابتدا اگر ͬ شود. م نامیده مسیر ۵۷ طول یال ها تعداد ͬ آید. م به دست یال تعدادی متوالͬ اتصال از ۵۶ مسیر هر ͬ نامیم. م
ورودی یال های تعداد است. ͷی طول با دوری طوقه هر ͬ شود. م نامیده ۵۸ دور منسیر آن آن گاه باشد، یͺسان مسیری انتهای
گرافͬ ۱ شͺل مثال برای ͬ شود. م نامیده ۶۰ خروج درجه رأس ͷی از خروجͬ یال های تعداد و ۵۹ ورود درجه را رأس ͷی به
دارد. وجود طوقه ۴ گراف این در است. ۱ و ۵ بە ترتیب J رأس خروج و ورود درجه که ͬ دهد م نشان را J و I رأس دو با

آنگاه باشد، J آن ها انتهای و I آن ها ابتدای که باشد G گراف در یال هایی تعداد برابر aIJ ،I, J رأس های برای اگر
بە صورت ۱ شͺل گراف با مجاورت ماتریس مثال برای ͬ شود. م نامیده ۶۱ گراف مجاورت ماتریس A = [aIJ ] ماتریس

است.
[
۲ ۳
۱ ۲

]
باشد، r مرتبه از مربعͬ ماتریسͬ A چنان چه داد. نسبت گرافͬ ͬ توان م نیز نامنفͬ درایە های با مربعͬ ماتریس هر به

رأس های مجموعه با گرافͬ A ماتریس با متناظر گراف

{۱,۲, . . . , r}

دارد. J رأس به I رأس از مجزا یال aIJ تعداد بە  که است
رأس های مجموعه با گرافͬ ͬ شود؛ م نامیده G ۶۲ بالاتر گراف Nمین که GN؛ گراف ،N مانند طبیعͬ عدد هر برای
در مثال برای ͬ کنیم. م وصل J به I از یالͬ ،J به I از G گراف در N طول از مسیر هر برای که است V(GN ) = V(G)

است. شده داده نشان G۳ و G۲ ،G گراف های ۲ شͺل
XG یالͬ تغییرجای .t(ei) = i(ei+۱) که است یال هایی از متناهͬ دنبالە ای G گراف روی π = e۱e۲ · · · en مسیر ͷی

ͬ شود. م تعریف زیر بە صورت که است A = E روی تغییرجایی فضای

56 path 57 length 58 cycle 59 in-degree 60 out-degree 61 adjacencymatrix 62 Nth higher edge graph
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهامت، م.

باشند. داشته یͺسانͬ نمایش ͬ توانند م متفاوت گراف های .۳ شͺل

XG =
{
ξ = (ξi)i∈Z ∈ EZ : t(ξi) = i(ξi+۱)

}
.

ͷی G از e یال هر به L نگاشت و است E یال های مجموعه با گرافͬ G که است (G,L) دوتایی ،G ۶۳ برچسب دار گراف
G در π = e۱e۲ · · · en مانند مسیری برچسب گوییم. G زیربنای گراف را G گراف ͬ دهد. م نسبت را A از L(e) برچسب

بە صورت
L(π) = L(e۱)L(e۲) · · · L(en)

بە صورت را ξ برچسب ،ξ = · · · e−۱e۰e۱e۲ · · · ∈ XG اگر ͬ شود. م تعریف

L(ξ) = · · · L(e−۱)L(e۰)L(e۱) · · ·

بە صورت را G روی نامتناهͬ دوطرف از مسیرهای برچسب های همە ی مجموعە ی و کرده تعریف

XG := {L∞(ξ) : ξ ∈ XG} = L∞(XG).

ͬ دهیم. م نشان
چهار هر ،۳ شͺل در مثال برای باشند. تغییرجا فضای ͷی نمایندە ی متفاوتͬ گراف های است ممͺن که است واضح

یعنͬ هستند. {۰,۱} روی کامل تغییرجای فضای برای نمایشͬ گراف

XGa = XGb
= XGc = XGd

= {۰,۱}∞.

داشته باشد. وجود J به I از مسیری ،J و I رأس دو هر برای هرگاه است تحویل ناپذیر G گراف .۱ .۵ تعریف

هستند. تحویل پذیر و تحویل ناپذیر گراف های نمایش بە ترتیب ۵ و ۴ شͺل های
برعکس نیز و J به I از مسیری اگر و تنها اگر I ≈ J که ͬ کنیم م تعریف این صورت به V روی را ≈ هم ارزی رابطە ی
است رده آن در آنها انتهای و ابتدا رئوس که یال هایی همراه به هم ارزی ردە ی ͷی در موجود رئوس همە ی داشته باشد. وجود

ͬ نامیم. م G مؤلفە  ی۶۴ ͷی را آن که ͬ دهد م تشͺیل را G از تحویل ناپذیری زیرگراف

به w برچسب با G در مسیر هر هرگاه است G = (G,L) برای جادویی۶۵ کلمە ی ͷی w ∈ B(XG) کلمە ی .۲ .۵ تعریف
شود. ختم یͺسانͬ رأس

63labeled graph 64component 65magic
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه آنتروپی، پیرامون

تحویل ناپذیر گراف برای مثالͬ .۴ شͺل

تحویل پذیر گراف برای مثالͬ .۵ شͺل

نیست. چنین ۰ بلوک ولͬ جادویی ۲ و ۱ بلوک .۶ شͺل

نیز ۲ بلوک برای مطلب این دارند. یͺسانͬ پایان ۱ برچسب با مسیرها همه زیرا هستند جادویی ۲ و ۱ بلوک ۶ شͺل در
نیست. معتبر ۰ بلوک برای اما است برقرار

نیست. برقرار لزوماً آن عکس ولͬ است؛ XG برای هم گام کننده کلمە ای G برای جادویی کلمە ی هر که ͬ کنیم م ملاحظه

G این صورت در است. برچسب دار گرافͬ G که X = XG هرگاه ͬ نامیم م ۶۶ͷسافی را X تغییرجای فضای .۳ .۵ تعریف
ͬ شود. م نامیده ۶۸ نمایش یا ۶۷ پوشش ͷی

ͬ گیریم. م نظر در را زیر مثال نمونه، برای نیستند. ͷسافی که دارند وجود تغییرجایی فضاهای

غیر مجاز کلمات مجموعە ی با A = {a, b, c} الفبای روی را X فضای .۴ .۵ مثال

F = {abmcna : m ̸= n}

66sofic 67cover 68presentation
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهامت، م.

تنها اگر اگر و cna ∈ F (abm) ،m ∈ N برای چون ͬ شود. م نامیده ۶۹ آزاد متن تغییرجای فضا، این ͬ گیریم. م نظر در
در و است نامتناهͬ پیرو مجموعە های مجموعە ی بنابراین، هستند. مجزا یͺدیͽر از F (abm) پیرو مجموعە های ،n = m

نیست. ͷسافی X نتیجه

عملͬ هم و تئوری نظر از هم که ͬ کنیم م معرفͬ را پوششͬ حال نیستند. یͺتا لزوماً ͷسافی جای تغییر ͷی پوشش های
دارد. بیشتری اهمیت

دارای I از خروجͬ یال های ،I رأس هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده ۷۰ راست⁃معین از G برچسب دار گراف .۵ .۵ تعریف
باشند. متفاوت برچسب های

دارد. وجود w برچسب و I ابتدای با مسیر ͷی حداکثر ،I رأس و w کلمە ی هر برای راست⁃معین، از گراف های در

دارند. کد۷۳ کنندە های باز و کنندە ها۷۲ کد در متنوعͬ کاربردهای و ͬ شوند م نامیده قطع۷۱ͬ کامپیوتر علوم در گراف ها، این
است. معین راست از (d) گراف اما نیست. معین راست از (c) گراف ،۳ شͺل در

راست از هم که را گرافͬ هستند. متمایز برچسب های دارای رأس هر به ورودی یال های چپ⁃معین۷۴ از گراف های در
چنین (d) گراف اما است. معین چپ از (c) گراف ،۳ شͺل در ͬ نامیم. م طرف⁃معین۷۵ دو از باشد، چپ⁃معین از هم و

است. معین دو طرف از (b) گراف همچنین نیست.

خانوادە ی ،G در FG(I) پیرو مجموعە ی ،I ∈ V برای ͬ گیریم. م نظر در را G = (G,L) برچسب دار گراف .۶ .۵ تعریف
یعنͬ، است؛ I ابتدای با مسیرهایی همە ی برچسب 

FG(I) = {L(π) : π ∈ B(XG) و i(π) = I}.

FG(I) ̸= آن گاه ،I ̸= J اگر یعنͬ، باشند؛ متمایز پیرو مجموعە های دارای مختلف رئوس هرگاه است منفک۷۶ پیرو G گراف
.FG(J)

یعنͬ، باشند؛ یͺسان پیرو مجموعە های دارای هرگاه گوییم هم ارز۷۷ را J و I رأس دو ،G = (G, L) گراف در
گراف Hرا گراف هستند. I۱, I۲, . . . , Ir بە صورت G رئوس مجموعە ی هم ارزی ردە های کنیم فرض .FG(I) = FG(J)

به I از a برچسب با H در یالͬ و باشد  {I۱, I۲, ..., Ir} مجموعە ی ،H رئوس مجموعە ی اگر ͬ نامیم م G ادغام شدە ی۷۸
باشند. موجود J به I از a برچسب با G گراف در یالͬ و J ∈ J و I ∈ I رئوس هرگاه داشته باشد وجود J

و En مجموعه یال های با برچسب دار گرافͬ Gn = (Gn,Ln) کنیم فرض ،n ∈ N برای گراف ها. اتصال .۱ .۵
مجموعه با گرافͬ G = ∨nGn کنیم فرض باشد. ∪Vn روی شمارا افراز ͷی V گیریم باشد. Vn رأس های مجموعه
برچسب با را یالͬ V در آن گاه باشد، داشته وجود J به I از a برچسب با یالͬ I, J ∈ Vn برای اگر باشد. V آن رأس های
با مثال برای ͬ دهیم. م نشان ∨nXn نماد با را است ∨nGn آن پوشش فضای کدشوندە ای که ͬ دهیم. م قرار [J ] به [I] از a
۸ شͺل همچنین G۲ و G۱ گراف های ۷ شͺل ،V = {{I۰}, {I۱, I۲}, {I۳}} و V۱ ∪ V۲ = {I۰, I۱, I۲, I۳} فرض

ͬ دهد. م نشان را G۱ ∨ G۲ گراف

شͺافتن یعنͬ آن، وارونە ی مفهوم ͬ توان م کردیم، صحبت گراف ها اتصال از قبل قسمت در گراف ها. شͺافتن .۲ .۵
برای آن از ۸۱ پتل سپس شد. مطرح ۸۰ ویلیامز توسط ابتدا ۷۹ رأس ها شͺافت کرد. تعریف نیز را گراف ͷی رأس های

کرد. استفاده مغناطیسͬ نوارهای روی دادە ها ذخیره

69context free shift 70right-resolving 71deterministic 72encoders 73decoders 74left-resolving 75bi-resolving 76follower-separated 77equivalent
78merged graph 79State splitting 80Williams 81Batel
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه آنتروپی، پیرامون

اتصال از قبل گراف دو نمایش .۷ شͺل

گراف دو اتصال نمایش .۸ شͺل

رأس ͷی شͺافتن .۹ شͺل

ͬ گیریم. م درنظر را E یال های مجموعه و V رأس های مجموعه با G گراف ͬ کنیم. م بررسͬ را رأس ͷی شͺافتن ابتدا
ͬ دهیم، م نشان H نماد با را آن که جدیدی گراف ͬ کنیم. م افراز E۲I و E۱I مجموعه دو به را EI مجموعه I ∈ V رأس برای

دادیم. قرار I۲ و I۱ رأس دو آن جای به که I رأس جز به دارد را G رأس های مجموعه همان
یال هایی J انتهای و I ابتدای با ،f ∈ E هر برای ͬ کنیم. م رسم e نام همان با t(e) به Ii از H در را یالͬ E i

I هر بە ازای
یال های انتهای و ابتدا رأس های ͬ شود. م وصل I۲ به J از f۲ و I۱ به J از f۱ که ͬ دهیم م قرار H در f۲ و f۱ نام های با
به ͬ تواند م رأس ͷی از خروجͬ یال های مجموعه کلͬ درحالت ببینید). را ۹ (شͺل ͬ کنیم م رسم تغییر بدون را G در دیͽر

شود. انجام رأس چندین در ͬ تواند م افرازبندی همچنین شود. افراز مجموعه دو از بیش

بتا تغییرجای فضاهای .۶

در این جا دارند. فراوانͬ عملͬ و نظری کاربردهای و بوده غنͬ ساختاری دارای که هستند نمادی فضاهای تغییرجا ها این
کرد. رجوع [۱۵] مقالە ی به ͬ توان م بیشتر جزئیات برای ͬ کنیم، م ارائه [۷] از را β⁃تغییرجا ها از خلاصە ای مقدمە ی
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۲۷–۷ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهامت، م.

بتا گراف ͷی برای نمایشͬ .۱۰ شͺل

قرار ،β > ۱ اگر است. t مساوی یا و کوچͷ تر صحیح عدد بزرگ ترین ⌊t⌋ از منظور است حقیقͬ عددی t وقتͬ
ͬ دهیم م

۱β = a۱a۲a۳ · · · ∈ {۰,۱, . . . , ⌊β⌋}N

و a۱ = ⌊β⌋ که
ai = ⌊βi(۱− a۱β

−۱ − a۲β
−۲ − · · · − ai−۱β

−i+۱)⌋

(N ∪ {۰})N روی الفبایی۸۲ ترتیب ≤ اگر .۱ =
∑∞

i=۱ aiβ
−i یعنͬ، است؛ β مبنای در ۱ بسط ۱β دنبالە ی .i ≥ ۲ برای

رابطە ی در ۱β دنبالە ی آن گاه باشد،
(۱ .۶) σk۱β ≤ ۱β , k ∈ N,

ͷکدام ی که ͬ کند م مشخص ویژگͬ این که کرد ثابت پری ͬ باشد. م (N∪{۰})N روی تغییرجا نگاشت σ که ͬ کند م صدق
مجموعە ی که ͬ دهد م نتیجه (۱ .۶) آن، بر علاوه .[۷] هستند β > ۱ ͷی برای ۱ β⁃بسط ،(N ∪ {۰})N عناصر از

(۲ .۶) Xβ = {x ∈ {۰,۱, . . . , ⌊β⌋}Z : x[i,∞) ≤ ۱β , i ∈ Z}

ͬ شود. م نامیده β⁃تغییرجا۸۳ که است {۰, ۱, . . . , ⌊β⌋}Z از زیرتغییرجایی
:[۱۵] دهیم نشان که است ساده

باشد. متناهͬ ۱β اگر و فقط اگر است متناهͬ نوع از β⁃تغییرجا ͷی (۱)
است. نیم هم گام شونده β⁃تغییرجا هر (۲)

کند، (۱ .۶) شرط در ai ∈ {۰,۱, . . . , ℓ−۱} اگر ،a۱a۲ · · · مانند نامتناهͬ راست سمت از بلوک هر که ͬ کنیم م دقت
.[۲ .۳ .۲ قضیه ،۷] ۱β = a۱a۲ · · · و a۱ = ⌊β⌋ که است موجود β منحصر بە فرد عدد آن گاه

از نامتناهͬ شمارای مجموعه نخست ͬ سازیم. م β⁃تغییرجا فیشر گراف بە عنوان بدین صورت را Gβ نامتناهͬ گراف
حال، شدە اند. تعریف زیر بە صورت یال ها ͬ  گیریم. م نظر در ثابت رأس ͷی را I۰ و ͬ کنیم م انتخاب را I۰, I۱, . . . رأس های
هر برای و i هر برای همچنین، است. Ii+۱ آن انتهای و Ii آن ابتدای که دارد وجود ai برچسب با یالͬ ،i ≥ ۰ همە ی برای

دارد. وجود است، I۰ آن انتهای و Ii آن ابتدای که c برچسب با یالͬ ۰ ≤ c < ai

کنیم فرض و ͬ کند م صدق (۱ .۶) شرط در که باشد دنبالە ای a۱a۲a۳ · · · = ۲۱۲۱۰۱۰ · · · کنیم فرض مثال، برای
پوشش این از قسمتͬ نمایش ۱۰ شͺل .۱β = ۲۱۲۱۰۱۰ · · · پس باشد. آن به وابسته فرد به منحصر حقیقͬ عدد β > ۱

است. تغییر جا −β فضای این برای
ͬ سازیم م a جای به u کردن جایͽزین با را X از جدیدی تغییرجای فضای ما شود، ظاهر X از بلوکͬ نقطه یا در a هرگاه

اگر مثال برای ͬ دهیم. م نشان Xu↪→a نماد با را آن  و

m = m۱ · · ·mi−۱ami+۱ · · ·ml ∈ W (X)

82lexicographic ordering 83β-shift
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بتا تغییرجای ͷی برای پوششͬ .۱۱ شͺل

بتا گراف از استفاده با جدید گرافͬ ساختن .۱۲ شͺل

آن گاه
m۱ · · ·mi−۱umi+۱ · · ·ml ∈ W (Xu↪→a)

xu↪→a ∈ Xu↪→a پس ͬ شود. م انجام نیز x ∈ X برای عمل این مشابه به طریق ͬ شود. م داده نشان mu↪→a نماد با این و
برای ͬ کنیم. م تعریف را Gu↪→a(Gu↪→a) ما ،X برای G(G) پوشش ͷی از طبیعͬ به روش همچنین است. شده تعریف

۱۱ شͺل مثال،
است. آمده بە دست a = ۱ بجای ui جایͽزینͬ با که است پوششͬ ۱۲ شͺل و ⁃تغییرجا β ͷی برای پوششͬ

G := Gβ ۸ و ۷ شͺل در این صورت ͬ کنیم. م انتخاب را ui و a = ۱ بلوک های .۱β = ۱۱۰۱۰۰ · · · کنیم فرض .۱ .۶ مثال
ͬ دهد. م نشان را Gui↪→a و

کاربردهای که هستند ͬͺدینامی سیستم های از دستە ای S شͺاف با تغییرجا فضاهای شͺاف. با تغییرجا فضای .۱ .۶
است. S مانند نامنفͬ صحیح اعداد از زیرمجموعە ای با متناظر متناهͬ تغییرجای فضای هر دارند. دادە ها کدگذاری در زیادی
نامتناهͬ یا متناهͬ S مجموعه که این  به بسته X(S) تعریف برای ͬ دهند. م نشان X(S) نماد با را فضا این در این صورت

ͬ شود. م تعریف زیر بە صورت باشد،
ͬ گیریم م درنظر ۱ و ۰ عناصر از نامتناهͬ دوطرف از دنبالە های همه مجموعه را X(S) آن گاه باشد، متناهͬ S اگر (۱)
مجموعه به متعلق متوالͬ ͷی دو هر بین صفرها تعداد و شوند ظاهر طرف دو درهر بار نامتناهͬ ͬ توانند م یͷ ها که

باشد. S
آن گاه ،S = {۲} کنیم فرض مثال برای

S = {· · ·۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱ · · · }.

مطلبی چنین اما است X(S) از عضوی · · ·۱۰۱۰۰۱۰۰۱۰۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱۰۱ · · · آن گاه ،S = {۱,۲} اگر و
نیست. صحیح · · ·۱۰۱۰۱۰۱۰۰۰۱۰۱۰۱۰۱ · · · برای
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شͺاف با تغییرجا فضای ͷی برای گرافͬ نمایش .۱۳ شͺل

اساسͬ هم گام کننده کلمه نامتناهͬ تعداد با گرافͬ نمایش .۱۴ شͺل

سمت از ͬ توانند نم یͷ ها که تفاوت این با ͬ شود م تعریف اول حالت مانند X(S) آن گاه باشد، نامتناهͬ S اگر (۲)
صفر نامتناهͬ با که است بە گونە ای X(S) فضای عناصر دراین حالت یعنͬ یابتد. ادامه نامتناهͬ راست یا چپ

ͬ شوند. م ختم صفر نامتناهͬ به و شروع
X(S) از عضوی · · ·۰۰۰۱۰۰۱۰۰۰۰۱۰۰۰ · · · آنگاه کنیم، فرض S = {۲,۴,۶, . . .} اگر مثال برای

نیست. چنین · · ·۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱۰۰۱ · · · برای اما است

متناظر گراف ۱۳ شͺل در است. هم گام کننده آنها برای ۱ کلمه و هستند هم گام شونده ،X(S) تغییرجای فضاهای تمامͬ
شده است. رسم S = {۰,۲,۴, . . .} نظیر X(S) جای تغییر برای

طبیعͬ توسیع ͷی نیم هم گام شونده تغییرجای فضاهای کمینه. هم گام کننده بلوک نامتناهͬ با تغییرجا فضاهای .۲ .۶
نیم هم گام کننده فضا، این از کلمه هر هستند. β جاهای تغییر فضاها، چنین از نمونە هایی است. هم گام شونده فضاهای
نیم هم گام کننده بلوک ͷی نباشد، (هم گام کننده) نیم هم گام کننده زیر بلوک دارای که (هم گام کننده) نیم هم گام کنندە ای است.
کلمه ۱ ≤ l ≤ ∞ تعداد با جدیدی فضای و کردیم استفاده بتا تغییرجای فضاهای از [۱۵] در است. کمینه (هم گام کننده)

ساختیم. کمینه نیم هم گام کننده
ͷی برای پوششͬ ۱۴ شͺل مثال برای دارد. وجود کمینه هم گام کننده کلمه نامتناهͬ تعداد با فضاها از نمونە هایی

است. کمینه بلوک هم گام کنندە ی نامتناهͬ دارای که است تغییرجای کدشونده

نیم بلوک هیچ آن، برای و است کمینه نیم  هم گام کنندە ی بلوک ͷی X(S) فضای هر برای ۱ بلوک (۱) .۲ .۶ مثال
است. نیم  هم گام کننده بلوک متناهͬ تعداد دارای X(S) فضای پس ندارد. وجود دیͽری کمینه   هم گام کنندە ی
این گونه برای .[۱ .۳ .۲ قضیه ،۷] نیم  هم گام کنندە اند بلوک متناهͬ تعداد دارای ⁃تغییرجاها β و ͷدای سیستم های (۲)

است. کمینه نیم  هم گام کنندە ی بلوک ͷی آن سمبول هر بنابراین و است نیم  هم گام کننده هربلوک سیستم ها،
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آنتروپی .۷

توجیه در جدید رویͺردی و ͬ کند م روزمره زندگͬ پدیدە های از بسیاری درک به زیادی ͷکم آنتروپی مفهوم دانستن
ͬ دهد. م توضیح را بسیاری پدیدە های و است شیمͬ و ͷفیزی علم در حیاتͬ بسیار مفهوم ͷی آنتروپی ͬ کند. م خلق پدیدە ها
به که است مفهومͬ آنتروپی دارند. آنتروپی مفهوم در ریشه یخ شدن ذوب و آب در رنگ شدن حل توضیح مثال، برای
پخش قابلیت که است استفاده قابل زمانͬ انرژی زیرا است. شده انباشته انرژی ͷی پخش به تمایل و ͬ دهد م معنا انرژی

داشته باشد. شدن
مثال، بە عنوان نکنند. نقض را انرژی بقای اصل اگر حتͬ هستند. ناممͺن فرآیندها کدام ͬ دهد م نشان آنتروپی بررسͬ

است. برگشت غیرقابل فرآیندی چنین ͬ شود. م ذوب ͬ گیرد، م قرار داغ گاز اجاق  ͷی روی که یخ قطعه ͷی
است. برگشت پذیر فرآیند ͷی این و یابد گسترش هوا توده در آزادانه ͬ تواند م سیلندر ͷی در محصور شده فشرده گاز
این طور برگشت ناپذیر فرآیندهای برای در حالͬ که است، تعادل در خود محیط با سیستم برگشت پذیر، فرآیندهای برای
خود به تغییر که ͬ کند م بیان این گونه را دوم قانون آنتروپی ͬ آید. م نیوتن دوم قانون ͷبە کم آنتروپی مقهوم در این جا نیست.
ͬ دهد، نم انجام کار خود اطراف محیط روی بر یا ͬ کند نم مبادله را گرما که سیستمͬ در برگشت ناپذیر فرآیند ͷی برای  خودی

ͬ رود. م پیش آنتروپی افزایش درجهت همیشه
به قانون این ͬ کند. م هستͬ جهان در فرآیندها عملͺرد نحوە ی از ما بە درک بزرگͬ ͷکم ۸۴  ͷترمودینامی دوم قانون
بنابراین کرد. خواهد پیدا گسترش یا ͬ شود م پراکنده یا باشد که شͺلͬ هر به مادی جهان در انرژی که ͬ دهد م توضیح ما
بە خصوص، دمای ͷی در که ͬ کند م مشخص و ͬ کند م اندازە گیری کمͬ بە صورت را فرآیندها بودن خود بە خود میزان آنتروپی
که ͬ رود م پیش جهتͬ در فرآیند هر که ͬ کند م بیان ͷترمودینامی دوم قانون بە بیان دیͽر، شدە است. آزاد انرژی، مقدار چه

ͬ پردازیم: م آنتروپی ها از دستە هایی معرفͬ به اکنون کند. پیدا افزایش سیستم در آن آنتروپی
اندازە ای آنتروپی (۱)

ͬ دهد. م ارائه ۸۵ اندازه حافظ نگاشت های و ͬͺدینامی سیستم های دربارە ی مفیدی اطلاعات اندازە ای آنتروپی
در که است اندازە گیری قابل ͬͺفیزی خاصیتͬ و علمͬ مفهومͬ اندازە ای آنتروپی ،۸۶ آماری ͷانیͺم در
،ͬͺفیزی سامانە ی ͷی اندازە ای آنتروپی بە عبارتͬ، است. مرتبط قطعیت عدم و اختلال حالت با حالت عادی ترین
ͬ بودن تصادف نماینده آنتروپی است. لازم سامانه دقیق حالت صحیح تعریف برای که است ذراتͬ تعداد کمترین
معانͬ علمͬ، گوناگون رشتە های در واژه این ͬ کند. م تعریف را سامانه ͷی ͬ های ویژگ و است ۸۷ مولͺول ها

کرده است. پیدا متفاوت
متغیرتصادفͬ ͷی ͬ بودن تصادف میزان یا اطلاعات میزان از عددی معیاری اطلاعات نظریه در اندازە ای آنتروپی
حاصل اطلاعات میزان (۸۸ ریاضͬ (امید متوسط مقدار تصادفͬ، متغیر ͷی اندازە ای آنتروپی دقیق تر بە بیان است.
مورد در ما ابهام باشد، بیشتر تصادفͬ متغیر ͷی اندازە ای آنتروپی هرچه سادە تر (بە عبارت است. آن مشاهدە ی از
ͬ آید.) م بە دست بیشتری اطلاعات تصادفͬ متغیر آن قطعͬ نتیجه مشاهده با لذا است بیشتر تصادفͬ متغیر آن
برای دادە ها اتلاف بدون فشردە سازی نرخ بهترین و امید پایین حد اطلاعات، منبع ͷی اندازە ای آنتروپی همچنین

است. منبع آن
بە طور ͬ شود؛ م تعریف آن رخ دادن احتمال لͽاریتم منفͬ با برابر رویداد ͷی مشاهده از حاصل اطلاعات

دارد: وجود زیر مطابق انتظاراتͬ مشاهده، ͷی اطلاعات میزان سنجش برای مناسب تابع هر از طبیعͬ
باشد. نامنفͬ مقداری مشاهده، ͷی از حاصل اطلاعات (آ)

باشد صفر قطعͬ رویداد ͷی مشاهدە ی از حاصل اطلاعات (ب)
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باشد. آن ها تک تک مشاهدۀ از حاصل اطلاعات جمع با برابر مستقل مشاهده دو از حاصل اطلاعات (ج)
با اطلاعات میزان است. احتمال لͽاریتم منفͬ تابع دارد، را فوق ویژگͬ سه که تابعͬ تنها داد نشان ͬ توان م
محاسبه در لͽاریتم پایە ی متداول ترین دارند. اختلاف هم با ثابت ضریب ͷی تنها لͽاریتم مختلف پایە های

ͬ کند. م محاسبه را اطلاعات که است ۲ اطلاعات،
ͬͺتوپولوژی آنتروپی (۲)

انجام برای که است دمایی واحد در سیستم ͷی گرمایی انرژی اندازە گیری ،ͷفیزی در ͬͺتوپولوژی آنتروپی
نیز آنتروپی مقدار ͬ آید، م بە دست منظم مولͺولͬ حرکت از کار که آن جایی از است. دسترس غیر قابل مفید کار
جهت در مورد را عمیقͬ بینش آنتروپی مفهوم است. سیستم ͷی ͬ بودن تصادف یا مولͺولͬ بی نظمͬ برای معیاری
زمینه این در بیشتر اطلاعات کسب برای ͬ کند. م فراهم روزمره پدیدە های از بسیاری برای خود به خودی  تغییر

نمایید. استفاده [۴] و [۱۲] مقاله از ͬ توانید م
ͬ کنیم. م معرفͬ تغییرجا فضاهای برای را ͬͺتوپولوژی آنتروپی قسمت این در

بە صورت X تغییرجای فضای ͬͺتوپولوژی آنتروپی .۱ .۷ تعریف

h(X) = lim
n→∞

۱
n
log |Wn(X)|

است. X در n طول از کلمات تعداد Wn آن در که ͬ شود م تعریف

ͬ پردازیم. م ͬͺتوپولوژی آنتروپی برای مثال هایی بیان به اکنون

.h(X) = ⅼogr پس .|Wn(AZ)| = rn آن گاه .A = {۱,۲, . . . , r} کنید فرض .۲ .۷ مثال

بلوک درآن ها که باشند ۱ و ۰ مولفە های با نامتناهͬ دوطرف از دنبالە های همه مجموعه X کنیم فرض .۳ .۷ مثال
آن گاه، ͬ شود. م نامیده ۸۹ طلایی را فضایی چنین نشده باشند. ظاهر ۱۱

h(X) = ⅼog۱+
√
۵

۲ .

.[۹]

داد. نسبت را
[
۱ ۱
۱ ۰

]
ماتریس طلایی جای تغییر فضای با متناظر گراف به ͬ توان م قبلͬ مثال در

ͬ شود: م حاصل زیر به صورت ماتریس ۹۰ مشخصه چندجملە ای محاسبه، از بعد

t۲ − t− ۱.
هستند. ۱+

√
۵

۲ , ۱−
√
۵

۲ با برابر هستند، ۹۱ ویژه مقادیر همان که t۲ − t− ۱ = ۰ معادله ریشە های
گرویچ آنتروپی (۳)

کنیم فرض ،I, J ∈ V رأس های جفت هر برای باشد. تحویل ناپذیر گراف ͷی H = (V, E) کنیم فرض
در این صورت باشد. J آن ها انتهای و I آن ها شروع که باشد H در n طول به راە ها ی تعداد rn(I, J)

h(H) = lim sup
n→∞

۱
n
log rn(I, J)

.[۱۶] نامیم H گراف ۹۲ گرویچ آنتروپی را است J و I انتخاب از مستقل که

89Golden Mean 90characteristic polynomial 91Eigenvalue 92Gurevic entropy
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هز از عبور برای راه انتخاب r چون شود. خارج یال r آن رأس هر از که باشد گرافͬ G کنیم فرض .۴ .۷ مثال
،G گراف اگر بنابراین است. rn با برابر دلخواه رأس ͷی از شروع با n طول به یال های تعداد پس داریم، رأس

داریم درنتیجه .|Wn(XG)| = k.rn آن گاه داشته باشد، رأس k

h(XG) = ⅼiⅿn→∞
۱
n

ⅼog(k.rn) = ⅼogr.

ببینید. [۱۹] مقاله در ͬ توانید م را آنتروپی ها دیͽر انواع

ضعیف نیم هم گام شونده فضاهای .۸

x[−|m|+۱, ۰] = m که داشته باشد وجود x ∈ X نقطه بلوکmو هرگاه نامند ضعیف هم گام شونده Xرا تغییرجای فضای
ضعیف هم گام شونده رأس را ω+(m) و ضعیف هم گام کننده را m بلوک این صورت در .ω+(x(−∞, ۰]) = ω+(m) و

گوییم.
نیم هم گام شونده سیستم X تعریف، به توجه با آن گاه بود، ۹۳ ترایا چپ از x اگر که ͬ کنیم م نشان خاطر همچنین
اطلاعات کسب برای است. ضعیف هم گام شونده سیستم ͷی نیم هم گام شونده سیستم هر که دیدیم بە عبارتͬ شد. خواهد

نمایید. مراجعه [۳] مقاله به زمینه این در بیشتر
ضعیف هم گام کننده بلوک های همه مجموعه WH(X) گیریم و باشد ضعیف هم گام شونده فضای X کنیم فرض
باشد. ω+(m) رأس شامل که باشد X گریͽر گراف برای ماکسیمال تحویل ناپذیر مولفه (Xm)+۰ کنیم فرض باشد. X برای
وجود m برچسب با (Xm)+۰ در πm متناهͬ راه اگر ͬ شود م نامیده ۹۴ مانده ضعیف هم گام کننده ،m ∈ WH(X) بلوک

.ω+(m) = t(πm) که باشد داشته
نیم هم گام ممͺن است ضعیف مانده هم گام کننده ͷی ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م استفاده جاها تغییر −β از بعدی مثال در

نباشد.  کننده

برای مانده ضعیف هم گام کننده ͷی m := ۰ دراین صورت باشد. ͷی از بزرگتر حقیقͬ عددی β کنیم فرض .۱ .۸ مثال
نیست. آن برای نیم هم گام کنندە ای ۱ به طوری که است X−۱

β

hsyn(X) نماد با که هم گام شونده آنتروپی ،X مانند هم گام شونده فضای هر برای ضعیف. هم گام شونده آنتروپی .۱ .۸
است: شده تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان

hsyn(X) = lim sup
n

۱
n
log(|{a ∈ Wn(X) : mam ∈ W(X)}|),

هم گام جای تغییر برای [۱۸] در ۹۵ تامسن ،۲۰۰۴ سال در .[۱۳] است دلخواه هم گام کننده بلوک ͷی m ∈ W(X) که
که کند ثابت و بزند تقریب متناهͬ تغییرجای فضاهای از مشخصͬ دستە ی آنتروپی وسیلە ی بە  را h(X) توانست X  شوندە ی
فضاهای از دنبالە ای وجود همچنین تامسن .h(X+

۰ ) = hsyn(X) آن گاه باشد، X جای تغییر فضای فیشر گراف X+
۰ اگر

است. [۱۸] در آن دقیق تعریف ͬ کرد. م میل h(X+
۰ ) به آن ها آنتروپی که کرد اثبات را تو در تو متناهͬ جای تغییر

هم گام کننده تعریف توسط آمده به دست x نقطه و m بلوک باشد. X برای ضعیف هم گام کننده بلوک ͷی m گیریم
ͬ دهیم: م قرار ͬ کنیم. م فرض ثابت و گرفته نظر در را

(۱ .۸) h(m, X) := lim sup
n→∞

۱
n
log |{a ∈ Wn(X) : ω+(x−am) = ω+(m)}| .

93transitive 94residual 95Thomsen
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آن گاه،

h(m,X) = h((Xm)+۰ )

.[۲]
ͬ دهیم م قرار باشد. X ماندە ی ضعیف هم گام کننده بلوک های همه مجموعە ی RW(X) کنیم فرض

HX := {h((Xm)+۰ ) : m ∈ RW(X)}.

کنیم: تعریف زیر بە صورت ͬ دهیم، م نشان hwsyn(X) نماد با که را ضعیف هم گام شونده آنتروپی که است طبیعͬ پس

hwsyn(X) = supHX .

.[۲] است اصلͬ تعریف با منطبق نیم هم گام شونده و هم گام شونده فضاهای برای تعریف این
که کرد ثابت و گرفت نظر در کلͬ سیستم ͷی از را X هم گام شوندە ی مولفە ی ͷی [۱۸] در تامسن

(۲ .۸) sup{h(A) : است تحویل ناپذیر متناهͬ تغییرجای A ⊆ X } = h(X+
۰ ) = hsyn(X).

است. زیر بە صورت ضعیف هم گام شوندە ی فضای به را مطلب این توسیع

آن گاه، .RW(X) ̸= ∅ و باشد ضعیف هم گام شونده جای تغییر X کنیم فرض .[۲ .۴ قضیه ،۲] .۲ .۸ قضیه

sup{h(A) : ∃m ∈RW(X);

است ناپذیر تحویل متناهͬ تغییرجای ͷی A ⊆ L((Xm)+۰ )} = hwsyn(X).

ͷسافی تقریباً X تغییرجای فضای که ͬ کنیم م یادآوری کرد. خواهیم بیان را ۲ .۸ قضیە ی از فوری نتیجە ای ادامه در
هرگاه ͬ شود م نامیده

h(X) = sup{h(Y ) : Xاست از ͬͺسافی تغییرجای Yزیر }.

hwsyn(X) = و باشد ضعیف هم گام شونده تغییرجای X اگر باشد. تحویل ناپذیر فضای ͷی X کنیم فرض .۳ .۸ نتیجه
است. ͷسافی ً تقریبا X آن گاه h(X),

متوازن مولدهای .۹

آن الفبای است. نیم هم گام شونده ولͬ هم گام شونده غیر تغییرجای از مشهور ای نمونه S۲n ͷدای تغییرجای فضاهای
برای اگر اگر و تنها است S۲n از نقطه ͷی x ∈ AZ .A = {(, ), [, ]} داریم S۴ برای نمونه برای است. براکت ۲n شامل A

.[۶] شود رعایت پرانتزها استاندارد قوانین x زیربلوک هر

هرگاه نامیم، ۹۶ متوازن را u ∈ W (X) بلوک باشد. تغییرجا ͷی X کنیم فرض .۱ .۹ تعریف
,∞−)x؛ i)ux[i,+∞) ∈ X ، i ∈ Z و x ∈ X همە ی برای (۱)
.x(−∞, i)x(j,+∞) ∈ X آن گاه ،u = x[i, j] و x ∈ X اگر (۲)
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با کدشونده سیستم ͷی X کنیم فرض باشد. شمارا مولدی دارای که سیستمͬ است کد شونده سیستم که ͬ کنیم م یادآوری
متوازن تغییرجای ͷی را X و ۹۷ متوازن مولد ͷی را G دراین صورت باشند. متوازن مولد آن عناصر همە ی که باشد G مولد

نامیم. ۹۸

ͬ دهیم. م نشان BW(X) نماد با را است نیز ε شامل که متوازن بلوک های همە ی مجموعە ی

است. AZ برای متوازن مولد ͷی G = A ،AZ کامل تغییرجای در (۱) .۲ .۹ مثال
اگر حقیقت در ͬ دهند. م آن برای متوازن مولد ͷی تشͺیل S۴ ͷدای سیستم متوازن بلوک های همە ی مجموعە ی (۲)

.X = S۴ آنگاه باشند، متوازنش بلوک دو (), [ ] که باشد S۴ از زیرتغییرجایی ͷی X

x ∈ X هر برای هرگاه نامیم، ۹۹ راست متوازن را u ∈ W (X) بلوک باشد. تغییرجا فضای ͷی X کنیم فرض .۳ .۹ تعریف
.x+ = x(۰,+∞) که ux+ ∈ X+ باشیم داشته

ͬ شود. م تعریف هم چپ متوازن بلوک مشابه به طریق

اگر باشد. X کدشوندە ی فضای مولد G کنیم فرض .w+(u) = X+ اگر اگر و تنها است راست متوازن u در نتیجه
تغییرجای فضای را را آن و است X برای راست متوازن مولد ͷی G گوییم آنگاه باشند، راست متوازن G عناصر همە ی

ͬ شوند. م تعریف مشابه بە طریق نیز چپ متوازن تغییرجای فضای و چپ متوازن مولد نامیم. راست متوازن
کاراکترهایی دارای که دارند وجود متوازنͬ سیستم های اما است. چپ یا راست متوازن یا ͷدای فضای کاراکتر هر

.[۲] چپ نه و راستند متوازن نه که هستند
مثال برای نباشد. برقرار است ممͺن مطلب این عکس است. چپ و راست متوازن متوازن، بلوک هر که است واضح
۰n بلوک است، F = {۱۰۲n+۱۱ : n ∈ N ∪ {۰}} با A = {۰,۱} روی تغییرجایی که ۱۰۰ زوج تغییرجای فضای در
پس نیست. دیͽری راست متوازن بلوک هیچ دارای ازطرفͬ نیست. متوازن ۰۲n+۱ بلوک اما است چپ و راست متوازن

نیست. راست متوازن مولد دارای زوج تغییرجای فضای
در بلوک ها همە ی آن گاه، باشد. X برای راست متوازن بلوک ͷی u = a۰ · · · ak−۱ اگر در واقع

{ai · · · ak−۱ : ۰ ≤ i < k} ∪ {un : n ≥ ۱}

متوازن بلوک دارای N ∈ N هر ازای به آن گاه باشد، راستͬ متوازن بلوک دارای X تغییرجای فضای اگر پس راستند. متوازن
است. N طول با راستͬ

دادن نشان برای پس است، کامل تغییرجای ͷی باشد، راست متوازن بلوک دارای که یالͬ تغییرجای فضای هر چون
،n ∈ N همە ی برای مثال برای کرد. استفاده نکته این از ͬ توان م نیستند، پایا هم ارزی تحت راست متوازن بلوک های اینکه
تغییرجای از  طرفͬ ͬ باشد. م است، X{۱۱} تغییرجای همان که ۱۰۱ طلایی جای تغییر فضای در راست متوازن ͷی ۰n بلوک

درنتیجه است. XH همانند یالͬ جای تغییر ͷی با ارز هم پس است. متناهͬ جای تغییر ͷی طلایی

h(X{۱۱}) = h(XH) = log
۱+

√
۵

۲ .

بلوک هیچ دارای XH درنتیجه نیست. ارز هم کاملͬ جای تغییر هیچ با نظیرش یالͬ تغییرجای و طلایی تغییرجای پس
بود. راست متوازن بلوک دارای X{۱۱} یعنͬ آن ارز هم که درصورتͬ نیست راستͬ متوازن

و متوازن بلوک u زمانͬ که واقع در است. هم گام کننده و راست متوازن u بلوک که آن ست قبل نکته در مهم نکتە ی
ͬ شود. م حاصل بیشتر محدودیت های باشد، هم گام کننده

97balanced generator 98balanced shift 99right balanced 100even shift 101golden shift
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راست متوازن هم گام کنندە ی بلوک دارای اما نیست کامل تغییرجای که ͬ زنیم م مثال را هم گام شوندە ای سیستم اکنون
است.

از دنبالە هایی همە ی شامل جایی تغییر فضای X کنیم فرض ͬ کنیم. م اضافه را ∗ سمبول S۴ پرانتزهای چهار به .۴ .۹ مثال
.[۶] باشد S۴ در بلوکͬ آن گاه نباشد، ∗ شامل اگر آن از متناهͬ زیربلوک هر که باشد سمبول پنج این از نامتناهͬ طرف دو

است. راست متوازن هم گام کنندە ی بلوک ∗ دراین صورت

داریم. نیم هم گام کننده کلمات برای نیز را مشابە ای مورد هم گام کنندە اند. کامل، تغییرجای فضاهای بلوک های همە ی

باشند. نیم هم گام کننده آن بلوک های همە ی هرگاه نامیم، ۱۰۲ کامل نیم هم گام شونده را تغییرجا فضای ͷی .۵ .۹ تعریف

هستند. کامل نیم هم گام شوندە ی جاها ⁃تغییر β و ͷدای سیستم
نمایید. مراجعه [۱] مرجع به ͬ توانید م اثبات دیدن برای و ͬ شوند م ثابت زیر نتایج بە راحتͬ

است. کامل نیم هم گام شوندە ی ͷی ، G راست متوازن مولد با تغییرجا فضای هر (۱)
جای تغییر XG اگر حال است. کامل نیم هم گام شوندە ی ͷی XG مانند یالͬ جای تغییر هر که است واضح
ممͺن فوق نکته عکس پس نیست. راست متوازن بلوک دارای XG مذکور نکته به توجه با آن گاه نباشد، کامل

نباشد. برقرار است
است. کامل تغییرجای ͷی باشد، هم گام کننده متوازن بلوک دارای که هم گام شونده فضای هر (۲)

جای تغییر X اگر اگر و تنها است هم گام شونده فضای X آن گاه باشد. X برای متوازن مولد ͷی G کنیم فرض (۳)
باشد. کامل

هم گام شونده که داد ارایه نیم هم گام شوندە ای فضاهای از زیادی مثال های ͬ توان م بالا نتیجه بە کارگیری با
مولد دارای که سیستمͬ هر زیرا باشد. داشته عضو نامتناهͬ بایستͬ مثال ها این گونه مولد بە وضوح نباشند.

است. کامل تغییرجای ͷی درنتیجه و است متناهͬ تغییرجای ͷی باشد، متناهͬ
نشان را مطلب این صحت زیر مثال ͬ شود. نم برقرار نتیجه کنیم، استفاده راست متوازن مولد از اگر البته

داد. خواهد

توسط که باشد S۴ جای زیرتغییر ͷی X کنیم فرض .۶ .۹ مثال

G =
{
u ∈ W (S۴) : نیست u در [ و است S۴ برای متوازن راست بلوک ͷی u

}
,

است. آن  برای راست متوازن مولد ͷی G و است X هم گام کنندە ی بلوک ͷی ] آن گاه است. شده تولید

دارد. آمیختگͬ باشد، متوازن مولد دارای که تغییرجا فضای هر (۴)
S۲n برای پوشش ها چنین این دادە ایم. نشان را S۴ سیستم فیشر پوشش (۱۵) شͺل در ،ͷدای فضای بهتر درک برای

است. S۴ فیشر پوشش ساختن طریقە ی مانند دیͽر های

تغییرجای فضای ͷی برای نیم هم گام کننده بلوک ͷی m کنیم فرض متوازن . فضای نیم هم گام شوندە ی ۹. ۱. آنتروپی
[۱] آن گاه باشد، راست متوازن

(۱ .۹) h(m, X) = lim sup
n→∞

۱
n
log

∣∣{v ∈ Wn(X) : است راست متوازن بلوک ͷی v
}∣∣ .
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ͷدای تغییرجای فضای فیشر پوشش .۱۵ شͺل

پس است. چنین نیز گزاره چپ سمت درنتیجه و است m انتخاب از مستقل (۱ .۹) گزارە ی راست قسمت

h(X+
۰ ) = hwsyn(X).

است. زیر بە صورت hwsyn تقریب برای مثالͬ

.hwsyn(S۴) ≥ ۳ log ۲
۲ .۷ .۹ مثال

باشد. ۲n طول با چپ و راست متوازن بلوک های همە ی مجموعە ی بە ترتیب BW۲n و RW ۲n کنیم فرض اثبات.
،[۶ .۳ لم ،۱۱] به باتوجه و |RW۲n| > |BW۲n| آن گاه،

|BW۲n| =
(۲n
n

)
۲n

n+ ۱ .

پس

hwsyn(S۴) ≥ lim sup
۱
۲n log

(۲n
n

)
۲n

n+ ۱ =
log ۸
۲ .

□
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About Entropy

Manoochehr shahamat

Abstract: In irreducible subshifts, a word m is synchronizing if whenever vm and mw are admissible words,

then vmw is admissible as well. A wordm is (left) half (resp. weak) synchronizing, when there is a left transitive

ray (resp. a left ray) x− such that if x−m and mw are admissible, then x−mw is also admissible. The resp

ective subshifts are called half (resp. weak) synchronized. K. Thomsen considers a synchronized comp onent of

a general subshift and investigates the approximation of entropy from inside of this comp onent by some certain

SFTs. We, using a rather different approach, show how this result extends to weak synchronized systems.

The notion of balanced generator of the Dyke system has b een extended to a general subshift called balanced

shift and it has b een shown that they are essentially mixing. All balanced shifts are half synchronized and full

shifts are the only balanced and synchronized subshifts. Also, a formula for the weak half synchronizing entropy

of a balanced shift has b een given.
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