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RX زیرحلقە های برخͬ مشترک خواص

زند احمدی  محمدرضا

و جمع عمل با که ͬ شود م داده نشان F (X) نماد با X روی حقیقͬ⁃مقدار توابع تمام محموعه ،X ناتهͬ توپولوژی فضای برای چͺیده.
نقطه حدود تمام مجموعه B۱(X) ͬ دهیم. م نشان C(X) با را F (X) پیوسته اعضای است. تعویض پذیر حلقە ای نقطه، به نقطه ضرب
B۱(X) در z⁃ایدآل دو جمع که است شده داده نشان است. F (X) زیرحلقه ͷی که ͬ دهد م نشان را C(X) در توابع دنبالە  نقطه به
،f ∈ F (X) هر برای باشد. B۱(X) در z⁃ایدآل ͷی

√
I اگر تنها و اگر است z⁃ایدآل ͷی B۱(X) در I ایدآل و است z⁃ایدآل ͷی

و ∅ ̸= B ⊆ A(X) باشد، F (X) زیرحلقه ͷی A(X) اگر ͬ گویند. م صفر⁃محموعه ͷی را آن و داده نشان Z(f) با را f−۱(۰)
.ker ϕ = Ann(B) که بە طوری دارد وجود ϕ : A(X) → A(S) حلقه همریختͬ که است شده ثابت آن گاه ،S =

∪
b∈B(X \Z(b))

که F (X) زیرحلقە های برخͬ .f ∈ I شود نتیجه |f | ≤ |g| و f ∈ A(X), g ∈ I از هرگاه گوییم محدب مطلقا را A(X) در I ایدآل
{clXZ(f)|f ∈ I} گردآیه هرگاه ͬ نامند م شبە ثابت ایدآلͬ را A(X) از I سره ایدآل است. شده بررسͬ باشد محدب مطلقا آن اول ایدآل هر
است شده داده نشان است. شده داده F (X) زیرحلقە های برخͬ در شبە ثابت ایدآل های از مشخصه سازی ها یی باشد. ناتهͬ اشتراک دارای
که بە طوری دارد وجود است I در مشمول که J ناصفر ایدآل آن گاه ،p ∈ X و باشد C(X) در آزاد ایدآلͬ I باشد، همبند X اگر که
ضربی وارون دارای Z(f) = ∅ شرط با f ∈ A(X) هر که است گرفته قرار مطالعه مورد F (X) از A(X) زیرحلقە  .p ∈ ∩Z[J ]

باشیم داشته f ∈ A(X) هر و g ∈ C(R) هر برای که است گرفته قرار پژوهش مورد F (X) از A(X) زیرحلقه باشد. A(X) در
تعویض پذیر حلقە های رستە ی بتوی آنها بین پیوسته نگاشت های و توپولوژی فضاهای تمام رستە ی از پادوردا تابعگون ͷی .g ◦f ∈ A(X)

شد. خواهد برقرار آنها بین ضربی همانͬ عضو حافظ ͬ های همریخت و یͺدار

مقدمه .۱

تابع ͬ شود. م داده نشان N و R با بە ترتیب طبیعͬ اعداد و حقیقͬ اعداد ͬ دهد؛ م نشان را ناتهͬ توپولوژی فضای X مقاله این در
خواهد نمایش را X از A زیرمجموعه بستار A = clXA معمول طبق شد. خواهد داده نشان χS توسط X از S زیرمجموعه مشخصه
تمام گردآیه ،r ∈ R هر برای است. مفروض R حلقه شد. خواهند فرض کاهشͬ و همانͬ عنصر با تعویض پذیر حلقە ها تمام داد.
Mr نماد با را باشند r شامل که R در ماکسیمال ایدآل های تمام اشتراک و ͬ دهیم م نمایش Mr با را r شامل ماکسیمال ایدآل های

ͬ دهیم. م نمایش
باشد: برقرار زیر شرایط R در a, b, x هر برای هرگاه گوییم، مرتب جزئا حلقۀ ͷی را ≥ مرتب جزئا رابطۀ با همراه R حلقۀ

.ab ≥ ۰ شود نتیجه a ≥ ۰, b ≥ ۰ از (۱)
.a+ x ≥ b+ x شود نتیجه a ≥ b از (۲)

.A(X) P⁃محدب، حلقه فشرده، فضای شبە ثابت، ایدآل توابع، حلقە های کلمات کليدي: کلمات و عبارات
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وجود ͬ شود؛ م داده نشان a ∨ b با که ؛ {a, b} بالای کران کوچͷ ترین a, b ∈ R هر ازای به و باشد مرتب جزئا حلقۀ ͷی R هرگاه
است. مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ R ͬ گوییم م باشد داشته

x شامل که X از Y بسته زیرمجموعه هر و x ∈ X هر برای هرگاه گویند T۳ ۱
۲

یا منظم کاملا را X هاسدورف توپولوژی فضای
.y ∈ Y هر برای f(y) = ۰ و f(x) = ۱ بە طوری  که باشد داشته وجود f ∈ C(X) نباشد،

تعویض پذیر حلقه ͷی توابع ضرب و جمع عمل Fبا (X) ͬ دهیم. م نمایش F (X) با Xرا بر حقیقͬ⁃ مقدار توابع همه مجموعە ی
C(X) با F (X) پیوسته اعضای مجموعە ی .[۱] ندارند ناصفر پوچ توان عضو یعنͬ، است، کاهشͬ آن زیرحلقە های تمام و است یͺدار
تابع ،r حقیقͬ عدد هر برای شد. خواهد داده نمایش R(X) با X روی حقیقͬ⁃ مقدار ثابت توابع تمام حلقه است. شده داده نشان
ͬ دهد. م نشان را C(X) در توابع دنبالە  نقطه به نقطه حدود تمام مجموعه B۱(X) ͬ دهیم. م نمایش r با را X روی r ثابت مقدار با
{x ∈ X|f(x) = ۰} مجموعه (C(f)) Z(f) آن گاه ،f ∈ F (X) ͬ کنیم م فرض .[۴] است F (X) زیرحلقه ͷی B۱(X)

که f ∈ F (X) تمام مجموعه ͬ نامند. م f صفر⁃مجموعه را Z(f) و ͬ دهد م نشان را است) پیوسته نقاط آن  در f که نقاطͬ (تمام
است C(X) فوق حلقه ͷی همچنین و است F (X) زیرحلقه ͷی و ͬ شود م داده نمایش C(X)F نماد با است، متناهͬ X \ C(f)
Z(f) نماد باشد C(X) در f وقتͬ اما است. شده داده نشان Z(f) نماد با [۷ ،۲] مراجع در f ∈ C(X)F صفر⁃مجموعه .[۷]

است. شده استفاده [۸ ،۵ ،۴ ،۱] مراجع در
قضایایی است ممͺن هرچند ͬ پردازیم، م هستند C(X)مشترک Fو (X) زیرحلقە های برخͬ در که خواصͬ بررسͬ به مقاله، این در
را F (X) از A(X)زیرحلقە ای نماد ،X توپولوژی فضای هر ازای به شود. اثبات نیز F (X) شدۀ شناخته زیرحلقە های برخͬ در جدید
حالت در یا باشد B۱(X) یا C(X)F ،C(X) برابر ͬ تواند م A(X) مثال بە عنوان کند، صدق مشخصͬ خاصیت در که ͬ دهد م نشان
برخͬ در که است خواصͬ مطالعه و بررسͬ مقاله این اصلͬ هدف ببرد. بهره دارد C(X) که خاصͬ خاصیت از فقط A(X) کلͬ
زیرحلقە ها این در که گوناگونͬ نمادهای سازی عمومͬ و سازی یͺسان از هدف، این به نیل برای و هستند مشترک F (X) زیرحلقە های

است. شده داده نشان A∗(X) نماد با است آن از زیرحلقە ای که A(X) کران دار اعضای ͬ کنیم. م شروع است شده استفاده
توپولوژی Xبا مجموعه Yهمان توپولوژی فضای آن در که گرفت نظر C(Yدر مساوی( ͬ توان م Fرا (X) که ͬ کنیم م توجه نخست
m,n ∈ N, a, b ∈ A(X) هر ازای به زیر تساوی های ،[۸] بنا به آن گاه باشد، F (X) زیرحلقه ͷی A(X) اگر پس است. گسسته

است. برقرار

Z(a)؛ = Z(|a|) = Z(an) (۱)
Z(ambn)؛ = Z(a) ∪ Z(b) (۲)

Z(|a|n؛ + |b|m) = Z(a۲m + b۲n) = Z(a) ∩ Z(b) (۳)
.Z(n) = ∅ (۴)

،۵ ،۴ ،۲ ،۱] مراجع در ͬ توان م گوناگون نمادهای با را F (X) زیرحلقە های برخͬ در (۴) و (۳) ،(۲) ،(۱) خواص که ͬ کنیم م توجه
ͬ دهیم. م ارجاع [۸ ،۶] منابع به را خواننده نشده، تعریف مفاهیم برای یافت. [۸ ،۷

اصلͬ نتایج .۲

یعنͬ، است، بسته متناهͬ اشتراک و اجتماع تحت که باشد X توپولوژی فضای زیرمحموعە های از گردایە ای P کنیم فرض
ͷی را X زیرمجموعە های از F ناتهͬ گردآیه که ͬ کنیم م یادآوری .P۱ ∪ P۲ ∈ P و P۱ ∩ P۲ ∈ P که کند ایجاب P۱, P۲ ∈ P

هرگاه ͬ نامند م X روی P⁃پالایه

P۱؛ ∩ P۲ ∈ P آن گاه ، P۱, P۲ ∈ P اگر (۱)
P۲؛ ∈ P آن گاه ، P۱ ⊆ P۲ ∈ P و P۱ ∈ P اگر (۲)

.∅ /∈ P (۳)
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سره بە طور U که طوری به باشد نداشته وجود دیͽری P⁃پالایه هیچ هرگاه گویند، P⁃فراپالایه ͷی را X روی U P⁃پالایه ͷی
باشد. آن زیرمجموعۀ

در توابع صفر⁃مجموعە های تمام مجموعه ،F (X) A(X)از زیرحلقه هر برای آن گاه باشد، توپولوژی فضای ͷیX اگر .۱ .۲ تبصره
ͬ دهیم. م نشان زیر نماد با را A(X)

ZA(X) = { Z(f) | f ∈ A(X) }.

توجه با بنابراین است. بسته متناهͬ اشتراک و اجتماع تحت P = ZA(X) شد، گفته مقدمه در که صفر⁃محموعە ها خواص اساس بر
مقدار که F (X) در تابعͬ صفر⁃مجموعۀ کرد. تعریف ͬ توان م Xرا روی ZA(X)⁃فراپالایە ها و ZA(X)⁃پالایە ها آمد، بالا در آنچه به

دارد. قرار ZA(X)⁃پالایه هر در X پس است، X برابر باشد، داشته صفر ثابت

Z[C(X)F ] نمادهای از [۲ ،۷] در است. شده استفاده ZC(X) = ZC∗(X) بە جای Z[C(X)] و Z(X) نمادهای از [۸] در
استفاده ZB۱(X) = ZB∗

۱ (X) بە جای Z(B۱(X)) نماد از [۴] در است. شده استفاده ZC(X)F = ZC∗(X)F بە جای Z(X) و
Z⁃پالایە های همان دقیقا ZC(X)F⁃پالایە ها است، [۸] در شده معرفͬ z⁃پالایە های همان دقیقا ZC(X)⁃پالایە ها بنابراین است. شده

است. [۵] در شده معرفͬ ZB⁃پالایە های همان دقیقا ZB۱(X)⁃پالایە ها و است [۲ ،۷] در شده معرفͬ

پس است. تعریف قابل ͬ برد م متناظرش صفر⁃مجموعه به را F (X) در تابع هر که Z : F (X) → ZF (X) تابع .۲ .۲ تبصره
برابر {f ∈ A(X) : Z(f) ∈ F} مجموعه آن گاه باشد، ZA(X)⁃پالایه ͷی F اگر است. Z[A(X)] برابر حقیقت در ZA(X)

است. Z[I] برابر {Z(f) : f ∈ I} آن گاه باشد، A(X) در ایدآل ͷی I اگر و است Z−۱[F ] ∩A(X)

ZB[I] نماد از آن گاه باشد، B۱(X) در ایدآلͬ I اگر مثال، برای دادە اند، نشان ZB نماد با را B۱(X) روی Z تابع تحدید ،[۵] در
شده داده نشان Z توسط [۷] در C(X)F روی Z تابع تحدید است. شده استفاده Z[I] = {Z(f) : f ∈ I} مجموعه نمایش برای

است.

شروع زیر گزاره با نخست کنیم. اثبات کلͬ حالت در را شدە اند اثبات F (X) زیرحلقە های برخͬ برای که مطالبی آمادە ایم اکنون
ͬ کنیم. م

در سره ایدآل ͷی Z−۱[F ] ∩ A(X) = {f ∈ A(X) : Z(f) ∈ F} آن گاه باشد، X در ZA(X)⁃پالایه ͷی F اگر .۳ .۲ گزاره
است. A(X)

ͬ گیریم م نتیجه Z(f) ∩ Z(g) ∈ F و Z(f) ∩ Z(g) ⊆ Z(f − g) از آن گاه ،f, g ∈ Z−۱[F ] ∩ A(X) اگر اثبات.
Z(f) ⊆ Z(fg) و f ∈ Z−۱[F ]∩A(X), g ∈ A(X) از Xاست. روی ZA(X)⁃پالایه ͷیF زیرا ،f−g ∈ Z−۱[F ]∩A(X)

وارون دارای f پس .∅ /∈ F زیرا Z(f) ̸= ∅ آن گاه ،f ∈ Z−۱[F ]∩A(X) اگر اکنون .fg ∈ Z−۱[F ]∩A(X) که است آشͺار
□ است. A(X) در سره ایدآل ͷی Z−۱[F ] ∩A(X) بنابراین و نیست ضربی

ͬ کنیم م توجه .I = Z−۱[F ]∩A(X) آن در که Z[I]است بە صورت ،X روی F ZA(X)⁃پالایه هر ،Z[Z−۱[F ]] = F چون
آن گاه باشد، A(X) در ایدآل ͷی I اگر که است واضح است. A(X) سره اید ە آل ͷی I = Z−۱[F ] ∩A(X) ،۳ .۲ گزاره به بنا که

.Z−۱[Z[I]] ∩A(X) ⊇ I

است. زیر خاصیت دارای که باشد F (X) زیرحلقه ͷی A(X) کنیم فرض

(۱ .۲) است. A(X) در ضربی وارون دارای Z(f) = ∅ که f ∈ A(X) هر

۳۱ http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133142.1502
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باشیم داشته هرگاه دیͽر بە عبارت باشد؛ کران دار آن، روی حقیقͬ⁃مقدار پیوسته تابع هر هرگاه گویند، شبە فشرده Xرا توپولوژی فضای
(۱ .۲) شرط اما نیست، برقرار A(X) = C∗(X) برای (۱ .۲) شرط نباشد شبە فشرده توپولوژی فضای X اگر .C(X) = C∗(X)

.[۱۳ .۱ ، ۱۲ .۱ ،۸] است برقرار A(X) = C(X) برای
تبصره در شده گفته نمادهای با و [ ۶ .۲ و ۵ .۲ قضیە های ،۴] و [۸ ،۷] در F (X) از خاص زیرحلقە های در که زیر قضیه اکنون

ͬ کنیم. م اثبات را است شده بیان ۲ .۲

است. درست زیر احͺام این صورت در باشد. برقرار F (X) از A(X) زیرحلقه برای (۱ .۲) شرط ͬ کنیم م فرض .۴ .۲ قضیه

Z−۱[Z[I]]∩ و Xاست روی ZA(X)⁃پالایه ͷیZ[I] = {Z(f) : f ∈ I} آن گاه A(X)باشد، در سره ایدآل ͷی I اگر (۱)
است. A(X) در سره ایدآل ͷی A(X)

عضو هر با Z(f) بە طوری که باشد داشته وجود f ∈ A(X) اگر A(X)باشد. در ماکسیمال ایدآل ͷیM ͬ کنیم م فرض (۲)
.f ∈M آن گاه باشد، داشته اشتراک Z[M ]

صفر⁃مجموعە های ،f, g ∈ I ازای به اگر .∅ /∈ Z[I] بنا به فرض است. مفروض A(X) در I سره ایدآل (۱) اثبات.
اگر اکنون .Z(f) ∩ Z(g) = Z(f۲ + g۲) ∈ Z[I] ͬ گردد م نتیجه f۲ + g۲ ∈ I از آن گاه باشند، Z[I] عضو دو Z(f), Z(g)
نتیجه در و Z(h) = Z(f) ∪ Z(h) = Z(fh) ∈ Z[I] آن گاه ،Z(f) ⊆ Z(h) باشیم داشته f ∈ I ازای به و Z(h) ∈ ZA(X)

ͷی Z−۱[F ]∩A(X) = Z−۱[Z[I]]∩A(X) که ͬ کند م ایجاب ۳ .۲ گزاره پس است. X روی ZA(X)⁃پالایه ͷی F = Z[I]

است. A(X) در سره ایدآل
از متناهͬ اشتراک های شامل که A(X) عناصر صفر⁃محموعە های تمام گردآیە ی ͬ کند، م قطع را Z[M ] عنصر هر Z(f) چون (۲)
{Z(f)}∪Z[M ] بە طوری که دارد Aوجود ZA(X)⁃فراپالایه زرن، لم بنا به پس، است. ZA(X)⁃پالایه ͷی باشند {Z(f)}∪Z[M ]

Z−۱(A)∩A(X) ͬ کند م ایجاب ۳ .۲ گزاره Mو ⊆ Z−۱[Z[M ]]∩A(X) ⊆ Z−۱(A)∩A(X) پس است. A از زیرگردآیە ای
M = Z−۱[Z[M ]]∩A(X) = ͬ شود، م نتیجه بالا قسمت های Mو ایدآل بودن ماکسیمال از بنابراین A(X)است. در سره ایدآل ͷی
□ .f ∈M پس .Z−۱(A) ∩A(X)

ͬ کند. م صدق (۱ .۲) شرط در C(X)F حلقه ͬ دهد، م نشان زیر لم

نماد با که f؛ صفر⁃مجموعه اگر تنها و اگر است ضربی وارون دارای C(X)F در f ∈ C(X)F تابع [ (۳)۴ .۲ لم ،۷] .۵ .۲ لم
باشد. تهͬ ͬ شود؛ م داده نشان Z(f)

باشد ناتهͬ
⋂
Z[I] هرگاه ͬ نامیم م ثابت ایدآل را I است. مفروض A(X) از I سره ایدآل و F (X) از A(X) زیرحلقه .۶ .۲ تعریف

ͬ گوییم. م آزاد ایدآلͬ را I نباشد، چنین اگر و

چنین خواص ما است. گرفته قرار بررسͬ مورد B۱(X) و C(X)F ،C(X) زیرحلقە های در ثابت و آزاد ایدآل های تاکنون
(۱ .۲) شرط در که باشد F (X) زیرحلقه ͷی A(X) کنید فرض کرد. خواهیم بررسͬ F (X) دلخواه زیرحلقه ͷی در را ایدآل هایی
و باشد A(X) در سره آزاد ایدآل ͷی I اگر اما نیست ثابتͬ ایدآل هیچ در مشمول A(X) در آزاد ایدآل هر که است واضح کند. صدق
A(X) در f توسط شده تولید ایدآل پس .Z(f) ̸= ∅ ،(۱ .۲) شرط به توجه با نتیجه در و نیست ضربی وارون دارای f آن گاه ،f ∈ I

است. I در مشمول است ثابت که

شامل A(X) و باشد برقرار A(X) برای (۱ .۲) شرط اگر .p ∈ X و باشد A(X) در آزاد و سره ایدآل ͷی I کنیم فرض .۷ .۲ گزاره
دو مجزای اجتماع X یا p ∈

⋂
Z[J ] بە طوری که دارد وجود است I زیرمجموعه که J ناصفر ایدآل آن گاه باشد، ثابت توابع همه

است. A(X) اعضای از ناتهͬ صفر⁃مجموعه
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۴۷–۲۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،RX زیرحلقە های برخͬ مشترک خواص

پس .g = f(f − r ) ∈ I بنابراین و است آزاد ایدآلͬ I زیرا r = f(p) ̸= ۰ بە طوری که دارد وجود f ∈ I اثبات.
تابعͬ g اگر ͬ دهیم. م نشان J با را A(X) در g توسط شده تولید ایدآل .Z(f) ̸= ∅ ،(۱ .۲) شرط به توجه با و p ∈ Z(f − r )
X = Z(f)

⋃
Z(f − r ) این صورت، غیر در و p ∈

⋂
Z[J ] که است I در مشمول ناصفر ثابت ایدآل ͷی J آن گاه باشد، ناصفر

□ ͬ کند. م کامل را اثبات که

مجزا و ناتهͬ باز، زیرمجموعه دو اجتماع بە صورت آن را نتوان هرگاه گویند، همبند را ͷتوپولوژی فضای ͷی که ͬ کنیم م یادآوری
ایدآل آن گاه ،p ∈ X و باشد همبند X اگر که است آشͺار ۷ .۲ گزاره برهان از ،C(X) در I سره و آزاد ایدآل هر برای نوشت. فضا از

.p ∈ ∩Z[J ] که بە طوری دارد وجود است I در مشمول که C(X) در J ثابت و ناصفر

مجموعه ،p ∈ X هر برای این صورت در باشد. R(X) شامل A(X) ͬ کنیم م فرض .۸ .۲ لم

(۲ .۲) MA(X)
p = {f ∈ A(X) : f(p) = ۰}

است. A(X) در ثابت ماکسیمال ایدآل ͷی

و است حلقه همریختͬ ͷی ͬ شود م تعریف ϕ(f) = f(p) ضابطه با که ϕ : A(X) → R نگاشت ،p ∈ X هر برای اثبات.
ماکسیمال ایدآل ͷی ker ϕ = {f ∈ A(X)|f(p) = ۰} نتیجه در و پوشاست ϕ است، ثابت نگاشت های تمام شامل A(X) چون
□ است. A(X) ثابت

لم از زیر نتیجه پس باشد. صفر مساوی آن ماکسیمال ایدآل های تمام اشتراک هرگاه گوییم، نیم اولیه Rرا حلقۀ که ͬ کنیم م یادآوری
ͬ آید. م بە دست بالا

است. نیم اولیه A(X) آن گاه باشد، R(X) شامل و F (X) زیرحلقه ͷی A(X) اگر .۹ .۲ نتیجه

بین آن گاه باشند، C(X) شامل و F (X) زیر حلقه دو B(X) و A(X) اگر باشد. T۳⁃فضا ۱
۲

ͷی X کنید فرض .۱۰ .۲ قضیه
است. برقرار دوسویی تناظر ͷی B(X) و A(X) ثابت ماکسیمال ایدآل های

A(X) ثابت ماکسیمال ایدآل MA(X)
p = {f ∈ A(X)|f(p) = ۰} که ͬ شود م نتیجه ۸ .۲ لم از ،p ∈ X هر برای اثبات.

باشند، X از متمایز نقطه دو p, q اگر اکنون است. C(X) ثابت ماکسیمال ایدآل ͷی که MA(X)
p

⋂
C(X) =M

C(X)
p پس است.

.MA(X)
p ̸=M

A(X)
q بنابراین است. T۳⁃فضا ۱

۲
ͷی X زیرا MC(X)

p ̸=M
C(X)
q آن گاه

ماکسیمال از Mو ⊆M
A(X)
q داریم ترتیب این به دارد، وجود q ∈ ∩Z[M ] پس است. A(X)مفروض Mدر ثابت ماکسیمال ایدآل

ثابت ماکسیمال ایدآل های تمام گردآیه M = {MA(X)
p |p ∈ X} پس .M = M

A(X)
q که ͬ گردد م نتیجه A(X) در M بودن

است. A(X)

□ است. برقرار حͺم نتیجه در و است دوسویی تناظر در نیز B(X) ثابت ماکسیمال ایدآل های گردایه با X بالا، روش با مشابه

M̂p MB۱(X)با
p ایدآل [۵] مرجع در Mpو MC(X)Fبا

p ایدآل [۷ ،۲] مراجع در ،Mp MC(X)با
p ایدآل [۸] مرجع  در .۱۱ .۲ تبصره

است. شده داده نشان

تمام اشتراک برای ͷتوپولوژی طبقە بندی ͷی اکنون .R(X) ⊆ A(X) و کند صدق (۱ .۲) شرط در A(X) ͬ کنیم م فرض
ͬ کنیم. م بیان را است f ∈ A(X) شامل که A(X) در ماکسیمال ایدآل های

f ∈ اگر ͬ کند. م صدق (۱ .۲) شرط در و است R(X) شامل که باشد F (X) از زیرحلقە ای A(X) ͬ کنیم م فرض .۱۲ .۲ گزاره
.Z(f) ⊆ Z(g) که است g ∈ A(X) همە ی مجموعه مساوی Mf =

⋂
M∈Mf

M آن گاه ،A(X)
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۴۷–۲۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه احمدی زند، ر. م.

توسط که ؛ MA(X)
p آن گاه ،p ∈ Z(f) \Z(g) اگر .Z(f) ⊈ Z(g) که باشد داشته وجود g ∈ A(X) ͬ کنیم م فرض اثبات.

ͬ گیریم م Mfنتیجه ⊆M
A(X)
p از پس نیست. g شامل که است f شامل ماکسیمال ایدآل است؛ شده تعریف ۸ .۲ لم در (۲ .۲) تساوی

.g /∈Mf

از اما .Z(g) ∈ Z[M ] پس .M ∈ Mf و Z(f) ⊆ Z(g) باشیم داشته f, g ∈ A(X) برای کنیم فرض بە عکس،
که ͬ گیریم م ۲. ۴نتیجه قضیه و A(X) در M ایدآل بودن ماکسیمال و Z−۱[Z[M ]] ∩A(X) ⊇M

g ∈ Z−۱[Z[M ]] ∩A(X) =M,

□ ͬ گردد. م حاصل g ∈Mg ⊆Mf آن از که Mf ⊆ Mg بنابراین .M ∈ Mg نتیجه در و

ͬ نامیم. م ZA(X)⁃اید آل ͷی را I آن گاه ،Z−۱[Z[I]]∩A(X) = I بە طوری که A(X)باشد در سره ایدآل ͷی I اگر .۱۳ .۲ تعریف

ͷی [۷] مرجع C(X)Fدر در ZC(X)F⁃اید ە آل ͷی است. شده نامیده z⁃ایدآل ͷی [۸] مرجع C(X)در در ZC(X)⁃ایدآل ͷی
است. شده نامیده ZB⁃ایدآل ͷی [۴] مرجع B۱(X)در در ZB۱(X)⁃ایدآل ͷی است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده نامیده z⁃ایدآل
بنا آن گاه A(X)باشد، ماکسیمال ایدآل ͷیM اگر کند. صدق (۱ .۲) شرط در که باشد F (X) زیرحلقە ی ͷیA(X) ͬ کنیم م فرض
M ⊆ Z−۱[Z[M ]]∩A(X) Mو بودن ماکسیمال از نتیجه در و است A(X)سره در Z−۱[Z[M ]]∩A(X) ایدآل ،۴ .۲ قضیه به

است. ZA(X)⁃ایدآل ͷی M یعنͬ، ،Z−۱[Z[M ]] ∩A(X) =M که ͬ گیریم م نتیجه
ͬ کنیم. م اثبات ͬ تری کل حالت در را شده بیان F (X) شده شناخته زیرحلقە های برخͬ برای که را بعد گزاره دو اکنون،

هستند. معادل زیر شرایط A(X) در I سره ایدآل برای باشد. F (X) زیرحلقە ی ͷی A(X) ͬ کنیم م فرض .۱۴ .۲ گزاره

است. ZA(X)⁃ایدآل ͷی I (۱)
.Z−۱[Z[I]] ∩A(X) ⊆ I (۲)

.g ∈ I شود نتیجه Z(f) ⊆ Z(g) و f ∈ I ،g ∈ A(X) از (۳)

هستند. معادل (۲) و (۱) ،I ⊆ Z−۱[Z[I]] ∩A(X) همواره چون .(۱) ⇔ (۲) اثبات.
بنابراین و Z(g) ∈ Z[I] پس .Z(f) ⊆ Z(g) و f ∈ I ،g ∈ A(X) ،Z−۱[Z[I]] ∩ A(X) ⊆ I ͬ کنیم م فرض .(۲) ⇒ (۳)

.g ∈ I ͬ کند م ایجاب که g ∈ Z−۱[Z[I]] ∩A(X) بنابراین .h ∈ I آن در که ،Z(h) = Z(g)

آن گاه ،k ∈ Z−۱[Z[I]] ∩ A(X) اگر .g ∈ I شود نتیجه Z(f) ⊆ Z(g) و f ∈ I ،g ∈ A(X) از کنید فرض .(۳) ⇒ (۲)
□ .Z−۱[Z[I]] ∩A(X) ⊆ I پس، .k ∈ I بنابراین و Z(h) = Z(k) که بە طوری دارد وجود h ∈ I

این صورت در ͬ کند. م صدق (۱ .۲) شرط در و است R(X) شامل که باشد F (X) از A(X)زیرحلقە ای ͬ کنیم م فرض .۱۵ .۲ گزاره
منبع در Mason تعبیر به I یعنͬ ،g ∈ I شود نتیجه g ∈ Mf از ،f ∈ I هر برای اگر تنها اگر است ZA(X)⁃ایدآل ͷی I سره ایدآل

باشد. z⁃ایدآل ͷی ،[۱۳]

□ ͬ گردد. م حاصل ،۱۴ .۲ گزاره از حͺم اکنون، .Mf = {g ∈ A(X)|Z(f) ⊆ Z(g)} داریم ۱۲ .۲ گزاره از اثبات.

مقاله این ادامه در باشد. R(X) شامل و کند صدق (۱ .۲) شرط در که باشد F (X) زیرحلقه ͷی A(X) کنید فرض .۱۶ .۲ تبصره
نامید. خواهیم A(X) در z⁃ایدآل ͷی را A(X) در ZA(X)⁃ایدآل ͷی ،۱۵ .۲ گزاره به توجه با

تابع شامل z⁃ایدآل کوچͷ ترین حقیقت، در .Mg ⊆Mf داریم ،g ∈Mf هر برای زیرا است Mfیzͷ⁃ایدآل ،f ∈ A(X) هر برای
.f ∈Mf ⊆ I داریم ،f ∈ I هر برای آن گاه باشد، A(X) در z⁃ایدآل ͷی I اگر که ͬ کند م ایجاب ۱۵ .۲ گزاره است. Mf برابر f

.I =
∑

f∈I Mf که ͬ شود م دیده آسانͬ به پس،
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۴۷–۲۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،RX زیرحلقە های برخͬ مشترک خواص

اعضای تمام بستار گردآیه آن گاه باشد، X روی ZA(X)⁃پالایه ͷی F اگر است. مفروض F (X) از A(X) زیرحلقه .۱۷ .۲ تعریف
.
⋂
Z[I] ̸= ∅ هرگاه گوییم شبە ثابت را I آن گاه باشد، A(X) در سره ایدآلͬ I اگر و ͬ دهیم م نشان F با را F

C(X) در شبە ثابت اید آل مفهوم بنابراین .F = F آن گاه باشد، ZC∗(X)⁃پالایه یا ZC(X)⁃پالایه ͷی F اگر که ͬ کنیم م توجه
ͬ شود. م منطبق ثابت اید آل مفهوم بر

مطلب این عکس که ͬ دهد م نشان زیر مثال است، ثابت شبه ایدآلͬ F (X) از A(X) زیرحلقه ͷی در ثابت ایدآل هر که است واضح
نیست. برقرار

I این صورت در باشد. C(R)F حلقه در S توسط شده تولید ایدآل I و S = {۱ − χ(۰, ۱
n
) | n ∈ N} کنیم فرض .۱۸ .۲ مثال

است. C(R)F در شبە ثابت و سره آزاد، ایدآلͬ

ϕ : A(X) → A(S) تابع است. مفروض F (X) از A(X) زیرحلقه و X ͷتوپولوژی فضای از S ناتهͬ زیرمجموعه .۱۹ .۲ تبصره
A(X) در ثابت ایدآل ͷی ͬ دهیم م نشان KS با که را ker ϕ و است حلقه همریختͬ ͷی ͬ شود م تعریف ϕ(f) = f |S ضابطه با که

.KS = {f ∈ A(X) : S ⊆ Z(f)} زیرا، است.

ناتهͬ SB =
⋃

b∈B(X \ Z(b)) اگر است. مفروض A(X) از B ناتهͬ زیرمجموعه و F (X) از A(X) زیرحلقه .۲۰ .۲ قضیه
.KSB

= Ann(B) آن گاه باشد،

ثابت مقدار با تابع f |SB پس .X \ Z(b) ⊆ Z(f) نتیجه در و fb = ۰ , b ∈ B هر برای آن گاه ،f ∈ Ann(B) اگر اثبات.
صفر ثابت مقدار با تابع f |SB آن گاه ،f ∈ KSB

اگر بە عکس، .Ann(B) ⊆ KSB
بنابراین .f ∈ KSB

نتیجه در و است صفر
اثبات KSBکه

⊆ Ann(B) پس .f ∈ Ann(B) یا و fb = ۰ بنابراین Xو \Z(b) ⊆ Z(f) داریم b ∈ B هر برای یعنͬ، است،
ͬ کند. م کامل را

□

نظر در را است C(X) شامل که F (X) از A(X) زیرحلقه و X T۳⁃فضای ۱
۲

از A,B, S ناتهͬ زیرمجموعە های .۲۱ .۲ قضیه
است. برقرار زیر احͺام آن گاه ،LS = {f ∈ A(X)|S ⊆ Z(f)} اگر ͬ گیریم. م

است. A(X) در شبە ثابت z⁃ایدآل ͷی LS (۱)
.D = B اگر تنها و اگر LD = LB (۲)

است. چͽال X در B آن گاه ،LB = {۰} اگر (۳)

است. واضح (۱) اثبات.
فرض کليت، رفتن دست از بدون آن گاه ،D ̸= B اگر بە عکس، .LD = LD = LB = LB پس .D = B کنید فرض (۲)
و fp(p) = ۱ که بە طوری دارد وجود C(X) در fp تابع فضا، بودن منظم کاملا بنا به پس باشد. داشته وجود p ∈ D \ B کنيم

.fp ∈ LB \ LD پس .B ⊆ Z(fp) = Z(fp)

وجود fp ∈ LB ناصفر تابع کردیم بیان بالا در آنچه نظیر پس دارد. وجود p ∈ X \ B آن گاه نباشد، چͽال X در B اگر (۳)
□ دارد.

زیرحلقه این سره ایدآل های تمام که کنیم تعیین را X توپولوژی نوع ͬ خواهیم م است. مفروض F (X) از دلخواه زیرحلقە ای
است. لازم زیر گزاره هدف این به رسیدن برای است. درست آن عکس کͬ ببینیم و باشد شبە ثابت

در است. مفروض ͬ کند، م صدق (۱ .۲) شرط در که F (X) از A(X) زیرحلقه و X هاسدورف ͷتوپولوژی فضای .۲۲ .۲ گزاره
هستند. برقرار زیر احͺام این صورت
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است. شبە ثابت A(X) سره ایدآل هر آن گاه باشد، فشرده X اگر (۱)
است. Xفشرده آن گاه باشد، شبە ثابت آن سره ایدآل هر که باشد C(X) فوق حلقه ͷیA(X) و منظم کاملا́ فضای X اگر (۲)

و است شده تشͺیل ناتهͬ مجموعە های زیر از Z[I] گردآیه بنا به فرض، پس است. شده داده A(X) از I سره ایدآل (۱) اثبات.
خاصیت این Z[I] گردایه زیرا است متناهͬ اشتراک خاصیت دارای است ناتهͬ بسته زیرمجموعە های از گردایە ای که نیز Z[I] بنابراین

است. شبە ثابت ،X فشردگͬ به بنا I ایدآل نتیجه در دارد. را
سره ایدآل ͷی J آن گاه باشد، A(X) در I توسط شده تولید ایدآل J اگر باشد. C(X) در سره ایدآل ͷی I کنیم فرض (۲)

است. شبە ثابت بنابراین و است A(X)

∅ ̸=
⋂
Z[J ] ⊆

⋂
Z[I].

Xفشرده پس است. C(X) در ثابت ایدآلͬ I نتیجه در و
⋂
Z[I] =

⋂
Z[I] پس است، ZC(X)⁃پالایه ͷی Z[I] ،۴ .۲ قضیه بنا به

□ .[۱۱ .۴ قضیه ،۸] است

C(X)F سره ایدآل هر اگر تنها و اگر است Xمتناهͬ که است شده داده نشان [ ۲ .۳ قضیه ،۷] در است. Xمفروض T۱⁃فضای
است شبە ثابت C(X)F در سره ایدآل هر که ͬ کند م ایجاب ۲۲ .۲ گزاره آن گاه باشد، نامتناهͬ فشرده فضای ͷیX اگر اما باشد، ثابت

نیست. ثابت C(X)F سره ایدآل هیچ که ͬ کنیم م توجه و

هم ارزند. زیر شرایط این صورت در است. مفروض X منظم کاملا́ فضای .۲۳ .۲ نتیجه

است. شبە ثابت کند، صدق (۱ .۲) شرط در و باشد C(X) شامل که F (X) زیرحلقه هر در سره ایدآل هر (۱)
شبە ثابت آن سره ایدآل هر بە طوری که دارد وجود کند صدق (۱ .۲) شرط در و باشد C(X) شامل که F (X) زیرحلقه ͷی (۲)

است.
است. فشرده X (۳)

است. ثابت ایدآل C(X) سره ایدآل هر (۴)

نیست شبە ثابت ایدآل ͷی I است. A(X)مفروض در I سره ایدآل و F (X) A(X)از زیرحلقه Xو هاسدورف فضای .۲۴ .۲ قضیه
.Z(f) ∩ Y = ∅ که باشد داشته وجود Z[I] در Z(f) صفر⁃مجموعه ،X از Y ناتهͬ فشرده زیرمجموعه هر برای اگر تنها و اگر

بە طوری که دارد وجود fx ∈ I تابع x ∈ X هر برای پس نباشد. A(X) در شبە ثابت ایدآل ͷی I ͬ کنیم م فرض اثبات.
وجود Y از F متناهͬ زیرمجموعه که ͬ کند م ایجاب Y فشردگͬ پس، است. شده Xداده از Y ناتهͬ فشرده زیرمجموعه .x /∈ Z(fx)

بە طوری که دارد
Y ⊆

⋃
y∈F

(X \ Z(fy)).

داریم. صفر⁃مجموعە ها خواص از استفاده با اما

Y ⊆ X \
⋂
y∈F

(Z(fy)) ⊆ X \
⋂
y∈F

Z(fy) = X \ Z(
∑
y∈F

f۲y ).

ͬ کند. م صدق Y
⋂
Z(f) = ∅ شرط در Z(f) ∈ Z[I] نتیجه در و f =

∑
y∈F f

۲
y ∈ I پس

.Z(fY ) ∩ Y = ∅ که بە طوری باشد داشته وجود I در fY تابع ،X از Y ناتهͬ فشرده زیرمجموعه هر ازای به کنیم فرض بە عکس،
□ نیست. شبە ثابت ایدآلͬ I نتیجه در و {x} ∩ Z(f{x}) = ∅ که دارد وجود f{x} ∈ I آن گاه ، x ∈ X اگر پس

است. بالا قضیه مستقیم نتیجه شبە ثابت، ایدآل ͷی از زیر ͷتوپولوژی سازی مشخصه
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است شبە ثابت ایدآلͬ I این صورت در باشد. F (X) زیرحلقه ͷی در سره ایدآلͬ I و هاسدورف فضایی X کنید فرض .۲۵ .۲ نتیجه
را Y است Z[I] در که صفر⁃مجموعه هر بستار بە طوری که باشد داشته وجود X از Y ناتهͬ فشرده زیرمجموعه ͷی اگر تنها و اگر

کند. قطع

F (Y ) A(Yاز ) و F (X) A(X)از زیرحلقه که باشد آن فشرده زیرمحموعه ͷی Y و هاسدورف Xفضای کنید فرض .۲۶ .۲ نتیجه
باشد. ϕ(g) = g|Y ضابطه با تابعͬ ϕ : I → A(Y ) و نیست شبە ثابت که باشد A(X) از سره ایدآلͬ I کنند، صدق (۱ .۲) شرط در

که بە طوری باشد داشته وجود f ∈ A(X) تابع است A(Y ) در ضربی وارون دارای که g ∈ A(Y ) هر برای اگر (۱)
است. A(Y ) یͺدار زیرحلقه ͷی J = ϕ[I] آن گاه ،f |Y = g

است. پوشا تابعͬ ϕ آن گاه ،f |Y = g که بە طوری باشد داشته وجود f ∈ A(X) تابع ،g ∈ A(Y ) هر برای اگر (۲)

آن گاه f, g ∈ I اگر و است J در Y روی صفر ثابت مقدار با تابع پس ،J = ϕ[I] کنید فرض (۱) اثبات.
f ∈ I تابع ،۲۴ .۲ قضیه برهان رفت قسمت بنا به .f |Y.g|Y = (f.g)|Y ∈ J همچنین و f |Y − g|Y = (f − g)|Y ∈ J

دارای f |Y ∈ J تابع ͬ کند، م صدق (۱ .۲) شرط در A(Y ) چون .Z(f |Y ) = ∅ پس .Y ∩ Z(f) = ∅ بە طوری که دارد وجود
f.k ∈ I پس .k|Y = h که بە طوری دارد وجود (۱) در ما فرض به بنا k ∈ A(X) تابع نتیجه در و است A(Y ) در h ضربی وارون

است. A(Y ) یͺدار زیرحلقه ͷی J بنابراین و ϕ(f.k) = f |Y.k|Y = f |Y.h = ۱ ∈ J و
h ∈ I, k ∈ A(X) توابع فرض به بنا آن گاه ،f ∈ J, g ∈ A(Y ) اگر است. A(Y ) یͺدار زیرحلقه ͷی J ،(۱) قسمت به بنا (۲)
نیز ایدآل ͷی A(Y ) از J زیرحلقه یعنͬ، ،ϕ(h.k) = f.g ∈ J و h.k ∈ I پس، .h|Y = f, k|Y = g که بە طوری دارند وجود
□ ͬ کند. م کامل را اثبات که J = A(Y ) بنابراین است.

ͬ کنیم م مطالعه را F (X) از A(X) زیرحلقە ی زیربخش، این در .F (X) از زیرحلقه ͷی اعضای با پیوسته توابع ترکیب .۱ .۲
و توپولوژی فضاهای تمام رستە ی از پادوردا تابعگون ͷی همچنین .g ◦ f ∈ A(X) کند ایجاب f ∈ A(X), g ∈ C(R) که
خواهد برقرار آنها بین ضربی همانͬ عضو حافظ ͬ های همریخت و یͺدار تعویض پذیر حلقە های رستە ی بتوی آنها بین پیوسته نگاشت های

کرد. خواهیم بررسͬ را F (X) از مشبͺە ای زیرحلقە های برخͬ شد.
باشد. زیر ویژگͬ دارای F (X) از A(X) زیرحلقه کنیم فرض X توپولوژی فضای ازای به نخست،

(۳ .۲) .g ◦ f ∈ A(X) داریم f ∈ A(X) هر برای آن گاه باشد، پیوسته g : R → R اگر

است. برقرار بالا شرط ،A(X) = C(X) ازای به که است بدیهͬ

نتیجه در و C(f) ⊆ C(g ◦ f) آن گاه ،f ∈ C(X)F اگر است. مفروض g ∈ C(R) و X دلخواه توپولوژی فضای .۲۷ .۲ مثال
نقطه به بە طور که دارد وجود X روی حقیقͬ⁃ مقدار {fn} پیوسته توابع از دنباله ͷی آن گاه ،f ∈ B۱(X) اگر .g ◦ f ∈ C(X)F

g ◦ f ∈ B۱(X) بنابراین .limn→∞(g ◦ fn)(x) = (g ◦ f)(x) ،x ∈ X هر برای g پیوستگͬ بنا به پس همͽراست. f به  نقطه
ͬ کنند. م صدق (۳ .۲) شرط در B۱(X) و C(X)F زیرحلقە های نتیجه در و

باشد R بسته زیرمجموعه ͷی E اگر است. شده داده است، برقرار (۳ .۲) شرط آن برای که F (X) از A(X) زیرحلقه .۲۸ .۲ گزاره
.f−۱(E) ∈ ZA(X) آن گاه ،f ∈ A(X) و

پس، .Z(g ◦ f) = f−۱(E) نتیجه در و Z(g) = E بە طوری که دارد وجود R روی g ͬ ⁃مقدار حقیق و پیوسته تابع اثبات.
□ است. برقرار فرض طبق حͺم
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گرفت. نظر در R روی حقیقͬ⁃مقدار تابعͬ بە عنوان ͬ توان م را حقیقͬ اعداد در ضرایب با متغیره ͷی چندجملە ای هر .۲۹ .۲ تبصره
نشان Poly(R) با را ͬ شود م گرفته نظر در F (R) از زیرحلقە ای بە عنوان که حقیقͬ ضرایب با متغیره ͷی چندجملە ای های تمام حلقه
برای (۳ .۲) شرط که ͬ گیریم م نتیجه g ◦ f = ex /∈ Poly(R) و g(x) = ex ∈ C(R) ،f(x) = x ∈ Poly(R) از ͬ دهیم. م

نیست. برقرار Poly(R)

بە صورت را F (X) از زیرمجموعە ای بە عنوان S
۱
n آن گاه باشد، فرد عدد ͷی n ∈ N و باشد F (X) از ناتهͬ زیرمجموعه S اگر

کرد. تعریف ͬ توان م زیر

S
۱
n = {f

۱
n |f ∈ S},

I و کند صدق (۳ .۲) شرط در که باشد F (X) از زیرحلقه ͷی A(X) اگر پس .(f
۱
n )(x) = (f(x))

۱
n ،x ∈ X هر برای آن در که

آن گاه باشد، A(X) در z⁃ایدآل ͷی یا اول ایدآل ͷی I اگر که است واضح .I ⊆ I
۱
n ⊆ A(X) آن گاه باشد، A(X) در ایدآل ͷی

است. A(X) در ایدآل ͷی I = I
۱
n

A(X) در سره ایدآل دو Q∗ و P∗ و ͬ کند م صدق (۳ .۲) شرط در که باشد F (X) زیرحلقه ͷی A(X) کنیم فرض .۳۰ .۲ گزاره

هستند. اول A(X) در Q∗ و P∗ ایدآل های و P
۱
۳
∗ Q

۱
۵
∗ = P

۱
۳
∗ ∩Q

۱
۵
∗ آن گاه باشند، اول A(X) در P

۱
۳
∗ , Q

۱
۵
∗ سره ایدآل های اگر باشد.

ͬ کند م ایجاب P بودن اول و (f
۱
۳ )۳ = f ∈ P آن  گاه ،f ∈ P

⋂
Q اگر .P = P

۱
۳
∗ و Q = Q

۱
۵
∗ ͬ دهیم م قرار اثبات.

برقرار همواره شمول رابطه این عکس اما .P
⋂
Q ⊆ PQ نتیجه در و f = f

۱
۳ f

۲
۳ ∈ PQ پس، .f

۱
۳ ∈ Q مشابه بە طور و f

۱
۳ ∈ P

نتیجه a
۱
۳ b

۱
۳ = t

۱
۳ ∈ P

۱
۳
∗ = P از .t = ab ∈ P∗ باشیم داشته a, b ∈ A(X) برای کنيم فرض . P

⋂
Q = PQ بنابراین است،

ͬ شود م ثابت مشابه بە طور است. A(X) در اول ابدآلͬ P∗ پس .b ∈ P∗ یا a ∈ P∗ نتیجه در و b
۱
۳ ∈ P

۱
۳
∗ یا a

۱
۳ ∈ P

۱
۳
∗ که ͬ گردد م

□ است. اول ایدآل Q∗

C(R) در z⁃ایدآل ͷی نه J پس، است. C(R) در حقیقͬ اعداد روی همانͬ تابع توسط شده تولید ایدآل J کنیم فرض .۳۱ .۲ تبصره
است. J شامل سره بە طور که است ایدآلͬ J

۱
۳ اما اول، ایدآل نه و است

و A(X) در P اول ایدآل هر برای ͬ شود م نتیجه بالا گزاره از آن گاه باشد، برقرار F (X) از A(X) زیرحلقه ͷی برای (۳ .۲) شرط اگر
.(Pn)

۱
m = P بنابراین و Pn = P ،m,n طبیعͬ عدد هر برای

داد. قرار را باشد فرد عددی مخرجش و ͷی عدد صورتش که کسری عدد هر ͬ توان م ۳۰ .۲ گزاره در ۱
۳ ,

۱
۵ اعداد بە جای که است واضح

هر برای پس ͬ کند. م صدق (۳ .۲) شرط در که است ثابت مقدار با توابع تمام شامل F (X) از A(X) زیرحلقه کنید فرض
شبͺۀ زیرحلقۀ ͷی A(X) بنابراین .f ∨ g = ۲−۱(f + g + |f − g|) ∈ A(X) نتیجه در و |f − g| ∈ A(X) ،f, g ∈ A(X)

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد بعدی هدف به رسیدن در بعد گزاره و مطلب این است. F (X) مرتب جزئا

شامل F (Y ) از A(Y ) زیرحلقه و F (X) از A(X) زیرحلقه کنیم فرض است. شده داده Y و X توپولوژی فضاهای .۳۲ .۲ گزاره
همریختͬ ͷی ϕ آن گاه باشد، حلقه همریختͬ ͷی ϕ : A(X) → A(Y ) اگر کنند. صدق (۳ .۲) شرط در و باشند ثابت توابع همه

است. مرتب جزئا شبͺۀ

قبل، مطالب به بنا حلقە ها این هستند، R(X) شامل و ͬ کنند م صدق (۳ .۲) شرط در A(Y ) و A(X) حلقە های چون اثبات.
k =

√
h =

√
|h| ∈ A(X) ،(۳ .۲) شرط به بنا آن گاه باشد، صفر مساوی بزرگ تر عضو h ∈ A(X) اگر هستند. مرتب جزئا شبͺۀ

صفر مساوی بزرگ تر از پس ͬ کند. م حفظ را ترتیب ϕ یعنͬ، است، صفر مساوی بزرگ تر عضو ϕ(k)۲ = ϕ(k۲) = ϕ(h) بنابراین و
،f, g ∈ A(X) هر برای .|ϕ(h)| = ϕ(|h|) ͬ شود م نتیجه ϕ(|h|)۲ = ϕ(h۲) = ϕ۲(h) = |ϕ(h)|۲ و ϕ(|h|) بودن
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.ϕ(f ∨ g + f ∨ g) = ϕ(f + g + |f − g|) = ϕ(f) + ϕ(g) + |ϕ(f)− ϕ((g)| = ϕ(f) ∨ ϕ(g) + ϕ(f) ∨ ϕ(g)
□ ͬ کند. م تمام را اثبات که ϕ(f ∨ g) = ϕ(f) ∨ ϕ(g) پس

ͬ گیریم. م نظر در را است زیر ویژگͬ دارای که F (X) از A(X) زیرحلقه است. مفروض X توپولوژی فضای

(۴ .۲) .f ◦ g ∈ A(X) داریم f ∈ A(Y ) هر برای آن گاه باشد، پیوسته g : X → Y و توپولوژی فضای ͷی Y اگر

ͬ کنیم. م بررسͬ را کنند مͬ صدق بالا شرط در که زیرحلقە هایی بخش، این ادامه در

ͬ کنند. م صدق (۴ .۲) شرط در C(X) و B۱(X) زیرحلقە های که است واضح .۳۳ .۲ مثال

ͬ آید. م بە دست زیر گزاره قبل، مطالب به توجه با

تابعͬ ϕ : X → Y اگر کند. صدق (۴ .۲) شرط در F (X) از A(X) زیرحلقه و توپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .۳۴ .۲ گزاره
بە صورت که A(ϕ) : A(Y ) → A(X) تابع آن گاه باشد، پیوسته

A(ϕ)(f) = f ◦ ϕ

و است یͺدار تعویض پذیر حلقه همریختͬ ͷی ͬ گردد م تعریف

A : X → A(X), ϕ→ A(ϕ);

و یͺدار تعویض پذیر حلقە های رستە ی بتوی آنها بین پیوسته نگاشت های و توپولوژی فضاهای تمام رستە ی از پادوردا تابعگون ͷی
است. آنها بین ضربی همانͬ عضو حافظ ͬ های همریخت

عضو حافظ و است حلقه همریختͬ A(ϕ) که است واضح ͬ دهد. م نتیجه را A(ϕ) تابع خوشتعریفͬ (۴ .۲) شرط برقرای اثبات.
آن گاه باشد، پیوسته تابعͬ ψ : Y → Z اگر است. ضربی همانͬ

A(ψ◦ϕ)(f) = (ψ◦ϕ)(f) = f ◦(ψ◦ϕ) = (f ◦ψ)◦ϕ = A(ϕ)(f ◦ψ) = A(ϕ)(A(ψ)(f)) = (A(ϕ)◦A(ψ))(f).

□ ͬ کند. م تمام را اثبات این و A(ψ ◦ ϕ) = A(ϕ) ◦ A(ψ) پس

از A(Y ) و F (X) از A(X) زیرحلقە های اگر است. مفروض ϕ : X → Y همسان ریختͬ و Y ،X توپولوژی فضای .۳۵ .۲ نتیجه
دارد. وجود A(Y ) و A(X) بین حلقه یͺریختͬ ͷی آن گاه کنند، صدق (۴ .۲) شرط در F (Y )

شامل F (Y ) از A(Y ) زیرحلقه و F (X) از A(X) زیرحلقه کنیم فرض است. شده داده Y و X توپولوژی فضاهای .۳۶ .۲ نتیجه
A(ϕ) : A(Y ) → تابع آن گاه باشد، پیوسته تابعͬ ϕ : X → Y اگر کنند. صدق (۴ .۲) و (۳ .۲) شرط های در و باشند ثابت توابع همه

بە صورت که A(X)

A(ϕ)(f) = f ◦ ϕ

و است مرتب جزئا شبͺۀ همریختͬ ͷی ͬ گردد م تعریف

A : X → A(X), ϕ→ A(ϕ);

ͬ های همریخت و مرتب جزئا شبͺۀ رستە ی بتوی آنها بین پیوسته نگاشت های و توپولوژی فضاهای تمام رستە ی از پادوردا تابعگون ͷی
است. آنها بین

□ ͬ آید. م بە دست ۳۴ .۲ و ۳۲ .۲ گزارە های از حͺم اثبات.
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این تمام برای ۳۴ .۲ گزاره نتیجه در و نیست درست F (X) زیرحلقە های تمام برای (۴ .۲) شرط که ͬ کنیم م توجه .۳۷ .۲ تبصره
آن گاه ،g(x) = sin(x) اگر است. R روی علامت تابع f و X = Y = R کنید فرض مثال، بە عنوان نیست. برقرار زیرحلقە ها

.f ∈ C(R)F , f ◦ g /∈ C(R)F که ͬ کنیم م مشاهده

گردد نتیجه a ≤ b ≤ c و b ∈ R, a, c ∈ I از هرگاه گوییم محدب را R مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ در I ایدآل که ͬ کنیم م یادآوری
.a ∈ I شود نتیجه b ∈ I و ۰ ≤ a ≤ b ،a, b ∈ R هر برای معادل، بە طور یا b ∈ I

ترتیب رابطه با R/I خارج قسمتͬ متناظر حلقه باشد. R مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ در ایدآلͬ I کنید فرض [۲ .۵ قضیه ،۸] .۳۸ .۲ قضیه
ͬ شود. م تعریف زیر بە صورت ≥ آن در که باشد، محدب ایدآلͬ I اگر تنها و اگر است مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ ≥

.r + I = s+ I و s ≥ ۰ که بە طوری باشد داشته وجود s ∈ R اگر تنها و اگر r + I ≥ ۰ , r ∈ R هر برای

.a ∈ J گردد نتیجه |a| ≤ |b| که a ∈ R, b ∈ J از هرگاه گوییم محدب مطلقا را R مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ در J ایدآل

z⁃ایدآل هر این صورت در باشد. برقرار است R(X) شامل که F (X) A(X)از زیرحلقه برای (۳ .۲) شرط کنید فرض .۳۹ .۲ گزاره
است. محدب مطلقا ،A(X) در

برای آن گاه باشد، z⁃ایدآل ͷی I اگر است. مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ A(X) ͬ شود م نتیجه ۳۲ .۲ گزاره از قبل مطالب از اثبات.
ایجاب ۱۴ .۲ گزاره سوم قسمت پس .Z(g) ⊆ Z(f) ͬ گیریم م نتیجه کند صدق |f | ≤ |g| شرط در که g ∈ I و f ∈ A(X) هر
□ ͬ کند. م کامل را اثبات این و f ∈ I ͬ کند م

هستند. معادل زیر شرایط R مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ در I محدب ایدآل برای [۳ .۵ قضیه ،۸] .۴۰ .۲ قضیه

است. محدب مطلقا ایدآل ͷی I (۱)
.|x| ∈ I شود نتیجه x ∈ I از (۲)

.x ∨ y ∈ I شود نتیجه x, y ∈ I از (۳)
.r + I = |r|+ I اگر تنها و اگر I + r ≥ ۰ ،r ∈ R هر برای (۴)

جزئا شبͺۀ حلقۀ ͷی R/I خارج قسمتͬ حلقه یعنͬ، ،(a ∨ b) + I = (a + I) ∨ (b + I) داریم a, b ∈ R هر برای (۵)
است. مرتب

هرگاه ͬ نامیم م P⁃محدب را ͬ کند م صدق (۳ .۲) شرط در و است R(X) شامل که را F (X) از A(X) زیرحلقه ͷی .۴۱ .۲ تعریف
باشد. محدب مطلقا A(X) در اول ایدآل هر

است محدب مطلقا ایدآلͬ مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ ͷی در محدب مطلقا ایدآل های از اشتراک هر که است اثبات قابل آسانͬ به
داریم. را زیر لم پس .[ ۱B۵ ،۸]

است. محدب مطلقا ایدآلͬ F (X) از P⁃محدب زیرحلقه ͷی در اول ایدآل های از اشتراک هر .۴۲ .۲ لم

است. F (X) P⁃محدب زیرحلقه ͷی C(X) که ͬ دهد م نشان زیر قضیه

است. محدب مطلقا C(X) در اول ایدآل هر [۵ .۵ قضیه ،۸] .۴۳ .۲ قضیه

است. F (X) P⁃محدب زیرحلقه ͷی C(X)F که ͬ دهد م نشان زیر قضیه

است. محدب مطلقا C(X)F در اول ایدآل هر [۸ .۴ گزاره ،۷] .۴۴ .۲ قضیه
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A(X) اگر باشند. درست است R(X) شامل که F (X) A(X)از زیرحلقه برای (۱ .۲) و (۳ .۲) شرط های کنید فرض .۴۵ .۲ قضیه
A(X)/I در I + f عضو ،f ∈ A(X) برای و باشد اول ایدآل های از اشتراکͬ برابر A(X) در I ایدآل باشد، P⁃محدب حلقە ای

است. نامنفͬ Z روی f تابع بە طوری که دارد وجود Z ∈ Z[I] آن گاه باشد، صفر مساوی بزرگ تر

I + f بنا به فرض زیرا I + f = I + |f | ͬ شود م نتیجه ۴۰ .۲ قضیه از است. محدب مطلقا ایدآلͬ I ،۴۲ .۲ لم به بنا  اثبات.
هر برای که است واضح .(۱ .۲) شرط بنا به Z ̸= ∅ و Z = Z(f − |f |) ∈ Z[I] نتیجه در و f − |f | ∈ I بنابراین است. نامنفͬ
□ .f(z) = |f(z)| ≥ ۰ , z ∈ Z

A(X)است. در اول ایدآل های از اشتراکͬ A(X)برابر در z⁃ایدآل هر آن گاه باشد، F (X) از زیرحلقه ͷیA(X) اگر .۴۶ .۲ گزاره

و Z(fn) = Z(f) از آن گاه ،fn ∈ I باشیم داشته n ∈ N و f ∈ A(X) برای و باشد A(X) در z⁃ایدآل ͷی I اگر اثبات.
□ است. اول ایدآل های از اشتراکͬ I ͬ شود، م نتیجه [۰ .۱۸ نتیجه ،۸] از پس .f ∈ I ͬ شود م نتیجه فرض

است. برقرار ۴۵ .۲ قضیه عکس F (X) خاص زیرحلقه ͷی در ایدآل ها برخͬ برای که است شده داده نشان زیر، قضیه در

باشند برقرار است R(X) شامل که F (X) از A(X) P⁃محدب زیرحلقه برای (۱ .۲) و (۳ .۲) شرط های کنید فرض .۴۷ .۲ قضیه
آن گاه باشد، نامنفͬ Z روی f بە طوری که باشد داشته وجود Z ∈ Z[I] و باشد A(X) در سره z⁃ایدآل ͷی I اگر .f ∈ A(X) و

است. A(X)/I در صفر مساوی بزرگ تر عضوی I + f

.Z ⊆ Z(f − |f |) داریم است، مساوی هم با Z روی |f | و f چون است. محدب مطلقا I ایدآل ،۳۹ .۲ گزاره به بنا اثبات.

.I + f = I + |f | یعنͬ، ،f − |f | ∈ I ͬ گیریم م نتیجه I بودن از z⁃ایدآل و Z(f − |f |) ∈ Z[I] ͬ کند م ایجاب Z ∈ Z[I] اما
□ است. برقرار حͺم که ͬ کند م ایجاب ۴۰ .۲ قضیه پس

باشند برقرار است R(X) شامل که F (X) از A(X) P⁃محدب زیرحلقه برای (۱ .۲) و (۳ .۲) شرط های کنید فرض .۴۸ .۲ قضیه
I + f آن گاه باشد، مثبت Z روی f بە طوری که باشد داشته وجود Z ∈ Z[I] و باشد A(X) در z⁃ایدآل ͷی I اگر .f ∈ A(X) و

است. A(X)/I در مثبت عضوی

سره و (۱ .۲) شرط بنا به و Z ∩ Z(f) = ∅ اما باشد. صفر مساوی بزرگ تر عضو I + f ͬ کند م ایجاب ۴۷ .۲ قضیه اثبات.
□ است. A(X)/I مثبت عضو I + f نتیجه در و باشد صفر برابر ͬ تواند نم I + f پس .∅ /∈ Z[I] داریم I بودن

است. برقرار بالا قضیه عکس شرایطͬ تحت گرفت نتیجه آن از ͬ توان م که ͬ کنیم م بیان را زیر قضیه سرانجام

باشند. برقرار است R(X) شامل که F (X) از A(X) P⁃محدب زیرحلقه برای (۱ .۲) و (۳ .۲) شرط های کنید فرض .۴۹ .۲ قضیه
در f +Mi و باشد ماکسیمال A(X) در Mi ایدآل ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که بە طوری باشند داشته وجود n ∈ N و f ∈ A(X) اگر

است. مثبت Z روی f بە طوری که دارد وجود Z ∈ Z[
⋂i=n

i=۱ Mi] آن گاه باشد، مثبت A(X)/Mi

.f(z) ≥ ۰, z ∈ Zi هر برای بە طوری که دارد Ziوجود ∈ Z[Mi]ͷی ،۱ ≤ i ≤ n هر برای ͬ کند م ایجاب ۴۵ .۲ قضیه اثبات.
بە طوری که دارد وجود gi ∈ Mi ،۴ .۲ قضیه بنا به نتیجه در و f /∈ Mi پس است، مثبت A(X)/Mi در f +Mi , i هر برای اما
از عضوی Z =

⋃i=n
i=۱ Z

′
i که است واضح .∅ ̸= Z

′
i ∈ Z[Mi] آن گاه ،Z ′

i = Zi ∩ Z(gi), i هر برای اگر .Z(f) ∩ Z(gi) = ∅
□ است. مثبت Z روی f که است Z[

⋂i=n
i=۱ Mi]

باشند برقرار است R(X) شامل که F (X) از A(X) P⁃محدب زیرحلقه برای (۱ .۲) و (۳ .۲) شرط های کنید فرض .۵۰ .۲ نتیجه
مثبت Z نقطه هر در f که بە طوری دارد وجود f ∈ A(X) و Z ∈ Z[I] باشد. A(X) در ماکسیمال ایدآل متناهͬ تعداد اشتراک I و

باشد. A(X)/I در مثبت عضوی I + f اگر تنها و اگر است
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متناهͬ تعداد اشتراک برابر ͬ تواند م [۵ .۴ (b) ،۸] در I ماکسیمال ایدآل که ͬ دهد م نشان بالا نتیجۀ ،A(X) = C(X) حالت در
باشد. نیز ماکسیمال ایدآل 

قبل بخش نتایج منظر از B۱(X) مطالعه .۳

از که گرفت صورت زمینه این در عمیقͬ تحقیقات و شد آغاز [۹] هاسدورف نظیر متخصصانͬ آثار با B۱(X) پیدایش و ظهور
توابع حلقه آشنای کاملا الͽوی ͷکم به B۱(X) حلقه خواص بررسͬ و معرفͬ نمود. اشاره [۱۵ ،۱۴ ،۱۲ ،۱۱] به ͬ توان م آنها بین
B۱(X) آن گاه باشد، نرمال توپولوژی فضای X اگر که شد داده نشان منبع این در و شد انجام [۴] در بار نخستین برای C(X) پیوسته

ͬ کند: م صدق (۱ .۲) شرط در

.Z(f) = ∅ اگر تنها و اگر است ضربی وارون دارای B۱(X) در f ∈ B۱(X) ،X نرمال فضای برای [۲ .۲ قضیه ،۴] .۱ .۳ قضیه

است: شده داده کلͬ حالت در B۱(X) عناصر داشتن ضربی وارون برای ͬͺمح زیر قضیه در

مفروض (f(x) < ۰ (یا f(x) > ۰ ،x ∈ X هر برای که f ∈ B۱(X) عضو و X ͷتوپولوژی فضای [۳ .۲ قضیه ،۴] .۲ .۳ قضیه
است. متعلق B۱(X) به و دارد وجود ۱

f صورت این در است.

ضربی وارون برای معیاری ͬ تر کل حالتͬ در و ۱ .۳ قضیه بیان از قبل سال ۴۹ که است شده مطلع مقاله این داور توسط نگارنده
ͷی G مرتب برداری فضای ͷی که است یادآوری به لازم معیار، این بیان برای .[۱۴] است داشته وجود B۱(X) در عناصر داشتن

،x ≤ y که x, y ∈ G هر برای که بە طوری است ≤ جزئͬ ترتیب رابطۀ با حقیقͬ برداری فضای

و باشد برقرار a ∈ G هر برای a+ x ≤ a+ y نامساوی (الف)
باشد. برقرار نامنفͬ λ حقیقͬ عدد هر برای λ.x ≤ λ.y نامساوی (ب)

،X ͷتوپولوژی فضای هر برای پس ͬ نامند. م ریس فضای ͷی یا خطͬ مشبͺه ͷی را باشد نیز مشبͺه ͷی که مرتب برداری فضای ͷی
است. خطͬ مشبͺه ͷی G = B۱(X) و G = C(X) ،G = F (X)

در است، ثابت توابع همه شامل که باشد X مجموعه بر مقدار حقیقͬ⁃ توابع از خطͬ مشبͺه ͷی G اگر [۸ قضیه ،۱۴] .۳ .۳ قضیه
ͬ کند: م صدق زیر ͬ های ویژگ در است، G در توابع نقطه به نقطه حدود تمام از متشͺل که B۱(G) صورت این

است. X مجموعه بر مقدار حقیقͬ⁃ توابع از خطͬ مشبͺه ͷی B۱(G) (الف)
است. بسته ضرب عمل به نسبت B۱(G) (ب)

است. متعلق B۱(G) به f−۱ این صورت در باشد، تهͬ Z(f) مجموعه ،f ∈ B۱(G) برای اگر (پ)
است. بسته توابع دنباله یͺنواخت همͽرایی تحت B۱(G) (ت)

(۱ .۲) شرط B۱(X)در زیرحلقه بودن صادق است. شده داده پیشنهاد مقاله این محترم داور توسط بالا جذاب قضیه مبسوط شͺل
است. B۱(C(X)) برابر دقیقاً ۳ .۳ قضیه در رفته بͺار نمادگذاری با B۱(X) زیرا گرفت نتیجه ۳ .۳ قضیه (پ) قسمت از ͬ توان م را

ͬ کنیم. م اثبات را مطلب این زیر قضیه در ما مطالب، بودن کامل دلیل به اما

ͬ کند. م صدق (۱ .۲) شرط در B۱(X) حلقه X شده داده ͷتوپولوژی فضای برای .۴ .۳ قضیه

در و است B۱(X) در صفر از بزرگ تر عضو g = f۲ پس .Z(f) = ∅ باشیم داشته f ∈ B۱(X) ازای به کنیم فرض اثبات.
است. B۱(X) در ضربی وارون دارای f بنابراین است. B۱(X) در ضربی وارون دارای g = f۲ که ͬ شود م نتیجه ۲ .۳ قضیه از نتیجه
□ باشد. تهͬ باید است ضربی وارون دارای که B۱(X) از عنصر هر صفر⁃مجموعه که است واضح
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B۱(X) اول ایدآل هر که ͬ دهد م نشان زیر قضیه است. B۱(X)برقرار مرتب جزئا شبͺۀ حلقۀ برای (۳ .۲) شرط ،۲۷ .۲ مثال بنا به
است. محدب مطلقا

است. P⁃محدب زیرحلقه ͷی ،B۱(X) زیرحلقه این صورت در است. مفروض X ͷتوپولوژی فضای .۵ .۳ قضیه

آن گاه ،|f | ≤ |g| باشیم داشته g ∈ P, f ∈ B۱(X) برای اگر است. شده داده B۱(X) حلقه در P دلخواه اول ایدآل اثبات.
هر برای هستند. همͽرا نقطه به نقطه |f | , |g| به بە ترتیب بە طوری که دارند وجود C(X) در {fn} , {gn} دنباله دو و |g| ∈ P

تابع اکنون، است. همͽرا نقطه به نقطه |g| تابع به {hn} دنباله و است C(X) در تابعͬ hn = |fn| ∨ |gn| که است واضح ،n ∈ N
ͬ گیریم. م نظر در را ͬ شود م تعریف زیر ضابطه با که kn : X → R

kn(x) =

{
f۲
n(x)

hn(x)
x ∈ X \ Z(hn),

۰ x ∈ Z(hn).

در fn پیوستگͬ طبق .ε > ۰ و x۰ ∈ Z(hn) کنیم فرض است. پیوسته X از X \ Z(hn) باز زیرمجموعه از هرنقطه در kn تابع
پس ،|kn(x)| ≤ |fn(x)| داریم ،x ∈ V هر برای طرفͬ از .fn[V ] ⊆ (−ε, ε) که بە طوری دارد وجود x۰ حول V ͬͽهمسای ،x۰
ͬ شود م تعریف زیر ضابطه با که k : X → R تابع اکنون .kn ∈ C(X) بنابراین است. پیوسته x۰ در kn یعنͬ، ،kn[V ] ⊆ (−ε, ε)

ͬ گیریم. م نظر در را

k(x) =

{
f۲(x)
|g|(x) x ∈ X \ Z(g),
۰ x ∈ Z(g).

که f ∈ P بنابراین و f۲ = |g|k ∈ P پس .k ∈ B۱(X) بنابراین و است همͽرا نقطه به نقطه k به {kn} دنباله که است واضح
□ ͬ کند. م تمام را اثبات

ͬ گردد. م حاصل ۴۲ .۲ لم و ۵ .۳ قضیه از زیر نتیجه

است. محدب مطلقا ایدآل ͷی ،B۱(X) در اول ایدآل های از اشتراک هر .۶ .۳ نتیجه

است. مرتب کلا B۱(X)/P خارج قسمتͬ حلقه ،B۱(X) در P اول ایدآل هر برای .۷ .۳ نتیجه

پس .f + |f | ∈ P یا f − |f | ∈ P داریم P بودن اول و (f − |f |)(f + |f |) = ۰ ∈ P از ،f ∈ B۱(X) هر برای اثبات.
در ͬ دهد م نتیجه ۴۰ .۲ قضیه پس است محدب مطلقا P ایدآل ۵ .۳ قضیه به بنا اما .f + P = −|f |+ P یا f + P = |f |+ P

□ ͬ کند. م تکمیل را اثبات که f + P ≤ P یا f + P ≥ P داریم B۱(X)/P خارج قسمتͬ

ماکسیمال ایدآل ͷی در مشمول فقط اول ایدآل هر یعنͬ، است، PM⁃حلقه ͷی B۱(X) ،X منظم کاملا́ فضای برای .۸ .۳ نتیجه
است.

تشͺیل باشند P شامل که B۱(X) اول ایدآل های تمام آن گاه باشد، B۱(X) در اول ایدآلͬ P اگر ͬ دهیم م نشان نخست اثبات.
دارد. وجود p۱ ∈ P۱ \ P۲ آن گاه ،P۱ ⊈ P۲ اگر باشند. P شامل B۱(X) در P۱, P۲ اول ایدآل دو گیریم ͬ دهند. م زنجیر ͷی
است. نامنفͬ p۱ ∈ P۱ \ P۲ که کرد فرض ͬ توان م موضوع کلیت رفتن دست از بدون پس، .p۲۱ /∈ P۲ ͬ کند م ایجاب P۲ بودن اول
بودن اول و (f − |f |)(f + |f |) = ۰ از .f = p۱ − p۲ ͬ دهیم م قرار و گرفته نظر در را p۲ ∈ P۲ نامنفͬ و دلخواه عنصر اکنون
قضیه به بنا اما .p۱ + |f | ∈ P۲ داریم p۱ − p۲ + |f | = f + |f | ∈ P ⊆ P۲ از .f + |f | ∈ P یا f − |f | ∈ P داریم P
است. تناقض که p۱ ∈ P۲ ͬ شود م نتیجه p۱ = |p۱| ≤ |p۱ + |f || از نتیجه در و است محدب مطلقا P۱, P۲ اول ایدآل های ، ۵ .۳
p۲ = |p۲| ≤ |p۲ + |f || ∈ P۱ اما .p۲ + |f | ∈ P۱ داریم P ⊆ P۱ از نتیجه در و p۱ − p۲ − |f | = f − |f | ∈ P پس
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اجتماع اینکه از ͬ دهد. م تشͺیل زنجیر ͷی P شامل اول ایدآل های تمام ͬ دهد م نشان که P۲ ⊆ P۱ پس .p۲ ∈ P۱ ͬ کند م ایجاب
ͷی در مشمول فقط P اول ایدآل که ͬ شود م نتیحه است اول نیز ماکسیمال ایدآل هر و است اول ایدآل ͷی اول ایدآل های از زنجیر هر
□ است. ماکسیمال ایدآل

ببینید. را [۱۰] منبع از ۵ .۳ قضیه است، z⁃ایدآل ͷی B۱(X) در z⁃ایدآل دو جمع که ͬ شود م نتیجه ۳ .۳ قضیه (ت) قسمت از
ͬ کنیم. م اثبات قبل بخش نتایج از استفاده با فقط را حͺم این مطالب بودن کامل برای

.B۱(X) با است برابر یا و است سره z⁃ایدآل ͷی یا B۱(X) در سره z⁃ایدآل دو مجموع .۹ .۳ گزاره

باشیم داشته f ∈ B۱(X) و b ∈ J و a ∈ I ازای به و باشد B۱(X) در سره z⁃ایدآل دو J و I کنیم فرض اثبات.
دنبالە های پس .Z(a۲) ∩ Z(b۲) ⊆ Z(a + b) = Z(f) داریم صفر⁃مجموعە ها خواص به توجه با .Z(f) = Z(a + b)

توابع ،n ∈ N هر برای هستند. همͽرا b۲ و a۲ ،f به نقطه به نقطه بە طور بە ترتیب که دارند وجود C(X) در {b′n} و {a′
n} ،{fn}

b۲ و a۲ به نقطه به نقطه بە ترتیب بە طور {bn} و {an} دنبالە های و هستند مثبت bn = ۱
n + |b′n| و an = ۱

n + |a′
n| پیوسته

ضابطه با kn ∈ C(X) تابع و hn(x) = fn(x)
an(x)

an(x)+bn(x)
ضابطه با hn ∈ C(X) تابع ،n ∈ N هر برای پس هستند. همͽرا

limn→∞ hn(x) = f(x) a۲(x)
a۲(x)+b۲(x)

آن گاه ،x ∈ X \ (Z(a۲) ∩ Z(b۲)) اگر دارند. وجود kn(x) = fn(x)
bn(x)

an(x)+bn(x)

دهد نتیجه n > N که بە طوری دارد وجود N ∈ N نتیجه در و f(x) = ۰ آن گاه ،ε > ۰ و x ∈ Z(a۲) ∩ Z(b۲) اگر و
ͬ دهد م نشان که |hn(x)| < ε داریم ،n > N هر برای نتیجه در و |hn(z)| ≤ |fn(z)| ،z ∈ Xهر برای اما .|fn(x) − ۰| < ε

است. {hn} دنباله نقطه به نقطه حد ͬ شود م تعریف زیر ضابطه با که h ∈ F (X) تابع بنابراین .limn→∞ hn(x) = ۰

h(x) =

{
f(x) a۲(x)

a۲(x)+b۲(x)
x ∈ X \ (Z(a۲) ∩ Z(b۲)),

۰ x ∈ Z(a۲) ∩ Z(b۲).

است. {kn} دنباله نقطه به نقطه حد ͬ شود م تعریف زیر ضابطه با که k ∈ F (X) تابع مشابه بە طور .h ∈ B۱(X) پس

k(x) =

{
f(x) b۲(x)

a۲(x)+b۲(x)
x ∈ X \ (Z(a۲) ∩ Z(b۲)),

۰ x ∈ Z(a۲) ∩ Z(b۲).

۱۲ .۲ گزارە های و (J) I بودن z⁃ایدال و (Z(b) ⊆ Z(k)) Z(a) ⊆ Z(h) از و f = h+ k که است واضح .k ∈ B۱(X) پس
□ است. z⁃ایدآل ͷی I + J نتیجه در و f = h+ k ∈ I + J پس .(k ∈ J) h ∈ I ͬ گیریم م نتیجه ۱۵ .۲ و

در z⁃ایدآل هر یعنͬ، است، B۱(X) در z⁃ایدآل ͷی از انقباضͬ ،C(X) در z⁃ایدآل هر ،X منظم کاملا فضای برای .۱۰ .۳ گزاره
نوشت. C(X) و B۱(X) از z⁃ایدآل ͷی اشتراک بە صورت ͬ توان م را C(X)

Z[I] اعضای شامل که باشد B۱(X) در صفر⁃مجموعە ها تمام گردآیه F و باشد C(X) در سره z⁃ایدآل ͷی I گیریم اثبات.
،۳ .۲ گزاره به بنا نتیجه در و است Z[I] شامل که است X روی ZB۱(X)⁃پالایه کوچͺترین F پس باشد.

J = Z−۱[F ] ∩A(X) = {f ∈ B۱(X) : Z(f) ∈ F}

در و است I شامل J که است واضح است. B۱(X) در z⁃ایدآل ͷی J که ͬ شود م دیده براحتͬ و است B۱(X) در سره ایدآل ͷی
I بودن z⁃ایدآل است. Z[I] از عضوی شامل Z(f) نتیجه در و Z(f) ∈ F آن گاه ،f ∈ J ∩C(X) اگر .J ∩C(X) ⊇ I نتیجه
□ ͬ کند. م کامل را اثبات که J ∩ C(X) = I پس .J ∩ C(X) ⊆ I یعنͬ، ،f ∈ I که ͬ کند م ایجاب C(X) در

.f = kg که بە طوری دارد وجود k ∈ B۱(X) تابع ،۰ ≤ f ≤ g۲ شرط با ،f, g ∈ B۱(X) هر برای .۱۱ .۳ گزاره
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توابع ،n ∈ N هر برای باشند. C(X) در توابع از {g′
n} و {f ′

n} دنبالە های نقطه به نقطه حد بە ترتیب g و f کنیم فرض اثبات.
تابع .۰ ≤ hn(x) ≤ g۲n(x) ،x ∈ X هر برای آن گاه ،hn = fn ∧ g۲n اگر و هستند نامنفͬ gn = ۰ ∨ g′

n و fn = ۰ ∨ f ′
n پیوسته

ͬ کنیم. م تعریف زیر ضابطه با را F (X) در kn

kn(x) =

{
hn(x)
gn(x)

x ∈ U = X \ Z(gn),
۰ x ∈ Z(gn).

x در kn که است واضح آن گاه ،x ∈ U اگر .|kn(x)| = hn(x)
gn(x)

≤ g۲n(x)
gn(x)

= gn(x) ،x ∈ U = X \ Z(gn) هر برای پس
V ͬͽهمسای وجود x۰ در gn پیوستگͬ از باشد. شده داده ε > ۰ و x۰ ∈ Z(gn) کنیم فرض است. باز X در U زیرا است پیوسته
|kn(x)| ≤ |gn(x)| داریم ،x ∈ X هر برای زیرا، kn[V ] ⊆ (−ε, ε) پس .gn[V ] ⊆ (−ε, ε) که بە طوری ͬ شود م نتیجه x۰ از
پس .gn(x) ̸= ۰ داریم ،N ≤ n هر برای که بە طوری دارد وجود N ∈ N آن گاه ،x ∈ X \ Z(g) اگر .kn ∈ C(X) بنابراین و
ایجاب N ≤ n که دارد وجود n ∈ N ،ε > ۰ هر برای آن گاه ،x ∈ Z(g) اگر .limn→∞ kn(x) = limn→∞

hn(x)
gn(x)

= f(x)
g(x)

با که k ∈ F (X) تابع پس .limn→∞ kn(x) = ۰ ͬ دهد م نشان که |kn(x)| ≤ |gn(x)| < ε نتیجه در و |gn(x)| < ε ͬ کند م
است. B۱(X) در ͬ شود م تعریف زیر ضابطه

k(x) =

{
f(x)
g(x) x ∈ X \ Z(g),
۰ x ∈ Z(g).

□ .f = kg بنابراین

ایدآل هرگاه گویند ⁃ایدآل
√
z ͷی را A(X) در I سره ایدآل باشد. F (X) زیرحلقه ͷی A(X) کنیم فرض .۱۲ .۳ تعریف

√
I = {f ∈ A(X) | ∃n ∈ N s.t. fn ∈ I}

باشد. A(X) در z⁃ایدآل ͷی

B۱(X) برای مشابه مطلب که ͬ دهیم م نشان زیر نتیجه در .[۱۶ ،۳] است منطبق هم C(X)بر در ⁃ایدآل
√
z و z⁃ایدآل مفاهیم

است. برقرار نیز

در ⁃ایدآل
√
z ͷی I اگر تنها و اگر است B۱(X) در z⁃ایدآل ͷی I باشد. B۱(X) در ایدآل ͷی I ͬ کنیم م فرض .۱۳ .۳ نتیجه

باشد. B۱(X)

نتیجه در و fn ∈ I که دارد وجود n طبیعͬ عدد آن گاه ،f ∈
√
I اگر باشد. B۱(X) در z⁃ایدآل ͷی I ͬ کنیم م فرض اثبات.

ͬ گیریم م نتیجه شمول رابطه این عکس بودن برقرار از و
√
I ⊆ I پس .f ∈ I ͬ شود م نتیجه ۱۴ .۲ گزاره و Z(f) = Z(fn) از

است. ⁃ایدآل
√
z ͷی

√
I = I

که است واضح پس، .Mf۱ ⊆
√
I داریم ۱۵ .۲ گزاره از آن گاه ،f۱ ∈

√
I اگر باشد. ⁃ایدآل

√
z ͷی

√
I کنیم فرض بە عکس،

،۴] (همچنین است بسته توابع دنباله یͺنواخت حد به B۱(X)نسبت ،۳ .۳ قضیه (ت) قسمت به بنا .|f | ≤ ۱ و f = f۱
۱+f۲

۱
∈Mf۱

.h ∈Mf۱ که ͬ شود م نتیجه Z(h) = Z(f) Mf۱و بودن z⁃ایدآل از .h =
∑∞

n=۱ ۲−n|f |
۱
n ∈ B۱(X) پس ببینید)، را [۴ .۴ لم

است. برقرار ۲−n|f |
۱
n ≤ h نامساوی ،n ∈ N هر برای .hm ∈ I که ͬ شود م نتیجه m ∈ N طبیعͬ عدد وجود h ∈

√
I از پس

نتیجه در و k ∈ B۱(X) آن در که f = khm داریم ۱۱ .۳ گزاره از پس .۲−۲m۲ |f |
۱
۲ ≤ hm بنابراین و ۲−۲m|f |

۱
۲m ≤ h پس

□ است. z⁃ایدآل ͷی I =
√
I پس .

√
I ⊆ I ͬ کند م ایجاب که f۱ ∈ I بنابراین .f ∈ I

۴۵ http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133142.1502

http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.133142.1502


۴۷–۲۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه احمدی زند، ر. م.

وقدردانͬ تشͺر .۴

اضافه (نظیر آن ها زیاد پیشنهادهای و نتایج بخشیدن بهبود نظرات، آن، مطالعه در نظر دقت برای مقاله این داور̸داوران از نویسنده
ͬ نماید. م قدردانͬ و تشͺر شد، مقاله این کمیت و کیفیت بهبود موحب که (۵ .۳ و ۴ .۳ قضیە های بە جز ۳ بخش مطالب همه شدن
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زند احمدی محمدرضا
یزد. دانشͽاه، بلوار یزد، دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده محض، ریاضͬ گروه

ⅿahⅿaⅾi@yazⅾ.aⅽ.ir

کاربردی رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۶۴ سال در وی است. یزد شهر در ۱۳۴۵ ماه خرداد متولد زند احمدی محمدرضا
۱۳۸۴ سال در سپس شد. بهشتͬ شهید دانشͽاه محض رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۶۹ سال در و شد تهران دانشͽاه
علمͬ هیات عضو ۱۳۷۳ سال از وی شد. اهواز چمران شهید دانشͽاه از محض ریاضͬ رشته در خود دکتری رساله از دفاع به موفق

است. بوده یزد دانشͽاه ریاضͬ علوم دانشͺده
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۴۷–۲۹ (۱۴۰۰) ۴ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،RX زیرحلقە های برخͬ مشترک خواص

Common Properties of some subrings of RX

Mohammad Reza Ahmadi Zand

Abstract: For a nonempty topological space X , the ring of all real-valued functions on X with pointwise ad-

dition and multiplication is denoted by F (X) and contonuous members of F (X) is denoted by C(X). The

collection of all pointwise limit functions of sequences in C(X) is denoted by B1(X) which is a subring of

F (X). It is shown that the sum of two z-ideals inB1(X) is a z-ideal. It is shown that an ideal I inB1(X) is a

z-ideal if and only if
√
I is a z-ideal. For any f ∈ F (X), f−1(0) is denoted byZ(f) and it is called a zero-set.

If A(X) is a subring of F (X), ∅ ̸= B ⊆ A(X) and S =
⋃

b∈B(X \ Z(b)), then it is shown that there

exists a ring homomorphism ϕ : A(X) → A(S) such that ker ϕ = Ann(B). An ideal I in A(X) is called

a pseudofixed ideal if {clXZ(f)|f ∈ I} has nonempty intersection. Some characterizations of pseudofixed

ideals in some subrings of F (X) are given. As a consequence, it is shown that ifX is connected, I is a proper

free ideal in C(X) and p ∈ X , then there exists nonzero ideal J contained in I such that p ∈ ∩Z[J ]. An
arbitrary subring A(X) of F (X) such that every f ∈ A(X) with Z(f) = ∅ is unit are studied. A subring

A(X) of F (X) such that g ◦ f ∈ A(X), where g ∈ C(R) and f ∈ A(X) are investigated. A contravariant

fanctor from category of topological spaces and continuous maps between them to category of commutative rings

with ring homomorphism is investigated.

Keywords: A(X), rings of functions, pseudofixed ideal, P -convex ring, compact space.
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