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سادکͬ چندگانه مجتمع های به صدف واری مفهوم تعمیم

ͬ اصغر رحمت رحیم

آن، انجام برای ͬ دهیم. م تعمیم ترکیبیاتͬ توپولوژی نظریه در مرسوم مفاهیم از ͬͺی عنوان به را صدف واری مفهوم مقاله این در چͺیده.
است. معادل k−تجزیە پذیری با خاصͬ حالت در صدف واری که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ را k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع های

مقدمه .۱

در که است V (∆) زیرمجموعە های از خانوادە ای V (∆) = {v۱, . . . , vn} رئوس مجموعه روی ∆ سادکͬ مجتمع ͷی
کند: صدق زیر شرایط

vi؛ ∈ V (∆) هر برای ،{vi} ∈ ∆ .۱
.G ∈ ∆ اینصورت در باشد F از زیرمجموعە ای G و F ∈ ∆ اگر .۲

ͬ نامیم. م وجه را سادکͬ مجتمع ͷی عناصر ͬ دهیم. م نمایش [n] = {۱,۲, . . . , n} با را ∆ رئوس مجموعه سهولت، برای
dim(∆) = با را ∆ سادکͬ مجتمع بعد .dim(F ) = |F | − ۱ ͬ کنیم م تعریف و ͬ دهیم م نمایش dim(F ) با را وجه ͷی بˀعد
هم وجە وارە ها همە ی اگر ͬ نامیم. م وجە واره را ∆ از شمول به نسبت بیشین وجه ͷی ͬ کنیم. م تعریف max{dim(F )|F ∈ ∆}
مجتمع ͷی سادکͬ، مجتمع ͷی از منظور مقاله این در گوییم. نامحض را آن اینصورت غیر در ͬ نامیم. م محض را ∆ باشند، بˀعد
نمایش F(∆) با را ∆ وجە وارە های مجموعە ی شود. اشاره آن بودن محض به اینکه مͽر نیست، محض لزوماً که است سادکͬ

.∆ = ⟨F۱, . . . , Fr⟩ ͬ نویسیم م ،F(∆) = {F۱, . . . , Fr} هرگاه ͬ دهیم. م
بە طوری که باشد موجود آن وجە وارە های از F۱, F۲, . . . , Fr ترتیب هرگاه گوییم (نامحض) صدف وار را ∆ سادکͬ مجتمع
صدف وار ترتیب را ترتیبی چنین باشد. dim(Fj) − ۱ بˀعد از محض ⟨F۱, . . . , Fj−۱⟩ ∩ ⟨Fj⟩ زیرمجتمع ،j ≥ ۲ هر برای

.[۲] ͬ نامیم م
حداکثر بعد از σ غالب وجه یا و باشد وجە واره ͷی تنها شامل یا ∆ هرگاه ͬ شود م نامیده k⁃تجزیە پذیر ، سادکͬ∆ مجتمع ͷی
ازای به {∅} و {} سادکͬ مجتمع های که است بدیهͬ .[۷] باشند k⁃تجزیە پذیر دو هر ∆\σ و link∆σ بە طوری که باشد موجود k
است. سادکͬ مجتمع های از خانوادە ای روی طبقاتͬ ساختار ͷی k⁃تجزیە پذیری که کنید توجه ͬ باشند. م k⁃تجزیە پذیر ،k ≥ −۱
مجتمع ͷی دادند نشان [۱] در پرووان و بیلرا ͬ باشد. م نیز +k)⁃تجزیە پذیر ۱) k⁃تجزیە پذیر، سادکͬ مجتمع هر دیͽر، عبارت به
مهمͬ ترکیبیاتͬ ساختار ۰−تجزیە پذیر سادکͬ مجتمع های باشد. d−تجزیە پذیر آن اگر تنها و اگر است صدف وار d⁃بعدی، سادکͬ

ͬ نامند. م رأس⁃تجزیە پذیر را آن ها خاطر همین به و دارند

صدف وار. k⁃تجزیە پذیر، سادکͬ، چند گانه مجتمع کليدی: کلمات و عبارات
اسدالهͬ جواد رابط: دبیرتخصصͬ
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داریم: d−بعدی سادکͬ مجتمع هر برای شد اشاره آنچه به توجه با

رأس⁃تجزیە پذیر ⇒ ۱⁃تجزیە پذیر ⇒ · · · ⇒ d⁃تجزیە پذیر ⇔ .صدف وار

را استنلͬ تعریف پاپسͺو و هرزوگ سپس .[۶] است شده معرفͬ استنلͬ توسط بار اولین برای سادکͬ چندگانه مجتمع مفهوم
Nn بر باشد، نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه نشان گر N اگر است. شده استفاده آن ها تعریف از مقاله این در که [۳] دادند تعمیم

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ⪯ جزئͬ ترتیب رابطه

.a(i) ≤ b(i) ،i هر برای اگر a ⪯ b

ͬ کنیم: م تعریف a ∈ Nn
∞ برای ،N∞ = N ∪ {∞} اگر

fpt(a) = {i : a ̸= ∞},

infpt(a) = {i : a(i) = ∞},

fpt∗(a) = {i : ۰ < a(i) < ∞}.

نباشد. موجود a ≻ m با a ∈ Γ اگر ͬ شود م نامیده بیشین m ∈ Γ عضو باشد. Nn
∞ زیرمجموعه ͷی Γ کنید فرض

است. متناهͬ M(Γ) که است شده داده نشان [۱ .۹ لم ،۳] در ͬ دهیم. م نشان M(Γ) نماد با را Γ بیشین عناصر مجموعە ی
اگر [۳] ͬ شود م نامیده سادکͬ چندگانه مجتمع ͷی Γ ⊆ Nn

∞

.b ∈ Γ باشیم داشته b ⪯ a با b ∈ Nn
∞ هر و a ∈ Γ هر برای (۱)

.a ⪯ m که باشد موجود قسمͬ به m ∈ M(Γ) عضو ،a ∈ Γ هر برای (۲)

ͷی عناصر ͬ کنیم. م استفاده چندگانه“ ”مجتمع سادە تر عبارت از سادکͬ“، چندگانه ”مجتمع عبارت جای به مقاله این تمام در ما
باشیم داشته a ⪯ m با m ∈ M(Γ) هر برای اگر است Γ از وجه ͷی a ∈ Γ عنصر ͬ شوند. م نامیده وجە وارە   چندگانه، مجتمع

.infpt(a) = infpt(m)

به ͬ شوند. م نامیده بیشین وجە وارە   های M(Γ) وجە وارە   های باشد. Γ وجە وارە   های مجموعه دهنده نشان F(Γ) کنید فرض
A = {a۱, . . . , ar} برای⊇ ͬ کنند. م مشخص Γرا ،Γ چندگانه مجتمع بیشین وجە وارە   های مجموعه و وجە وارە   ها مجموعه وضوح،

ͬ دهیم. م نمایش ⟨a۱, . . . , ar⟩ نماد با را A شامل منحصربە فرد چندگانه مجتمع کوچͺترین Nn
∞

ͬ کنیم: م تعریف a ∈ Γ هر برای

dim(a) = |infpt(a)| − ۱,

dim(Γ) = max {dim(a) : a ∈ Γ} .

که قسمͬ به باشند موجود m(i) ∈ {۰,∞} با m ∈ Nn
∞ و a ∈ Nn اگر است a درجه از استنلͬ مجموعه ͷی S ⊆ Nn

∞ گوییم
ͬ دهیم. م نمایش dim(⟨m⟩) نماد با را S بˀعد .S∗ = ⟨m⟩ آن در که S = a + S∗

که قسمͬ به کرد مرتب a۱, . . . , ar صورت به بتوان را Γ وجە وارە   های اگر است صدف وار  Γ چندگانه مجتمع [۳] .۱ .۱ تعریف

است، i = ۱, . . . , r برای استنلͬ مجموعه ͷی Si = ⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , ai−۱⟩ (۱)
.i > j یا S∗

i = S∗
j آن گاه باشد، S∗

i ⊂ S∗
j اگر (۲)

ͬ شود. م نامیده Γ از صدف وار ترتیب ͷی ͬ کند، م صدق (۲) و (۱) ویژگͬ در که وجە وارە   هایی از ترتیب ͷی
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ͬ کنیم م تعریف a ∈ Nn و F ⊆ [n] برای

aF (i) =

{
۱ xi ∈ F

۰ نه گر و

وجە وارە   های با چندگانه مجتمع Γ و F۱, . . . , Fr وجە وارە   های با ساده مجتمع ͷی ∆ کنید فرض [۳ .۱۰ گزاره ،۳] .۲ .۱ قضیه
باشد. صدف وار Γ اگر تنها و اگر است صدف وار ∆ اینصورت در باشد. aF۱ , . . . , aFr

تعریف را k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع مفهوم ما لذا است. صدف وار چندگانه مجتمع های مفهوم توسیع مقاله این در ما هدف
بیشتری جزییات بتوان تا ͬ کند م ͷکم و ͬ باشد م نیز k−تجزیە پذیر سادکͬ مجتمع های از تعریفͬ خود جدید، مفهوم این ͬ کنیم. م

کرد. ارائه k−تجزیە پذیر و صدف وار مجتمع های ساختار از

k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع های .۲

ͬ پردازیم. م نماد چند معرفͬ به ابتدا در است. چندگانه مجتمع های روی k−تجزیە پذیری مفهوم توسیع بخش این از هدف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به ترتیب به را Γ در a پیوند و حذف ستاره، .a ∈ Γ و چندگانه مجتمع ͷی Γ ⊆ Nn

∞ کنیم فرض

starΓa = ⟨b ∈ F(Γ)|a ⪯ b⟩ ,

Γ \ a = ⟨b ∈ F(Γ)|a ⪯̸ b⟩ ,

linkΓa = ⟨b − a : b ∈ F(Γ), a ⪯ b⟩ .

ͬ شود: م تعریف چنین Γ۲ و Γ۱ اتصال ،Γ۱,Γ۲ ∈ Nn
∞ چندگانه مجتمع های برای

Γ۱ · Γ۲ = {a + b : a ∈ Γ۱, b ∈ Γ۲} .

که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به

starΓa = ⟨a⟩ · linkΓa,

starΓa = {b ∈ Γ|a ∨ b ∈ Γ} ,

linkΓa = {a ∨ b − a : a ∨ b ∈ Γ} .

آن گاه ،{a۱, . . . , ar} ⊂ Nn
∞ اگر

Γ \ {a۱, . . . , ar} = ⟨b ∈ F(Γ) : ai ⪯̸ b ∀i⟩ =
r∩

i=۱
Γ \ ai.

آن گاه .Γ = ⟨(۲,∞), (۳,۰)⟩ کنیم فرض .۱ .۲ مثال

F(Γ) = {(۰,∞), (۱,∞), (۲,∞), (۳,۰)} .

داریم a = (۲,۱) برای

starΓa = ⟨(۲,∞)⟩,

Γ \ a = ⟨(۰,∞), (۱,∞), (۳,۰)⟩ ,

linkΓa = ⟨(۰,∞)⟩.
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|fpt∗(a)| ≤ k+۱ با a ∈ Γ∩Nn عضو .۰ ≤ k ≤ d−۱ و (d−۱)−بعدی چندگانه مجتمع ͷی Γ کنیم فرض .۲ .۲ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در اگر ͬ شود م نامیده ریختنͬ وجه ͷی

باشد. a درجه از استنلͬ مجموعه ͷی ⟨b⟩ \ (Γ \ a) ،b ∈ F (starΓ(a)) همه برای (۱)
.fpt(b) = fpt(ⅽ) آن گاه ، fpt(b) ⊆ fpt(ⅽ) اگر ،ⅽ ∈ F(Γ \ a) هر و b ∈ F (starΓ(a)) هر برای (۲)

دارای اگر است k−تجزیە پذیر ،Γ گوییم .۰ ≤ k ≤ d− ۱ و −d)−بعدی ۱) چندگانه مجتمع ͷی Γ کنیم فرض .۳ .۲ تعریف
k−تجزیە پذیر ،Γ \ a و linkΓ(a) که باشد موجود قسمͬ به |fpt∗(a)| ≤ k + ۱ با a ∈ Γ ریختنͬ وجه یا باشد وجە وارە    ͷی

باشند.

ببینید). را [۱۱ .۹ نتیجه ،۳]) است {۰,∞}n دارای F(Γ) = {a} با Γ چندگانه مجتمع برای که باشید داشته توجه .۴ .۲ ملاحظه

ͬ پردازیم. م k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع های ساختار جزئیات بررسͬ به حال

است. k−تجزیە پذیر ،linkΓa ،a ∈ Γ هر برای صورت این در باشد. k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع ͷی Γ کنید فرض .۵ .۲ قضیه

وجه و باشد |F(Γ)| > ۱ کنید فرض ͬ ماند. نم باقͬ اثبات برای چیزی آنگاه باشد، وجە وارە    ͷی دارای فقط Γ اگر اثبات.
باشند. k−تجزیە پذیر ،Γ \ b و linkΓ(b) که باشد موجود قسمͬ به |fpt∗(b)| ≤ k + ۱ با b ∈ Γ ریختنͬ

صورت این در .a ∨ b ∈ Γ و b ≺ a کنیم فرض اول. حالت

linkΓa = linklinkΓb(a − b).

است. k−تجزیە پذیر ،linklinkΓb(a − b) استقرا فرض به بنا و ،|F(linkΓb)| ≤ |F(Γ)| این که از
صورت این در .a ∨ b ∈ Γ و b ⪯̸ b کنیم فرض دوم. حالت

linkΓa \ (a ∨ b − a) = linkΓ\ba

و

linklinkΓb(a ∨ b − a) = linkΓ(a ∨ b) = linklinkΓb(a ∨ b − b).

و linklinkΓa(a ∨ b − a) ͬ گیریم م نتیجه استقرا فرض از |F(Γ \ b)| ≤ |F(Γ)| و |F(linkΓb)| ≤ |F(Γ)| اینکه به بنا حال،
است. linkΓa ریختنͬ وجه ͷی a ∨ b − a ͬ دهیم م نشان حال هستند. k−تجزیە پذیر ،linkΓa \ (a ∨ b − a)

داریم starlinkΓa(a ∨ b − a) = linkstarΓb(a) اینکه به بنا .ⅽ ∈ F
(
starstarΓb(a ∨ b − a

)
کنید فرض

⟨ⅽ+a⟩\(Γ\b) = که است موجود قسمͬ mبه ∈ {۰,∞}n پس .ⅽ+a ∈ F (starΓb) نتیجه در .ⅽ+a ∈ F
(
starstarΓb(a)

)
ͬ دهد م نتیجه این .b + ⟨m⟩

⟨ⅽ⟩\ (linkΓa(a ∨ b − a)) = ⟨ⅽ⟩\
(
linkΓ\ba

)
= a ∨ b − a + ⟨m⟩.

داریم بنابراین .fpt(u) ⊆ fpt(v) با v ∈ F ((linkΓa) \ (a ∨ b − a)) و u ∈ F (starlinkΓa(a ∨ b − a)) کنید فرض
داریم است، Γ ریختنͬ وجه ͷی b که این به بنا .fpt(u + a) ⊆ fpt(v + a) و v + a ∈ F(Γ \ b) ،u + a ∈ F(starΓb)

.fpt(u) = fpt(v) ͬ دهد م نتیجه این .fpt(u + a) = fpt(v + a)
فرض به بنا است، |F(Γ \ b)| ≤ |F(Γ)| که این به بنا .linkΓa = linkΓ\ba پس .a ∨ b /∈ Γ کنید فرض سوم. حالت
□ است. k−تجزیە پذیر ،linkΓa ͬ گیریم م نتیجه استقرا
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،Γ صورت این در است. b ماکزیمال وجە وارە    دارای فقط که باشد چندگانە ای مجتمع ͷی Γ ∈ Nn
∞ کنید فرض .۶ .۲ قضیه

باشد. |fpt∗(b)| ≤ k + ۱ اگر تنها و اگر است k−تجزیە پذیر

۴ .۲ ملاحظه از ادعا آنگاه باشد وجە وارە    ͷی دارای تنها Γ اگر باشد. k−تجزیە پذیر ،Γ کنید فرض اگر“: تنها ”قسمت اثبات.
،Γ \ a و linkΓa که قسمͬ به باشد |fpt∗(a)| ≤ k + ۱ با Γ ریختنͬ وجه ͷی a و باشد |F(Γ)| > ۱ کنید فرض است. برقرار
داشته توجه .⟨b⟩ \ (Γ \ a) = a + ⟨m⟩ که قسمͬ به m ∈ {۰,∞}n ،b ∈ F(starΓa) که این به بنا باشند. k−تجزیە پذیر

.infpt(b) = infpt(m) که باشید
و ۰ < m(i) < ∞ داریم b ∈ a + ⟨m⟩ که این به بنا آنگاه a(i) = ۰ اگر باشد. ۰ < b(i) < ∞ ،i برای که کنید فرض

.|fpt∗(b)| ≤ k + ۱ رو این از .fpt∗(b) ⊆ fpt∗(a) ͬ دهد م نتیجه این .a(i) ̸= ۰ بنابراین است. تناقض این
،Γ نتیجه در است. وجە وارە    ͷی دارای Γ همچنین و b ∈ {۰,∞}n آنگاه باشد، |fpt∗(b)| = ۰ اگر اگر“: ”قسمت

با a ͬ دهیم م نشان باشد. |fpt∗(b)| > ۰ که کنید فرض است. k−تجزیە پذیر

a(i) =

{
b(i), b(i) ̸= ∅
۰, اینصورت غیر در

است. Γ ریختنͬ وجه ͷی
که ⟨b⟩ \ (Γ \ a) = a + ⟨m⟩ داریم است. k−تجزیە پذیر ،linkΓa ͬ دهد م نتیجه F (linkΓ(a)) = {b − a} نتیجه در
و fpt(ⅽ) = fpt(b) ͬ دهد م نتیجه infpt(ⅽ) = infpt(b) است، ⅽ ∈ F(Γ) هر برای که این به بنا .infpt(m) = infpt(b)

است. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a دهیم نشان که ͬ ماند م این حال است. برقرار ۲ .۲ تعریف (ii) شرط همچنین
ͬ دهیم م قرار .۰ < b(i) < ∞ کنید فرض

ⅽ(j) =

{
b(j), j ̸= i

b(i)− ۱, j = i

ͬ شود. م کامل استقرا به اثبات است. Γ \ a ریختنͬ وجه ͷی ⅽ که ͬ دهیم م نشان ،Γ در a برای مشابه حالت در
□ است. k−تجزیە پذیر ،Γ نتیجه، در

اگر ͬ شوند م نامیده هم از مجزا Γ۱,Γ۲ ∈ Nn
∞ چندگانه مجتمع های ∪

a∈Γ۱

{i : a(i) ̸= ۰}

 ∩

 ∪
a∈Γ۲

{i : a(i) ̸= ۰}

 = ∅.

k−تجزیە پذیرند. ،Γ۲ Γ۱و آنگاه باشند، k−تجزیە پذیر ،Γ۱·Γ۲ اگر باشند. مجزا چندگانه Γ۲مجتمع های Γ۱و کنید فرض .۷ .۲ قضیه
.F(Γ۲) ⊆ {۰,∞}n باشیم داشته بە علاوه اگر است برقرار مطلب این عکس

فرض پس باشند. وجە وارە    ͷی دارای Γ۲ و Γ۱ اگر تنها و اگر است وجە وارە    ͷی دارای Γ = Γ۱ · Γ۲ که کنید توجه اثبات.
داریم a ∈ Γ وجه هر برای .|F(Γ۲)| > ۱ یا و |F(Γ۱)| > ۱ یا ͬ کنیم م

(۱) linkΓa = linkΓ۱(a۱) · linkΓ۲(a۲)

و
(۲) Γ \ a = (Γ۱ \ a۱) · Γ۲ ∪ Γ۱ · (Γ۲ \ a۲) ,

.a = a۱ + a۲ و a۲ ∈ Γ۲ ،a۱ ∈ Γ۱ که
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۳۴–۲۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، ͬ اصغر رحمت ر.

نشان ͬ خواهیم م .ai ∈ Γi که باشد k−تجزیە پذیر ،a = a۱ + a۲ ریختنͬ وجه با Γ۱ · Γ۲ کنید فرض اگر»: تنها «قسمت
ͬ کنیم م فرض تجزیە پذیرند. −k ،i = ۱,۲ برای Γi \ ai و linkΓi(ai) و است k−تجزیە پذیر ،ai ریختنͬ وجه با Γi دهیم
از k−تجزیە پذیرند. ،Γ۲ و linkΓ۱a۱ ͬ گیریم م نتیجه استقرا به بنا linkΓa۱ = linkΓ۱a۱ · Γ۲ اینکه به بنا .starΓ۱a۱ ̸= Γ۱

از حال . k−تجزیە پذیرند ،linkΓ\aa۲ = Γ۱ \ a۱ · linkΓ۲a۲ ،۵ .۲ قضیه به بنا نتیجه در است. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a طرفͬ
است. k−تجزیە پذیر ،Γ۱ \ a۱ که ͬ شود م نتیجه استقرا

در بͽیرید. نظر در را b = b۱ + b۲ و کنید انتخاب را b۲ ∈ F(starΓ۲a۲) وجە وارە    .b۱ ∈ F
(
starΓ۱a۱

)
کنید فرض

و b ∈ F (starΓa) صورت این

⟨b⟩ \ (Γ \ a) = [⟨b⟩ \ (Γ۱ \ a۱ · Γ۲)] ∩ [⟨b⟩ \ (Γ۱ · Γ۲ \ a۲)]

= [⟨b۱⟩ \ (Γ۱ \ a۱) · ⟨a۲⟩] ∩ [⟨b۱⟩ · ⟨b۲⟩ \ (Γ۲ \ a۲)]

= ⟨b۱⟩ \ (Γ۱ \ a۱) · ⟨b۲⟩ \ (Γ۲ \ a۲). (۳)

که m = m۱ + m۲ و a = a۱ + a۲ کنیم فرض .m(i) ∈ {۰,∞} که ⟨b⟩ \ (Γ \ a) = a + ⟨m⟩ دیͽر، طرفͬ از
.⟨b۱⟩ \ (Γ۱ \ a۱) = a۱ + ⟨m۱⟩ که ͬ گیریم م نتیجه (۳) رابطه از .ai,mi ∈ Γi

و b۲ ∈ F(starΓ۲a۲) .fpt(b۱) ⊆ fpt(ⅽ۱) با ⅽ۲ ∈ F(Γ۱ \ a۱) و b۱ ∈ F(starΓ۱a۱) کنیم فرض
نتیجه در .ⅽ۲ ≺ ⅽ′۲ که ͬ باشد م موجود قسمͬ به ⅽ′۲ ∈ M(Γ۲) بنابراین .fpt(b۲) ⊆ fpt(ⅽ۲) با ⅽ۲ ∈ F(Γ۲ \ a۲)

بنابراین .fpt(ⅽ۲) = fpt(ⅽ′۲) که کنید توجه .ⅽ۱ + ⅽ′۲ ∈ F(Γ \ a) و b۱ + b۲ ∈ F(starΓa)
پس .fpt(b۱) = fpt(ⅽ۱) ͬ دهد م نتیجه این .fpt(b۱ + b۲) = fpt(ⅽ۱ + ⅽ۲) بخصوص .fpt(b۱ + b۲) = fpt(ⅽ۱ + ⅽ′۲)

است. Γ۱ ریختنͬ وجه ͷی a۱
برای Γi \ ai و linkΓ۱(ai) و باشد k−تجزیە پذیر ،a۲ و a۱ ریختنͬ وجە های با ترتیب به Γ۲ و Γ۱ کنید فرض اگر»: «قسمت
و (۱) روابط از باشد. Γ ریختنͬ وجه ͷی a۱ ͬ کنیم م ادعا .F(Γ۲) ⊂ {۰,∞}n کنیم فرض باشد. k−تجزیە پذیر ،i = ۱,۲

داریم (۲)

linkΓ(a۱) = linkΓ۱(a۱) · Γ۲, Γ \ a۱ = (Γ۱ \ a۱) · Γ۲.

.bi ∈ Γ که b = b۱ + b۲ ∈ F(starΓ(a۱)) کنیم فرض هستند. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a۱ و linkΓ(a۱) استقرا، فرض به بنا
بنابراین

⟨b⟩ \ (Γ \ a۱) = [⟨b۱⟩ \ (Γ۱ \ a۱)] · ⟨b۲⟩ = (a۱ + ⟨m⟩) · ⟨b۲⟩ = a۱ + ⟨m+ b۲⟩

است. استنلͬ مجموعه ͷی
کنیم فرض همچنین .bi, ⅽi ∈ Γ با ⅽ = ⅽ۱ + ⅽ۲ ∈ F(Γ \ a۱) و b = b۱ + b۲ ∈ F(starΓa۱) کنیم فرض
علاوه به و هستند Γ وجە وارە   های ⅽ۲ و b۲ که این به بنا .fpt(bi) ⊆ fpt(ⅽi) ،i = ۱,۲ برای صورت این در .fpt(b) ⊆ fpt(ⅽ)
به بنا دیͽر، طرفͬ از .fpt(b۲) = fpt(ⅽ۲) نتیجه در .infpt(ⅽ۲) = infpt(b۲) داریم تعریف به بنا پس ،F(Γ۲) ⊆ {۰,∞}n

.fpt(b) = fpt(ⅽ) نتیجه در .fpt(b۱) = fpt(ⅽ۱) است، k−تجزیە پذیر ،Γ۱ اینکه
□

اصلͬ نتایج .۳

ͬ کنیم. م ثابت را مقاله این اصلͬ نتایج حال
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۳۴–۲۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه سادکͬ، چندگانه مجتمع های به صدف واری مفهوم تعمیم

،k ≥ ۰ برخͬ ازای به صدف وار چندگانه مجتمع هر همچنین است. صدف وار Γ k−تجزیە پذیر چندگانه مجتمع هر .۱ .۳ قضیه
است. k−تجزیە پذیر

.|F(Γ)| > ۱ کنید فرض است. تمام اثبات باشد وجە وارە    ͷی دارای فقط Γ اگر باشد. k−تجزیە پذیر ،Γ کنید فرض اثبات.
به بنا باشند. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a و linkΓa که قسمͬ به باشد |fpt∗(a) ≤ k + ۱ با Γ وجه ͷی a ∈ Γ کنید فرض همچنین
صدف واری ترتیب های ترتیب، به at+۱ − a, . . . , ar − a و a۱, . . . , at کنید فرض هستند. صدف وار Γ \ a و linkΓ(a) استقرا،
ͬ کنیم م ادعا باشد. starΓa شده مرتب صدف واری ترتیب at+۱, . . . , ar که دید ͬ توان م آسانͬ به باشند. linkΓa و Γ \ a مرتب

باشد. Γ صدف واری ترتیب a۱, . . . , ar
است. واضح i ≤ t حالت است. استنلͬ مجموعه ͷی Si = ⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , ai−۱⟩ ،i هر برای که دهیم نشان ͬ خواهیم م

وضوح به باشد. i > t کنید فرض

⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , ai−۱⟩ = (⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , at⟩) ∩ (⟨ai⟩ \ ⟨at+۱, . . . , ⟨at+۱, . . . , ai−۱⟩).

است، صدف وار starΓ(a) علاوه، به .m ∈ {۰,∞}n که ⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , at⟩ = a+ ⟨m⟩ است، k−تجزیە پذیر ،Γ اینکه به بنا
که است موجود قسمͬ به m′ ∈ {۰,∞} و |fpt∗(a′)| ≤ k + ۱ با a′ ∈ Nn

⟨ai⟩ \ ⟨at+۱, . . . , ai−۱⟩ = a′ + ⟨m′⟩.

.⟨ai⟩ \ ⟨a۱, . . . , ai−۱⟩ = a ∨ a′ + ⟨m⟩ بنابراین .m = m′ وضوح به
تمام اثبات هستند، صدف وار Γ \ a و starΓ(a) که این به بنا آنگاه باشد، t ≤ i, j یا i, j ≤ t اگر .S∗

i ⊆ S∗
j کنید فرض

اما .fpt(aj) ⊆ fpt(ai) داریم infpt(ai) = infpt(S∗
i ) و infpt(aj) = infpt(S∗

j ) چون .i ≤ t < j کنید فرض است.
که S∗

i = S∗
j همچنین و infpt(aj) = infpt(ai) نتیجه در .ai ∈ F(Γ \ a) و aj ∈ F(starΓ(a)) چون fpt(aj) = fpt(ai)

است. مطلوب همان این
k−تجزیە پذیر ،k ≥ ۰ برای Γ آنگاه r = ۱ اگر باشد. صدف وار a۱, . . . , ar پوسته با Γ کنید فرض اثبات، دوم قسمت برای
Sr = ⟨ar⟩\⟨a۱, . . . , ar−۱⟩ چون ͬ کنیم. م ثابت را حͺم Γ وجە وارە   های تعداد روی استقرا به بنا .r > ۱ کنید فرض حال است.

که موجودند قسمͬ به m ∈ {۰,∞}n و a ∈ Nn پس است استنلͬ مجموعه ͷی
و starΓ(a) = ⟨ar⟩ وضوح به .k ≥ ۰ برخͬ برای |fpt∗(a)| ≤ k + ۱ کنید فرض .Sr = a + ⟨m⟩

|fpt∗(a)| ≤ آنگاه ،k′ ≥ k اگر است. k−تجزیە پذیر ،k ≥ ۰ برخͬ برای Γ \ a استقرا، فرض به بنا .Γ \ a = ⟨a۱, . . . , ar−۱⟩
در ͬ کند م صدق ۲ .۲ تعریف (ii) شرط در a که دهیم نشان اگر حال است. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a آنگاه ،k ≤ k′ اگر و k′ + ۱
که حالتͬ در و شد خواهد ′k−تجزیە پذیر ،Γ ،k′ ≥ k حالت در همچنین و است Γ ریختنͬ وجه ͷی a که دادە ایم نشان اینصورت

بود. خواهد k−تجزیە پذیر ،Γ ،k′ < k

ͬ دهد م نتیجه این .S∗
i ⊆ S∗

r همچنین و infpt(ai) ⊆ infpt(ar) صورت این در .fpt(ar) ⊆ fpt(ai) و i < r کنید فرض
□ است. مطلوب همان این و fpt(ar) = fpt(ai) لذا و S∗

i = S∗
r

همچنین، کنید. تعریف صورت این غیر در aF (i) = ۰ و i ∈ F اگر aF (i) = ∞ صورت به را aF ∈ Nn
∞ ،F ⊂ [n] برای

k−تجزیە پذیری از ما تعریف که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجه .Fa = {i ∈ [n] : a(i) = ∞} بͽیرید نظر در a ∈ {۰,∞}n برای
ͬ دهد. م تعمیم را [۷ ،۱] مراجع در شده ارائه سادکͬ مجتمع های k−تجزیە پذیری مفهوم چندگانه، های مجتمع

aF۱ , . . . , aFr وجە وارە   های با چندگانه مجتمع ͷی Γ و F۱, . . . , Fr وجە وارە   های با ساده مجتمع ͷی ∆ کنید فرض .۲ .۳ گزاره
باشد. k−تجزیە پذیر ،Γ اگر تنها و اگر است k−تجزیە پذیر ،∆ صورت این در باشد.
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۳۴–۲۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، ͬ اصغر رحمت ر.

،σ ∈ ∆ ریختنͬ وجه با ∆ کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده ∆ وجە وارە   های تعداد روی استقرا از اگر»: تنها «قسمت اثبات.
است Γ ریختنͬ وجه ͷی eσ =

∑
i∈F ei ͬ کنیم م ادعا باشند. k−تجزیە پذیر ،∆ \σ و link∆σ که قسمͬ به باشد k−تجزیە پذیر

که باشید داشته توجه .|fpt∗(eσ)| ≤ k + ۱ وضوح، به است. Nn در استاندارد واحد بردار i−امین دهنده نشان ei که

linkΓeσ = ⟨aF ∈ F(link∆σ)⟩

و

Γ \ eσ = ⟨aF : F ∈ F(∆ \ σ)⟩ .

است. k−تجزیە پذیر ،Γ \ eσ و linkΓeσ استقرا، به بنا
صورت این در .aF ∈ F(starΓeσ) کنید فرض

⟨aF ⟩ \ (Γ \ eσ) = {u ∈ Γ : eσ ⪯ u ⪯ aF } = eσ + ⟨aF ⟩.

است. eσ درجه از استنلͬ مجموعه ͷی ⟨aF ⟩ \ (Γ \ eσ) بنابراین
آنگاه باشد، fpt(b) ̸= fpt(ⅽ) اگر بͽیرید. نظر در fpt(b) ⊆ fpt(ⅽ) با را ⅽ ∈ F(Γ \ eσ) و b ∈ F(starΓeσ) حال
∆ \ σ و star∆σ \ σ وجە وارە    ͷی Fb \ x بخصوص .x ∈ Fb \ Fⅽ که است موجود قسمͬ به x ∈ σ همچنین و Fⅽ ⫋ Fb

.fpt(b) = fpt(ⅽ) پس است. تناقض در ∆ در σ بودن ریختنͬ وجه فرض با این و است
با Γ ریختنͬ وجه ͷی a ∈ Nn و k−تجزیە پذیر ،Γ ،r > ۱ کنید فرض است. تمام اثبات آنگاه r = ۱ اگر اگر»: «قسمت

باشند. k−تجزیە پذیر ،Γ \ a و linkΓa که قسمͬ به باشد |fpt∗(a)| ≤ k + ۱
k−تجزیە پذیر ،Γ\eσ و linkΓeσ پس Γ\eσ = Γ\a و linkΓeσ = linkΓa که این به بنا بͽیرید. نظر در را σ = fpt∗(a)
در σ دهیم نشان که است این ͬ مانده باق مطلب تنها . k−تجزیە پذیرند ،∆ \ σ و link△σ استقرا، فرض به بنا نتیجه در هستند.
x ∈ σ و G ∈ star∆σ وجە وارە    اینصورت در .∆\σ و star∆σ \σ وجە وارە    ͷی F کنید فرض ͬ کند. م صدق تعویض خاصیت
این و fpt(aG) ⫋ fpt(aF ) که ͬ دهد م نتیجه این .infpt(aF ) ⫋ infpt(aG) وضوح، به .F = G \ x که موجودند قسمͬ به
□ است. ∆ ریختنͬ وجه σ نتیجه در .aF ∈ F(Γ \ eσ) و aG ∈ F(starΓeσ) چون است تناقض

صورت به را ∆۲ و ∆۱ الحاق مجزا، رئوس مجموعه روی ∆۲ و ∆۱ سادکͬ مجتمع های برای

∆۱ ·∆۲ = {σ ∪ τ : σ ∈ ∆۱, τ ∈ ∆۲}

کنید. تعریف
است. آمده [۷] در تجزیە پذیری حالت و [۲] در صدف واری حالت برای که ͬ دهد م را زیر نتیجه ۲ .۳ گزاره همراه به ۷ .۲ قضیه

k−تجزیە پذیر ،∆۲ و ∆۱ صورت این در باشند. مجزا رئوس مجموعه روی سادکͬ مجتمع های ∆۲ و ∆۱ کنید فرض .۳ .۳ نتیجه
باشند. k−تجزیە پذیر ،∆۱ ·∆۲ اگر تنها و اگر هستند
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ͬ اصغر رحمت رحیم
ایران مراغه، مراغه، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه

rahⅿatiasghar.r@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

رجایی شهید دبیر تربیت دانشͽاه کارشناسͬ مقطع در ۱۳۸۱ سال در ،۱۳۶۳ ماه مرداد متولد اصغر رحمتͬ رحیم اینجانب
جبر رشته ارشد کارشناسͬ مقطع در تهران دانشͽاه در ۱۳۸۵ سال در یعنͬ التحصیلͬ، فارغ از بعد سال چهار شدم. قبول
در تحصیل به مشغول سال همان و شدم التحصیل فارغ ارشد کارشناسͬ مقطع از ۱۳۸۷ سال در نمودم. تحصیل به شروع
تا دکتری، مقطع از فارغالتحصیلͬ از پس ۱۳۹۱ سال از شدم. تهران دانشͽاه جابجایی جبر گرایش ریاضͬ دکتری مقطع

هستم. مراغه دانشͽاه علمͬ هیات عضو کنون

۳۳ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.131663.1483
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A generalization of shellability to simplicial multicomplexes

Rahim Rahmati Asghar

Abstract: In this paper, we generalize the concept of shellability as one of the common concepts in combi-

natorial topological theory. In order to do that, we introduce k-decomposable simplicial multicomplexes and

show that the shellbility is equivalent to k-decomposability in a special case.
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