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گراف در مسیرها تعداد تحلیلͬ شمارش در آن کاربرد و نپر عدد با مرتبط دنباله ͷی مجانبی بسط
کامل

حسنͬ مهدی

تعداد ͬ دهیم م نشان نخست ͬ کنیم. م بررسͬ را Kn+۲ کامل گراف در ثابت و دلخواه رأس دو بین مسیرهای تعداد مقاله این در چͺیده.
بدست با سپس است. e عدد معرˁف سری جزئͬ مجموع en =

∑n
j=۰ ۱/j! آن در که wn+۲ = enn! با است برابر مسیرها این

ͬ آوریم م بە دست wn+۲ برای را زیر مجانبی بسط گاما، تابع انتگرال شبیه ،en برای انتگرالͬ نمایش ͷی آوردن

wn+۲ = en!−
r∑

k=۱

ck
nk

+O

(
۱

nr+۱

)
,

O نماد ضریب که ͬ دهیم م نشان ضمناً هستند. مشخص و محاسبه ل قابِ ck ضرایب و است دلخواه و صحیح عددی r ⩾ ۱ آن در که
است. r + ۱ مرتبۀ از بل عدد Br+۱ آن در که است، e۲Br+۱ برابر حداکثر بسط این در

مقدمه .۱

u مانند متمایز و دلخواه رأس دو بین مسیر۲ ͷی مجاورند. رأس دو هر آن در که است رأس n با ساده گراف Kn
کامل۱ گراف

هدف است. مهم مسیر ͷی کنندۀ مشخص دنبالۀ عناصر ترتیب است. v و u انتهای و ابتدا با متمایز رئوس از متشͺل دنبالە ای v و
شمارش از منظورمان است. Kn+۲ کامل گراف در ثابت و دلخواه رأس دو بین مسیرهای تعداد تحلیل۳ͬ شمارش مقاله این اصلͬ
رابطە ای آوردن بە دست امͺان آنکه از جدای که است این است نظر مد پدیدە ای شمارش موضوع آن در که مساله ͷی [۵ ،۲] تحلیلͬ
اغلب بسطͬ چنین آوریم. بە دست نظر مورد موضوع برای [۴] مجانبی۴ بسط ͷی بتوانیم باشد، داشته وجود شمارش برای صریح
ͷی جایͽشت های شمارش مساله موضوع این از معروف مثالͬ ͬ گذارد. م ما اختیار در صریح روابط به نسبت مفیدتری اطلاعات
ͬ شود م عمیقتر آن از ما شناخت زمانͬ امˁا آشناست، برایمان فاکتوریل نماد هرچند است. n! آن جواب که است عضوی n مجموعۀ
با که بیشتر نمونە های ببینید). را [۱۱ .۵ بخش ،۱۳]) بͽیریم درنظر را فاکتوریل و گاما۶ تابع برای استرلینگ۵ مجانبی فرمول که

کرد. پیدا ͬ توان م [۱۲ ،۱۱ ،۳ ،۱] در را مرتبطند شمارشͬ مسائل

ل بِ اعداد مجانبی، بسط تحلیلͬ، شمارش نپر، عدد کامل، گراف کلیدی: کلمات و عبارات
عبدالهͬ علیرضا رابط: دبیرتخصصͬ

پژوهشͬ مقاله: نوع
۱۴۰۰̸۱۲̸۹ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰̸۶̸۱۳ دریافت: تاریخ

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.130416.1468

.

1complete graph 2path 3analytic enumeration 4asymptotic expansion 5Stirling’s approximation 6gamma function

۱۹

http://math-sci.ui.ac.ir
http://www.ui.ac.ir
http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.130416.1468


۲۴–۱۹ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه حسنͬ، م.

بنامیم. واسطه رأس های را مسیر ͷی در v و u بین رئوس دهید اجازه Kn+۲ کامل گراف در مسیرها تعداد شمارش آغاز برای
است زیر شͺل به واسطه رأس k با مسیر ͷی کند. تغییر n تا ۰ بین ͬ تواند م واسطه رأس های تعداد

u⃝⃝· · · ⃝⃝v

رئوس گرفتن قرار ترتیب اهمیت به توجه با لذا است. k مدل این در تعدادشان و ͬ دهد، م نشان را واسطه رأس ͷی ⃝ هر آن در که
بین مسیرهای تعداد ͬ شوند، م انتخاب (v و u بجز رئوس (همه Kn+۲ گراف رأس n بین از واسطه رئوس اینکه همچنین و واسطه

با است برابر آنها تمام تعداد و ،P (n, k) برابر واسطه رأس k با v و u

(۱) wn+۲ =

n∑
k=۰

P (n, k) =

n∑
j=۰

n!

j!
= enn!,

آن در که

en =
n∑

j=۰

۱
j!
.

این که است این ͬ کند م خطور ذهن به که پرسشͬ .en! از عبارتست wn+۲ برای او̰لیه تقریب ͷی ،limn→∞ en = e آنجائیͺه از
بە صورت که است، آورده بە دست wn برای را صریحͬ رابطۀ [۷] در نگارنده سوال این بررسͬ مسیر در است؟ خوب چقدر تقریب

ͬ شود م بازنویسͬ زیر

wn+۲ = ⌊en!⌋.

ارائه با [۹] در راستا این در بیشتری تلاش است. آمده [۱۸] مجله همین در e عدد با ارتباط کاوش همچنین و اثبات جزئیات
ͬ بینیم، م (۱) در که همان طور است. گرفته صورت آغازین، جملۀ چند با مجانبی بسط ͷی همچنین و wn برای نامساوی هایی
جمعͬ حاد اتّ توجˁهͬ ل قابِ تعداد که است این جالب نکته دارد. P (n, k) نماد روی جمع بررسͬ با مستقیمͬ ارتباط wn+۲ بررسͬ
کمͬ بسیار جمعͬ حادهای اتّ اینحال با کرد. پیدا ،[۱۵ ،۱۴ ،۶] مثال بە عنوان ترکیبیاتͬ، منابع در ͬ توان م را C(n, k) نماد روی بر
تعداد روی بر جمع هایی محاسبۀ برای روش هایی [۱۰ ،۸] در اخیراً نگارنده انگیزه همین با دارد. وجود P (n, k) نماد روی بر
گراف در مسیرها تعداد برای مجانبی بسط آوردن بە دست برای که شد مشخص مطالعات این خلال در است. کرده ارائه جایͽشت ها

کنیم. کار wn+۲ با wn بە جای است بهتر کامل

مسیرها تعداد مجانبی بسط .۲

این پیشروی جملۀ است. wn+۲ برای مجانبی بسط ͷی آوردن بە دست همانا که ͬ پردازیم، م مقاله اصلͬ هدف به بخش این در
برای مجانبی بسط جملات سایر ضرایب داد. بسط مرتبە ای هر از استرلینگ فرمول توسط ͬ توان م را n! آن در که است en! بسط

ͬ آیند م بە دست زیر رابطۀ توسط ͬ دهیم م نشان ck با که wn+۲

(۲) (−۱)k−۱

e
ck =

∞∑
j=۰

(−۱)j−۱ jk

j!
.

مقدار چند است. شده نمایه صحیح۷ دنبالە های برخط دایرە المعارف در و بوده صحیح اعداد از متشͺل دنبالە ای جملات ck ضرایب
از: است عبارت دنباله این آغازین

۱, ۰,−۱, ۱, ۲,−۹, ۹, ۵۰,−۲۶۷, ۴۱۳, ۲۱۸۰,−۱۷۷۳۱, ۵۰۵۳۳, ۱۱۰۱۷۶,−۱۹۶۶۷۹۷, ۹۹۳۸۶۶۹,−۸۶۳۸۷۱۸, . . . .

7the on-line encyclopaedia of integer sequences: https://oeis.org/A014182
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ͬ شود م بیان زیر بە صورت که ،([۱۷۸ صفحه ،۱۷]) است ل۹ بِ اعداد برای ۸ͬͺدوبینس فرمول متناوب شͺل (۲) رابطۀ

(۳) eBk =

∞∑
j=۰

jk

j!
.

داریم n ⩾ ۱ هر برای اینصورت در باشد. ثابت و دلخواه صحیح، عددی r ⩾ ۱ کنید فرض .۱ .۲ قضیه

(۴) wn+۲ = en!−
r∑

k=۱

ck
nk

+ Er(n),

ͬ کند م صدق ل، بِ اعداد حسب بر زیر، نامساوی در Er(n) خطای جملۀ همچنین ͬ شوند. م مشخص (۲) توسط ck ضرایب آن در که

|Er(n)| <
e۲Br+۱
nr+۱ .

ͬ دهیم م قرار n ⩾ ۰ برای اثبات.

In :=

∫ −۱

−∞
tnetdt.

ͬ آید م بە دست α حقیقͬ عدد هر برای زیر کاهشͬ رابطۀ جزءبە جزء انتگرالͽیری ∫با
tαetdt = tαet − α

∫
tα−۱etdt.

ͬ شود م حاصل j ⩾ ۱ برای زیر بازگشتͬ رابطۀ کاهشͬ، رابطۀ این از استفاده با

Ij =
(−۱)j

e
− jIj−۱.

ͬ شود م نتیجه (−۱)j
j!

در طرفین ضرب با
(−۱)j
j!

Ij −
(−۱)j−۱

(j − ۱)! Ij−۱ =
۱
ej!

.

داریم n ⩾ ۱ برای نتیجه در است. تلسͺوپی چپ سمت مجموع که ͬ کنیم م مشاهده ͬ بندیم. م ۱ ⩽ j ⩽ n روی جمع اخیر رابطۀ طرفین روی بر

(−۱)n
n!

In − I۰ =
۱
e

n∑
j=۱

۱
j!
.

ͬ شود م نتیجه n ⩾ ۰ برای بنابراین .I۰ = ۱
e

که ͬ کنیم م مشاهده همچنین

(−۱)n
n!

In =
۱
e

n∑
j=۰

۱
j!

=
en
e
.

ͬ آید م بە دست صورت بدین In انتگرال حسب بر wn+۲ مقدار رابطه این ͷکم با

wn+۲ = enn! = (−۱)n eIn.

ͬ گیریم م نتیجه انتگرال این در t → −t متغیˁر تغییر اعمال با

wn+۲ = (−۱)n e

∫ ∞

۱
(−t)n e−tdt = e

∫ ∞

۱
tne−tdt.

داریم واقع در است. فاکتوریل از تعمیمͬ که گاماست، تابع معرˁف انتگرال شبیه بسیار اخیر انتگرال

n! =

∫ ∞

۰
tne−tdt.

نتیجه در

wn+۲ = en!− e

∫ ۱

۰
tne−tdt.

8Dobiński’s formula 9Bell numbers
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دقیق تر بررسͬ اثبات ادامۀ ͬ کنید. م بیان ͬ شود م ͷکوچ n شدن بزرگ با مقدارش که انتگرالͬ حسب بر را wn+۲ − en! تفاضل از صریحͬ توصیف رابطه این
داریم است. اخیر ∫انتگرال ۱

۰
tne−tdt =

∫ ۱

۰
tn

∞∑
j=۰

(−t)j

j!
dt =

∞∑
j=۰

(−۱)j
j!

∫ ۱

۰
tn+jdt =

∞∑
j=۰

(−۱)j
j!(n+ j + ۱) .

محاسبۀ برای ببینید). را [۷ .۱ بخش ،۱۶]) است شده انجام انتگرال زیر مجموع یͺنواخت همͽرایی بە دلیل بالا فرآیند در انتگرال و مجموع ترتیب تعویض
است برقرار n+ c ̸= ۰ برای زیر مقدماتͬ حاد اتّ که ͬ کنیم م ت دقّ اخیر تساوی در راست سمت مجموع

۱
n+ c

=
r∑

k=۱
(−۱)k−۱ ck−۱

nk
+

(−۱)r
n+ c

( c

n

)r

.

ͬ شود م نتیجه c = j + ۱ دادن قرار ∫با ۱

۰
tne−tdt =

∞∑
j=۰

(−۱)j
j!(n+ j + ۱)

=

∞∑
j=۰

r∑
k=۱

(−۱)k−۱

nk

(−۱)j (j + ۱)k−۱

j!
+ (−۱)r

∞∑
j=۰

(−۱)j
j!(n+ j + ۱)

(
j + ۱
n

)r

=

r∑
k=۱

(−۱)k−۱

nk

∞∑
j=۰

(−۱)j (j + ۱)k−۱

j!
+

(−۱)r
nr

∞∑
j=۰

(−۱)j (j + ۱)r
j!(n+ j + ۱) .

که ͬ کنیم م ت دقّ
∞∑
j=۰

(−۱)j (j + ۱)k−۱

j!
=

∞∑
j=۰

(−۱)j (j + ۱)k
(j + ۱)! =

∞∑
j=۱

(−۱)j−۱ jk

j!
=

(−۱)k−۱

e
ck,

داریم (۳) ͬͺدوبینس فرمول از استفاده با خطا جمله درخصوص است. شدە  توصیف (۲) رابطۀ در ck آن در ∣∣∣∣∣که
∞∑
j=۰

(−۱)j (j + ۱)r
j!(n+ j + ۱)

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
j=۰

(j + ۱)r
j!(n+ j + ۱)

<
۱
n

∞∑
j=۰

(j + ۱)r
j!

=
۱
n

∞∑
j=۰

(j + ۱)r+۱

(j + ۱)! =
eBr+۱

n
.

□ است. کامل قضیه اثبات و ͬ شود، م اثبات (۴) مجانبی رابطه ترتیب این به

وقدردانͬ تشͺر .۳

ͬ کنم. م تشͺر سازندە شان پیشنهادات و مقاله دقیق مطالعه بخاطر محترم داور همچنین و جامعه، و ریاضͬ مجلۀ تحریریۀ هیات محترم اعضای و مسئولین از
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.۲۳ –۱۳ (۱۳۹۳) ۱ جامعه، و ریاضͬ متوسˁطه، کتاب های در نپر عدد خالͬ جای احمدی، ع. حسنͬ، م. [۱۸]
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راهنمایی به حسابی» توابع توزیع «دربارۀ عنوان با خود دکترای رسالۀ از وی است. زنجان شهر در ۱۳۵۸ ماه مرداد د متولّ حسنͬ، مهدی
احتمالاتͬ و تحلیلͬ نظریۀ گرایش در ۱۳۸۹ سال در فرانسه از دیزوئیه ژان⁃مارک پروفسور و ایران از شهشهانͬ مهرداد پروفسور مشترک
ارتقا دانشیاری رتبۀ به ۱۳۹۴ سال در وی آمد، در زنجان دانشͽاه ریاضͬ گروه علمͬ هیأت عضویت به سال همان در کرد. دفاع اعداد
فوق موارد در خاص توابع کاربرد و تحلیلͬ شمارش اعداد، احتمالاتͬ و تحلیلͬ ماتͬ، مقدّ نظریه شامل وی پژوهشͬ حوزە های یافت.

است.
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Asymptotic expansion of a sequence related to the number e and its application in
analytical counting of number of paths in full graph

Mehdi Hassani

Abstract: In this paper we study the number of distinct paths between any pair of vertices in the complete graph Kn+2. First we
show that the number of these paths is wn+2 = enn!, where en =

∑n
j=0 1/j! is the partial sum of the series representing the

number e. Then we obtain an integral representation, similar to the integral representation of the Gamma function, for en. By using
this representation we get an asymptotic expansion for wn+2 as follows

wn+2 = en!−
r∑

k=1

ck
nk

+O

(
1

nr+1

)
,

where r ≥ 1 is any fixed integer and the constants ck are computable. Moreover, we show that the constant of O-term does not
exceed e2Br+1, where Br+1 denotes the r + 1-th Bell number.
Keywords: complete graph, the number e, analytic enumeration, asymptotic expansion, bell numbers.
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