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اورلیچ فضاهای و تابع ها پیچش

اکبربͽلو ابراهیم

زیرمجموعە هایی بزرگͬ ،ͷتوپولوژی معیار ͷی از استفاده با سپس ͬ کنیم. م بیان را اورلیچ فضاهای از مقدماتͬ ابتدا مقاله این در چͺیده.
ͬ گیرد م قرار خاص مجموعە ای در یا است تعریف شدنͬ آن ها برای پیچش عمل که را فشرده موضعا گروه ͷی روی اورلیچ فضاهای بین

ͬ کنیم. م تعیین

مقدمه .۱

ریاضͬ آنالیز در بحث مورد و مهم مسئلە های از ͬͺی ضرب، و جمع طبیعͬ عمل های به نسبت تابعͬ فضاهای بودن بسته مسئله
وسیع تحقیق های به منجر پیچش، و نقطە ای ضرب به مجهز اورلیچ و ͹لب فضاهای برای موضوع این بررسͬ اخیر دهه سه طͬ است.
به نسبت فضاها این زمانͬ چه آن ها تحت بدانیم که ͬ دهند م دست به را شرایطͬ عمده طور به حاصل نتیجە های است. شده برجسته و
فضای در آن ها حاصل ضرب که مرتب هایی زوج   مجموعە  ͬͺتوپولوژی اندازه تعیین موضوع ۲۰۱۰ سال در بستە  اند. ذکر شده عمل های
قابل طور به را ضرب عمل های پیچیدگͬ و ساختار از هندسͬ تصور و فهم نگرش، نوع این شد. مطرح ͬ گیرد، م قرار بررسͬ مورد
بین پیچش ضرب عمل با که هستیم مجموعە هایی ͬͺتوپولوژی اندازه تعیین دنبال به مقاله، این در رو این از دادند. گسترش ملاحظە ای

ͬ گیرد. م بر در خاص حالت هایی به صورت را قبلͬ نتیجە های کلͬ حالت در بە دست آمده نتیجە های ͬ شوند. م مطرح اورلیچ فضاهای
دکارتͬ فضای روی «·» ضرب عمل آن در که باشد مقدار مختلط یا حقیقͬ تابع های از ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی X کنید فرض

که است این ͬ شود م ایجاد ذهن در طبیعͬ طور بە  که سوالͬ حال ͬ شود. م تعریف X ×X

است؟ X به متعلق f · g تابع ،X ×X در (f, g) مرتب های زوج تمام برای آیا

۱۹۷۸ سال در Lp(X,µ) ͹لب فضاهای برای مثلا است. شده داده سوال ها نوع این به مشخصͬ پاسخ های خاص، حالت های در

و ۴ گ͒لدبرگ ،۳ آرنز ۱۹۹۳ سال در و [۹] در ۲ ͷهودزی ۱۹۸۵ سال در LΦ(X,µ) اورلیچ فضاهای برای و [۲۲] در ۱ ساب رامانیان
کردە اند. ارائه بدهند باناخ جبر تشͺیل نقطە ای ضرب با فضاها این اینکه برای کافͬ و لازم شرط های [۵] در ۵ لوکسمبورگ
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۱۰۷–۹۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اکبربͽلو، ا.

نتیجە ها ،λ چپ هار اندازه به مجهز G فشره موضعا ͷتوپولوژی گروه روی پیچش عمل با و فضاها همین مورد در حال این با
فشردگͬ با پیچش ضرب با p ∈ (۱,∞) برای Lp(G,λ) فضاهای بستە بودن اثبات که جایی تا شͽفت انگیزند؛ حدی تا و پیچیده بسیار
ژلازک اولین بار که بود «Lp «حدس عنوان با ͷهارمونی آنالیز در حل نشده مسئلە ای سال ۳۰ حدودا نتیجه این ͬ شود. م معادل G گروه
برای کرد. حل را آن [۲۱] در ۸ ساا̊کͬ ۱۹۹۰ سال در بالاخره و بودند کرده مطرح [۱۸] در ۷ راجاگوپالان او از مستقل و [۲۶] در ۶

کنید. مطالعه را [۲۷] حدس این درباره بیشتر اطلاعات
دقیق تر، بیان به است. کرده بررسͬ ۱۹۶۵ سال در اورلیچ فضاهای برای [۱۴] در ۹ اونیل را مسئله این که است لازم نکته این ذکر
آنگاه ،x ≥ ۰ برای Φ−۱

۱ (x)Φ−۱
۲ (x) ≤ Φ−۱

۳ (x) که طوری به باشد یانگ تابع های ،i = ۱, ۲, ۳ برای Φi اگر که داد نشان وی
گروه ͷی G اگر علاوه، به .NΦ۳(f۱ · f۲) ≤ ۲NΦ۱(f۱)NΦ۲(f۲) و f۱ · f۲ ∈ LΦ۳(X) ،i = ۱, ۲ و fi ∈ LΦi(X) هر برای
برای آنگاه ،x ≥ ۰ هر برای Φ−۱

۱ (x)Φ−۱
۲ (x) ≤ xΦ−۱

۳ (x) که طوری به باشند یانگ تابع های ،i = ۱, ۲, ۳ برای Φi و تک پیمانە ای
.NΦ۳(f۱ ∗ f۲) ≤ ۲NΦ۱(f۱)NΦ۲(f۲) و f۱ ∗ f۲ ∈ LΦ۳(X) ،i = ۱, ۲ و fi ∈ LΦi(X) هر

دادند. قرار بررسͬ مورد اورلیچ فضاهای برای را Lp حدس [۱۰] در موشیلاک و ۱۰ ͬ سͺا کامین ،ͷهودزی ۱۹۸۵ سال در همچنین
باشد فشرده G اگر تنها و اگر است ۱۱ باناخ⁃اورلیچ جبر ͷی LΦ(G) فضای ،Φ یانگ تابع و G آبلͬ گروه برای که دادند نشان آن ها

اینکه برای کافͬ و لازم شرط های آنجا در واقع در است. شده داده تعمیم [۱۲] در ۱۹۸۹ سال در نتیجه این . lim
x→۰

Φ(x)

x
> ۰ یا و

[۴] در ۲۰۱۳ سال در و بعد دهه دو حدود است. شده ارائه است آبلͬ گروه ͷی G که حالتͬ در LΦ۱(G) ∗ LΦ۲(G) ⊆ LΦ۳(G)

برای لازم شرط ͷی G فشردگͬ آنگاه باشند، ۲∆⁃منظم یانگ تابع ͷی Φ و میانگین پذیر گروه ͷی G هرگاه که است شده داده نشان
بعضͬ و شدە  داده تعمیم ابرگروە ها به [۲۴ ،۱۵ ،۲۳] در نتیجە ها این از برخͬ اخیرا است. باناخ⁃اورلیچ جبر ͷی به LΦ(G) تبدیل

شدە اند. اثبات دوباره بالا در ذکرشده مرجع های در گروهͬ حالت در یافتە ها
رستە ای مفهوم در f ·g ∈ X که را (f, g) همچون مرتبی زوج های مجموعه ͬͺتوپولوژی اندازه ͬ توان م کمیتͬ نگاه ͷی با همچنین
۱۴ واخوویچ و ۱۳ بالتس˼رزاک توسط ۲۰۰۰ سال در ͬͺتوپولوژی نگرش نوع این از نتیجه اولین داد. قرار بررسͬ مورد تخلخل یا و ۱۲ ر» «بِ
L۱[۰, ۱]×L۱[۰, ۱] در اول رسته از {(f, g) ∈ L۱[۰, ۱]×L۱[۰, ۱] : f · g ∈ L۱[۰, ۱]} که دادند نشان آن ها شد. ظاهر [۶] در
که (f, g) همچون مرتبی زوج های مجموعه ،p ≥ ۱ برای این که اثبات با [۱۱] در ۱۵ ͬͺیاخیمس ۲۰۰۵ سال در را نتیجه این است.
گسترش است، Lp(X,µ)× Lp(X,µ) در اول رسته از زیرمجموعە  ͷی یا است ͬͺی Lp(X,µ)× Lp(X,µ) با یا ،f · g ∈ X

داد.
،p, q, r > ۰ برای که کردند بیان صورت این به را قبلͬ نتیجە های قوی تر صورت [۷] در ۱۷ ا̊ستروبین و ۱۶ ۇنپ ۲۰۱۰ سال در
Lp(X,µ)×Lq(X,µ) با یا ،f ·g ∈ Lr(X,µ) که (f, g) ∈ Lp(X,µ)×Lq(X,µ) همچون مرتبی زوج های از دسته آن مجموعه
سال همان در آنها همچنین است. Lp(X,µ)× Lq(X,µ) در c > ۰ ͷی برای پایینͬ c−σ⁃متخلخل زیرمجموعه ͷی یا است ͬͺی
،۱/p + ۱/q < ۱ شرط با p, q ∈ (۱,∞) و باشد λ هار اندازه با غیرفشرده فشرده موضعا گروه ͷی G اگر که کردند ثابت [۸] در
به است موجود (f, g) ∈ Lp(G)× Lq(G) عضو σ⁃متخلخل، مجموعه ͷی مͺمل در ،V فشرده و متقارن مجموعه هر برای آنگاه
بر علاوه [۳ ،۲ ،۱] در مقصودی و اکبربͽلو ۲۰۱۳ و ۲۰۱۲ سال های در همچنین .x ∈ V هر برای |f ∗ g(x)| = ∞ که طوری

دادند. گسترش اورلیچ فضاهای به را قبلͬ یافتە های جدید، نتیجە های
باشند چندجملە ای رشد دارای که فشرده موضعا گروە های از خاصͬ دسته روی اورلیچ فضاهای برای را بالا پرسش مقاله این در

ͬ کنیم. م بررسͬ
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نباوم بیرِ (ب) اورلیچ (آ)

۱ شͺل

اورلیچ فضاهای .۲

یا جمع پذیر تابع های فضای نظریە  همان واقع در نظریە  این ͬ گردد. برم ۱۹۰۰ سال به ͹لب فضاهای و ͹لب اندازه نظریه شروع
مقاله ۱۸ ریس اف. ،۱۹۱۰ سال در آمد. دست به مربعͬ⁃انتگرال پذیر تابع های فضای درباره نتیجه چندین ۱۹۰۷ سال در است. L۱

این اثبات در وی .۱/p+ ۱/p′ = ۱ آن در که است Lp′ برابر Lp دوگان کرد ثابت وی کرد. منتشر را Lp فضاهای درباره بنیادی اش
تابع های از برخͬ برای را نابرابری این ۱۹ یانگ اچ. دبلیو. کرد. استفاده ،u, v ≥ ۰ ازای به ،uv ≤ up/p+ vp

′
/p′ نابرابری از قضیه

مزدوج تابع کلͬ نظریه ،۲۱ اورلیچ و ۲۰ نباوم بیرِ ۱۹۳۱ سال در داد. تعمیم uv ≤ Φ(u) + Φ∗(v) صورت به ۱۹۱۲ سال در محدب
سال در اورلیچ است. LΦ فضاهای آغاز اصلͬ نقطه مقاله این کردند. منتشر نیست) محدب لزوما (که Φ تابع برای را Φ∗ (متمم)

نرم و LΦ فضای تعریف ۱۹۳۶ و ۱۹۳۲

‖f‖۰Φ = sup

{∫
|f(x)g(y)|dx :

∫
Φ∗

(
|g(x)|

)
dx ≤ ۱

}
فضای را LΦ فضای ۱۹۴۹ در ۲۲ زان˼ن کرد. ∆۲ شرط با Φ تابع به محدود را خود ۱۹۳۲ سال به مقاله اولین در اورلیچ داد. بە دست را
این دارد. وجود LΦ فضای کردن نرمدار برای دیͽری آسان روش که نشدند متوجه ۱۹۵۰ حدود تا که است تعجب باعث نامید. اورلیچ
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۱۰۷–۹۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اکبربͽلو، ا.

یعنͬ ۲۳ ͬͺمینکوفس تابعک همان دوم نرم

‖f‖Φ = inf {λ > ۰ : f/λ ∈ A}

سال در لوکسمبورگ و ۱۹۵۰ سال در ۲۴ ناکانو را ‖f‖Φ نرم است. A =
{
f :

∫
Φ(|f(x)|)dx ≤ ۱

}
محدب مجموعە  به مربوط

ͬ نامند! م لوکسمبورگ نرم آن را همه که است عجیب اما کردند. معرفͬ ۱۹۵۵
سال در اورلیچ و ۲۶ موشیلاک و ۱۹۵۸ سال در اورلیچ و ۲۵ مازور نیست، محدب لزوما Φ که حالتͬ در را اورلیچ فضاهای نظریه
مͺتب شش به بە طوری که کردند تحقیق فضاها این دربارە ی مختلف ملیت های از زیادی ͬ دانان ریاض آن از پیش بردند. پیش به ۱۹۵۹
قسمت های بر حوزە ها این ͬ دانان ریاض از ͷی هر چین. و اسرائیل لهستان، هلند، روسیه، ژاپن، کرد: اشاره ͬ توان م این باره در مختلف

شدە اند. متمرکز فضا این مختلف
این ۱۹۴۹ سال در زان˼ن ͬ گرفت. نم دربر را L∞ و L۱ فضاهای کرد، عرضه ۱۹۳۲ سال در LΦ فضای برای اورلیچ که تعریفͬ
[۲۰] و [۱۹] ،[۱۳] به ͬ توان م بیشتر اطلاعات برای کرد. برطرف دارند ∞ به جهش امͺان که تابع هایی گرفتن درنظر با را نقیصه

کرد. اشاره
اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) کنید فرض ͬ آوریم. م [۱۹] از را زیر تعریف های و نمادها اورلیچ، فضاهای با مختصر آشنایی برای
گوییم یانگ تابع ͷی را Φ : R 7→ [۰,+∞] تابع باشند. X روی اندازە پذیر تابع های هم ارزی کلاس های تمام مجموعه L۰(X) و

هرگاه

باشد؛ پیوسته چپ سمت از و محدب Φ تابع (۱)
Φ(۰)؛ = ۰ و زوج Φ تابع (۲)

نباشد. بی نهایت یا صفر جا همه Φ تابع (۳)

داریم: آنگاه ،۰ < x < y اگر زیرا است. صعودی یͺنوای [۰,∞) بازه در Φ یانگ تابع که کنیم توجه است لازم

Φ(x) = Φ

((x
y

)
y +

(
۱− x

y

)
۰
)

≤ x

y
Φ(y) +

(
۱− x

y

)
Φ(۰) ≤ Φ(y).

نزولͬ [۰,∞) بازه در زیر محدب تابع مثال، عنوان به کند. پیدا تغییر یانگ تابع رفتار است ممͺن ،Φ(۰) = ۰ شرط حذف صورت در
است. اکید

f(x) =


۱
|x|

ln(۱+ |x|) x 6= ۰

۱ x = ۰.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Φ یانگ تابع وارون

Φ−۱(s) = sup{t ≥ ۰ : Φ(t) ≤ s}, s ∈ [۰,∞).

کنیم تعریف اگر علاوه به .s ≤ Φ−۱(Φ(s)) آنگاه Φ(s) < ∞ اگر و Φ
(
Φ−۱(s)

)
≤ s ،s ≥ ۰ هر برای

aΦ = sup{s ∈ R : Φ(s) = ۰}, bΦ = sup{s ∈ R : Φ(s) < ∞}

۲∆⁃منظم شرط در Φ یانگ تابع .s ∈ [aΦ, bΦ] هر برای s = Φ−۱(Φ(s)) و s ∈ [۰,Φ(bΦ)] هر برای Φ
(
Φ−۱(s)

)
= s آنگاه

.s ∈ R هر برای Φ(۲s) ≤ ηΦ(s) که طوری به باشد موجود η مثبت حقیقͬ عدد هرگاه ͬ کند م صدق

23H. Minkowski 24H. Nakano 25Stanisław Mieczysław Mazur (1905 – 1981) 26J. Musielak
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دهید قرار s ∈ R و Φ یانگ تابع هر برای

(۱ .۲) Ψ(s) = sup{t|s| − Φ(t) : t ∈ R}.

تابع های از مͺمل زوج ͷی را (Φ,Ψ) زوج رو این از ͬ شود. م نامیده Φ یانگ تابع ۲۷ مͺمل که است یانگ تابع ͷی Ψ یͺتای تابع
زیر شͺل در ͬ کنند. م صدق یانگ» «نامساوی به مشهور ،x, y ∈ R هر برای xy ≤ Φ(x) + Ψ(y) نامساوی در که گوییم یانگ
[۰, a] بازه در پایینͬ ناحیه مساحت مجموع ،Ψ′ = f−۱ و Φ′ = f اگر است. شده کشیده تصویر به هندسͬ صورت به یانگ نامساوی

است. بیشتر b عرض و a طول به مستطیل مساحت از ،[۰, b] بازه در بالایی و

یانگ نامساوی .۲ شͺل

است. شده ارائه مͺمل ها زوج از برخͬ حالت هایی برای زیر در

آن در که است Ψ(x) =
|x|q

q
مͺمل با ۲∆⁃منظم یانگ تابع ͷی Φ(x) =

|x|p

p
تابع ،۱ < p < ∞ هر برای (۱)

.۱/p+ ۱/q = ۱
آنگاه ،x ∈ R \ (−π/۲, π/۲) برای Φ(x) = +∞ و x ∈ (−π/۲, π/۲) برای Φ(x) = tan |x| هرگاه (۲)

Ψ(x) =

{
(|x| − ۱) arctan

√
|x| − ۱+ arctan

√
|x| − ۱−

√
|x| − ۱ x ∈ R \ (−۱, ۱)

۰ x ∈ [−۱, ۱].

آنگاه ،x ∈ R هر برای Φ(x) = sinh |x| هرگاه (۳)

Ψ(x) =

{
|x| ln(|x|+

√
x۲ − ۱)−

√
x۲ − ۱ x ∈ R \ (−۱, ۱)

۰ x ∈ [−۱, ۱].

ͬ کنیم م تعریف f ∈ L۰(X) هر برای باشد. یانگ تابع ͷی Φ کنید فرض حال

ρΦ(f) =

∫
X
Φ(|f(t)|dµ(t).

ͬ شود م تعریف زیر صورت به LΦ(X) اورلیچ فضای

(۲ .۲) LΦ(X) = {f ∈ L۰(X) : ρΦ(af) < ∞, a > ۰ ͷی .{برای

27complementary
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۱۰۷–۹۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اکبربͽلو، ا.

با ،t = ۰ اگر تنها Φ(t) = ۰ اگر و نرم«لوکسمبورگ⁃ناکانو» به معروف NΦ(·) نرم  تحت باناخ فضای ͷی LΦ(X) اورلیچ فضای
ͬ شوند م تعریف f ∈ LΦ(X) هر برای زیر صورت به که است اورلیچ نرم به معروف ‖ · ‖Φ نرم

NΦ(f) ={k > ۰ : ρΦ(f/k) ≤ ۱};

‖f‖Φ =sup

{∫
X
|f(t)g(t)|dµ(t) : g ∈ LΨ(X), ρΨ(g) ≤ ۱

}
.

داریم f ∈ LΦ(X) هر برای یعنͬ معادل  ا  ند؛ هم با نرم ها این

(۳ .۲) NΦ(f) ≤ ‖f‖Φ ≤ ۲NΦ(f).

آنگاه ۰ < µ(A) < ∞ با A ⊆ X اگر علاوه به

(۴ .۲) NΦ(χA) =

[
Φ−۱

(
۱

µ(A)

)]−۱
.

ͷی λx(A) = λ(Ax) تابع x ∈ G هر برای باشد. G روی ۲۸ چپ هار اندازه λ و فشرده موضعا گروه ͷی G کنید فرض
را ∆(x) مثل مثبتͬ عدد وجود ،x ∈ G هر برای چپ، هار اندازه منحصربفردی حال ͬ کند. م تعریف G روی پایا منظم بˀرل اندازه
ͷی ∆ تابع ͬ نامیم. م G فشرده موضعا گروه ۲۹ پیمانە ای تابع را ∆ : G 7→ (۰,∞) تابع .λx = ∆(x)λ که طوری به ͬ کند م ایجاب
همچنین گوییم. ۳۰ تک پیمانە ای را G گروه آنگاه ،∆ ≡ ۱ هرگاه است. (۰,∞) حاصل ضربی گروه به G از پیوسته گروهͬ همریختͬ

،K ⊆ G اندازە پذیر مجموعه هر برای

(۵ .۲) λ(K−۱) =

∫
K
∆(x−۱)dλ(x).

x ∈ G نقطه هر در تابع دو این ۳۱ پیچش آنگاه باشند، G روی اندازە پذیر هار تابع دو g و f اگر ͬ گیریم. م نظر در را LΦ(G) فضای
زیر صورت به

f ∗ g(x) =
∫
G
f(y)g(y−۱x)dλ(y),

موجود f ∗ g پیچش آنگاه باشد، متناهͬ انتگرال x ∈ G تمام λ⁃تقریبا برای اگر باشد. متناهͬ انتگرال که شرطͬ به ͬ شود م تعریف
است.

معادلە های و ͷترونیͺال تصویر، پردازش عددی، آنالیز کامپیوتر، علوم احتمال ها، و آمار زمینە های در وسیعͬ کاربردهای پیچش
کنید. مراجعه [۳۰] به پیچش عمل از تاریخچە ای برای دارد؛ دیفرانسیل

مجموعە ها ̞ͬ بزرگ ِͷتوپولوژی سنجش تخلخل: .۳

مراجعه [۲۵ ،۲۹ ،۲۸] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای دارد؛ وجود زیادی راە های مجموعە ها بزرگͬ و ͬͺکوچ سنجش برای
ͬ آوریم. م را آن تعریف اکنون که ͬ کنیم م استفاده مجموعە ها ͬͺکوچ سنجش برای تخلخل هندسͬ مفهوم از مقاله این در کنید.

عدد برای ͬ دهیم. م نشان B(x, ϵ) با را ϵ > ۰ شعاع به و x ∈ X مرکز به باز گوی باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض
هرگاه ͬ شود م نامیده ۳۲ پایینͬ c⁃متخلخل زیرمجموعه ͷی ،X ͷمتری فضای از M زیرمجموعه ،۰ < c ≤ ۱ حقیقͬ

∀x ∈ M, lim inf
R→۰+

γ(x,M,R)

R
≥ c

۲
,

28Haar measure 29modular function 30unimodular 31convolution 32c-lower porous
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آن در که

γ(x,M,R) = sup
{
δ ≥ ۰ : ∃ y ∈ X, B(y, δ) ⊂ B(x,R) \M

}
.

اگر تنها و اگر است پایینͬ c⁃متخلخل زیرمجموعه ͷی M که است روشن

∀x ∈ M, ∀β ∈ (۰, c/۲), ∃ η > ۰, ∀R ∈ (۰, η), ∃ y ∈ X, B(y, βR) ⊂ B(x,R) \M.

cهای > برای۰ و پایینͬ σ⁃متخلخل زیرمجموعه ͷی را متفاوت cهای > ۰ با پایینͬ زیرمجموعە هایc⁃متخلخل شمارای اجتماع
۳۳ اول رسته از پایینͬ σ⁃متخلخل مجموعه هر که است ضروری نکته این ذکر گوییم. پایینͬ c−σ⁃متخلخل زیرمجموعه ͷی یͺسان

است. شده کشیده تصویر به هندسͬ دیدگاه از تخلخل مفهوم زیر شͺل های در .[۲۵ ،۲۹] است؛

تخلخل هندسͬ تجسم .۳ شͺل

اصلͬ نتایج .۴

گروە های از وسیعͬ طیف به آبلͬ فشرده موضعا گروە های از [۱۱ قضیه تعمیم ،۱۲] در که را مقاله این اساسͬ نتیجه بخش این در
کنیم. متمایز را فشرده موضعا گروە های از خاصͬ دسته است لازم کار این برای کرد. خواهیم اثبات است فشرده موضعا

هر برای هرگاه است ۳۴ چندجملە ای رشد دارای G گوییم باشد. λ چپ هار اندازه با فشرده موضعا گروه ͷی G کنید فرض
که طوری به باشد موجود d طبیعͬ عدد همانͬ، عضو حول V فشرده ͬͽهمسای

(۱ .۴) lim sup
n→∞

λ(V n)

nd
< ∞.

رشد دارای که فشرده موضعا گروه هر همچنین چندجملە ای اند. رشد دارای [۱۸ .۶ ،۱۶] بنابر پوچ توان یا و آبلͬ فشرده موضعا گروە های
موضعا گروە های برای [۲۸ .۱۶ گزاره ،۱۷] در علاوه، به است. تک پیمانە ای [۹ .۶ و ۶ .۶ گزارە های ،۱۶] طبق بر باشد، چندجملە ای

33first category 34polynomial growth
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به وابسته α > ۱ حقیقͬ عدد همانͬ، عضو حول G فشرده ͬͽهمسای هر برای که ͬ شود م سبب باشند، چندجملە ای رشد دارای که فشرده
.λ(V ۲pn) ≤ αλ(V pn) ،n ∈ N هر برای که طوری به باشند موجود طبیعͬ عددهای از {pn}n∈N بی کران و صعودی اکیدا دنباله و V

،i = ۱, ۲, ۳ برای Φi گیرید باشد. چندجملە ای رشد دارای λ چپ هار اندازه با فشرده موضعا گروه ͷی G کنید فرض .۱ .۴ قضیه
و Φ۳(bΦ۳) > ۰ که طوری به باشند یانگ تابع های

(۲ .۴) lim inf
x→۰

Φ−۱
۱ (x)Φ−۱

۲ (x)

xΦ−۱
۳ (x)

= ∞.

مجموعه آنگاه نباشد، فشرده G اگر

E =
{
(f, g) ∈ LΦ۱(G)× LΦ۲(G) : |f | ∗ |g| ∈ LΦ۳(G)

}
است زیر نُرم با LΦ۱(G)× LΦ۲(G) در اول) رسته از (بە ویژه پایینͬ σ⁃متخلخل مجموعه ͷی

‖(f, g)‖ = max{NΦ۱(f), NΦ۲(g)} (f ∈ LΦ۱(G), g ∈ LΦ۲(G)).

ͬ گیریم: م بهره زیر گام دو از نتیجه به رسیدن برای اثبات.
عدد هر برای . lim

n→∞
λ
(
Un

)
= ∞ که طوری به باشد موجود همانͬ عضو حول U فشرده متقارن ͬͽهمسای کنید فرض اول: گام

ͬ کنیم م تعریف ،n ∈ N طبیعͬ

En =
{
(f, g) ∈ LΦ۱(G)× LΦ۲(G) : NΦ۳

(
|f | ∗ |g|

)
≤ n

}
.

مجموعه ͷی مناسب δ > ۰ ازای به En مجموعه ،n ∈ N هر برای که دهیم نشان است کافͬ حال .E =
⋃
n∈N

En این رو از

است. پایینͬ δ⁃متخلخل

نگاشت پیوستگͬ از استفاده با .۴α < ۱ − α ،۰ < α < c هر برای پس .۴c = ۱ − c بنابراین c؛ = ۱/۵ دهید قرار
ادامه در .۴α < β(۱ − d) که طوری به دارند وجود ۰ < d < ۱ و ۰ < β < ۱ − α عددهای ،(۰, ۱) بازه روی x 7→ (۴α/x)
از ͬ گیریم. م نظر در را (f, g) ∈ En عضو ͬ کنیم. م انتخاب را R دلخواه و مثبت حقیقͬ عدد و داشته نگه ثابت را n طبیعͬ عدد
اکیدا دنباله و αn > ۱ حقیقͬ عدد همانͬ، عضو حول Un فشرده ͬͽهمسای برای پس است، چندجملە ای رشد دارای G که آنجایی
طبق حال .λ(U۲npi) ≤ αnλ(U

npi) ،i ∈ N هر برای که طوری به دارند وجود طبیعͬ عددهای از {pi}i∈N بی کران و صعودی
و λ(Unpj )Φ۳(bΦ۳) ≥ ۱ که طوری به دارد وجود بزرگ، کافͬ اندازه به j طبیعͬ عدد ،λ(Unpi) −→

i→∞
∞ اینکه و (۲ .۴) فرض

(۳ .۴) (βRd)۲αnλ(U
npj )Φ۱

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

)
Φ۲

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

)
> ۲nα۲

nΦ۳
−۱

(
۱

αnλ(Unpj )

)
.
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ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را g̃ و f̃ تابع های

f̃(y) :=


f(y) y /∈ Unpj

f(y) + βR Φ−۱
۱

(
۱

λ(Unpj )

)
Re

(
f(x)

)
≥ ۰, y ∈ Unpj

f(y)− βR Φ−۱
۱

(
۱

λ(Unpj )

)
Re

(
f(x)

)
< ۰, y ∈ Unpj ,

g̃(y) :=


g(y) y /∈ U۲npj

g(y) + βR Φ−۱
۲

(
۱

λ(U۲npj )

)
Re

(
g(x)

)
≥ ۰, y ∈ U۲npj

g(y)− βR Φ−۱
۲

(
۱

λ(U۲npj )

)
Re

(
g(x)

)
< ۰, y ∈ U۲npj .

این رو از

NΦ۱

(
f̃ − f

)
= NΦ۲

(
g̃ − g

)
= βR < R− αR.

.B
(
(f̃ , g̃), δR

)
⊆ B

(
(f̃ , g̃), αR

)
\ En داریم ،۰ < δ ≤ α

αn
هر برای دهیم نشان است کافͬ حال

ͬ کنیم م تعریف .(h, k) ∈ B
(
(f̃ , g̃), δR

)
بͽیرید منظور، بدین

A۱ :=

{
x ∈ Unpj : |h(x)| < βRd Φ۱

−۱
(

۱
λ(Unpj )

)}
,

F۱ :=

{
x ∈ U۲npj : |k(x)| < βRd Φ−۱

۲

(
۱

λ(U۲npj )

)}
.

داشت: خواهیم ؛
∣∣f̃(y)∣∣ ≥ βR Φ−۱

(
۱

λ(Unpj )

)
،y ∈ Unpj هر برای آنجایی که از

δR >NΦ۱

(
h− f̃

)
≥ NΦ۱

((
h− f̃

)
χA۱

)
≥βR(۱− d)NΦ۱

(
Φ۱

−۱
(

۱
λ(Unpj )

)
χA۱

)
=

βR(۱− d)

Φ−۱
۱

(
۱

λ(A۱)

)Φ۱
−۱

(
۱

λ(Unpj )

)

≥βR(۱− d)
λ(A۱)

λ(Unpj )

نامساوی پایانͬ خط در ،x ∈ G هر برای x 7→ x

Φ−۱(x)
تابع بودن صعودی از که باشید داشته توجه .λ(A۱) ≤

λ(Unpj )

۴
بنابراین

است. شده استفاده بالا
ترتیب همین به

δR > NΦ۲

(
k − g̃

)
≥ NΦ۲

((
k − g̃

)
χF۱

)
= βR(۱− d)

λ(F۱)

λ(U۲npj )
.

داریم این رو از
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λ(F۱) ≤
δλ(U۲npj )

۴α
≤ δαnλ(U

npj )

۴α
≤ λ(Unpj )

۴
.

ͬ اند. ناته نتیجه در و مثبت اندازه از F۲ = U۲npj \ F۱ و A۲ = Unpj \ A۱ مجموعە های که ͬ دهند م نشان بالا نامساوی های
ͬ گیریم. م نظر در را C = zA−۱ و A =

(
A۲

−۱z
)
∩ F۲ مجموعە های ͬ کنیم. م انتخاب را z ∈ Unpj دلخواه عضو حال

داریم است، تک پیمانە ای گروه ͷی G اینکه به توجه با علاوه، به .C−۱z ⊆ F۲ و C ⊆ A۲ بنابراین

λ(C) =λ(zA−۱) = λ(A۲)− λ
(
A۲ \ (zF−۱

۲ )
)
= λ(A۲)− λ

(
zA۲ \ F−۱

۲
)

≥λ(A۲)− λ(F۱) = λ(Unpj )− λ(A۱)− λ(F۱) ≥
λ(Unpj )

۲
.

داشت: خواهیم بالا رابطە های جمع بندی ∫با
C
|h(y)||k(y−۱z)|dλ(y) ≥(βRd)۲

∫
C
Φ۱

−۱
(

۱
λ(Unpj )

)
Φ۲

−۱
(

۱
λ(U۲npj )

)
dλ(y)

≥(βRd)۲
λ(Unpj )

۲
Φ۱

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

)
Φ۲

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

)
>nαnΦ۳

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

)
,

ͬ آوریم م بە دست آنجا از ∫که
G
Φ۳

(
|h| ∗ |k|(z)

n

)
dλ(z) ≥

∫
Unpj

Φ۳

(∫
C

|h(y)||k(y−۱z)|
n

dλ(y)

)
dλ(z)

≥αn

∫
Unpj

Φ۳

(∫
C

|h(y)||k(y−۱z)|
nαn

dλ(y)

)
dλ(z)

>αn

∫
Unpj

Φ۳

(
Φ۳

−۱
(

۱
αnλ(Unpj )

))
dλ(z)

=۱.

.(h, k) /∈ En و NΦ۳(|h| ∗ |k|) > n که است معنͬ بدین این
از {λ(Un)}n∈N صعودی دنباله آنگاه ، lim

n→∞
λ(Un) < ∞ همانͬ، عضو حول U فشرده ͬͽهمسای هر برای هرگاه دوم: گام

است، چندجملە ای رشد دارای G که آنجایی از .λ(U۲n) < ۲λ(Un) بزرگ کافͬ حد به طبیعͬ nهای برای این رو از و کراندار بالا
U فشرده ͬͽهمسای ͷی بنابراین گردد. انتخاب یͺسان ͬ تواند م همانͬ، عضو حول U فشرده ͬͽهمسای هر با متناظر α > ۱ عدد پس

که طوری به ͬ کنیم م انتخاب بزرگ کافͬ اندازه به

(۴ .۴) (βRd)۲λ(U)Φ۱
−۱

(
۱

۲λ(U)

)
Φ۲

−۱
(

۱
۲λ(U)

)
> ۴nΦ۳

−۱
(

۱
۲λ(U)

)
.

□ ͬ رساند. م انجام به را اثبات این و شد. خواهد پایینͬ ۱⁃متخلخل
۵−σ مجموعه ͷی E مجموعه رویم پیش اول گام همانند اگر حال

است. برقرار غیرفشرده گروە های تمام برای Φ۳(bΦ۳) = ۰ شرط با ۱ .۴ قضیه ،[۴ .۲ قضیە  ،۲] در اساس بر .۲ .۴ تبصره

ͬ شود. م حاصل بالا قضیه از زیر نتیجه
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برای Φi کنید فرض همچنین باشد. چندجملە ای رشد دارای و λ چپ هار اندازە  با فشرده موضعا گروه ͷی G گیرید .۳ .۴ نتیجه

به باشد. فشرده G اگر تنها و اگر LΦ۱(G) ∗ LΦ۲(G) ⊆ LΦ۲(G) آنگاه lim
x→۰

Φ۱(x)

x
= ۰ اگر باشند. یانگ تابع های ،i = ۱, ۲

باشد. فشرده G اگر تنها و اگر است باناخ جبر ͷی LΦ۱(G) آنگاه Φ۱ = Φ۲ اگر ویژه،

برای است. پیوسته IΦ : LΦ(G) 7→ L۱(G) همانͬ نگاشت ،Φ دلخواه یانگ تابع هر برای آنگاه باشد، فشرده G اگر اثبات.
داریم f ∈ LΦ(G) هر برای ،(Φ,Ψ) مͺمل زوج با یانگ نامساوی اساس بر منظور این

(۵ .۴)
∫
G
|f(x)|dλ(x) ≤

∫
G
Φ
(
|f(x)|

)
dλ(x) +

∫
G
Ψ(۱)dλ(x) < ∞.

داریم ۱
k
−Ψ(۱/k)λ(G) > ۱ با k > ۰ هر برای ،(۵ .۴) نامساوی طبق حال .f ∈ L۱(G) ∫بنابراین

G
Φ

(
|f(x)|
k‖f‖۱

)
dλ(x) ≥

∫
G

|f(x)|
k‖f‖۱

dλ(x)−
∫
G
Ψ(۱/k)dλ(x) =

۱
k
−Ψ(۱/k)λ(G) > ۱,

ینسن نامساوی طبق ،g ∈ LΦ۲(G) و f ∈ LΦ۱(G) هر برای حال است. پیوسته IΦ نگاشت پس .k‖f‖۱ < NΦ(f) یعنͬ این و
داریم [۱۹] در ۵ .۳ .۳ گزاره ،۳۵∫

G
Φ۲

(
|f ∗ g|(x)

‖f‖۱NΦ۲(g)

)
dλ(x) ≤

∫
G

|f(y)|
‖f‖۱

dλ(y)

∫
G
Φ۲

(
|g(y−۱x)|
NΦ۲(g)

)
dλ(x) ≤ ۱.

□ .NΦ۲(f ∗ g) ≤ ‖I‖Φ۱NΦ۱(f)NΦ۲(g) این رو از

ͬ دهد. م مثبت پاسخ چندجملە ای اند رشد دارای که فشردە ای موضعا گروە های برای [۲۱] در شده مطرح سوال به زیر پایانͬ نتیجه

،p, q, r ∈ [۱,∞] گیرید همچنین باشد. چندجملە ای رشد چپλدارای هار اندازه با فشرده موضعا گروه ͷیG کنید فرض .۴ .۴ نتیجه
باشد. فشرده G اگر تنها و اگر Lp(G) ∗ Lq(G) ⊆ Lr(G) آنگاه .۱ < ۱/p+ ۱/q < ۱+ ۱/r شرط با

ͬ آید. م بە دست G فشردگͬ ،۱ .۴ قضیه طبق بر اثبات.
□ .۱/p+ ۱/q = ۱+ ۱/s آن در که Ls(G) ⊂ Lr(G) آنگاه باشد، فشرده G اگر برعکس،
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Convolution of functions and Orlicz spaces

Ibrahim Akbarbaglu

Abstract: In this paper we first give some preliminaries of Orlicz spaces. Then, using a topological criterion, we determine the size
of subsets in Orlicz spaces on a locally compact group with polynomial growth for which the convolution product is well defined or
include in a specific set.
Keywords: Orlicz space, convolution, locally compact group, polynomial growth, porosity.
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