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گروپوییدی جبرهای و گروپویید

امیری حبیب
(۱۴۰۰ −۱۳۲۷) بمͬ زاده لشͺری محمود دکتر استادم یاد به

معادلات دیفرانسیل، هندسه در گروه کاربرد از فراتر کاربردهایی که است گروه به شبیه ساختار چند از ͬͺی گروهوار یا گروپویید چͺیده.
جبر و فوریه جبر ∗C⁃جبر، و گروپویید مختلف تعریف های ابتدا مقاله این در دارد. ͷفیزی و ریاضͬ، آنالیز جبری، هندسه دیفرانسیل،
نظریه در ͷکلاسی نتیجە ای آخر در و ͬ پردازیم م گروپوییدی جبرهای نمایش نظریه به سپس و ͬ کنیم م مرور را آن ها روی فوریه⁃اشتیلتیس

ͬ دهیم. م گسترش گروپوییدها به را فشرده موضعا گروە های نمایش

مقدمه .۱

علوم در نیز بسیاری کاربردهای تعجب کمال در که است ریاضیات شاخە های از بسیاری در اساسͬ مفاهیم از ͬͺی گروه مفهوم
برگشت پذیر فرایندهای ریاضͬ بیان ابزار مفهوم این که است این گروه اهمیت دلایل از ͬͺی است. یافته شیمͬ و ͷفیزی ازجمله دیͽر
تعریف ͬ شان خودریخت گروە های براساس هندسͬ ساختارهای ۱ هندسه در ارلانگن برنامه به توجه با اصل، در است. تقارن) (نوعͬ
به را ما گروپویید به گروه از گذر اساسا ͬ شود. م انگاشته مترادف گروه مفهوم با تقارن مفهوم که اینجاست از و ͬ شوند م مشخص و
بیابیم برگشت پذیری فرایندهای بیان برای صوری ابزار بخواهیم و نباشد موجود تقارن آن اگر حال ͬ برد. م ناجابە جایی بیشتر نظریە ای

است. کار این مناسب مفهوم گروپویید است، امͺان پذیر مختلفͬ طریقە های به آن ها در برگشت که
تعریف اعضا از بعضͬ بین شود انجام اعضا همه بین اینکه جای به آن در ضرب عمل فقط است گروه ͷی گروپویید ساده زبان به
عمل ͷی همراه به مجموعه ͷی معمولا جبر کتاب های در که نماند ناگفته ندارد. را گروە ها تقارن خاصیت نوعͬ به پس ͬ شود؛ م
سال در آلمانͬ ͬ دان ریاض برانت۲، هاینریش آنکه حال ͬ نامند م گروپویید ͷی را کند مͬ اثر مجموعه آن عضو دو هر روی که دوتایی
عضو دو هر روی دوتایی عمل برانت ͬ شده معرف ساختار در نامید، گروپویید آن را و کرد معرفͬ اولین بار برای را ساختاری ۱۹۲۶
است کرده معرفͬ برانت که گروپوییدی مورد در نیز مقاله این ͬ کنیم. م معرفͬ ادامه در که دارد بیشتری ͬ های ویژگ و ͬ شود نم تعریف
مشهور متخصصان از ͬͺی براون، رانلد .[۴۰] است شده مقایسه دیدگاه این از جبری ساختار چند ۱ جدول در است. شده نگاشته
مسیرها از مجموعە ای بە همراه مͺان ها از گردایە ای گروپویید است: کرده ذکر گروپوییدها برای را دیͽری تمثیل گروپوییدها، نظریه
ͬ شود؛ م حساب مسیر ͷی کاری هیچ انجام بدون (الف) مͺان در ماندن (۱) که شرایط این با است دیͽر مͺان به مͺانͬ از رفتن برای
(پ) به (الف) از رفتن برای مسیر ͷی (پ) به (ب) از رفتن برای دیͽر مسیر بە همراه (ب) به (الف) از رفتن برای مسیر ͷی (۲)

فوریه. جبر نمایش، نظریه گروپویید، گروپوییدی، جبرهای کلیدی: کلمات و عبارات
ولͬ پوریای محمدرضا رابط: دبیرتخصصͬ

۱۴۰۰̸۶̸۰۸ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰̸۴̸۱۲ دریافت: تاریخ
پژوهشͬ مقاله: نوع
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(ب) به (الف) از اگر که، معنͬ این به بͽیرید، نادیده را کار این و کنید طͬ وارونه را مسیر ͬ توانید م همیشه (۳) ͬ شود؛ م حساب
مسیر و ماندە اید (الف) در شما که است این مثل دقیقا کنید طͬ آن را اگر و دارید (الف) به (ب) از برگشت مسیر ͷی همیشه رفتید
است). آمده بعد بخش در بیشتر (توضیحات است تمثیل این از نمونە ای ۱آ شͺل است. مسیر همان دقیقا برگشت مسیر ͷی برگشت

گروه به شبیه ساختارهای .۱ جدول

جابە جایی وارون پذیری همانͬ شرکت پذیری عمل ͬ بودن کل

نیست لازم نیست لازم نیست لازم است لازم نیست لازم نیم گروپویید
نیست لازم نیست لازم است لازم است لازم نیست لازم ͷکوچ رسته
نیست لازم است لازم است لازم است لازم نیست لازم گروپویید
نیست لازم نیست لازم نیست لازم نیست لازم است لازم ماگما
نیست لازم است لازم نیست لازم نیست لازم است لازم شبە گروه
نیست لازم نیست لازم است لازم نیست لازم است لازم یͺدار ماگمای
نیست لازم است لازم است لازم نیست لازم است لازم طوقه
نیست لازم نیست لازم نیست لازم است لازم است لازم نیم گروه
نیست لازم است لازم نیست لازم است لازم است لازم وارون نیم گروه
نست لازم نست لازم است لازم است لازم است لازم تکوار
است لازم نیست لازم است لازم است لازم است لازم جابە جایی تکوار
نیست لازم است لازم است لازم است لازم است لازم گروه
است لازم است لازم است لازم است لازم است لازم آبلͬ گروه

چهارمتغیری دوم درجه صورت های ترکیب درباره مقالە ای طͬ ۱۹۲۶ در آلمانͬ، ریاضیدان برانت هاینریش اولین بار را گروپوییدها
دومتغیری دوم درجه صورت های ترکیب روش تعمیم درباره تحقیق سال سیزده حاصل برانت تعریف نامید[۲]. نام این به و کرد معرفͬ
حساب تعمیم برای را گروپوییدها برانت است. کبیر گاوس از میراثͬ گروپویید پس بود؛ چهارمتغیری صورت های به گاوس به منسوب

برد. بە کار نیز ناآبلͬ حالت به جبری صحیح اعداد حلقه ایدال های
میدان ها مزدوج گسترش های بین ͬ های یͺریخت توصیف برای را ترکیبی» «گروە های مشابه مفهوم ۳ لووی زمان، همان در تقریبا

داد. گسترش ۱۹۲۸ سال به گالوا ͷکلاسی نظریه درباره مقالە ای در ۴ ر بِ را او ایدە های برد. کار به
گرفت انجام ۵ آسانو دست به بە ویژه ناجابە جایی حلقە های ایدال های نظریه در که تحقیقاتͬ بە واسطه گروپویید مفهوم رفتە رفته
گرفتە اند. الͽو برانت گروپویید تعریف [۱۱]از در رسته تعریف در مͺلین و آیلنبرگ که ͬ کند م نقل [۴] در براون شد. جاافتادە تر
کاربرد اما ͬ برند. نم مثال ها در حتͬ گروپوییدها از نامͬ رستە ها درباره ۱۹۴۵ سال در معروفشان مقاله در دو آن که است این جالب
کلاف های نظریه ازجمله ریاضیات از وسیعͬ حوزە های در آلمانͬ، ریاضیدان ،۶ ارسمان تحقیقات واسطه به بعد به سال از گروپوییدها
ساختارهای گروپوییدها به ارسمان حقیقت، در یافت. گسترش فولیوشن نظریه و ، دیفرانسیل توپولوژی ، دیفرانسیل هندسه تاری،
برد؛ کار به هندسه و دیفرانسیل توپولوژی در ابزاری بە صورت را آن ها و کرد اضافه را دیفرانسیل پذیری و توپولوژی مثل دیͽری

.[۱۰] رسید چاپ به مختلف ناشر دو توسط جلد هفت در و شد ویرایش همسرش توسط مرگش از پس او تحقیقات
از خانوادە ای ͬ های یͺریخت بررسͬ مبحث در توپولوژی درباره ۱۹۳۲ سال به ۷ مایستر رایدِ از کتابی در گروپوییدها همچنین،
نظر به براون گفته بنابر و بود شده شناخته سال های در ͷتوپولوژی فضای ۸ بنیادی گروپویید مفهوم شدە اند. گرفته کار به ساختارها
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هاینریش (ب)
برانت

گروپویید ͷی از مثالͬ (آ)

۱ شͺل

پوششͬ فضاهای ͷکلاسی مفهوم به توجه با نیز [۳] براون و [۱۸] هیͽینز است. رفته کار به [۱۴] در اصطلاح این اولین بار ͬ رسد م
اثبات های گروپوییدها نمایش های از استفاده با و شدند جبری توپولوژی در بنیادی گروپویید و گروپویید مفهوم کاربرد صرافت به

کردند. ͷکلاسی قضیە های از تعدادی ͬͺتوپولوژی اثبات های بعضͬ جایͽزین را جبری
است: گفته جایی در او .[۱۵] است کرد ه استفاده گروپوییدها از گستردە ای بە طور ͷگروتندی نیز جبری هندسه در

به مهمͬ مفهومͬ پیشرفت باید ͬ رسد، م نظر به مسلم امروز گرچه را، گروپوییدها از اصولͬ استفاده فکر
از جبری هندسه تحقیقات در من خود شد. پخش ریاضیات مختلف حوزە های در که بیاوریم حساب
پیش هم ارزی رابطه ͷی توسط قسمت خارج به گذر نظریه موردش اولین کردە ام؛ زیادی استفادهای گروپویید
بود تایشمولر قله درباره تحقیقاتم موردش آخرین و شد راهنمون رسته ͷی ۹ عصب مفهوم به را من که است

است. اجتناب ناپذیر امری تایشمولر گروپویید با کار آن در که

است کرده استفاده گروە ها ͷارگودی عمل های مطالعه در ۱۰ مجازی گروە های عنوان تحت گروپوییدها از ͬͺم هم آنالیز در
ساختارها این ساخت؛ گروپوییدها برای زیادی ناجابە جایی جبری ساختارهای ͬ توان م گروە ها همانند که کرد مشاهده او .[۲۱]
چنین کرد. تعریف هار اندازه ͷتوپولوژی گروپوییدهای روی ͬ توان م ͬ کنند. م ایفا ۱۱ ک͒ن آلن ناجابجایی هندسه در اساسͬ نقش
ͷتوپولوژی گروە های مشابه پیچشͬ جبرهای ترتیب این به است. داده انجام ۱۹۷۴ در براون، دانشجویان از ͬͺی ،۱۲ سدا را کاری
بیشتر اطلاعات برای دارند؛ نویمان فون عملͽری جبرهای اندازه به قدمتͬ پیچشͬ جبرهای ۱۳ رنو از نقل به هرچند ͬ شود. م تعریف
دیفرانسیل پذیر گروپوییدهای به بود شده تعریف دیفرانسیل پذیر گروە های برای قبلا که را لͬ نظریه پرادن کنید. مراجعه [۳۹ ،۳۳] به
هندسه در لͬ جبروییدهای و لͬ گروپوییدهای نقش مطالعه به علاقە مند خواننده .[۲۵] کرد تعریف را لͬ گروپوییدهای و داد گسترش
در اساسͬ نقش و است کرده پیدا زیادی گسترش اخیر سال ۵۰ در لͬ گروپوییدهای نظریه ͬ دهیم. م ارجاع [۲۲] به را دیفرانسیل

دارد. پواسون هندسه مطالعه
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۱۵ معمای .۲ شͺل

است گروپوییدها با مرتبط ترکیبیات در مطرح مسائل از نمونە ای ۱۵ معمای ͬ شوند. م ظاهر هم ترکیبیات در حتͬ گروپوییدها
دنبالە ای برسیم دیͽر وضعیتͬ به وضعیت ͷی از اینکه برای ͷروبی مͺعب در دارد. آشنایی ͷروبی مͺعب با خواننده احتمالا .[۱۹]
مجموعه بنامیم انتقال ͷی را اعمال این از دنباله هر اگر دهیم. انجام باید را مͺعب وجە های از بعضͬ دادن دوران ازجمله اعمال از
انتقالͬ دو هر ͬ نامیم؛ م همانͬ انتقال آن را ندهیم انجام مͺعب روی کاری هیچ اگر درواقع ͬ دهند. م گروه تشͺیل انتقال ها این تمام
ͬ توان م را دلخواه انتقال دو اینکه مهم تر و است انجام قابل وارونه بە طور انتقال هر ͬ گیریم؛ م هم مساوی باشد داشته یͺسان اثر که را
گروه ͷی ͷروبی مͺعب انتقال های تمام مجموعه گروە ها، نظریه دید از پس آورد. دست به جدید انتقالͬ و داد انجام هم سر پشت
حل گروە ها، نظریه دید از است. ۴۳،۲۵۲،۰۰۳،۲۷۴،۴۸۹،۸۵۶،۰۰۰ برابر ͷروبی مͺعب انتقال های گروه اعضای تعداد است.
برساند. نظر مورد وضعیت به را شما که است انتقال ها تمام بین از نیست) یͺتا لزوما (که انتقالͬ کردن پیدا ͷروبی مͺعب کردن
تا ۱ اعداد که داریم خانه شانزده با ۲ شͺل مطابق خانە ای ۱۶ مربع ͷی مسئله این در است. متفاوت وضعیت ۱۵ معمای در اما
انتقال خانه آن بودن خالͬ شرط به خانه نزدیͷ ترین به تواند مͬ خانه هر است. خالͬ خانە ها از ͬͺی و است شده نوشته آن ها در ۱۵
برخلاف اینجا در درآورد؟ ۲ شͺل راست سمت در نشان داده وضعیت به را مربع این ͬ توان م آیا که است این سوال حالا کند. پیدا
در ͬ نامیم. م انتقال ͷی را جابە جایی ها این از دنباله هر ͬ دهد. م رخ خالͬ خانه کردن جابە جا با وضعیت تغییر هر ͷروبی مͺعب
دارای انتقال هر که است واضح پس ͬ گیریم. م نظر در وضعیت آن برای همانͬ انتقال آن را ندهیم انجام حرکتͬ اگر وضعیت هر
انتقال که بͽیرد قرار خانە ای کنار در خالͬ خانه که داد انجام هم سر پشت ͬ توان م صورتͬ در را انتقال دو همچنین است. وارون
گروپویید این و ͬ دهد م گروپویید ͷی تشͺیل ۱۵ معمای در ممͺن انتقال های تمام مجموعه پس شود. انجام آن روی است قرار دوم

کنید. مراجعه [۲۰] به بیشتر توضیحات برای است. عضوی ۱۶۷،۳۸۲،۳۱۹،۱۰۴،۰۰۰
را کوانتومͬ ͷانیͺم هایزنبرگ که: ͬ کنیم م اکتفا کن آلن مشهور گفته این ذکر به دارند. کاربردهایی هم ͷفیزی در گروپوییدها
هم ارزی رابطە های و گروە ها، مجموعە ها، که دید خواهیم تقارن ها. گروه نه و کرد کشف کوانتوم گذارهای گروپویید بررسͬ طریق از
مثال های شاید اینها بر علاوه دارند. علوم همه در فراوانͬ کاربردهای مفاهیم این است واضح و گروپوییدند از خاصͬ حالت های
درباره فراوانͬ مطالب [۵] اینترنتͬ صفحه در نداریم. خبر آن از ما که برشمرد گروپوییدها برای بتوان هم این ها از بە غیر دیͽری
دهد. مͬ قرار خواننده اختیار در گروپوییدها مورد در مفیدی اطلاعات نیز [۳۷] مقاله است. آمده آن ها کاربردهای و گروپوییدها
در وضع این ͬ رسد م نظر به ولͬ است نبوده ریاضیات رایج فرهنگ اساسͬ مفاهیم جزء گروپویید که است درست حدودی تا البته

است. تغییر حال
نظریه و جبری دیدگاه دو از را گروپوییدها دوم بخش در مقدمه، بخش این از پس آمد. خواهد زیر بە صورت مقاله این مطالب
موضعا و ͬͺتوپولوژی گروپوییدهای سه بخش در ͬ کنیم. م عرضه تعریف دو هر برای متنوعͬ مثال های و ͬ کنیم م تعریف رستە ها
تابعͬ فضاهای ͬ پردازیم. م آن ها نمایش نظریه و اندازە دار گروپوییدهای معرفͬ به چهارم بخش در ͬ کنیم. م بررسͬ و تعریف را فشرده
ͬ کنیم. م معرفͬ پنج بخش در را گروپوییدی فوریه⁃اشتیلتیس جبر و فوریه، جبر ، ∗C⁃جبر مثل اندازە دار گروپوییدهای روی متنوعͬ
درباره ͷکلاسی قضیە ای تعمیم که ͬ کنیم م اثبات اندازە دار گروپوییدهای نمایش های درباره جدید قضیە ای شش فصل در پایان، در و
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مشخص را معین مثبت توابع از خاصͬ نوع با تحویل ناپذیر نمایش های ارتباط نتیجه این است؛ فشرده موضعا گروە های نمایش های
ͬ کند. م

مثال ها و تعریف ها گروپویید: .۲

دو به کرد. خواهیم عرضه ͷهری برای زیادی مثال های و ͬ آوریم م را گروپوییدها تعریف در متفاوت رویͺرد دو بخش این در
ͬ رسد م نظر به ͬ تر طبیع که را جبری تعریف ابتدا رستە ها. نظریه دیدگاه از دیͽری و جبری ͬͺی کرد: تعریف را گروپویید ͬ توان م روش

ͬ آوریم. م

با (که ترکیب پذیر زوج های مجموعه نام به G×G از زیر مجموعه ͷی بە همراه است G مانند مجموعه ͷی گروپویید .۱ .۲ تعریف
ͬ های ویژگ دارای که G به G از x 7→ x−۱ وارون نگاشت ͷی و G به G۲ از (x, y) 7→ xy ضرب عمل ͷی و ͬ دهیم) م نشان G۲

است: زیر

۱−(x−۱)؛ = x ،x ∈ G هر برای (۱)
z(xy)؛ = x(yz) و (xy, z), (x, yz) ∈ G۲ آنگاه ،(x, y), (y, z) ∈ G۲ اگر ،x, y, z ∈ G هر برای (۲)

(x, y), (z, x) ∈ هر برای (zx)x−۱ = z, x−۱(xy) = y و (x, x−۱), (x−۱, x) ∈ G۲ xداریم ∈ G هر برای همواره (۳)
.G۲

شده تعریف مربوط ضرب های که بە شرطͬ ضرب، عمل شرکت پذیری خاصیت که ͬ کند م بیان بالا تعریف در (۲) ویژگͬ
بە صورت گروپوییدها در تعریف شده وارون و ضرب اعمال از استفاده با α, β : G → G مهم نگاشت دو است. برقرار باشند،
همچنین .x ∈ G هر برای α(x) = β(x−۱) که ͬ شود م دیده بە سادگͬ ͬ شود. م تعریف α(x) = x−۱x, β(x) = xx−۱

که داد نشان ͬ توان م وارون و ضرب اعمال ͬ های ویژگ از استفاده با .(x, y) ∈ G۲ هر برای β(xy) = β(x) و α(xy) = α(y)

بنابراین .β(y) = α(x) اگر فقط و اگر (x, y) ∈ G۲

G۲ = {(x, y) ∈ G×G : β(y) = α(x)}.

.(xy)−۱ = y−۱x−۱ و (y−۱, x−۱) ∈ G۲ آنگاه (x, y) ∈ G۲ اگر که داد نشان ͬ توان م همچنین
یͺانͬ فضای آن به و ͬ دهند م نشان G۰ = α(G) = β(G) با برابرند هم با که را β و α نگاشت های تحت G مجموعه تصویر
از کلافͬ بە صورت G۰ روی را G گروپویید β و α نگاشت های .x ∈ G هر برای β(x)x = x و xα(x) = x زیرا ͬ گویند؛ م G

کنیم ,uتعریف v ∈ G۰ هر برای اگر دراصل ͬ کند؛ م تبدیل G زیرمجموعە های

Gu = β−۱({u}) = {x ∈ G : β(x) = u}, Gv = α−۱({v}) = {x ∈ G : α(x) = v}

u ∈ G۰ برای داد نشان ͬ توان م بە سادگͬ ،Gu
v = Gu ∩Gv کنیم تعریف اگر همچنین .G =

∪
u∈G۰ Gu =

∪
v∈G۰ Gvآنگاه

فرض [۲] در برانت ͬ نامند. م u یͺروندی۱۴ یا ایزوتروپی گروه را Gu
u گروه است. u آن همانͬ عضو و است گروه Gu

u مجموعه
بود کرده فرض u, v ∈ G۰ هر برای یعنͬ بود، داده قرار گروپویید اولیه تعریف در u, v ∈ G۰ هر برای را Gu

v بودن ناتهͬ اضافͬ
گروە های تمام اجتماع ͬ شوند. م نامیده متعدی گروپوییدهایی چنین امروزه ،β(x) = u و α(x) = v که باشد موجود x ∈ G

باشد، خود ایزوتروپی  زیرگروە های از اجتماعͬ G اگر ͬ نامند. م G ایزوتروپی گروە های کلاف را
∪

u∈G۰ Gu
u یعنͬ G ایزوتروپی

رابطه است. گروپویید بە وضوح که گروه از بە غیر البته است گروپوییدها از مثال سادە ترین مورد این ͬ نامند. م گروە ها از کلافͬ را G
دیͽر بیان به ͬ شود؛ م تعریف Gu

v 6= ∅ اگر فقط و اگر u ∼ v بە صورت G۰ روی مهمͬ هم ارزی

.β(x) = u و α(x) = v که باشد موجود x ∈ G اگر فقط و اگر u ∼ v

14isotropy
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ͬ دهند. م نشان G۰/G با را رابطه این هم ارزی ردە های فضای و [u] با را u هم ارزی رده
ترکیب پذیر زوج هر برای و x−۱ ∈ H ،x ∈ H هر برای هرگاه ͬ نامند م G از زیرگروپویید را G گروپویید از H زیرمجموعه
در G|U := α−۱(U) ∩ β−۱(U) دهیم قرار و U ⊆ G۰ اگر مثال بە عنوان باشد. H در xy عضو (x, y) ∈ G۲ ∩ (H ×H)

است. U مجموعه آن یͺانͬ فضای که است G از زیرگروپوییدی G|U این صورت
(φ(x), φ(y)) ∈ H۲ ،(x, y) ∈ G۲ هر برای هرگاه ͬ نامند م همریختͬ ͷی Hرا Gو گروپویید دو φبین : G → H نگاشت
یͺریختͬ را پوشا و ͷبە ی ͷی همریختͬ .φ(x−۱) = (φ(x))−۱و φ(G۰) ⊆ H۰ داد نشان ͬ توان م .φ(xy) = φ(x)φ(y) و
گروپوییدها برای گروە ها حالت مشابه یͺریختͬ قضیە های و قسمتͬ خارج گروپوییدهای و نرمال زیرگروپویید مفهوم های ͬ نامند. م

.[۱] است شده بررسͬ
رسته کنیم. یادآوری را رسته۱۵ تعریف است بهتر بیاوریم است رستە  مفهوم بر مبتنͬ که را گروپویید دوم تعریف اینکه از قبل
از خانواده ͷی A,B ∈ Ob(C) هر برای بە طوری که است شده تشͺیل ͬ شود م داده نشان Ob(C) با که اشیا از خانواده ͷی از C

ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که دارد وجود ریختار ها بین ترکیب قانون ͷی همراه به ،ⅯorC(A,B)،۱۶ ریختار ها

fg؛ ∈ ⅯorC(A,C) آنگاه g ∈ ⅯorC(B,C) و f ∈ ⅯorC(A,B) اگر (۱)
h ∈ ⅯorC(C,D) و :f ∈ ⅯorC(A,B) ، g ∈ ⅯorC(B,C) اگر یعنͬ است، شرکت پذیر ریختار ها بین ترکیب (۲)

(fg)h = f(gh) آنگاه
هر برای ϵAf = f = fϵB بە طوری که است موجود ⅯorC(A,A) در ϵA همانͬ عنصر ͷی A ∈ Ob(C) هر برای (۳)

. f ∈ ⅯorC(A,B)

معنͬ این به ریختار ها وارون پذیری ͬ نامیم. م گروپویید آن را است وارون پذیر ریخت هر آن در که باشد رستە ای C وقتͬ .۲ .۲ تعریف
fg = ϵA بە طوری که باشد موجود g ∈ ⅯorC(B,A) مثل ریختاری آنگاه f ∈ ⅯorC(A,B) و A,B ∈ Ob(C) اگر که است

ͬ دهیم. م نشان f−۱ با را g ریختار gf؛ = ϵB و

حال این با بودند؛ شده تعریف کنند عرضه را رستە ها نظریه مͺلین و آیلنبرگ اینکه از قبل سالͬ بیست گروپوییدها گفتیم قبلا
بیستم قرن نیمه در رستە ها نظریه همین که صورت هر به ͬ کنند. نم رسته از مثالͬ بە عنوان حتͬ گروپوییدها به اشارە ای مͺلین و آیلنبرگ
Ob(G) مجموعه G مثل گروپوییدی در ،۲ .۲ تعریف بنابر شد. بیشتر نیز گروپوییدها به علاقه گرفت قرار ریاضیدانان اقبال مورد
ͷی x ∈ Gu

v هر ،Gu
v 6= ∅ اگر u, v ∈ G۰ برای بنابراین ͬ گیریم. م نظر در ریختار ها بە منزله را G اعضای و است G۰ همان

β(x)
x−→ α(x) پیͺان ͷی با را x ∈ G هر موضوع این بهتر درک برای .ⅯorG(u, v) = Gu

v یعنͬ است؛ v به u از ریختار
xy آنگاه (x, y) ∈ G۲ اگر دید این با .x ∈ G

β(x)
α(x) و G۰اند از اعضایی α(x) = x−۱x و β(x) = xx−۱ پس ͬ دهیم م نشان

ͬ شود: م تعبیر زیر بە صورت

β(x)

xy

44
x−→ α(x) = β(y)

y−→ α(y)

.(x, y) ∈ G۲ که شرطͬ به xy ∈ ⅯorG
(
β(x), α(y)

)
پس ،α(xy) = α(y) و β(xy) = β(x) که کنید توجه

ͬ کنیم. م بیان گروپوییدها از متنوعͬ مثال های ادامه در

G۰ = {e} تک عضوی مجموعه آن یͺانͬ فضای که است گروپویید ͷی G گروه هر بە وضوح است. گروپویید ͷی گروه هر
صورت این در باشد، گروە ها از مجزا دوبە دو خانواده ͷی {Gλ : λ ∈ Λ} اگر کلͬ بە طور است). G همانͬ عضو e) است
تعریف وقتͬ a, b ∈ G برای ab پس .G۲ =

∪
λ∈Λ(Gλ × Gλ) دراصل، دارد. گروپوییدی ساختار ͷی G =

∪
λ∈ΛGλ

15category 16morphisms
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این دارد. تعلق آن به که است گروهͬ در آن وارون برابر ،G عضو هر وارون گیرند. قرار گروه ͷی در b و a دوی هر که ͬ شود م
است. Gλ گروه همانͬ عضو eλ آن در که G۰ = {eλ}λ∈Λ داریم و ͬ نامند م گروە ها از کلافͬ را گروپویید

s ∈ S تحت u ∈ U نقطه تصویر و کند عمل U فضای روی راست طرف از S گروه کنید فرض انتقال. )گروپوییدهای
(u, s), (v, t)

)
زوج ͬ پذیرد. م زیر بە صورت گروپوییدی ساختار ͷی G = U × S صورت این در دهیم، نشان u.s با را

اعضا وارون همچنین ͬ شود. م تعریف (u, s)(u.s, t) = (u, st) صورت به زوج این ضرب و v = u.s هرگاه است ترکیب پذیر
α
(
(u, s)

)
= (u.s, e) بە صورت β و α نگاشت های وارون و ضرب این با ͬ شود. م تعریف (u, s)−۱ = (u.s, s−۱) بە صورت

G۰ = بە صورت گروپویید این ͬ های یͺان فضای است. S گروه همانͬ عنصر e اینجا در که ͬ  آیند درم β
(
(u, s)

)
= (u, e) و

گروپویید را گروپویید این .u ∈ U هر برای Gu = {u} × S داریم و گرفت ͬͺی U با آن را ͬ توان م که است {(u, e) : u ∈ U}
ͬ نامند. م انتقال

R = {(x, y) ∈ یعنͬ باشد، رابطه این نمودار R و U مجموعه روی هم ارزی رابطه ∼ اگر هم ارزی. رابطە های نمودار
و y = z هرگاه است ترکیب پذیر

(
(x, y), (z, w)

)
زوج ͬ پذیرد. م گروپوییدی ساختار ͷی R صورت این در ،U ×U : x ∼ y}

قطر R یͺانͬ فضای ͬ شود. م تعریف (x, y)−۱ = (y, x) بە صورت وارون و (x, y)(y, w) = (x,w) بە صورت زوج این ضرب
پس ͬ نامند. م U روی بدیهͬ گروپویید را R صورت این در ، R = U × U اگر است. R۰ = {(x, x) : x ∈ U} یعنͬ U × U

ساخت. گروپویید ͷی ͬ توان م دلخواه مجموعه هر روی هم ارزی رابطه هر با

هر برای و باشد، پوشا نگاشتͬ p : X → U و مجموعه دو U و X کنید فرض جزئͬ. دوسویی نگاشت های گروپویید
صورت این در دهیم، نشان Xu با را p−۱({u}) مجموعه u ∈ U

Iso(X, p, U) = {(v, φ, u) : است دوسویی φ : Xu → Xv و u, v ∈ U}

حالت این در و v۲ = u۱ که صورتͬ در ͬ گوییم م ترکیب پذیر را
(
(v۱, φ۱, u۱), (v۲, φ۲, u۲)

)
زوج است. گروپویید

(v, φ, u)−۱ = بە صورت وارون همچنین ͬ شود. م تعریف (v۱, φ۱, u۱)(u۱, φ۲, u۲) = (v۱, φ۱ ◦ φ۲, u۲) بە صورت ضرب
زیرگروپویید ͷی با یͺریخت گروپویید هر که ͬ کند م بیان گروپوییدها مورد در کیل۱۷ͬ قضیه ͬ شود. م تعریف (u, φ−۱, v)

.[۲۳] U و X مناسب مجموعە های بە ازای است Iso(X, p, U)

تمرکز بنیادی گروه تعریف در است. شده شناخته X مثل ͬͺتوپولوژی فضای پوانکاره گروه یا بنیادی گروه بنیادی. گروپویید
در ͬ شوند. م گرفته نظر در X در موجود مسیرهای تمامͬ بنیادی گروپویید در که صورتͬ در است؛ X فضای در بسته مسیرهای روی
هم ارزی رابطه ͷی یͺسان، پایان و شروع نقطه با X در واقع مسیرهای بین هموتوپ بودن رابطه باشد، ͷتوپولوژی فضای X اگر واقع
کنیم نگاه رستە ها دید از اگر که است گروپویید ͷی ͬ شود م داده نشان G = Π۱(X) با که X به مربوط بنیادی گروپویید است.
شرط با است γ : [۰,۱] → X مسیرهای هم ارزی کلاس های VG(x, y) مجموعه x, y ∈ X هر برای و Ob(G) = X داریم
همچنین .z = y که بە شرطͬ (γ, η) ∈ G۲ صورت این در ،η ∈ VG(z, w) و γ ∈ VG(x, y) اگر .γ(y) = ۱ و γ(۰) = x

ͬ آید. م بە دست [۰,۱] دامنه با نیاز صورت در مسیر این مجدد پارامتر سازی و η و γ مسیر دو چسباندن بە هم از γη ∈ VG(x,w)

ͬ شود. م تعریف γ−۱(t) = γ(۱− t) بە صورت γ−۱ ∈ ⅯorG(y, x) آنگاه γ ∈ VG(x, y) اگر همچنین
برخورد است کرده مطرح ۱۹۳۳ در که وان کامپن از مسئلە ای به توپولوژی درباره [۳] کتاب نگارش طͬ در که ͬ کند م نقل براون
مجموعه دو از اجتماعͬ X فضای که شرطͬ به است W و V ،U اطلاعات اساس بر Π(X,x) بنیادی گروه تعیین مسئله آن ͬ کند. م
نقطه ͷی گرفتن نظر در جای به ͬ شود م مجبور براون نیستند همبند لزوما W و V ،U چون .W = U ∩ V و باشد V و U باز
از استفاده با او بͽیرد. نظر در است W همبندی مولفه هر از نقطه ͷی شامل که را X نقاط از A مانند مجموعه ͷی ،x ∈ X پایه
ͬ گیرد. م نتیجه آن از را گروه حالت و ͬ کند م ثابت بنیادی گروپویید برای را وان کامپن مسئله ͬ تر کل حالت بنیادی گروپویید مفهوم

17Cayley
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اولین [۱۴] فاکس ͬ رسد م نظر به کند. مطالعه بنیادی گروپوییدهای برای را وان کامپن قضیه [۶] مقاله در ͬ تواند م علاقە مند خواننده
است. برده بە کار را بنیادی» «گروپویید اصطلاح که است کسͬ

برای اگر حالا است. شرکت پذیر دوتایی عمل ͷی بە همراه S مثل مجموعە ای نیم گروه گروپویید. نقش در وارون نیم گروە های
ͷی را S آنگاه (t = s∗ ͬ نویسند م معمولا حالت این (در sts = s, tst = t که باشد موجود t ∈ S یͺتای عضو s ∈ S هر
شده تشͺیل s ∈ S که ss∗ اعضای تمام از و ͬ دهند م نشان E(S) با را S خود  توان اعضای مجموعه ͬ نامند. م ۱۸ وارون نیم گروه

دارد. وارون نیم گروە های مطالعه در ویژە ای اهمیت E(S) است.
مجموعه و GS = S مجموعە ای، نظر از گرفت. نظر در GS گروپویید بە صورت را S وارون نیم گروه هر ͬ توان م اکنون
است. S نیم گروه ضرب همان ضرب و است {(s, t) ∈ S × S : s∗s = tt∗} مجموعه برابر ،G۲

S یعنͬ ترکیب پذیر زوج های
.[۲۶] است E(S) یͺانͬ فضای با گروپویید ͷی GS که دید و کرد بررسͬ ͬ توان م بە سادگͬ

P : خطͬ تبدیل ͷی ،H روی تصویر۱۹ عملͽر ͷی از منظور باشد هیلبرت فضای H اگر جزئͬ. طولپایی های گروپویید
باشد تصویر عملͽر TT ∗ هرگاه ͬ نامیم م ۲۰ جزئͬ طولپای را T : H → H کراندار و خطͬ عملͽر .P ۲ = P که است H → H

طولپایی T هندسͬ دید از باشد. چنین T ∗ اگر فقط و اگر است جزئͬ طولپایی T بە وضوح است. T عملͽر الحاق T ∗ آن در که
برد برابر ker(T )⊥ که دهیم تذکر است لازم باشد. طولپایی ،T هسته متعامد فضای ،ker(T )⊥ روی اگر فقط و اگر است جزئͬ
را جزئͬ طولپایی هر بنابراین ͬ شود. م نامیده T نهایی فضای TT ∗ برد بە علاوه و است موسوم T اولیه فضای به و است T ∗T

بنابراین و T ∗TT ∗ = T ∗ و TT ∗T = T داد نشان ͬ توان م گرفت. نظر در نهایی اش فضای به اولیه فضای از طولپایی ͬ توان م
گروپویید ͷی گفتیم، بالا مثال در که طور همان و است وارون نیم گروه ͷی هیلبرت فضای ͷی روی جزئͬ طولپایی ها تمام مجموعه

تصویرند. عملͽرهای فضای آن یͺانͬ فضای حالت این در و است

x 7→ ،(β, α) : G → G۰ × G۰ نگاشت هرگاه ͬ نامند م ۲۱ اصلͬ را G گروپویید متعدی. و اصلͬ گروپوییدهای
اگر است متعدی G که داد نشان ͬ توان م باشد. پوشا نگاشت این هرگاه ͬ نامند م ۲۲ متعدی را G و باشد ͷی به ͷی (β(x), α(x))

باشد. هم ارزی رده ͷی دارای فقط G۰ روی شده تعریف هم ارزی رابطه اگر فقط و
روی آزاد بە صورت S اگر فقط و اگر است اصلͬ گروپویید ͷی G داد نشان ͬ توان م ۲ مثال G = U × S انتقال گروپویید در
U روی متعدی بە صورت S اگر فقط و اگر است متعدی گروپویید این همچنین .s = e آنگاه u.s = u اگر یعنͬ کند؛ عمل U

.u.s = v که باشد موجود s ∈ S عضو ،u, v ∈ U هر برای یعنͬ کند عمل
آنگاه باشد اصلͬ گروپویید ͷی G اگر همچنین است. اصلͬ گروپویید هم شد گفته ۲ مثال در که هم ارزی رابطە های نمودار
تعریف G۰ روی قبلا که هم ارزی رابطه نمودار با را G گروپویید x 7→ (β(x), α(x)) ،(β, α) : G → G۰ × G۰ نگاشت
واقع در است. خودش متعدی زیرگروپوییدهای از مجزایی اجتماع گروپویید هر که کنید توجه ͬ کند. م یͺریخت جبری بە طور کردیم،
را هم ارزی رابطه این هم ارزی ردە های تمام مجموعه و باشد G۰ روی تعریف شده هم ارزی رابطه در u ∈ G۰ هم ارزی رده [u] اگر
است. G از متعدی زیرگروپویید ͷی G[u] := α−۱([u]) = β−۱([u]) داد نشان ͬ توان م صورت این در دهیم، نشان G۰/G با

.G =
∪

[u]∈G۰/GG[u] لذا و هستند مجزا متناظر زیرگروپوییدهای آنگاه [u] 6= [v] اگر بە علاوه
است شده ثابت یͺریخت اند. هم با u ∈ G۰ ،Gu

u یͺروندی گروە های همه متعدی گروپویید هر در که دهیم توجه است لازم
و مجموعه) ͷی روی هم ارزی رابطه بزرگترین (نمودار بدیهͬ گروپویید ͷی دکارتͬ حاصل ضرب با یͺریخت متعدی گروپویید هر که
بدیهͬ گروپویید G۰ ×G۰ و است u ∈ G۰ در یͺروندی گروه Gu

u آن در که G ' Gu
u × (G۰ ×G۰) واقع در است. گروه ͷی

.[۲۳] است G۰ روی

18inverse semigroup 19projection 20partial isometry 21principal 22transitive
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ͷی ترکیب پذیر زوج های مجموعه G۲ آن وقت باشد، گروپویید G اگر کنیم. بیان را نکتە ای دهید اجازه بخش این پایان در
بە صورت G۲ ترکیب پذیر زوج های مجموعه ͬ پذبرد. م گروپوییدی ساختار

(G۲)۲ = {
(
(x, y), (z, w)

)
∈ G۲ ×G۲ : z = xy}

ͬ شود. م تعریف (x, y)−۱ = (xy, y−۱) بە صورت وارون و (x, y)(xy,w) = (x, yw) بە صورت ضرب و

فشرده موضعا و ͷتوپولوژی گروپوییدهای .۳

ͷتوپولوژی گروه که باشید داشته یاد به ͬ افتد. م اتفاقͬ چه ببینیم و کنیم اضافه توپولوژی قدری گروپوییدها به دهید اجازه اکنون
گروه از منظور همچنین پیوستە اند. توپولوژی آن به نسبت وارون و ضرب نگاشت های که توپولوژی ͷی همراه به است گروهͬ
آنالیز به علاقە مند خواننده است. هاسدورف و فشرده موضعا آن توپولوژی که است ͬͺتوپولوژی گروه فشرده موضعا ͷتوپولوژی

ͬ دهیم. م ارجاع [۱۳] کتاب به را فشرده موضعا گروە های روی ͷهارمونی

G از وارون عمل و G به G۲ از ضرب عمل که توپولوژی ͷی همراه به است گروپوییدی ،ͬͺتوپولوژی گروپویید ͷی .۱ .۳ تعریف
ͬ شود. م گرفته نظر در G×G روی حاصل ضربی توپولوژی از ارثͬ توپولوژی با G۲ اینجا در باشد. پیوسته G به

که فشرده موضعا گروپوییدهای تعریف بنابر شرط (این باشد هاسدورف ،G نسبی توپولوژی با G۰ کنیم فرض اگر همچنین
G۰ × G۰ از بسته زیرمجموعە ای ∆ = {(u, u) : u ∈ G۰} داد نشان ͬ توان م بە سادگͬ آنگاه است)، برقرار آمد خواهد ادامه در
که ͬ شود م نتیجه ،(x, y) 7→ (α(x), β(x)) تعریف با (α, β) : G × G → G۰ × G۰ نگاشت پیوستگͬ به توجه با و است
G۲ گروپویید به G گروپویید ͬͺتوپولوژی ͬ های ویژگ از خیلͬ بنابراین است. G×G از بستە ای زیرمجموعه G۲ = (α, β)−۱(∆)

ͬ یابد. م انتقال
برخͬ که است این دارد وجود این در که مشͺلͬ فشردە اند. موضعا ͬ شوند م مطالعه آنالیز در که ͷتوپولوژی گروپوییدهای
کتاب سوم ضمیمه در گروپوییدها این از مثالͬ غیرهاسدورف اند. معمولا ͬ شوند م ظاهر عمل در که فشردە ای موضعا گروپوییدهای
فشرده موضعا گروپوییدهای روی انتگرالͬ نگاشت های آنجا (در است مقاله این اهداف از خارج مثال این معرفͬ و است آمده [۲۶]
GS گروپویید در ͬ شود م ثابت سپس پیوستە اند. نگاشت ها این باشد هاسدورف گروپوییدی اگر که ͬ شود م ثابت و ͬ شود م معرفͬ
نیست). هاسدورف گروپویید این لذا و نیستند پیوسته نگاشت ها این ،[۲۷] در S وارون نیم گروه به مربوط ۲ تعریف در ͬ شده معرف
داریم را هاسدورف بودن به شبیه ͬ هایی ویژگ کافͬ اندازه به آمد خواهد ادامه در که فشرده موضعا گروپویید تعریف در که آنجا از
غیرهاسدورف گروپوییدهای برای است برقرار هاسدورف فشرده موضعا گروپوییدهای برای که را احͺامͬ آن ها از استفاده با ͬ توان م و
ازجمله نویسندگان برخͬ ولͬ ͬ دهیم. نم قرار را بودن هاسدورف شرط فشرده موضعا گروپویید تعریف در بنابراین کرد، ثابت هم
شرط فشرده موضعا گروپویید تعریف در است گروپوییدها نظریه در مهم مراجع از ͬͺی که [۳۱] خود دکتری رساله در رنو جان

ͬ آوردیم. م [۲۶] کتاب از را زیر تعریف است. داده قرار را هاسدورف بودن

صدق کند: زیر شرایط در که است ͷتوپولوژی گروپوییدی فشرده موضعا گروپویید .۲ .۳ تعریف

باشد؛ هاسدورف و فشرده موضعا G از حاصل نسبی توپولوژی با G۰ یعنͬ G یͺانͬ فضای (الف)
پایه ͷی C اعضای درون خانواده که باشد موجود G از هاسدورف و فشرده زیرمجموعە های از C مثل شمارا خانواده ͷی (ب)

دهند؛ تشͺیل G توپولوژی برای
باشد؛ G از حاصل نسبی توپولوژی با هاسدورف و فشرده موضعا زیرمجموعە ای Gu هر (پ)

باشد. داشته چپ هار سیستم ͷی G فضای (ت)

بورل اندازه ͷی λu هر آن در که λ = {λu}u∈G۰ مثل خانواده ͷی از است عبارت چپ هار سیستم ͷی از منظور اینجا در
ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که است Gu فشرده موضعا هاسدورف فضای روی مثبت

۳۵ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129385.1444
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است؛ Gu مجموعه کل برابر λu هر محمل (۱)
با پیوسته توابع ،Cc(G

۰) به متعلق G۰ روی g۰(u) =
∫
Gu g(z)dλ

u(z) تعریف با g۰ تابع ،g ∈ Cc(G) هر برای (۲)
باشد؛ ،G۰ روی فشرده محمل

،x ∈ G هر و f ∈ Cc(G) هر برای (۳)∫
Gα(x)

f(xz)dλα(x)(z) =

∫
Gβ(x)

f(y)dλβ(x)(y).

پس β(z)؛ = α(x) لذا و z ∈ Gα(x) زیرا است شده تعریف چپ سمت انتگرال در موجود ضرب که کنید توجه
.(x, z) ∈ G۲

آنگاه ، λu(E) = λu(E−۱) کنیم تعریف Gu بورل زیرمجموعە های روی u ∈ G۰ هر برای اگر که باشید داشته توجه
ͬ کند. م تعریف راست هار سیستم ͷی {λu}u∈G۰

روی µ مثل رادونͬ مثبت اندازه است، شده ساخته G فشرده موضعا ͷتوپولوژی گروه روی آنالیز مطالعه برای که ابزاری مهم ترین
تعریف ۱۹۳۳ سال در هار آلفرد را اندازه این .µ(xE) = µ(E) ،G از E بورل زیرمجموعه هر و x ∈ G هر برای که است G
از استفاده با وی آندره اولین بار را فشرده موضعا گروە های روی چپ هار اندازه یͽانگͬ و وجود ͬ نامند. م چپ هار اندازه آن را و کرد
از استفاده با .[۷] کرد بازنویسͬ انتخاب اصل از استفاده بدون را او اثبات کارتان آنری آن از پس کرد. [۳۶]ثابت در انتخاب اصل
ͬ توان م اندازه این داشتن با همچنین ساخت. ͬ توان م گروە ها این روی مهمͬ تابعͬ فضاهای فشرده موضعا گروە های روی هار اندازه 
را هیلبرت پنجم مسئله هار اندازه از استفاده با نویمان فون داد. تعمیم فشرده موضعا گروە های به را متناهͬ گروە های نمایش نظریه

کرد. اثبات فشرده ͷتوپولوژی گروە های مورد در
نتیجه را چپ هار سیستم وجود ۲ .۳ تعریف (پ) و (ب) (الف)، ͬ های ویژگ از ͬ توان نم فشرده موضعا گروە های برخلاف
ͬ کند م صدق ۲ .۳ تعریف (پ) و (ب) ͬ های(الف)، ویژگ در که ͬ کند م ذکر ͷتوپولوژی گروپویید ͷی از مثالͬ [۳۴] در سدا گرفت.
به نیست، یͺتا لزوما فشرده موضعا گروپوییدهای برای هار سیستم همچنین ندارد. چپ هار سیستم یعنͬ ندارد؛ را (ت) ویژگͬ اما

کنید. توجه آوردە ایم [۲۶] کتاب از که زیر مثال

روی هم ارزی رابطه بزرگ ترین Gرا اگر باشد. هاسدورف و دوم نوع شمارش پذیر فشرده، موضعا فضای ͷیX کنید فرض .۳ .۳ مثال
G۰ = {(x, x) : x ∈ X} و است گروپویید ͷی ۲ مثال در ͬ شده معرف ساختار آن وقتGبا ،G = X×X یعنͬ بͽیریم؛ Xدرنظر
ͬ کند. م صدق فشرده موضعا گروپویید تعریف اول ویژگͬ سه در حاصل ضربی توپولوژی با G فضای گرفت. ͬͺی X با آن را ͬ توان م و
اندازه u ∈ X هر برای باشد. X روی منظمͬ مثبت بورل اندازه µ کنید فرض ،G روی چپ هار سیستم ͷی ساختن برای
A بورل زیرمجموعه هر برای اکنون است. u در دیراک اندازه δu آن در که بͽیرید نظر در Gu = {u}×X روی را λu = δu×µ

که است G روی چپ هار سیستم ͷی {λu}u∈X که کرد بررسͬ ͬ توان م بە سادگͬ .λu({u} ×A) = µ(A) کنید تعریف ،X از
ͬ توان م مثلا و است موجود X فشرده موضعا فضای روی µ مختلفِ اندازە های کلͬ حالت در که آنجا از ͬ شود. م ساخته µ توسط

نیست. یͺتا µ توسط ساختە شده چپ هار سیستم بنابراین گرفت، نظر در را µ۲ و µ۱ مثل هم به نسبت منفرد بە دو دو اندازه دو

است. [۳۸] وستمن به منسوب ͬ شود م گفته هم پیوسته چپ هار سیستم آن به گاهͬ که چپ هار سیستم از تعریف این

آن ها یͺانͬ نمایش های و اندازە دار گروپوییدهای .۴

ͷی G۰ روی اگر حال است. نشده گرفته فرض G روی اندازە ای هیچ وجود G فشرده موضعا گروپویید تعریف در دیدیم
برای ابزاری G روی اندازه ͷی وجود ساخت. G روی اندازه ͷی ͬ توان م هار سیستم و آن از استفاده با باشد، داشته وجود اندازه
گروپویید ها این مطالعه به بخش این در ͬ دهد. م دست به آن ها روی تابعͬ فضاهای ساختن و گروپوییدها روی نمایش نظربه معرفͬ

ͬ پردازیم. م
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اندازه دو {λu}u∈G۰ هار سیستم و µ آنگاه باشد G۰ روی احتمال اندازه µ و باشد فشرده موضعا گروپوییدی G اگر .۱ .۴ تبصره
ͬ کند: م تعریف زیر بە صورت G بورل زیرمجموعە های روی ν−۱ و ν مثبت بورل منظم

ν(E) =

∫
G۰

λu(E ∩Gu)dµ(u), ν−۱(E) = ν(E−۱).

کرد. تعریف را Lp(G, ν) فضاهای ͬ توان م اندازە ها این از استفاده با که کنید توجه
مشتق باشد شبە پایا µ اگر باشد. مطلق پیوسته دیͽری به نسبت ͷهری یعنͬ ν؛ ∼ ν−۱ اگر ͬ نامند م ۲۳ شبە پایا را µ اندازه
موضعا گروه G که حالتͬ در ͬ نامند. م µ پیمانە ای تابع آن را و ͬ دهند م نشان Dµ = dν

dν−۱ با را ν−۱ به نسبت ν رادون⁃نیͺودیم
G پیمانە ای تابع همان Dδe = ∆ و ν = λ آن وقت باشد G همانͬ عضو در دیراک اندازه µ = δe و λ چپ هار اندازه با فشرده

است. پیوسته گروهͬ همریختͬ ͷی ∆ : G → (R+, ·) و است
اندازە ای µ اگر که است کرده ثابت [۱۶] در هان پیتر است. برقرار نتایجͬ چنین شبیه فشرده موضعا گروپوییدهای حالت در
Dµ(xy) = و است برقرار G روی ν⁃پوچ مجموعه ͷی روی بە جز همە جا Dµ(x

−۱) = Dµ(x)
−۱ باشد، G۰ روی شبە پایا

بە صورت G۲ روی ν۲ اندازه اینجا در که است برقرار G۲ روی ν۲⁃پوچ مجموعه ͷب روی بە جز همە جا Dµ(x)Dµ(y)

ν۲ =

∫
G۰

∫
Gu

∫
Gu

dλu(x)dλ
u(y)dµ(u)

درباره مولͬ پاول که نکتە ای و [۲۰ .۳ قضیه ،۲۹] از استفاده با که است کرده اشاره [۲۶] کتابش در پترسون آلن ͬ شود. م تعریف
D(x−۱) = D(x)−۱ یعنͬ است؛ G روی بورل همریختͬ ͷی Dµ که داد نشان ͬ توان م است آورده [۲۳] در پیمانە ای تابع تعریف

اندازە ای ν۰ آنگاه ،dν۰ = D
−۱
۲

µ dν کنیم تعریف اگر .(x, y) ∈ G۲ هر برای Dµ(xy) = Dµ(x)Dµ(y) و x ∈ G هر برای
را G۰ روی شبە پایا اندازە های تمام مجموعه .ν۰(E) = ν۰(E−۱) ،Gاز E بورل زیرمجموعه هر برای که ͬ کند م تعریف G روی

ͬ دهیم. م نشان Q با

این در باشد، ۱ .۴ تبصره مفهوم به µ شبە پایا اندازه و λ چپ هار سیستم همراه به فشرده موضعا گروپویید ͷی Gاگر .۱ .۴ تعریف
ͬ نامند. م ۲۴ اندازە دار» «گروپویید ͷی را (G,λ, µ) صورت

مثل مربوط تابعͬ ساختارهای معرفͬ آن دنبال به و اندازە دار گروپوییدهای یͺانͬ نمایش های تعریف برای لازم ابزارهای اکنون
داریم. را گروپوییدی ∗C⁃جبر

ͬ نامیم م یͺانͬ را H روی T عملͽر باشد هیلبرت فضای ͷی H و باشد فشرده موضعا گروه ͷی G اگر که ͬ کنیم م یادآوری
ͬ دهند م نشان U(H) با را H روی یͺانͬ عملͽرهای تمام مجموعه است. همانͬ عملͽر I آن در که T ∗T = TT ∗ = I هرگاه
π(x−۱) = که است π : G → U(H) گروهͬ همریختͬ ͷی H روی G از یͺانͬ نمایش ͷی است. گروه ترکیب عمل با و
نمایش های که است شده داده نشان است. پیوسته πu,v : x 7→ 〈π(x)u, v〉 نگاشت u, v ∈ H هر برای و (π(x))∗ = π(x)−۱

πL ناتباهیده نمایش ͷی H روی G از π یͺانͬ نمایش هر که معنͬ بدین است: متناظر L۱(G) ۲۵ ناتباهیده نمایش های با G یͺانͬ
فرمول با f ∈ L۱(G) هر برای πL(f) : H → H که صورت این به ͬ کند م القا H روی L۱(G) از

〈πL(f)u, v〉 =
∫
G
f(x)〈π(x)u, v〉dλ(x)

نمایش های تناظر این در ͬ آید. م بە دست G روی یͺانͬ نمایش ͷی از L۱(G) از ناتباهیده نمایش هر برعکس و ͬ شود م تعریف
ͬ شوند[۱۳]. م مربوط هم به تحویل ناپذیر

23quasi-invariant 24measured groupoid 25nondegenerate
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آن در که πL(f)ξ توسط تولید شده فضای که است معنͬ این به هیلبرت فضای ͷی روی L۱(G) از نمایش ͷی بودن ناتباهیده
فوریه⁃اشتیلتیس جبر و فوریه جبر ، ∗C⁃جبر ساختن برای ابزاری یͺانͬ نمایش های است. چͽال H در ξ ∈ H و f ∈ L۱(G)

کرد. خواهیم تعریف اندازە دار گروپوییدهای برای را ساختارها این ادامه در که Gاند گروه
[۹] در هیلبرت فضاهای کلاف نظریه داریم. هیلبرت فضاهای کلاف مفهوم به احتیاج گروپوییدها یͺانͬ نمایش معرفͬ برای

است. شده گرفته کار به هم [۲۶] در که است شده تعریف زیر صورت به

موضعا هاسدورف فضای X آن در که ͬ شود م تعریف (X, {Hu}u∈X , µ) سە تایی با هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی .۲ .۴ تعریف
ͷی از منظور است. هیلبرت فضای Hu مجموعه u ∈ X هر برای و X روی احتمال اندازه ͷی µ دوم، نوع شمارش پذیر فشرده

. ξ(u) ∈ Hu داریم u ∈ X هر برای که است ξ : X →
∪

u∈X Hu مثل تابعͬ کلاف، این از ۲۶ بخش

خاصͬ ͬ های ویژگ در و ͬ نامند م اندازە پذیر بخش های آن را اعضای که است موجود S مثل بخش ها این از خطͬ زیرفضای ͷی
X روی µ⁃اندازە پذیر تابعͬ u 7→ ‖ξ(u)‖ تابع ξ ∈ S هر برای که است این S اعضای ویژگͬ مهم ترین .[۲۶] ͬ کند م صدق
سمت در ظاهرشده داخلͬ ضرب و نرم که است ⁃اندازە پذیر µ تابعͬ u 7→ 〈ξ(u), η(u)〉 تابع ξ, η ∈ S هر برای همچنین و است

است. Hu هیلبرت فضای در راست
که ͬ شود م وابسته ξ اندازە پذیر بخش های هم ارزی کلاس های از L۲(X, {Hu}, µ) فضای هیلبرت، فضاهای از کلاف هر به

القایی نرم و داخلͬ ضرب با فضا این انتگرال پذیراست. u → ‖ξ(u)‖۲ آن در

〈ξ, η〉 =
∫
X
〈ξ(u), η(u)〉dµ(u), ‖ξ‖۲ =

(∫
X
‖ξ(u)‖۲dµ(u)

) ۱
۲

است. هیلبرت فضای
بیاوریم. رنو جان از [۳۱] طبق را یͺانͬ نمایش تعریف تا هستیم آماده اکنون

نمایش ͷی از منظور باشد، هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی (G۰, {Hu}, µ) و اندازە دار گروپویید ͷی (G,λ, µ) اگر .۳ .۴ تعریف
با را L(x) ∈ B(Hα(x),Hβ(x)) یͺانͬ عملͽر x ∈ G هر به که است G روی L نگاشت ͷی کلاف، این روی G برای یͺانͬ

ͬ دهد: م نسبت زیر شرایط

است؛ Hu روی همانͬ عملͽر L(u) ،u ∈ G۰ هر برای (۱)
L(xy)؛ = L(x)L(y) ،(x, y) ∈ G۲ همه ν۲⁃تقریبا برای (۲)

L(x−۱)؛ = L(x)−۱ ،x ∈ G همه ν⁃تقریبا برای (۳)
باشد. پذیر ν⁃اندازه تابعͬ x → 〈L(x)ξ(α(x)), η(β(x))〉 تابع ξ, η ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) هر برای (۴)

شبە پابا اندازە ای µ همچنین .L(x)ξ(α(x)) ∈ Hβ(x) زیرا است تعریف شده (۴) در استفادە شده داخلͬ ضرب که کنید توجه
است. ν۰ و ν۲ ،ν−۱ ،ν ساختە شده اندازە های با G۰ روی

عملͽرهای بە صورت را G نمایش این در فشرده. موضعا گروە های روی چپ منظم نمایش به کنیم اشارە ای دهید اجازه
آن در که ͬ شود م تعریف x 7→ L(x) بە صورت L : G → B(L۲(G)) واقع، در ͬ دهند. م نمایش L۲(G,λ) روی یͺانͬ
نسبت را Lxf(y) = f(x−۱y) فرمول با L۲(G) در Lxf تابع f ∈ L۲(G) تابع به L(x) : L۲(G) → L۲(G) عملͽر
نمایش تعریف برای او است. کرده بررسͬ موشͺافانه بسیار را اندازە دار گروپوییدهای نمایش نظریه در[۳۱] رنو جان ͬ دهد. م
داده نشان سپس و است گرفته درنظر ،u ∈ G۲ هر برای را ،Hu = L۲(Gu, λu) ابتدا G اندازە دار گروپویید روی چپ منظم
بە صورت x ∈ G برای را Lreⅾ(x) و است ۲ .۴ در گفتە شده مفهوم به هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی (G۰, {Hu}, µ) که است

26section
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G از یͺانͬ نمایش این که است داده نشان و کرده تعریف Lreⅾ(x)(h)(z) = h(x−۱z) فرمول با Lreⅾ(x) : Hα(x) → Hβ(x)

است. نامیده چپ منظم نمایش آن را و است

مجموعه زیر باشد. µ و λ هار سیستم توسط ساختە شده اندازه ν و G۰ روی شبە پایا اندازه ͷی µ کنید فرض .([۳۱]) ۴ .۴ تعریف
را µ اندازه اکنون .x ∈ G همه ν⁃تقریبا برای β(x) ∈ A اگر فقط و اگر α(x) ∈ A شرطͬ به ͬ نامیم م پایا تقریبا را G۰ از A

باشد. متمم پوچ) با (یعنͬ همپوچ یا پوچ G۰ از پایا تقریبا زیرمجموعه هر اگر ͬ نامیم م ۲۷ ͷارگودی

ͬ کنیم. م استفاده است آمده [۱۷۳ صفحه ،۹] در که هیلبرت زیرکلاف های مفهوم از ادامه در

باشد. (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت فضاهای کلاف روی G از نمایشͬ L و G۰ روی پایا شبه اندازه ͷی µ کنید فرض .۵ .۴ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م نابدیهͬ پایای را (G۰, {Mu}, µ) زیرکلاف

L(x)Mα(x)؛ ⊆ Mβ(x) xها، ∈ G همه ν⁃تقریبا برای (۱)
.µ{u : Mu 6= Hu} > ۰ و µ{u : Mu 6= ۰} > ۰ (۲)

بخش باشد، (G۰, {Hu}, µ) از زیرکلافͬ (G۰, {Mu}, µ) وقتͬ .([۹]) ۲ .۴ تبصره

P : G۰ →
∪

u∈G۰

B(Hu), u 7→ P (u) ∈ B(Hu)

زیرفضای L۲(G۰, {Mu}, µ) و است تصویر عملͽرهای از کراندار اندازە پذیر بخش ͷی است، Mu روی تصویر P (u) آن در که
است. زیرفضا این روی تصویر عمͽر P =

∫ ⊕
P (u)dµ(u) اینجا در که است L۲(G۰, {Hu}, µ) از بستە ای

هیلبرت کلاف روی G از L نمایش .µ ∈ Q و باشد λ هار سیستم با فشرده موضعا گروپویید ͷی G اگر .۶ .۴ تعریف
صورت این غیر در باشد، نداشته نابدیهͬ پایای زیرکلاف ۵ .۴ تعریف مفهوم به هرگاه ͬ نامند م تحویل ناپذیر را (G۰, {Hu}, µ)

ͬ نامند. م تحویل پذیر را آن

بسته پایای زیرفضای نداشتن یا داشتن به هیلبرت فضاهای روی ∗C⁃جبرها نمایش های تحویل پذیری یا تحویل ناپذیری مفهوم
دارد. ارتباط

.µ(Ec) > ۰ و µ(E) > ۰ که بە طوری است موجود G۰ از E پایای تقریبا زیرمجموعه آنگاه نباشد ͷارگودی µ اگر .۳ .۴ تبصره
آن در که (G۰, {Mu}, µ) آنگاه باشد (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت فضاهای کلاف روی G از نمایش ͷی L اگر اکنون

Mu =

{
Hu u ∈ Eاگر
۰ صورت این غیر در

ͬ کنیم م تحویل ناپذیر نمایش های از صحبت وقتͬ بنابراین است. پایا L تحت بە وضوح و است (G۰, {Hu}, µ) از زیرکلاف ͷی
فقط و اگر است نابدیهͬ (G۰, {Hu}, µ) از (G۰, {Mu}, µ) زیرکلاف است ͷارگودی µ وقتͬ همچنین است. ͷارگودی µ اندازه

.µ{u : ۰ 6= Mu 6= Hu} > ۰ اگر

27ergodic
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G یͺانͬ نمایش های هم ارزی کلاس های خانواده را Σ(G) اگر ،G فشرده موضعا گروه برای گروپوییدی. ∗C⁃جبر .۱ .۴
Hπ روی L۱(G) از نمایش ͷی Hπ هیلبرت فضای روی یͺانͬ عملͽرهای گروه به G از π ∈ Σ(G) نمایش هر بͽیریم نظر در

بە  صورت

〈π(f)v, w〉 =
∫
G
f(x)〈π(x)v, w〉dλ(x)

هیلبرت فضای آن روی کراندار خطͬ تابعک ͷی هیلبرت فضای عضو هر ریس نمایش قضیه طبق که کنید (توجه ͬ کند م تعریف
ͬ کنند؛ م تعریف را ‖f‖C∗ = sup{‖π(f)‖ : π ∈ Σ(G) } نرم L۱(G) روی ͬ شود). م تعریف داخلͬ ضرب توسط که است

ͬ دهند. م نشان C∗(G) با و ͬ نامند م G گروه ∗C⁃ جبر را نرم این با L۱(G) کامل شده نیست. کامل نرم این با L۱(G)

[۱۷] در هان پیتر ͬ دهند. م نشان Cc(G) با را G روی فشرده محمل با مختلط توابع فضای G فشرده موضعا گروپویید برای
آن در که است، کرده تعریف ‖f‖I = max{‖f‖I,r, ‖f‖I,l} بە صورت را ‖.‖I نرم فضا این روی

‖f‖I,r = sup

{∫
Gu

|f(t)|dλu(t) : u ∈ G۰
}
, ‖f‖I,l = sup

{∫
Gu

|f(t)|dλu(t) : u ∈ G۰
}
.

برگشت نگاشت و است جدایی پذیر نرمدار ∗⁃جبر ͷی زیر، برگشت۲۸ و ضرب و ‖.‖I نرم با Cc(G) که است داده نشان رنو جان
است: طولپایی ͷی f 7→ f∗

f ∗ g(x) =
∫
Gβ(x)

f(y)g(y−۱x)dλβ(x)(y), f∗(x) = f(x−۱).

عملͽرها الحاق و نرم به نسبت که هیلبرت فضای هر روی کراندار عملͽرهای از زیرجبر هر ،[۳۵] سͽال تعریف به توجه با
ͷی نمایش ها این با ͬ توانیم م بشناسیم را Cc(G) نرمدار ∗⁃جبر پیوسته I⁃نرم نمایش های اگر بنابراین است. ∗C⁃جبر باشد بسته

ͬ کنیم. م بیان ادامه در که است داده انجام [۳۱] در را کار این رنو جان کنیم. تولید جدایی پذیر ∗C⁃جبر

ͬ کنیم م تعریف (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی روی G اندازە دار گروپویید از L یͺانͬ نمایش هر برای
بە صورت را πL : Cc(G) → B(H) و H = L۲(G۰, {Hu}, µ)

〈πL(f)ξ, η〉 =
∫
G
f(x)〈L(x)(ξ(α(x))), η(β(x))〉dν۰(x)

πL(f
∗) = πL(f)

∗ همچنین است. H روی Cc(G) از ناتباهیده نمایش ͷی πL که است شده ثابت [۳۱] در ͬ کنیم. م تعریف
است، درست نیز مسئله این عکس .‖πL‖ ≤ ۱ لذا و ξ, η ∈ H ،f ∈ Cc(G) هر برای |〈πL(f)ξ, η〉| ≤ ‖f‖I‖ξ‖۲‖η‖۲ و
در که است πL بە صورت H هیلبرت فضای ͷی روی Cc(G) از نمایش هر G اندازە دار گروپویید برای که است شده داده نشان یعنͬ
نمایش ها تحویل ناپذیری و بودن هم ارز L → πL تناظر در است. هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی روی G از یͺانͬ نمایش ͷی L آن

ͬ شود. م حفظ
کنیم تعریف f ∈ Cc(G) هر برای اگر شدیم آشنا اندازە دار گروپوییدهای یͺانͬ نمایش های با که اکنون

‖f‖C∗ = sup{‖π(f)‖ : است کراندار یͺانͬ نمایش ͷی π}

G نمایش نظریه [۱ .۱ .۳ قضیه ،۲۶] بنابر و ͬ گویند م G گروپویید ∗C⁃جبر را نرم این با Cc(G) کامل شده و است ∗C⁃نرم ͷی این
فضای ،K(H) با یͺریخت C∗(G) که کردند ثابت [۲۴] در ویلیامز و مولͬ هستند. ͬͺی بالا در دادە شده توضیح تناظر با C∗(G) و
G = X ×X اگر که است شده ثابت [۲۳] در خاص حالت در است. ،H جدایی پذیر هیلبرت فضای ͷی روی فشرده عملͽرهای

28involution
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روی فشرده عملͽرهای ∗C⁃جبر با یͺریخت C∗(G) آنگاه باشد µ اندازه توسط ۳ .۳ مثال هار سیستم همراه به ۲ مثال گروپویید
است. L۲(X,µ)

B(G) و A(G) جابە جایی باناخ جبرهای G فشرده موضعا گروه برای [۱۲] در ایمارد فوریه⁃اشتیلتیس. و فوریه جبر .۲ .۴
،Hπ هیلبرت فضای روی G از π یͺانͬ نمایش هر که گفتیم موسوم اند. فوریه⁃اشتیلتیس و فوریه جبر به بە ترتیب که کرد تعریف را
مختلط توابعͬ اینها ،πv,w(x) = 〈π(x)v, w〉 دهید قرار v, w ∈ Hπ هر برای ͬ کند. م القا Hπ روی L۱(G) از π نمایش ͷی
ͷی π(x) هر است n متناهͬ بعد از Hπ حالتͬ که در ͬ گویند. م Hπ فضای روی π نمایش ضرایب آن ها به و Gاند روی پیوسته و

مجموعه است. استاندارد پایه ͷی eiها اینجا در که است 〈π(x)ei, ej〉 آن درایە های که است وارون پذیر n× n ماتریس

B(G) = {πv,w : است یͺانͬ نمایش ͷیπ و v, w ∈ Hπ}

بە صورت L۱(G) روی πv,w توابع ͬ دهد. م G روی پیوسته توابع از جبر ͷی تشͺیل نقطە ای ضرب و جمع با

πv,w(f) =

∫
G
f(x)πv,w(x)dλ(x)

نرم B(G) روی ͬ یابند. م گسترش

‖πv,w‖ = sup{|πv,w(f)| : f ∈ L۱(G), ‖f‖C∗ ≤ ۱}

فشرده بامحمل B(G) از اعضایی مجموعه توسط تولید شده زیرفضای بستار ͬ شود. م باناخ جبر نرم این با B(G) و ͬ شود م تعریف
باشد. فشرده G اگر فقط و اگر A(G) = B(G) و است B(G) از ایدالͬ A(G) که است شده ثابت ͬ دهند. م نشان A(G) با را
اندازە های جبر M(Ĝ) و G دوگان گروه Ĝ آن در که ،B(G) ∼= M(Ĝ) و A(G) ∼= L۱(Ĝ) باشد آبلͬ گروهͬ G که حالتͬ در

است. آمده [۱۳] در فشرده موضعا گروه دوگان گروه درباره بیشتر اطلاعات است. Ĝ روی مثبت بورل رادون
عضو هر که نماند ناگفته است. برقرار هم B(G) برای نتیجه همین یͺریخت اند، G۲ و G۱ آنگاه A(G۱) ∼= A(G۲) اگر
پس است. B(G) اعضای شͺل به پیوسته و معین مثبت تابع هر و پیوسته معین مثبت توابع از متناهͬ خطͬ ترکیب ͷی B(G) از
روی پیوسته مثبت معین توابع از مختلط ضرایب با متناهͬ خطͬ ترکیب های تمام مجموعه B(G) گفت توان مͬ دیͽری نگاه از
،n ∈ N اینجا در که

∑n
i,j=۱ cic̄jϕ(x

−۱
j xi) ≥ ۰ که است G روی ϕ مثل مختلطͬ تابع معین مثبت، تابع از منظور است. G

. c۱, c۲, . . . , cn ∈ C و x۱, x۲, . . . , xn ∈ G

از است. شده داده گسترش همزمان تقریبا و مختلف مسیر دو از گروپوییدها روی فوریه⁃اشتیلتیس و فوریه جبرهای نظریه اخیرا
اندازە دار G گروپویید که است کرده فرض لذا و است ساخته یͺانͬ نمایش های از استفاده با را جبرها این [۳۲] در رنو جان طرف ͷی
فضاهای اندازە پذیر کلافهای روی را یͺانͬ نمایش های رنو جان . است گروهͬ حالت از تعمیمͬ نظریه این حالت این در باشد.
در بدون G فشرده موضعا گروپویید برای را جبرها این [۳۰] در والتر مارتین و رمزی آرلن دیͽر طرف از است. گرفته نظر در هیلبرت
گفتیم که بە صورتͬ آن روی یͺانͬ نمایش های لذا و نیست اندازە دار G حالت این در ساختە اند. G۰ روی شبە پایا اندازه گرفتن نظر
بورل معین مثبت توابع توسط تولید شده برداری فضای را B(G) و گرفتند نظر در G روی بورل ساختار ͷی آن ها نیست. تعریف قابل
آن از رنو جان و بود شده منتشر غیررسمͬ بە طور رنو جان کار انجام زمان در والتر و رمزی مقاله کردە اند. تعریف G روی کراندار و
دارد. همپوشانͬ کمͬ والتر و رمزی نظریه با جبرها این خصوص در او نظریه که ͬ کند م اشاره نیز خود مقاله در و است داشته اطلاع
این با ͬ کند م تعریف را جبرها این از دیͽری نوع رنو جان با مشابه [۲۸] در والتر و رمزی و رنو جان از پس هم پترسون آلن
B(G) روی تعریف شده نرم پترسون هیلبرت اند. فضاهای از پیوستە ای کلاف روی ͬ گیرد م نظر در که یͺانͬ نمایش های که تفاوت
نظر در نرم دو این با را خود توسط تعریف شده B(G) و ͬ دهد م نشان ‖ · ‖cb و ‖ · ‖ با بە ترتیب را رمزی⁃والتر و رنو جان توسط
و ‖ · ‖cb ≤ ‖ · ‖ ،B(G) روی ͬ کند م ثابت او است. باناخ جبر (B(G), ‖ · ‖) ͬ کند م ثابت رنو جان رویͺرد با مشابه و ͬ گیرد م
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فشرده موضعا گروه G ͬ که زمان نرم دو این که دهیم توجه است لازم نیستند. معادل نرم دو این لذا و نیست کامل (B(G), ‖ · ‖cb)
ͬ کنیم. م معرفͬ اندازە دار گروپوییدهای برای را جبرها این ادامه در یͺسان اند. است

با اندازە دار گروپویید ͷی (G,λ, µ) قسمت این در اندازە دار. گروپوییدهای روی فوریه⁃اشتیلتیس و فوریه جبرهای .۳ .۴
آن در که است Lp(G, ν) همان Lp(G) ،۱ ≤ p ≤ ∞ برای است. G۰ روی µ شبە پایای اندازه و λ = {λu}u∈G۰ هار سیستم

است. شده اثبات [۳۰] در زیر قضیه است. ۱ .۴ تبصره همانند µ اندازه و λ هار سیستم توسط ساختە شده اندازه ν

معادل اند: ϕ ∈ L∞(G) تابع برای زیر شرایط باشد، اندازە دار گروپویید ͷی (G,λ, µ) اگر .( [۳۰]) ۷ .۴ قضیه

همه µ⁃تقریبا برای
∑

i,j cj c̄iϕ(x
−۱
i xj) ≥ ۰ نامساوی c۱, c۲, . . . , cn ∈ C هر و n مثبت صحیح عدد هر برای (۱)

است. برقرار x۱, x۲, . . . , xn ∈ Gu همه λu⁃تقریبا و uها ∈ G۰

u ∈ همه µ⁃تقریبا برای
∫ ∫

ϕ(x−۱i xj)f(xj)f(xi)dλ
u(xi)dλ

u(xj) ≥ ۰ نامساوی f ∈ Cc(G) هر برای (۲)
است. برقرار G۰ها

L∞(G۰,H) در ξ مثل اندازە پذیر بخش ͷی و H = {Hu}u∈G۰ مثل هیلبرت فضاهای از اندازە پذیر کلاف ͷی (۳)
روی G از یͺانͬ نمایشͬ L آن در که ϕ(x) = 〈ξ, ξ〉(x) := 〈ξ(β(x)), L(x)ξ(α(x))〉 که طوری به است موجود

است. H

هم ارزی کلاس های مجموعه و ͬ نامند م مثبت نوع از تابعͬ کند صدق بالا قضیه شرایط تمام لذا و ͬͺی در که را L∞(G) اعضای
باشند. برابر همە جا تقریبا هرگاه ͬ گیرند م هم ارز را تابع دو که کنید توجه ͬ دهند. م نشان P (G) با را آن ها

ϕ ∈ L∞(G) ͬ کند م ثابت رنو جان است. بسته نقطە ای ضرب و جمع به نسبت مثبت نوع از توابع مجموعه ͬ شود م ثابت
H = هیلبرت فضاهای از اندازە پذیر کلاف ͷی روی G از یͺانͬ نمایش ͷی اگر فقط و اگر است P (G) اعضای از خطͬ ترکیب

که طوری به باشد موجود ξ, η ∈ L∞(G۰,H) بخش دو و {Hu}u∈G۰

ϕ(x) = 〈ξ, η〉(x) := 〈ξ(β(x)), L(x)β(α(x))〉

B(G) با را کراندار اساسا و یͺانͬ ضرایب تمام مجموعه و ͬ نامد م کراندار اساسا یͺانͬ ضریب ͷی را L∞(G) از عضوی چنین او
است؛ بسته ϕ∗(x) = ϕ(x−۱) برگشت و نقطە ای ضرب به نسبت و است L∞(G) از خطͬ زیرفضایی B(G) ͬ دهد. م نشان
آنگاه ϕ = 〈ξ, η〉 اگر بنابراین است شده گرفته نظر در یͺانͬ نمایش های ضرایب اینجا در چون است. جابە جایی ∗⁃جبر ͷی یعنͬ
ͬ شود) م گرفته ϕ = 〈ξ, η〉 نمایش های تمام روی (اینفیمم ‖ϕ‖B(G) = inf ‖ξ‖∞‖η‖∞ نرم B(G) روی او .ϕ∗ = 〈η, ξ〉
فوریه⁃اشتیلتیس جبر آن را و است برگشت دار و جابە جایی باباخ جبر لذا و باناخ فضای نرم این با B(G) ͬ کند م ثابت و تعریف را

ͬ نامد. م G اندازە دار گروپویید
توابع فضای با B(G) آنگاه باشد، ۲ مثال بدیهͬ گروپویید G = X ×X و اندازه فضای (X,µ) اگر که است این جالب نکته
فقط و اگر است B(G) به متعلق ϕ ∈ L∞(X ×X,µ× µ) واقع در ͬ شود. م یͺسان است کرده معرفͬ ͷگروتندی که هیلبرتͬ
تقریبا که طوری به باشد موجود ξ, η : X → H اندازە پذیر تابع دو و بود، خواهد L۲(X,µ) اینجا در که H هیلبرت فضای اگر

.[۳۲] ϕ(x, y) = 〈ξ(x), η(y)〉 باشیم داشته (x, y) ∈ X ×X هر برای
منظم یͺانͬ نمایش ضرایب توسط تولید شده خطͬ فضای بستار (G,λ, µ) اندازە دار گروپویید برای گروپوییدی: فوریه جبر اما و
تعریف u ∈ G۲ هر برای چپ منظم نمایش در که کنید توجه ͬ دهند. م نشان A(G) با و ͬ نامند م G فوریه جبر را B(G) در چپ
بە صورت x ∈ G برای را Lreⅾ(x) و است هیلبرت فضاهای از کلاف ͷی (G۰, {Hu}, µ) حالا ،Hu = L۲(Gu, λu) ͬ کنند م

Lreⅾ(x) : Hα(x) → Hβ(x), Lreⅾ(x)(h)(z) = h(x−۱z)
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مطالعه برای را خواننده است. بسته نیز ϕ 7→ ϕ∗ برگشت به نسبت که است B(G) از بسته ایدالͬ A(G) [۳۲] بنابر ͬ کند. م تعریف
ͬ دهیم. م ارجاع [۳۲] به جبرها این بیشتر

تحویل ناپذیر نمایش های و معین مثبت توابع .۵

گروە های حالت مشابه جدیدی نتیجه و ͬ پردازیم م یͺانͬ نمایش های با آن ها ارتباط و معین مثبت توابع به پایانͬ بخش این در
را C∗(G) روی ͷی نرم با مثبت خطͬ تابعک ͷی باشد، فشرده موضعا گروهͬ G اگر دقیق تر، بیان به ͬ کنیم. م اثبات فشرده موضعا
گروە های یͺانͬ نمایش های نظریه در ͬ دهند. م نشان Σ(C∗(G)) با را C∗(G) روی حالت ها تمام فضای و ͬ نامند م ۲۹ حالت ͷی
ارتباط همین بخش این در .[۱۳] دارد وجود Σ(C∗(G)) فرین نقاط و تحویل ناپذیر یͺانͬ نمایش های بین رابطە ای فشرده موضعا

ͬ آوریم. م بە  دست اندازە دار گروپوییدهای برای را
یͺانͬ نمایش های از ضرایبی همچنین و است یͺانͬ نمایش ͷی از ضریبی بە صورت معین مثبت تابع هر که دیدیم ۷ .۴ قضیه در
یͺانͬ نمایش های ͬ کنیم م مشخص ابتدا بخش این در مثبت اند. معین توابع نیز xاند 7→ 〈ξ(β(x)), L(x)(ξ(α(x))〉 بە صورت که

ͬ آوریم. م بە دست Σ(C∗(G)) فرین نقاط با را آن ها ارتباط سپس و دارند ارتباط معین مثبت توابع کدام با تحویل ناپذیر
صادق L∞(G, ν) در توابعͬ مجموعه µ شبە پایا اندازه برای ͬ دهیم. م نشان Q با را G۰ روی شبە پایا اندازە های تمام مجموعه
از L یͺانͬ نمایش هر و µ ∈ Q هر برای .P (G) =

∪
µ∈Q Pµ(G) ͬ کنیم م تعریف و ͬ دهیم م نشان Pµ(G) با را ۷ .۴ قضیه در

است p(x) = 〈ξ(β(x)), L(x)ξ(α(x))〉 بە صورت که p مختلط توابع تمام مجموعه (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت کلاف روی G
بە سادگͬ .P۱(G) =

∪
µ∈Q Pµ

۱ (G) ͬ نویسیم م و ͬ دهیم م نشان Pµ
۱ (G) با ‖ξ‖را = ۱ و ξ ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) شرط با

.Pµ
۱ (G) ⊆ Pµ(G) که ͬ شود م دیده

در که p۲ ∈ Pµ۲(G) و p۱ ∈ Pµ۱(G) اگر p۱ ∼ p۲ ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م هم ارز را P (G) از p۲ و p۱ تابع دو .۱ .۵ تعریف
λ توسط ساختە شده اندازه ν اینجا در و p۱(x) = p۲(x)ρ(d(x))ρ(r(x)) داریم x ها ∈ G همه ν⁃تقریبا برای و µ۱ ∼ µ۲ آن

. ρ۲(u) = dµ۲(u)
dµ۱(u)

است: µ۲ به نسبت µ۱ رادون⁃نیͺودیم مشتق ρ۲ و است µ۱ و

است. هم ارزی بالا رابطه داد نشان ͬ توان م بە سادگͬ

روی G از یͺانͬ نمایش L آن در که باشد P (G) از عضوی p(x) = 〈ξ(β(x)), L(x)ξ(α(x))〉 کنید فرض .۱ .۵ تبصره
ϕp(f) = کنیم تعریف ،f ∈ C∗(G) برای اگر .ξ ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) و است (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت فضاهای کلاف
آنگاه p ∈ Pµ

۱ (G) اگر و ͬ کند م تعریف C∗(G) روی مثبت و خطͬ تابعکͬ ϕp داد نشان ͬ توان م آنگاه
∫
G f(x)p(x)dν۰(x)

و اگر ϕp = ϕp′ داد نشان ͬ توان م که کنیم یادآوری است لازم ͬ کنیم. م بیان را مطلب این عکس زیر لم در .ϕp ∈ Σ(C∗(G))

.p ∼ p′اگر فقط

موجود یی p ∈ Pµ
۱ (G) و µیی ∈ Q صورت این در باشد، C∗(G) روی ͷی نرم با مثبت خطͬ تابعکͬ ϕ کنید فرض .۲ .۵ لم

.f ∈ C∗(G) هر بە ازای ϕ(f) = ϕp(f) که بە طوری است

نمایش ͷی ͬ توان م ϕ مثل مثبتͬ خطͬ تابعک از شروع با [۸] گلفاند⁃نایمارک⁃سیͽل معروف روش از استفاده با اثبات.
که طوری به است موجود ξϕ ∈ Hϕ مثل دوری بردار ͷی صورت این در ساخت. Hϕ هیلبرت فضای روی C∗(G) از πϕ یͺانͬ
،[۳۱] ͬ شوند م القا G نمایش های توسط C∗(G) نمایش های که آنجا از . ϕ(f) = 〈πϕ(f)ξϕ, ξϕ〉 داریم f ∈ C∗(G) هر برای
(πϕ,Hϕ) که طوری به است موجود (G۰, {Hu}, µ) مثل هیلبرت فضاهای از کلافͬ روی G از L یͺانͬ نمایش ͷی و µ ∈ Q لذا

است. (πL, L۲(G۰, {Hu}, µ)) القایی نمایش با یͺانͬ هم ارز
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هر برای TπL(f) = πϕ(f)T که طوری به است یͺانͬ عملͽر T : L۲(G۰, {Hu}, µ) → Hϕ کنیم فرض حالا
صورت این در ،T (ξ) = ξϕ که باشد گونە ای به ξ ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) بخش و f ∈ C∗(G)

ϕ(f) = 〈πϕ(f)ξϕ, ξϕ〉

= 〈πϕ(f)Tξ, T ξ〉

= 〈T ∗πϕ(f)Tξ, ξ〉

= 〈πL(f)ξ, ξ〉

=

∫
G
f(x)〈ξ(β(x)), L(x)ξ(α(x))〉dν۰(x).

حالا .f ∈ C∗(G) هر برای ϕ(f) = ϕp(f) و p ∈ Pµ(G) آنگاه ،p(x) = 〈ξ(β(x)), L(x)ξ(α(x))〉 دهیم قرار اگر اکنون
□ .p ∈ Pµ

۱ (G) درنتیجه و ‖ξ‖ = ۱ لذا است یͺانͬ T و ‖ξϕ‖ = ۱ چون

هیچ درونͬ نقطه که است نقطە ای برداری فضایی در C محدب مجموعه ͷی برای ۳۰ فرین نقطه ͷی از منظور ͬ کنیم م یادآوری
عنوان به همچنین فاصلە اند. این فرین نقاط تنها [a, b] فاصله انتهایی و ابتدایی نقاط مثلا نباشد. C از نقطه دو بین واصل خط پاره
مجموعه است. C مرزی نقاط مجموعه برابر C فرین نقاط مجموعه آنگاه C = {(x, y) ∈ R۲ : x۲+ y۲ ≤ ۱} اگر دیͽر مثالͬ
ͷی نرم با مثبت خطͬ تابعک های مجموعه که باشید داشته یاد به ͬ دهیم. م نشان Ext(X) با را X مثل مجموعە ای ͷی فرین نقاط

ͬ دهیم. م نشان
∑

(C∗(G)) با را C∗(G) روی

ϕp ∈ آنگاه p ∈ Ext(Pµ
۱ (G)) اگر µ ∈ Q. و باشد λ هار سیستم با فشرده موضعا گروپویید ͷی G کنید فرض .۳ .۵ قضیه

.Ext(Σ(C∗(G)))

فرض است. C∗(G) روی ͷی نرم با مثبت و خطͬ تابعکͬ ϕp تابع اینکه یعنͬ این و ϕp ∈ Σ(C∗(G)) که گفتیم قبلا اثبات.
۲ .۵ لم بنابر .α + β = ۱ و α, β ≥ ۰ آن در که ϕp = αϕ۱ + βϕ۲ که باشد گونە ای به ϕ۱, ϕ۲ ∈ Σ(C∗(G)) که کنید
L۱ کنید فرض .ϕ۲ = ϕp۲ و ϕ۱ = ϕp۱ که طوری به است موجود p۲ ∈ P

µ۲
۱ (G) و p۱ ∈ P

µ۱
۱ (G) ،µ۱, µ۲ ∈ Q اندازە های

و باشد (G۰, {H ′
u}, µ۲) و (G۰, {Hu}, µ۱) هیلبرت فضاهای کلاف روی بە ترتیب G از یͺانͬ نمایش دو L۲ و

p۱(x) = 〈ξ۱(β(x)), L۱(x)ξ۱(α(x))〉, p۲(x) = 〈ξ۲(β(x)), L۲(x)ξ۲(α(x))〉

اینکه به توجه با است، شده تعریف (G۰, {Hu}, µ) کلاف روی که بͽیریم نظر در p به مربوط یͺانͬ نمایش را L اگر
زیرنمایشهایی با یͺانͬ هم ارز را πL۲ و πL۱ ͬ توان م گلفاند⁃نایمارک⁃سیͽل ساختار به توجه با و βϕp۲ ≤ ϕp و αϕp۱ ≤ ϕp

کنیم اگرتعریف و است موجود η۱, η۲ ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) بخش دو اکنون گرفت. نظر در πL از یͺانͬ

q۱(x) = 〈η۱(β(x)), L(x)η۱(α(x))〉, q۱(x) = 〈η۲(β(x)), L(x)η۲(α(x))〉

اما .ϕp = αϕq۱ + βϕq۲ = ϕαq۱+βq۲ ͬ شود م نتیجه بنابراین .ϕp۲ = ϕq۲ و ϕp۱ = ϕq۱ ،q۱, q۲ ∈ Pµ
۱ (G) آنگاه

p = بنابراین و است ͷبە ی ͷی Pµ
۱ (G) هر روی Σ(C∗(G)) به P۱(G) از p 7→ ϕp نگاشت و p, αq۱ + βq۲ ∈ Pµ

۱ (G)

□ .ϕ۱ = ϕ۲ = ϕp نتیجه در و p = q۱ = q۲ ͬ شود م نتیجه است فرین p چون .αq۱ + βq۲

است. برقرار بالا قضیه عکس
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Pµ
۱ (G) از p مثل فرینͬ نقطه و µ ∈ Q صورت این در باشد، Σ(C∗(G)) فرین نقطه ϕ ∈ Σ(C∗(G)) کنید فرض .۴ .۵ قضیه

.ϕ = ϕp که طوری به است موجود

p۱, p۲ ∈ کنید فرض .µ ∈ Q و p ∈ Pµ
۱ (G) آن در که است ϕp شͺل به ϕ ∈ Σ(C∗(G)) تابع ۲ .۵ لم بنابر اثبات.

،۱ .۵ تبصره بنابر و ϕp = αϕp۱ + βϕp۲ پس .α + β = ۱ و α, β ≥ ۰ ،p = αp۱ + βp۲ که باشد گونە ای به Pµ
۱ (G)

از p 7→ ϕp نگاشت اینکه و p, p۱, p۲ ∈ Pµ
۱ (G) اینکه به توجه با و ϕp = ϕp۱ = ϕp۲ رو این از .ϕp۱ , ϕp۲ ∈ Σ(C∗(G))

□ .p = p۱ = p۲ که ͬ شود م نتیجه است ͷبە ی ͷی Pµ
۱ (G) روی Σ(C∗(G)) به P۱(G)

،p ∈ Ext(Pµ
۱ (G)) اگر باشد. ͷارگودی اندازه ͷی µ ∈ Q و λ هار سیستم با فشرده موضعا گروپوییدی G کنید فرض .۵ .۵ نتیجه

است. تحویل ناپذیر p به وابسته L نمایش آنگاه

[۷ .۳۳ قضیه ،۸] از استفاده با و ϕp ∈ Ext(Σ(C∗(G))) داریم ۳ .۵ قضیه بنابر .p ∈ Ext(Pµ
۱ (G)) کنید فرض اثبات.

و تحویل ناپذیر است ϕL بە صورت که p به مربوط نمایش که ͬ گیریم م نتیجه اینجا از است. C∗(G) روی ۳۱ خالص حالت ͷی ϕp

□ است. تحویل ناپذیر نیز L درنتیجه

ͬ بریم. م پایان به زیر نتیجه با را مقاله این

تحویل ناپذیر نمایشͬ L اگر باشد. ͷارگودی اندازە ای µ ∈ Q و λ هار سیستم با فشرده موضعا گروپوییدی G کنید فرض .۶ .۵ نتیجه
فرمول با p تابع صورت این در باشد ͷی نرم با ξ ∈ L۲(G۰, {Hu}, µ) و (G۰, {Hu}, µ) هیلبرت فضاهای کلاف روی G از

است. Pµ
۱ (G) فرین نقطه ͷی p(x) = 〈L(x)ξ(d(x)), ξ(r(x))〉

روی خالص حالت ͷی ϕp [۶ .۳۲ قضیه ،۸] بنابر و است تحویل ناپذیر نیز πL لذا است تحویل ناپذیر L آنجاکه از اثبات.
فرین نقطه ͷی و µ′ ∈ Q اندازه ͷی ۴ .۵ قضیه بنابر اکنون است. Σ(C∗(G)) از فرین نقطه ͷی درنتیجه و است C∗(G)

p ∈ که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به و p ∼ q داریم ۱ .۵ تبصره بنابر .ϕp = ϕq که طوری به است موجود Pµ′

۱ (G) از q
□ .Ext(Pµ

۱ (G))

وقدردانͬ تشͺر .۶

تشویق اگر نمایم. اعلام ͬ ام، گرام همͺار و دوست مقصودی، سعید دکتر از را خود قدردانͬ و تشͺر مراتب ͬ دانم م لازم خود بر
نکات نیز مقاله مقدمه نگارش در که نماند ناگفته و ͬ رسید نم سرانجام به کار این نبود، فارسͬ مقاله نوشتن برای ایشان ترغیب و

ͬ نمایم. م تشͺر اصلاحͬ نکات ارائه و داوری جهت مقاله محترم داور از همچنین شدند. متذکر را ارزشمندی بسیار
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شد اصفهان دانشͽاه محض رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۷۴ سال در است؛ ازنا شهر در ۱۳۵۵ ماه اسفند متولد امیری حبیب
دفاع با اصفهان دانشͽاه در ۱۳۸۶ سال در سپس شد. شریف دانشͽاه محض رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۷۸ سال در و

شد. فارغ التحصیل گروپوییدها روی ͷهارمونی آنالیز عنوان با خود دکترای رساله از
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Abstract: Groupoid is a structure similar to a group, with more applications in differential geometry, differential equations, alge-
braic geometry, mathematical analysis, and physics. In this paper, we introduce groupoids from two points of view: algebraic and
the category theory. We review the definitions of groupoid C∗− algebra, Fourier algebra and Fourier-Stieltjes algebra. Introducing
the theory of unitary representation of groupoids, we extend a clasical result in the representation theory of locally compact groups
to groupoids.
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