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نیمە نامتناهͬ بهینە سازی در آن کاربرد و زیرخطͬ توابع از دلخواهͬ تعداد برای گردان قضیه تعمیم
محدب

صادقیه علͬ و کنزی∗ نادر

قضیە ی از سپس، نمود. خواهیم بیان را باشد زیرخطͬ تابع  ͬ نامتناه تعداد مناسب که گردان قضیه از تعمیمͬ ابتدا مقاله، این در چͺیده.
۱ قیدی صلاحیت ͷی نهایت، در کرد. خواهیم استفاده محدب نیمە نامتناهͬ مسائل برای فریز⁃جان نوع از بهینگͬ لازم شرط اثبات در فوق

داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را فوق مسائل برای کاروش⁃کان⁃تاکر نوع از بهینگͬ لازم شرط ͷی و

مقدمه .۱

قضیە ها این ͬ شوند. م شناخته ۲ جایͽزینͬ قضایای عنوان تحت که دارد تعلق قضایایی از دستە ای به ریاضیات، در ۱ گردان قضیە ی
نام به مجارستانͬ ریاضیدان توسط جایͽزینͬ قضیە ی اولین ͬ باشند. م خطͬ نامعادلات جواب وجود مورد در خود ͷکلاسی شͺل در
گرفتند، کار به ۷ مقید بهینە سازی مسائل در ۶ بهینگͬ لازم شرط اثبات برای را آن ۵ تاکر و ۴ کان آنکه از بعد و رسید، اثبات به ۳ فارکاش
بهینە سازی تئوری در مهم مباحث از ͬͺی جایͽزینͬ، متعدد قضیە های اثبات و بیان آن، از پس نمود. خودنمایی پیش از بیش آن اهمیت
و آنها، اثبات جایͽزینͬ، قضایای انواع مطالعە ی برای برسند؛ اثبات به زیادی جایͽزینͬ قضایای که شد باعث موضوع این و گشت

کرد. مراجعه [۱۲ ،۲] منابع به ͬ توان م ͷی هر کاربردهای
نامساوی و تساوی تعدادی شامل خطͬ) مواقع اکثر (در دستگاه دو است، مشخص نامشان از که همانطور جایͽزینͬ، قضیە های در
را نظر مورد دستگاه دو اگر واقع، در دیͽری. برای جواب وجود با است معادل آنها از ͬͺی برای جواب وجود عدم که ͬ گردند م معرفͬ

بود: خواهد اینگونه جایͽزینͬ قضیە ی ͷی کلͬ شͺل دهیم، نمایش D۲(x) و D۱(x) با

∃ x, D۱(x) ⇔ ∄ x, D۲(x).(۱ .۱)

اثبات برای که این صورت به باشند؛ مفید بسیار وجودی قضیە های در ͬ توانند م قضایا نوع این ͬ دهد، م نشان (۱ .۱) رابطە ی که همانطور
ندارد. جوابی هیچ D۲(x) سیستم که شود داده نشان است کافͬ D۱(x) سیستم برای جواب وجود

بهینگͬ. لازم شرایط نیمە نامتناهͬ، مسائل محدب، بهینە سازی گردان، قضیه کليدی: کلمات و عبارات
نوبختیان صغری رابط: دبیرتخصصͬ

پژوهشͬ مقاله: نوع
۱۴۰۰̸۶̸۲۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰̸۴̸۳۱ دریافت: تاریخ
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۴۹–۶۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه صادقیه، ع. و کنزی ن.

تعادل که شوند تعریف گونە ای D۲(x)به D۱(x)و دستگاە های باید دیͽر، جایͽزینͬ قضیە های همە ی مانند نیز گردان قضیە ی در
s دستگاه غیرصفر جواب وجود بررسͬ برای که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا در گردان، قضیە ی سادە تر فهم منظور به باشد. برقرار (۱ .۱)

همͽن خطͬ مجهول n معادله

(۲ .۱)


a۱۱x۱ + · · ·+ a۱nxn = ۰
a۲۱x۱ + · · ·+ a۲nxn = ۰

...
as۱x۱ + · · ·+ asnxn = ۰,

کرده، تعریف زیر شͺل به را مجهول بردار و ضرایب ماتریس

(۳ .۱) As×n :=


a۱۱ · · · a۱n

a۲۱ · · · a۲n
... · · ·

...
as۱ · · · asn

 , x :=


x۱
...
xn

 ∈ Rn,

۸ گاس متعارف روش های در است. Rs در برداری صفر راست، سمت صفر که ͬ نویسیم م Ax = ۰ شͺل به را (۲ .۱) دستگاه و
دلیل ͬ کند. م بازی مهمͬ نقش ͬ شود م گفته A ۱۰ رتبە ی که ،A ماتریس در موجود خطͬ مستقل سطرهای تعداد ،۹ گاس⁃جردن و
تعداد بر تاثیری (۲ .۱) از آنها از ͬͺی با مرتبط معادلە ی حذف باشند خطͬ وابسته A از سطر دو اگر مثال عنوان به که است آن امر این

ͬ باشند. م برابر معادله دو این و گذاشت نخواهد دستگاه جواب های
تعویض از که ͬ گیریم م نظر در را اکیدی نامعادلات دستگاه گردان، قضیە ی به شدن ͷنزدی جهت به مختصر، یادآوری این از پس
Ax < ۰ شͺل به را دستگاه آن ͬ توان م خلاصه طور به و ͬ شود، م حاصل (<) کوچͺتری علامت با (۲ .۱) در موجود تساوی های

ͬ دهیم، م نشان ai با را A ماتریس از iام سطر شدە اند. تعریف (۳ .۱) رابطە ی در x بردار و A ماتریس که نوشت

ai := (ai۱, . . . , ain) ∈ Rn, i = ۱, . . . , s,

شͺل به را نظر مورد  نامعادلات دستگاه و

〈ai, x〉 < ۰, i = ۱, . . . , s,(۴ .۱)

نامعادلات دستگاه بین که مهمͬ تفاوت است. Rn در x و ai بردار دو استاندارد داخلͬ ضرب دهندە ی نشان 〈ai, x〉 که ͬ دهیم م نمایش
نامعادلات الزاماً باشند، همدیͽر از غیرصفری ضریب aj و ai بردارهای اگر که است این دارد وجود (۲ .۱) معادلات دستگاه و (۴ .۱)
بردارهای وضوح به a۲ := (−۲, ۲) و a۱ := (۱,−۱) دهیم قرار اگر مثال عنوان به نیستند. معادل 〈aj , x〉 < ۰ و 〈ai, x〉 < ۰
مجموعه که نیستند، یͺدیͽر معادل −۲x۱ + ۲x۲ < ۰ و x۱ − x۲ < ۰ نامعادلات تنها نه ولͬ ͬ باشند، م خطͬ وابسته a۲ و a۱

هستند). ناسازگار نامعادلە ی دو اصطلاح، (به ندارند. اشتراکͬ هیچ آنها جواب های
〈aj , x〉 < ۰ و 〈ai, x〉 < نامعادلە ی۰ دو آنگاه باشند، یͺدیͽر از مثبتͬ ضریب aj و ai بردار دو اگر که است تحقیق قابل سادگͬ به

ͬ کند. م راهنمایی زیر تعریف به را ما موضوع این ͬ باشند. م برابر (۲ .۱) دستگاه در
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۴۹–۶۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،.... و زیرخطͬ توابع از دلخواهͬ تعداد برای گردان قضیه تعمیم

صفر همزمان که αs, . . . , α۱ نامنفͬ ضرایب نتوان هرگاه ͬ گوییم م ۱۱ مثبت⁃مستقل را as, . . . , a۱ غیرصفر بردارهای .۱ .۱ تعریف
معادل طور به باشد. برقرار

∑s
i=۱ αiai = ۰ تساوی که یافت طوری را نیستند

s∑
i=۱

αiai = ۰ , αi ≥ ۰ =⇒ αi = ۰ , i = ۱, . . . , s.

ͬ گوییم. م مثبت⁃وابسته را نباشند مثبت⁃مستقل که بردارهایی

دستگاه باشند، مثبت⁃وابسته as, . . . , a۱ اگر که ͬ کنیم م توجه حال

(۵ .۱)


α۱a۱ + · · ·+ αsas = ۰
α۱ ≥ ۰
...
αs ≥ ۰

پس باشد. صفر مخالف α̂r کنیم فرض دارد. α̂s, . . . , α̂۱ چون غیرصفری جواب ،αs, . . . , α۱ مجهول های حسب بر
s∑

i=۱, i ̸=r

α̂iai = −α̂rar,

دستگاه یعنͬ این و ،〈ar, x〉 > ۰ داریم باشد، برقرار i 6= r هر برای 〈ai, x〉 < ۰ نامعادلات که باشد گونە ای به x ∈ Rn بردار اگر و
که: دادیم نشان پس ندارد. جوابی هیچ (۴ .۱) نامعادلات

ندارد. جوابی (۴ .۱) دستگاه باشد، داشته غیرصفر جواب (۵ .۱) دستگاه اگر .۲ .۱ گزاره

قضیە ی ͷی به شود، ثابت نیز آن برعکس اگر که است، جایͽزینͬ قضیە ی ͷی از قسمتͬ شͺل به ۲ .۱ گزارە ی که ͬ شود م دیده
آن بیان و ͬ باشد م معروف ۱۲ جداسازی قضیە ی به که است استوار قضیە ای بر ۲ .۱ گزارە ی عکس اثبات شد. خواهد تبدیل جایͽزینͬ

ͬ گنجد. نم مختصر این در
ͬ باشد: م اثبات و بیان قابل زیر شͺل به گردان جایͽزینͬ قضیە ی نهایت، در

خواهند صادق زیر گزاره دو از ͬͺی تنها و ͷی آنگاه باشد، Rnاز دلخواه متناهͬ زیرمجموعە ی ͷی {a۱, . . . , as} اگر [۲] .۳ .۱ قضیه
بود:

کند: صدق زیر اکید نامساوی های در که دارد وجود x ∈ Rn ͷی حداقل آ)

〈a۱, x〉 < ۰, . . . , 〈as, x〉 < ۰.

و نیستند صفر همزمان که موجودند ،i = ۱, . . . , s برای ،αi منفͬ غیر حقیقͬ اعداد ب)
s∑

i=۱
αiai = ۰.

نمود. مراجعه [۶ ،۲] منابع به ͬ توان م گردان قضیه متعدد کابردهای و معادل، صورت های تاریخچه، اثبات، مطالعە ی برای
ͬ دانیم. م لازم را نکته سه تذکر گردان، قضیه با رابطه در

11positive-independent 12separation theorem
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۴۹–۶۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه صادقیه، ع. و کنزی ن.

مجموعە ی زیر اگر واقع در است. شده فرض Rn از متناهͬ مجموعە ی زیر ͷی ،{ai : i = ۱, . . . , s} مجموعه آنکه اول ♦
گردان قضیه ͷکلاسی شͺل بͽیریم، نظر در ،I نامتناهͬ اندیس مجموعه ͷی ازای به را، Rn از {ai : i ∈ I} نامتناهͬ

است. نامتناهͬ مجموعە های برای مناسب که گشته ارایه گردان قضیه از شͺلͬ ،[۴] در البته بود. نخواهد برقرار
،[۱۷] جمله از منابعͬ شدە اند. گرفته نظر در φi(x) = 〈ai, x〉 خطͬ توابع برای گردان، قضیه اکید نامساوی های اینکه دوم ♦

پرداختە اند. گردان قضیه از ͬ تری کل شͺل اثبات به و کردە اند فرض زیرخط۱۳ͬ را φiها

مسئله برای ،۱۵ فریز⁃جان ۱۴ بهینگͬ لازم شرط آوردن بە دست گردان، قضیه کاربردهای مهمترین از ͬͺی اینکه سوم ♦
بهینە سازی

min u(x), s.t. vi(x) ≤ ۰ , i ∈ {۱, . . . , s}; x ∈ Rn,

شود). مراجعه [۲] به جزییات مشاهده (برای هستند R به Rn از مشتق پذیری توابع viها و u که ͬ باشد م

باشند. شده لحاظ آن در همزمان دوم، و اول نکات در شده ذکر شروط بە طوری که است گردان قضیه دادن تعمیم حاضر مقاله هدف اولین
اندیس مجموعە ی ͷی A و بوده زیرخطͬ φr : Rn −→ R توابع که ͬ گیریم م نظر در را {φr(x) < ۰ : r ∈ A} سیستم یعنͬ،
نامساوی های شامل فوق، اکید نامساوی های بر علاوه که ͬ گیریم م نظر در را ͬ تری کل سیستم و رفته فراتر هم این از حتͬ است. دلخواه

بود: خواهد زیر شͺل به مقاله این در ما نظر مورد سیستم دیͽر، عبارت به هستند. نیز هندسͬ شمول و غیراکید

(Υ) :


φr(x) < ۰, ∀r ∈ A,

ψi(x) ≤ ۰, ∀i ∈ B,

x ∈ D,

دلخواه زیرمجموعە ای D و زیرخطͬ، R به Rn از i ∈ B و r ∈ A هر ازای به ψi و φr توابع دلخواه، B و A اندیس مجموعە های که
است. Rn از

بهینە سازی مسئله برای فریز⁃جان بهینگͬ لازم شرط اثبات جهت در را آمده بە دست گردان قضیه سوم، نکته مبنای بر سپس،
گرفت: خواهیم کار به زیر ۱۶ نیمە متناهͬ

(P ) : min f(x)

s.t. gi(x) ≤ ۰, i ∈ I,

x ∈ Q,

محدب مجموعە ی زیر ͷی Q و دلخواه اندیس مجموعه ͷی I هستند، غیرمشتق پذیر ۱۷و محدب f, gi : Rn −→ R توابع آن، در که
احͺام با را خود جدید حͺم و پرداخته، (P ) مسئله برای ۱۸ کاروش⁃کان⁃تاکر بهینگͬ لازم شرط اثبات به نهایت در است. Rn از

نمود. خواهیم مقایسه مشابه موجود
متغیرها که فضایی بˀعد و بوده نامتناهͬ قیدهایش تعداد که ͬ گوییم م نیمه⁃نامتناهͬ جهت آن از را (P ) مسئله که است تذکر به لازم
باعث نیمه⁃نامتناهͬ مسائل با مرتبط عددی و تئوری روش های زیبایی و تنوع و کاربردها وسیع طیف است. متناهͬ دارند قرار آن در
کتاب توجهͬ قابل تعداد اخیر سال در۵۰ و دهند قرار خود تحقیقات اصلͬ موضوع را آنها روی مطالعه محققان، از بسیاری که شدە اند
در مشتق پذیر یا خطͬ را giها و f توابع ،۲۰۰۹ سال از قبل تا شده چاپ مقالات اکثر البته، برسانند. چاپ به آنها مورد در مقاله و
را توابع هم انگشت شماری مقالات ͬ دهیم)؛ م پیشنهاد اجمالͬ مطالعه ͷی برای را [۴] کتاب و [۱۵] مروری (مقاله بودند گرفته نظر
.([۱۴ ،۱۳] به شود مراجعه نمونه (برای بودند کرده فرض I اندیس مجموعه روی را فشردگͬ قید و گرفته نظر در محدب و غیرمشتق پذیر

13sublinear 14necessary optimality condition 15Fritz-John 16 semi-infinite optimization problem 17convex 18Karush-Kuhn-Tucker
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۴۹–۶۵ (۱۴۰۰) ۱ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،.... و زیرخطͬ توابع از دلخواهͬ تعداد برای گردان قضیه تعمیم

احͺامͬ و داده قرار مطالعه مورد غیرمشتق پذیر) و غیرمحدب (یعنͬ ۱۹ ناهموار توابع با را (P ) مسئله که است اثری اولین [۱۱] مقاله
و مختلف شرایط در را (P ) نیمه⁃نامتناهͬ مسئله [۱۰ ،۹ ،۸ ،۷] منابع در سپس، است. شامل را [۱] ۲۰ کلارک زیرمشتق حسب بر
،۲۱ بهینگͬ کافͬ شرایط کاروش⁃کان⁃تاکر، و فریز⁃جان لازم شرایط اثبات به و داده قرار بررسͬ مورد مختلف، زیرمشتق های تحت
که یافتە اند دست ارزشمندی احͺام به مسیر این در نیز دیͽری نویسندگان البته، پرداختە اند. مسئله ۲۳ ͬ سازی خط و ۲۲ دوگانͬ احͺام

کرد. مشاهده بالا مقالات منابع فهرست در ͬ توان م را آن ها اکثر
I فشردگͬ نوع از غالباْ که کردە اند تحمیل (P ) مسئله بر را اضافە ای شرایط بهینگͬ، لازم شرایط اثبات برای شده، ذکر منابع اکثر
و غیرمشتق پذیر محدب توابع با چندهدفه شͺل به را (P ) مسئله که مقالە ای قوی ترین و کامل ترین ما اطلاعات آخرین طبق است. بوده
و گرفته نظر در کاروش⁃کان⁃تاکر نوع از فقط را لازم شرایط فوق، منبع در ͬ باشد. م [۳] منبع گرفته، نظر در دلخواه اندیس مجموعه
قضیه تعمیم و فریز⁃جان شرایط بیان به که است کاری اولین حاضر مقاله است. نشده ارائه فریز⁃جان شرایط مورد در حͺمͬ هیچͽونه

ͬ پردازد. م I اندیس مجموعە ی روی قیدی هیج تحمیل بدون گردان،
قراردادهایی و نمادها معرفͬ و احͺام، و تعاریف بیان به ؟؟ بخش در گشتە اند. تنظیم زیر شͺل به مقاله این آیندە ی بخش های
شͺل های و داشته اختصاص گردان قضیه تعمیم به ۳ بخش گرفت. خواهند قرار استفاده مورد بعدی بخش های در که پرداخت خواهیم
برای کاروش⁃کان⁃تاکر و فریز⁃جان نوع از لازمͬ شرایط بیان و تنظیم به ۴ بخش در نهایت، در داد. خواهد ارائه را آن از مختلفͬ
موجود احͺام از کاربردی عنوان به را ۴ بخش ͬ توان م واقع در ͬ شوند. م اثبات ۳ بخش قضایای توسط که پرداخت خواهیم (P ) مسئله

گرفت. نظر در ۳ بخش در

تعاریف و علائم .۲

است ذکر قابل شد. خواهند استفاده بعد فصل های در که ͬ پردازیم م محدب آنالیز از احͺامͬ و تعاریف بیان به فصل این در seⅽ۱
بیابد. منابع آن در را اثباتها و جزئیات ͬ تواند م علاقمند خوانندە ی و شدە اند برگزیده [۱۷ ،۶ ،۲ ،۱] منابع از فصل این مطالب که

کوچͺترین همچنین، ͬ دهیم. م نشان int(A) و A با ترتیب به را A درون و بستار باشد. Rn از زیرمجموعە ای A کنیم فرض
با را ͬ شود، م نامیده A محدب۲۴ غلاف که ،A شامل محدب مجموعە های اشتراک و ،cone(A) با را A شامل محدب مخروط

ͬ کنیم، م استفاده A قطبی۲۵ مخروط نمایش برای Ap علامت از ͬ دهیم. م نمایش conv(A)

Ap :=
{
x ∈ Rn : 〈x, a〉 ≤ ۰, ∀a ∈ A

}
.

محدب مخروط نشان دهندە ی cone(A) آن در که ،(Ap)p = cone(A) که ͬ دهد م نشان [۶ ،۲] ۲۶ دوقطبی قضیه که ͬ کنیم م توجه
ͬ باشد. م A توسط شده تولید بستە ی

.(M∩H)p = Mp +Hp داریم باشند، Rnدر مخروط دو H و M اگر که است شده داده نشان [۱۷] منبع در
ببینید) را [۲]) است ساده زیر رابطه اثبات باشد، Rn محدب زیرمجموعە های از دلخواه گردایە ای {Cα | α ∈ ∆} اگر

conv

( ∪
α∈∆

Cα

)
=

∪{ ∑
α∈∆∗

qαCα : ∆∗ ⊆ ∆, |∆∗| <∞, qα ∈ [۰,+∞[, ∀α ∈ ∆∗

}
.

که: ͬ دهد م نشان بالا رابطه

a ∈ conv

( ∪
α∈∆

Cα

)
⇔ ∃∆∗ ⊆ ∆, |∆∗| <∞; a ∈ conv

( ∪
α∈∆∗

Cα

)
(۱ .۲)

19nonsmooth 20clarke subdifferential 21sufficient optimality condition 22duality results 23linearization 24convex hull 25polar

cone 26bipolar theorem
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نشان N(C, x۰) علامت با که ،x۰ در C نرمال۲۷ مخروط .x۰ ∈ C و باشد، Rnاز محدب زیرمجموعە ی ͷی C کنیم فرض
از: است عبارت ͬ شود، م داده

N(C, x۰) :=
{
x ∈ Rn : 〈x, c− x۰〉 ≤ ۰, ∀c ∈ C

}
.

.N(C, ۰) = Cp که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به آنگاه ،۰ ∈ C اگر
ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به ،x۰ در C بر مماس۲۸ مخروط

K(C, x۰) := (N(C, x۰))
p.

از دنبالە ای و tr ↓ ۰ مثبت اعداد از دنبالە ای آنها، با متناسب که است Rn در h چون بردارهایی شامل K(C, x۰) که داد نشان ͬ توان م
باشد. برقرار r ∈ N هر برای x۰ + trhr ∈ C رابطە ی و hr −→ h بە طوری که موجودند Rn در hr بردارهای

N(C, x۰) = رابطە ی و ͬ باشند م Rn در بستە ای و محدب ,N(Cمخروط های x۰) و K(C, x۰) که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به
است. برقرار همواره (K(C, x۰))

p

به همͽرا {xr} دنباله هر برای اگر ͬ گوییم م بالایی پیوسته نیمه x۰ ∈ Rn نقطه در را F : Rn ⇒ Rm مجموعه⁃مقدار نگاشت
که یافت گونە ای به {yr} از را {yrl} همͽرای زیردنبالە ی بتوان ،yr ∈ F (xr) که {yr} ⊆ Rmدنباله هر و x۰

lim
l→∞

yrl = y۰ ∈ F (x۰).

باشیم داشته α ∈ R و x, y ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ گوییم م زیرخطͬ را ϑ تابع که است یادآوری به لازم

ϑ(αx) = αϑ(x) , ϑ(x+ y) ≤ ϑ(x) + ϑ(y).

باشیم داشته α ∈ [۰, ۱] و x, y ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ گوییم م محدب را ϑ همچنین

ϑ(αx+ (۱− α)y) ≤ αϑ(x) + (۱− α)ϑ(y).

ͬ شود: م تعریف چنین d ∈ Rn بردار جهت در x̂ نقطه در ϑ جهتͬ مشتق .x̂ ∈ Rn و باشد محدب تابع ͷی ϑ کنیم فرض

ϑ′(x̂; d) := lim
t→۰

ϑ(x̂+ td)− ϑ(x̂)

t
.

ͬ شود: م تعریف زیر تساوی توسط x̂ در ϑ ۲۹ (زیرمشتق) زیردیفرانسیل همچنین،

∂ϑ(x̂) :=
{
ξ ∈ Rn : ϑ′(x̂; d) ≥ 〈ξ, d〉, ∀d ∈ Rn

}
.

توان مͬ سادگͬ به است. فشرده و محدب ناتهͬ، مجموعه ͷی دامنە اش، درونͬ نقطه ͷی در محدب تابع ͷی زیرمشتق که ͬ شود م ثابت
مهم تساوی های است. محدب d→ ϑ′(x̂; d) تابع و است بالایی پیوسته نیمه x 7−→ ∂ϑ(x) مجموعه⁃مقدار نگاشت که داد نشان

:[۶] کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به را زیر

∂ϑ(x̂) = ∂ϑ′(x̂; ·)(۰),

ϑ′(x̂; d) = max{〈ξ, d〉 : ξ ∈ ∂ϑ(x̂)}.

آنگاه باشد. C ⊆ Rn محدب مجموعه روی ϑ : Rn −→ R محدب تابع ۳۰ کمینە ی نقطه ͷی x̂ ∈ C که کنیم فرض .۱ .۲ قضیه

۰ ∈ ∂ϑ(x̂) +N(C, x̂).

27normal cone 28tangent cone 29subdifferential 30minimizer
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u ∈ Rn مثل نقطە ای ͬ توان م آنگاه باشد. R به Rnاز محدب تابع ͷی ϑ و x, y ∈ Rn کنیم فرض میانͬ: مقدار قضیه .۲ .۲ قضیه
که گونە ای به یافت y و x واصل خط پاره بر واقع

ϑ(y)− ϑ(x) ∈ 〈∂ϑ(u), y − x〉,

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل ,ϑ(u)∂〉به y − x〉 که

〈∂ϑ(u), y − x〉 :=
{
〈ξ, y − x〉 : ξ ∈ ∂ϑ(u)

}
.

دارد، قرار آن ها دامنە های اشتراک درون در که باشد نقطە ای x̂ و باشند محدب تابع دو ϑ۲ و ϑ۱ اگر که ͬ شویم م متذکر آخر در
است: برقرار α۲ و α۱ نامنفͬ اعداد تمام برای زیر تساوی آنگاه

∂(α۱ϑ۱ + α۲ϑ۲)(x̂) = α۱∂ϑ۱(x̂) + α۲∂ϑ۲(x̂).

گردان قضیه تعمیم .۳

ͬ گیریم م نظر در گونە ای به را Rn از D محدب زیرمجموعە ی و کرده، فرض دلخواه را B و A اندیس مجموعە های فصل، این در
،(r, i) ∈ A×B هر ازای به ،ψi : Rn −→ R φrو : Rn −→ R توابع که ͬ کنیم م فرض همچنین، کند. صدق ۰ ∈ D شرط در که

کرد. نخواهیم تکرار را آن ها و بود خواهند پابرجا فرض ها این فصل، این ادامه در باشند. زیرخطͬ
ͬ کنیم. م یادآوری [۴] از را زیر تعریف دو ابتدا، در

در که باشد موجود x ∈ Rn ͷی حداقل یعنͬ باشد؛ ناتهͬ آن موجه۳۲ مجموعە ی اگر ͬ گوییم م ساز گار۳۱ را (Υ) سیستم .۱ .۳ تعریف
کند. صدق آن شروط تمام

شود. نتیجه (Υ) سازگاری آن، متناهͬ زیرسیستم های تمام سازگاری از اگر ͬ گوییم م فشردە پذیر۳۳ را (Υ) سیستم .۲ .۳ تعریف
سیستم هست. نیز فشردە پذیر سازگار، سیستم هر که است }بدیهͬ

υq(x) := q + x ≤ ۰, q ∈ N,
x ∈ R,

باشد. صحیح فوق گزارە ی عکس تا ندارد لزومͬ که ͬ دهد م نشان

ͬ دهد. م ارائه فشردە پذیری شرط تحت زیرخطͬ، توابع شامل سیستم های بودن سازگار برای کافͬ شرط ͷی زیر، قضیە ی

،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A که B∗ و A∗ متناهͬ مجموعە های تمام ازای به اگر باشد. فشردە پذیر (Υ) سیستم که کنیم فرض .۳ .۳ قضیه
شمول از بتوانیم ،i ∈ B∗ و r ∈ A∗ که ،βi و αr نامنفͬ اسͺالرهای تمام برای و

۰ ∈
∑
r∈A∗

αr∂φr(۰) +
∑
i∈B∗

βr∂ψi(۰) +N(D, ۰),

(Υ) سیستم آنگاه ،( r ∈ A∗ و i ∈ B∗ هر ازای به ،αr = βi = ۰ (یعنͬ هستند صفر برابر βiها و αrها تمام که بͽیریم نتیجه
ͬ باشد. م سازگار

31consistent 32feasible set 33compactable
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اسͺالرهای تمام برای و ،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A که B∗ و A∗ متناهͬ اندیس مجموعە های تمام برای که ͬ کنیم م ادعا ابتدا، اثبات.
نامساوی از ،i ∈ B∗ و r ∈ A∗ که ،βi و αr ∑نامنفͬ

r∈A∗

αrφr(u) +
∑
i∈B∗

βiψi(u) ≥ ۰, ∀u ∈ D,(۱ .۳)

هستند. صفر برابر βiها و αrها تمام که ͬ شود م نتیجه
r βi،که∋ و αr نامنفͬ اسͺالرهای و ،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A متناهͬ مجموعە های که ͬ کنیم م فرض فوق، ادعای اثبات منظور به

که ͬ گیریم م نتیجه φr تابع بودن زیرخطͬ از ͬ کنند. م صدق (۱ .۳) در که باشند موجود ،i ∈ B∗ و A∗

φr(۰) = φr(۰ · u) = ۰ · φr(u) = ۰,

نتیجه، در .ψi(۰) = ۰ که ͬ شود م دیده مشابه طور ∑به
r∈A∗

αrφr(۰) +
∑
i∈B∗

βiψi(۰) = ۰.

که دید خواهیم ،(۱ .۳) با اخیر رابطە ی مقایسە ی ∑با
r∈A∗

αrφr(u) +
∑
i∈B∗

βiψi(u) ≥
∑
r∈A∗

αrφr(۰) +
∑
i∈B∗

βiψi(۰), ∀u ∈ D,

محدب تابع برای کمینه نقطه ͷی u۰ := ۰ که ͬ دهند م نشان ۰ ∈ D فرض و اخیر نامساوی

ϑ(x) :=
∑
r∈A∗

αrφr(x) +
∑
i∈B∗

βiψi(x),

ͬ شود: م نتیجه زیر شمول ، ۳ .۱ قضیه از استفاده با نتیجه، در است. D روی

۰ ∈ ∂ϑ(۰) +N(D, ۰) = ∂

( ∑
r∈A∗

αrφr +
∑
i∈B∗

βiψi

)
(۰) +N(D, ۰)

=
∑
r∈A∗

αr∂φr(۰) +
∑
i∈B∗

βi∂ψi(۰) +N(D, ۰),

رسید. اثبات به شده بیان ادعای لذا .αr = βi = ۰ باشیم داشته i ∈ B∗ هر و r ∈ A∗ هر برای که ͬ کند م ایجاب قضیه فرض پس،
B∗ و A∗ متناهͬ زیرمجموعە های ͬ توان م ،(Υ) بودن فشردە پذیر به توجه با نباشد. سازگار (Υ) سیستم که ͬ کنیم م فرض حال،

باشد، نداشته جواب زیر دستگاه که کرد انتخاب گونە ای به را B و A از
φr(x) < ۰, ∀r ∈ A∗,

ψi(x) ≤ ۰, ∀i ∈ B∗,

x ∈ D.

که کرد انتخاب گونە ای به ͬ توان م را ،i ∈ B∗ و r ∈ A∗ که ،βi و αr نامنفͬ اسͺالرهای ،[۲ .۲۱ قضیه ،۱۷] ااز استفاده با بنابراین
و نباشند صفر هم با ͬͽهم∑

r∈A∗

αrφr(u) +
∑
i∈B∗

βiψi(u) ≥ ۰, ∀u ∈ D.

□ ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات تناقض این و ͬ کند، م نقض را شده ثابت ادعای امر، این

ͬ کند. م بیان (Υ) بودن سازگار برای لازم شرط ͷی زیر، قضیە ی
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،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A که B∗ و A∗ متناهͬ اندیس مجموعە های تمام برای آنگاه باشد. سازگار (Υ) سیستم کنیم فرض .۴ .۳ قضیه
شمول از ، i ∈ B∗و r ∈ A∗ که ،βi و αr نامنفͬ اسͺالرهای تمام برای و

۰ ∈
∑
r∈A∗

αr∂φr(۰) +
∑
i∈B∗

βi∂ψi(۰) +N(D, ۰),

.r ∈ A∗ هر برای ،αr = ۰ ͬ شود م نتیجه

متناهͬ اندیس مجموعە های تمام برای که ͬ کنیم م ادعا ͬ کنیم. م آغاز ادعا ͷی با را خود برهان قبل، قضیه اثبات با مشابه اثبات.
نامساوی از ،i ∈ B∗ و r ∈ A∗ که ،βi αrو نامنفͬ اسͺالرهای تمام برای و ،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A که B∗ و A∗∑

r∈A∗

αrφr(u) +
∑
i∈B∗

βiψi(u) ≥ ۰, ∀u ∈ D.(۲ .۳)

.r ∈ A∗ هر برای ،αr = ۰ ͬ گیریم م نتیجه
و r ∈ A∗ با ،βi و αr نامنفͬ اسͺالرهای و ،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A متناهͬ زیرمجموعە های باشد، نادرست فوق ادعای اگر

.αr۰ 6= ۰ باشیم داشته r۰ ∈ A∗ اندیس ͷی برای حداقل و کنند صدق (۲ .۳) در که موجودند ،i ∈ B∗

بودن نامنفͬ به توجه با نتیجه، در کند. صدق (Υ) در که دارد وجود ν ∈ D ͷی حداقل پس است، سازگار (Υ) سیستم چون
داریم ،αr۰ بودن مثبت اکید و βiو αr ∑ضرایب

r∈A∗

αrφr(ν) +
∑
i∈B∗

βiψi(ν) < ۰,

است. صحیح ادعا و ،r ∈ A∗ هر برای αr = ۰ که ͬ شود م نتیجه رو ازاین است. تناقض در (۲ .۳) با که
و ،B∗ ⊂ B و A∗ ⊂ A متناهͬ زیرمجموعە های که کنیم فرض ͬ کنیم. م ثابت خلف برهان از استفاده با را قضیه حͺم حال

و αr۰ 6= ۰ باشیم داشته r۰ ∈ A∗ اندیس ͷی حداقل برای که باشند موجود ،i ∈ B∗ و r ∈ A∗ که ،βi و αr نامنفͬ اسͺالرهای

۰ ∈
∑
r∈A∗

αr∂φr(۰) +
∑
i∈B∗

βi∂ψi(۰) +N(D, ۰).

که موجودند گونە ای به d ∈ N(D, ۰) و bi ∈ ∂ψi(۰) ،ar ∈ ∂φr(۰) بردارهای بنابراین،

d+
∑
r∈A∗

αrar +
∑
i∈B∗

βibi = ۰.(۳ .۳)

داریم: است، خطͬ زیر تابع ͷی r ∈ A∗هر برای φr چون

φr(w) ≥ φr(w)− φr(۰) ≥ 〈ar, w〉, ∀w ∈ Rn,(۴ .۳)

داریم: مشابه طور به است. شده نوشته زیرمشتق تعریف به توجه با اخیر نامساوی که

ψi(w) ≥ 〈bi, w〉, ∀w ∈ Rn, ∀i ∈ B∗.

که: ͬ شود م نتیجه ،βi و αr ضرایب بودن نامنفͬ و ،(۴ .۳) اخیر، رابطه ∑از
r∈A∗

αrφr(w) +
∑
i∈B∗

βiψi(w) ≥
⟨ ∑

r∈A∗

αrar +
∑
i∈B∗

βibi, w

⟩
.(۵ .۳)
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که ͬ شود م نتیجه (۳ .۳) تساوی و (۵ .۳) نامساوی از پس، ،〈d,w〉 ≤ ۰ داریم w ∈ D هر برای ،d ∈ N(D, ۰) چون دیͽر، طرف از
داریم: D در w هر برای

∑
r∈A∗

αrφr(w) +
∑
i∈B∗

βiψi(w) ≥
⟨ ∑

r∈A∗

αrar +
∑
i∈B∗

βibi, w

⟩
+ 〈d,w〉

=

⟨ ∑
r∈A∗

αrar +
∑
i∈B∗

βibi + d,w

⟩
.

□ است. کامل اثبات و باطل، خلف فرض پس است، تناقض در شده ثابت ادعای با اخیر رابطە ی آنجاییͺه از

کنیم. تنظیم زیر صورت به خطͬ، زیر تابع دلخواهͬ تعداد برای را گردان قضیه شͺل اولین ͬ توانیم م ،۴ .۳ و ۳ .۳ قضایای به توجه با

هستند. معادل زیر گزارە های آنگاه، باشد. فشردە پذیر χ := {φr(x) < ۰, r ∈ A, x ∈ D} سیستم کنیم فرض .۵ .۳ نتیجه

است). سازگار χ سیستم (یعنͬ r ∈ A هر برای φr(x) < ۰ بە گونە ای که است موجود x ∈ D ͷی حداقل آ)
داریم: r ∈ A∗ که αr نامنفͬ اسͺالرهای تمام ازای به و A اندیس مجموعه از A∗ متناهͬ زیرمجموعه هر ازای به ب)

۰ ∈
∑
r∈A∗

αr∂φr(۰) +N(D, ۰) =⇒ αr = ۰, ∀r ∈ A∗.

بود. خواهیم نیازمند ۵ .۳ نتیجه از (ب) گزاره بررسͬ به گردان، قضیه از دیͽری شͺل های تنظیم برای

آنگاه، باشد. شده داده Γ ⊆ Rn مخروط و ،Rn محدب زیرمجموعە های از گردایە ای {Ω۱, . . . ,Ωs} کنیم فرض .۶ .۳ ]قضیه
∀αr ≥ ۰, ۰ ∈

s∑
r=۱

αrΩr + Γ, ⇔ αr = ۰
]

⇔ ۰ /∈ conv
( s∪
r=۱

Ωr

)
+ Γ.

کنیم، ثابت را زیر تعادل که است کافͬ ]اثبات.
∃(α۱, . . . , αs) ≥ ۰, ۰ ∈

s∑
r=۱

αrΩr + Γ

]
⇔ ۰ ∈ conv

( s∪
r=۱

Ωr

)
+ Γ,

نیستند. صفر همزمان ͬͽهم و بوده، غیرمنفͬ αrها تک تک یعنͬ (α۱, . . . , αs) ≥ ۰ علامت که
به αs, . . . , α۱ نامنفͬ اعداد که ͬ شود م نتیجه ۰ ∈ conv

(∪s
r=۱Ωr

)
از ،(۱ .۲) طبق زیرا است، واضح ”⇐” استنتاج تحقیق

.(α۱, . . . , αs) ≥ ۰ که ͬ کند م ایجاب اخیر تساوی که ،
∑s

r=۱ αr = ۱ و ۰ ∈
∑s

r=۱ αrΩr که موجودند گونە ای
نتیجه ۰ ∈

∑s
r=۱ αrΩr + Γ از پس، .

∑s
r=۱ αr > ۰ که ͬ فهمیم م (α۱, . . . , αs) ≥ ۰ شرط از ”⇒” استنتاج اثبات برای

ͬ گیریم، م

۰ ∈ ۱∑s
r=۱ αr

( s∑
r=۱

αrΩr + Γ

)
=

s∑
r=۱

αr∑s
r=۱ αr

Ωr +
۱∑s

r=۱ αr
Γ ⊆ conv

( s∪
r=۱

Ωr

)
+ Γ,

□ ͬ آید. م دست به
∑s

r=۱
αr∑s
r=۱ αr

= ۱ و است) مخروط Γ (چون ۱∑s
r=۱ αr

Γ ⊆ Γ روابط به توجه با آخر شمول که

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد بیشتر تئوری نظر از که دهیم ارائه را گردان قضیه از متعارف تری شͺل تا آمادە ایم حال
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اگر تنها و اگر است سازگار χ آنگاه باشد. پذیر فشرده ،۵ .۳ نتیجه در شده تعریف ،χ سیستم که کنیم فرض .۷ .۳ قضیه

۰ /∈ conv

( ∪
r∈A

∂φr(۰)
)
+N(D, ۰).

که این با است معادل ،۶ .۳ قضیه طبق نیز، آن و باشد، برقرار ۵ .۳ نتیجه از (ب) قسمت اگر تنها و اگر است سازگار χ اثبات.
باشیم داشته A از A∗ متناهͬ زیرمجموعه هر برای

۰ /∈ conv

( ∪
r∈A∗

∂φr(۰)
)
+N(D, ۰),

با است معادل ،(۱ .۲) رابطه طبق نیز، این که

۰ /∈ conv

( ∪
r∈A

∂φr(۰)
)
+N(D, ۰).

□

گرفت. نظر در ۷ .۳ قضیه بلافصل نتیجە ی عنوان به ͬ توان م را زیر حͺم آنگاه ،φr(x) = 〈αr, x〉 و D = Rn دهیم قرار اگر

۰ ∈ اگر وتنها اگر است ناسازگار Π آنگاه باشد. فشردە پذیر Π := {〈αr, x〉 < ۰, r ∈ A} سیستم کنیم فرض .۸ .۳ نتیجه
.conv

(
{αr : r ∈ A}

)
ͬ شود. م تبدیل گردان ͷکلاسی قضیه به ۸ .۳ نتیجه ،|A| <∞ انتخاب با پس است، فشردە پذیر ͬ ای، متناه سیستم هر چون تذکر:
قضیه ،۴] خطͬ، تابع نامتناهͬ تعداد برای گردان قضیه تعمیم متداول ترین ما، اطلاعات آخرین طبق که است توضیح به لازم نکته:
conv

(
{αr : r ∈ A}

)
بودن بسته ،Πپذیری فشرده فرض جای به که تفاوت این با است ۸ .۳ نتیجه مانند نیز فوق حͺم ͬ باشد. م [ ۲ .۳

ͬ تواند نم ͷهیچ ی و ͬ باشند م مستقل یͺدیͽر از Π بودن فشردە پذیر و conv
(
{αr : r ∈ A}

)
بودن بسته چون است. کرده فرض را

را موازی حͺم دو و نبوده، دیͽری از قویتر ([ ۲ .۳ قضیه ،۴] و بالا، در ۸ .۳ (نتیجه حͺم دو این از هیچ کدام پس دهد، نتیجه را دیͽری
ͬ نمایند. م بیان گردان قضیه تعمیم در

بهینگͬ لازم شرایط .۴

ͬ شویم م متذکر ابتدا در پرداخت. خواهیم (P ) محدب نیمە نامتناهͬ مسئله برای بهینگͬ اول مرتبه لازم شرایط ارائە ی به فصل این در
فرض با که

S :=
{
x ∈ Rn : gi(x) ≤ ۰, ∀i ∈ I

}
6= ∅,

مجموعه نشان دهندە ی I(x۰) کنیم فرض ،x۰ ∈ S∩Q هر برای ͬ باشد. م S∩Q شͺل به (P ) موجه۳۴ جواب های همە ی مجموعە ی
یعنͬ باشد، x۰ در فعال اندیس های

I(x۰) := {i ∈ I : gi(x۰) = ۰}.

درستͬ آنجاییͺه از باشد. نامتناهͬ یا متناهͬ تهͬ، ͬ تواند م I(x۰) مجموعە ی باشد، نامتناهͬ مجموعه ͷی I اگر که است تذکر به لازم
.I(x۰) 6= ∅ که کرد خواهیم فرض همواره لذا هستند، تحقیق قابل سادگͬ I(x۰)،به = ∅ حالت در زیر احͺام

آنگاه باشد. (P ) مسئله برای بهینه جواب ͷی x۰ که کنیم فرض .۱ .۴ }لم
d ∈ Rn : f ′(x۰; d) < ۰

}
∩K(S ∩Q, x۰) = ∅.

34feasible solutions
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آنگاه، باشد. داشته قرار بالا اشتراک در d ∈ Rn بردار که کنیم فرض ͬ کنیم. م استفاده خلف برهان از حͺم، اثبات برای اثبات.
مقدار قضیه از استفاده با .x۰ + tkdk ∈ S ∩Q باشیم داشته k ∈ N هر برای بە طوری که دارند وجود dk → d و tk ↓ ۰ دنبالە های

بە طوری که: یافت ξk ∈ ∂f(uk) ͷی و ،x۰ + tkdk و x۰ واصل خط در uk ͷی ͬ توان م k ∈ N هر برای میانͬ،

f(x۰ + tkdk)− f(x۰) = tk〈ξk, dk〉.(۱ .۴)

مانند ،{ξk} از همͽرا دنبالە ی زیر ͷی پس است، بالایی نیمە پیوسته x 7−→ ∂f(x) مجموعه⁃مقدار نگاشت و uk → x۰ چون
است: برقرار زیر رابطه ∂f(x۰) تعریف از نتیجه، در .ξ ∈ ∂f(x۰) و ξkm → ξ که دارد وجود ،{ξkm}

〈ξ, d〉 ≤ f ′(x۰; d) < ۰.(۲ .۴)

که ͬ شود م نتیجه ،(P ) برای x۰ نقطە ی بودن مینیمم و x۰ + tkdk ∈ S ∩Q شمول از دیͽر، طرف از

f(x۰ + tkdk)− f(x۰) ≥ ۰.

□ است. کامل اثبات لذا است. تناقض در (۲ .۴) با که ،〈ξ, d〉 ≥ ۰ داریم ،(۱ .۴) و اینجا از

هرگاه: است، برقرار x۰ ∈ S ∩Q در ͬ دهیم، م نشان ACQ با که ،۳۵ آبادی قیدی صلاحیت که ͬ گوییم م .۲ .۴ )تعریف ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)p

∩K(Q, x۰) ⊆ K(S ∩Q, x۰).

x۰ در را gi توابع اگر همچنین شد. خواهد منطبق [۱۳] در ACQ تعریف بر بالا تعریف ،Q = ∅ حالت در که است تذکر به لازم
برای اکنون ͬ شود. م تبدیل [۲] کلاسیACQͷدر تعریف به ۲ .۴ تعریف باشد، متناهͬ I مجموعه Qو = ∅ و کرده فرض مشتق پذیر

آمادە ایم. (P ) مسئله برای فریز⁃جان بهینگͬ لازم شرط اثبات و بیان

سیستم کنیم فرض همچنین، باشد. (P ) مسئله برای بهینه جواب ͷی x۰ ∈ S ∩Q کنیم فرض .۳ .۴ قضیه
f ′(x۰; v) < ۰,
g′i(x۰; v) ≤ ۰, i ∈ I(x۰),

v ∈ K(Q, x۰),

و α ≥ ۰ ضرایب همچنین و ،ik ∈ I(x۰) ۱ ≤ k ≤ q اندیس متناهͬ تعداد آنگاه، باشد برقرار x۰ در ACQ و بوده، فشردە پذیر
و نیستند صفر همزمان ͬͽهم که موجودند (۱ ≤ k ≤ q هر (برای λik ≥ ۰

۰ ∈ α∂f(x۰) +

q∑
k=۱

λik∂gik(x۰) +N(Q, x۰).

بودن برقرار فرض به توجه با باشد. شده انتخاب دلخواه به d ∈
(
∪iI(x۰) ∂gi(x۰)

)p ∩ K(Q, x۰) که کنیم فرض اثبات.
.f ′(x۰; d) ≥ ۰ که ͬ گیریم م نتیجه ،۱ .۴ لم و x۰ در ACQ

و d ∈ K(Q, x۰) نامساوی های در d ∈ Rn بردار اگر که است معنا بدین این

g′i(x۰; d) = max
{
〈ξi, d〉 : ξi ∈ ∂gi(x۰)

}
≤ ۰, ∀i ∈ I(x۰),

35 abadie constraint qualification
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کند: صدق زیر دستگاه در که ندارد وجود v ∈ Rn مثل برداری هیچ پس .f ′(x۰; d) ≥ ۰ داریم آنگاه کند، صدق
f ′(x۰; v) < ۰,
g′i(x۰; v) ≤ ۰, i ∈ I(x۰),

v ∈ K(Q, x۰),

اعداد و ،I(x۰) از {i۱, i۲, . . . , iq} متناهͬ زیرمجموعە ی ،۳ .۳ قضیه از استفاده با است، شده فرض فشردە پذیر فوق سیستم چون و
و نیستند صفر همزمان که موجودند ۱ ≤ k ≤ q برای λik ≥ و۰ α ≥ ۰

۰ ∈ α∂f ′(x۰; ·)(۰) +
q∑

k=۱

λik∂g
′
ik
(x۰; ·)(۰) +N(K(Q, x۰), ۰).

که واقعیت این و ،∂f ′(x۰; ·)(۰) = ∂f(x۰) تساوی اخیر، رابطە ی به توجه با

N(K(Q, x۰), ۰) = (K(Q, x۰))
p = N(Q, x۰),

□ ͬ باشد. م کامل حͺم اثبات

در دیͽر طرف از ͬ دهد. م ارائه x۰ نقطه بودن بهینه برای فریز⁃جان نوع از لازم شرط ͷی ۳ .۴ قضیه ͬ شود، م ملاحظه که همان طور
کاروش⁃کان⁃تاکر نوع از لازم شرایط ͬ توانیم م باشد، برقرار قیدی صلاحیت ͷی هرگاه که ͬ دانیم م مشتق پذیر، متناهͬ برنامە ریزی های
شرایط به رسیدن در آنها نقش و متعدد تعریفͬ قیدهای یادآوری منظور به ͬ باشد. م فریز⁃جان لازم شرایط از قویتر که کنیم اثبات را
نیز اینجا در که ͬ رود م توقع پس، فرمایید. مراجعه [۲] منبع به فریز⁃جان، لازم شرایط با شرایط این مقایسه و کاروش⁃کان⁃تاکر لازم
محدب (چه غیرمشتق پذیر برنامە ریزی به مربوط منابع بررسͬ با برسیم. کاروش⁃کان⁃تاکر شرط به بتوانیم ،ACQ برقراری فرض با
مسائل برای کاروش⁃کان⁃تاکر شرط به رسیدن برای حقیقت، در ͬ پیوندد. نم حقیقت به فوق توقع که ͬ یابیم درم غیرمحدب) چه و
خاصͬ مخروط  های بودن بسته شͺل به غالبا که هستیم نیز دیͽری شرایط به نیازمند قیدی، صلاحیت ͷی فرض بر علاوه غیرهموار،

شود). مراجعه [۲] به غیرمحدب، حالت و [۶] به محدب، حالت مطالعه (برای هستند
نیازمند نیز مخروط ͷی بودن بسته به ،ACQ بر علاوه کاروش⁃کان⁃تاکر، لازم شرط به رسیدن برای که ͬ دهد م نشان زیر قضیه
شرط در را هدف تابع تاثیر امر این و ͬ باشد، م ͷی عدد برابر هدف تابع ضریب زیر، لازم شرط در که است تاکید به لازم بود. خواهیم

ͬ کند. م تضمین فوق

کنیم فرض همچنین باشد. برقرار x۰ در ACQ و باشد (P ) مسئله برای بهینه جواب ͷی x۰ ∈ S ∩ Q کنیم فرض .۴ .۴ قضیه
مخروط

cone

( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)
که موجودند ( ۱ ≤ k ≤ q (برای λ(ik) ≥ ۰ ضرایب همچنین و ، ۱ ≤ k ≤ q، ik ∈ I(x۰) اندیس متناهͬ تعداد آنگاه باشد. بسته

و نیستند صفر همزمان

۰ ∈ ∂f(x۰) +

q∑
k=۱

λik∂gik(x۰) +N(Q, x۰).

داریم: نرمال مخروط تعریف و ۳ .۱ قضیه به توجه با اثبات.

۰ ∈ ∂f(x۰) +N(S ∩Q, x۰) = ∂f(x۰) + (K(S ∩Q, x۰))p,
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از است زیرمجموعە ای بالا عبارت ،x۰ در ACQ شرط از استفاده با که

∂f(x۰) +

(( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)p

∩K(Q, x۰)

)p

.

داریم: دوم، فصل از (M∩H)p = Mp +Hp تساوی به توجه با نتیجه، در

۰ ∈ ∂f(x۰) +

(( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)p)p

+
(
K(Q, x۰)

)p
,

ͬ شود: م ساده زیر شͺل به نرمال، مخروط تعریف و دوقطبی قضیه از استفاده با که

۰ ∈ ∂f(x۰) + cone

( ∪
iI(x۰)

∂gi(x۰)

)
+N(Q, x۰).

□ ͬ آید. م بدست حͺم (۱ .۲) رابطه و cone
(∪

i∈I(x۰) ∂gi(x۰)
)

بودن بسته شرط اخیر، رابطه از

هستند قوی اندازە ای به [۱۳ ،۶] پایه قیدی صلاحیت و [۱۴] ۳۶ اسلیتر قیدی صلاحیت جمله از قیدی، صلاحیت های از بعضͬ تذکر:
گرفت نتیجه را cone

(∪
i∈I(x۰) ∂gi(x۰)

)
مخروط بودن بسته هم و ،ACQ مانند ضعیف قیدی صلاحیت ͷی هم آنها از ͬ توان م که

تنهایی به کاروش⁃کان⁃تاکر، لازم شرط به رسیدن برای قیدی، صلاحیت های گونه این که است واضح شود). ملاحظه [۹ ،۸])
ͬ کنند. م کفایت

ACQ کردن صدق و کرد، حذف ۴ .۴ قضیه از ͬ توان نم را cone
(∪

i∈I(x۰) ∂gi(x۰)
)

بودن بسته شرط که ͬ دهد م نشان زیر مثال
ͬ باشد. نم کافͬ کاروش⁃کان⁃تاکر شرط برقراری برای بهینه نقطه ͷی در

ͬ گیریم: م نظر در را زیر مسئله .۵ .۴ مثال

min f(x) := −x۱

gi(x) := sup
y∈Mi

〈x, y〉 = sup {x۱y۱ + x۲y۲ : y ∈Mi}, ∀i ∈ I := N ∪ {۰}

x ∈ Q := R۲,

بە طوری که

Mi :=
{
y ∈ R۲ : y۲۱ + (y۲ − ۱− i)۲ ≤ (۱+ i)۲, y۱ ≥ ۰, y۲ ≥ ۰

}
.

کرد تحقیق ͬ توان م ساده محاسبه ͷی با همچنین است. مسئله از بهینه جواب ͷی x۰ = (۰, ۰) و بوده محدب giو f توابع وضوح، به
که:

K(S ∩Q, x۰) = K(S, x۰) = S = {x ∈ R۲ : x۱ ≤ ۰, x۲ ≤ ۰}.

داریم: است، مشتق پذیر f تابع و است Mi بستە ی محدب مخروط ۳۷ محملͬ تابع gi چون همچنین،

∂gi(x۰) =Mi,

∂f(x۰) =
{
∇f(x۰)

}
= {(−۱, ۰)}.

36 slater 37support function
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نتیجه، در

cone

( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)
=

{
x ∈ R۲ : x۱ ≥ ۰, x۲ < ۰

}
∪ {(۰, ۰)},

( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)p

= S.

ͬ باشند: م برقرار وضوح به زیر روابط نیست. بسته cone
(∪

i∈I(x۰) ∂gi(x۰)
)

و است برقرار ACQ پس

۰ ∈ ∂f(x۰) + cone

( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)
,

۰ /∈ ∂f(x۰) + cone

( ∪
i∈I(x۰)

∂gi(x۰)

)
.
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Extended Gordan Theorem for Arbitrary number of Sub-linear Functions and Its
Application in Convex Semi-Infinite Optimization

Nader Kanzi∗ and Ali Sadeghieh

Abstract: In this paper, the Gordan theorem is extended for infinite number of sub-linear functions, and the Fritz-John necessary
optimality condition is obtained for convex semi-infinite optimization problems. Finally, a constraint qualification and a necessary
optimality condition in Karush-Kuhn-Tucker type are presented for the consider problems.
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