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چندبعدی مقیاس گذاری و فاصله ماتریس های

علیزاده رحیم و اسدی∗ باقر محمد

این در است. داده ها کشیدن تصویر به و بˀعد کاهش به مربوط مسائل حل در قوی ابزاری چند بˀعدی مقیاس گذاری چͺیده.
چنان پایین بˀعد با فضایی در مختصاتͬ عضو، هر به اشیاء از متناهͬ مجموعه ای اعضای بین شباهت های داشتن با روش
معرفͬ به مقاله این در باشد. ͷنزدی آن ها شباهت به امͺان تاحد شͬ دو بین نظیر شده مختصات  فاصله که ͬ گردد م نظیر

ͬ پردازیم. م آن ها کاربرد چند ذکر و چندبˀعدی مقیاس گذاری و فاصله ماتریس های

مقدمه .١

از مجموعه ای روی از ͬ هایی ویژگ استخراج به که ͬ اند مصنوع هوش از شاخه هایی داده کاوی٢ و ماشین١ یادگیری
بعد۴ کاهش و ویژگ٣ͬ استخراج ͬ پردازند. م آن ها روی از نیمه خودکار) (یا خودکار تشخیص سامانه ͷی طراحͬ و داده ها
به صورت مستقیم به طور ماشین، یادگیری روش های در محاسباتͬ هزینه های کاهش بر علاوه که روش هایی اند از جمله
مسئله، ورودی متغیرهای از غیر خطͬ یا خطͬ تابع هر به ریاضͬ، زبان به ͬ روند. م کار به داده کاوی در کارآمد شیوه های
مجموعه اگر نمونه، به عنوان توجیه کند. را داده ها پراکندگͬ ممͺن صورت بهینه ترین به ͬ که به شرط ͬ شود م اطلاق ویژگͬ
زیاد بسیار آن ها تعداد معمول به طور که تصویرند پیͺسل های تعداد متغیرها باشد، انسان ها صورت تصاویر ما داده های
و گونه دهان، بینͬ، ابرو، چشم ها، مانند صورت تصویر از نقاطͬ پیͺسل های مقادیر از توابعͬ بارز، ͬ های ویژگ و است
تابع هر تغییرات از مختلف افراد بین در آن ها تغییرات هم و بوده متغیرها از تعدادتر کم بسیار هم که هستند آن ها نظایر
تمامͬ در را داده ها کل تغییرات از زیادی درصد ͬ ها ویژگ این تغییرات دقیق تر، بیان به است. بیشتر متغیرها از دیͽری
تعیین و مناسب بعد تعداد یافتن بعد، کاهش مسئله در دلیل همین به ͬ دهند. م اختصاص خود به تصویر پیͺسل های

دارد. ویژه ای اهمیت دارند پررنگ تری نقش تفاوت ها یا شباهت ها بیان در که صفت هایی
به صورت ͬ توان م را ͬ ها ویژگ این حالت، در ͬ شوند؛ م ثبت اقلیدسͬ فضای ͷی در نقاطͬ به  صورت داده ها اغلب
است اقلیدسͬ فضای بعد از کوچͷ تر خمینه بعد که کرد تصور اقلیدسͬ فضای در خمینه ͷی روی بر داده نقاط تصویر
بعدی، کاهش روش چنین به است؛ ممͺن بعد کوچͷ ترین با داده نقاط مجموعه به خمینه نزدیͷ ترین خمینه، این و

است. همسان ریخت موضعͬ به طور اقلیدسͬ فضای ͷی با خمینه هر که ͬ کنیم م یادآوری گوییم. خمینه یادگیری
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٢–١٣۴ (١٣٩٩) ۴ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه علیزاده، ر. و اسدی باقر م.

استخراج و بعد کاهش روش باشد، اقلیدسͬ فضای از خطͬ زیرفضایی یعنͬ خطͬ، خمینه ای نظر، مورد خمینه اگر
ویژگͬ استخراج روش ͬ ترین قدیم و معروف ترین ͬ شود. م نامیده خطͬ خمینه یادگیری یا خطͬ بعد کاهش ویژگͬ،
ممͺن بعد کوچͷ ترین با خطͬ زیرفضایی روی بر داده ها روش، این در است. اصل۵ͬ مولفه های تحلیل روش خطͬ،

باشد. بیشینه جدید داده های (واریانس) تغییر پذیری که ͬ شود م تصویر به گونه ای
دقیقͬ فرض باشد، شده پراکنده اقلیدسͬ فضای در خطͬ خمینه ͷی حول داده ها همواره که فرض این این، وجود با
این جمله از یافته اند. توسعه غیرخطͬ خمینه یادگیری روش های حالت هایی، چنین در ویژگͬ استخراج برای نیست.
این در کرد. اشاره ایزومپ٨ روش و موضع٧ͬ خطͬ جانشانͬ روش چندبعدی۶، مقیاس گذاری روش به ͬ توان م روش ها

ͬ پردازیم. م چندبعدی مقیاس گذاری نام با روش ها این از ͬͺی شرح به مقاله
با داده کاوی روش های از بسیاری و ͬ اند حقیق اعداد از nتایی بردارهایی به صورت داده ها داده کاوی٩، فنون در اغلب
دشوار، nتایی بردارهای به صورت داده ها به دسترسͬ امͺان موارد از برخͬ در این حال با دارند. سروکار داده ها نوع این
در است. دسترس در نامنفͬ حقیقͬ عددی به صورت داده ها بین شباهت یا تفاوت عوض در و است زمان بر و پرهزینه
آنجا از است. قرابت١٠ ماتریس ͷی شͺل به است، دسترس در داده مجموعه ͷی قالب در که اطلاعاتͬ موارد این گونه
آن قطر روی درایه های که است متقارن و نامنفͬ ماتریسͬ قرابت ماتریس است، متقارن رابطه ای شباهت یا تفاوت که

صفرند. ͬͽهم
ماتریس های همان یا Rn×n در D = (dij) مانند مربعͬ قرابت ماتریس ͷی داشتن با چندبعدی مقیاس گذاری در
نقاط یافتن دنبال به است، n از کوچͷ تر بسیار معمول به طور که k ≥ ١ طبیعͬ عدد  و حقیقͬ درایه های با n × n

مقدار که هستیم Rk در X١, X٢, . . . , Xn∑
i,j

(dij− ∥ Xi −Xj ∥٢٢)
٢

گردد. کمینه
باشند موجود چنان X١, X٢, . . . , Xn ∈ Rk نقاط هر گاه است اقلیدس١١ͬ فاصله ماتریس ͷی D ∈ Rn×n ماتریس

که
D = (∥ Xi −Xj ∥٢٢).

تنگاتنگͬ ارتباط بنابراین، ͬ شود. م گفته D ماتریس نشاننده بعد کند صدق بالا تعریف در که k طبیعͬ عدد کوچͷ ترین به
در k = ٢, ٣ چند بعدی مقیاس گذاری در اگر دارد. وجود اقلیدسͬ فاصله ماتریس های و چندبعدی مقیاس گذاری میان
کرد. خواهد آن ها تحلیل به زیادی ͷکم که هستند R٣ یا R٢ در بصری سازی قابل به راحتͬ داده ها شود، گرفته نظر
و مهم تر ͬ های ویژگ استخراج بعد١٢با نفرین معضل بر غلبه با و یافته کاهش k به داده ها بعد نیز k ≥ ۴ حالات برای
متنوعͬ فنون چندبعدی، مقیاس گذاری مسئله اهمیت به توجه با شد. خواهد موثرتر و ساده تر داده ها تحلیل جدیدتر،

است. گردیده پیشنهاد آن حل اسماکوف١٣برای و ͷکلاسی الͽوریتم های مانند

فاصله ماتریس های .٢

فاصله که باشید دیده آن انتهای در جدولͬ شاید باشید، انداخته نگاهͬ قدیمͬ دفتری تقویم های از برخͬ به اگر
و ایران نقشه از تصویری هیچ که بیندیشید این به حال است. شده کشیده تصویر به آن در یͺدیͽر، از ایران مهم شهرهای

5principal component analysis 6multidimensional scaling 7local linear embedding 8ISOMAP 9data mining 10proximity
matrix 11Euclidean distance matrix 12curse of diminsionality 13Smacof
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کنیم. ترسیم نقشه در را شهرها این موقعیت بخواهیم شهرها بین فاصله جدول ͷکم با فقط و نداریم آن مهم شهرهای
ͬ دهد. م پاسخ سوال این به چندبعدی مقیاس گذاری است؟ امͺان پذیر کار این آیا

خودشان دیدگاه از دانشͺده آن استادان تفاوت درباره بخواهیم دانشͺده ای دانشجویان از کنید فرض دیͽر، مثالͬ
به طوری که کنند نظیر استادان از جفت هر به ۵ و ٠ بین عددی که ͬ خواهیم م دانشجویان از کار این برای کنند. نظر اظهار
نگاه ͷی با بخواهیم اگر حال باشند. بیشتر تفاوت بیان کننده بزرگ تر اعداد و کمتر تفاوت بیان کننده کوچͷ تر اعداد
از دارند بیشتر) (یا کمتر تفاوت هم به نسبت استادان کدام دانشجویان نظر از دریابیم نظرخواهͬ، این نتایج به اجمالͬ

کنیم؟ استفاده ͬ توانیم م روشͬ چه
صفحه در سپس داد. قرار جدول ͷی در را استادان تفاوت درباره دانشجویان نظرات میانگین ͬ توان م مورد این در
تفاوت به مربوط عدد به امͺان حد تا هم از نقطه دو فاصله که نظیر کنیم طوری را نقطه ͷی استاد هر به مختصات،
این به گذرا نگاه ͷی با و شهودی به صورت حال باشد. ͷنزدی است، آمده جدول در که نقطه دو آن با متناظر استادان
درباره نظرسنجͬ این کنید فرض مثال، عنوان به شد. خواهد حاصل استادان بین تفاوت درباره مفیدی اطلاعات نقاط،

باشد زیر به صورت دانشجویان نظرات میانگین جدول و باشد شده انجام دانشͺده T١, . . . , T٧ استادان

بود خواهد زیر به صورت استادان با متناظر نقاط هندسͬ موقعیت چندبعدی، مقیاس گذاری ͷکم با دراین صورت،

بقیه با T۴ استاد ولͬ یͺدیͽرند مشابه (T۵, T۶, T٧ استادان (همچنین T١, T٢, T٣ استادان ͬ کنید م مشاهده که همان طور
دارد. تفاوت
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ͷی نرم جمله از دیͽر نرم های و مترها از ͬ توان م اقلیدسͬ فاصله بر علاوه چندبعدی مقیاس گذاری تعریف در
کرد. استفاده (∥ · ∥∞) بی نهایت نرم و (∥ · ∥١)

نقاط ،k طبیعͬ عدد ͷی برای هر گاه گوییم d متر به نسبت فاصله ماتریس را D = (dij) ∈ Rn×n ماتریس
،١ ≤ p ≤ ∞ اگر به  ویژه، .dij = d(Xi, Xj) ،j و i هر برای که شوند یافت چنان Rk در X١, X٢, . . . , Xn

اگر گوییم p نرم به نسبت فاصله ماتریس ͷی را D = (dij)

dij =∥ Xi −Xj ∥p .

نمایش E(D) با آن را و گوییم آن نشاننده بعد کند، صدق فاصله ماتریس تعریف در که k طبیعͬ عدد کوچͷ ترین به
ͬ نویسیم م و گوییم D ماتریس موقعیت ماتریس را X = [X١X٢ . . . Xn]

t ∈ Rn×k ماتریس همچنین، ͬ دهیم. م
.D = D(X)

وجود زیر به صورت D ماتریس رتبه و نشاننده بعد بین رابطه ای باشد، اقلیدسͬ فاصله ماتریس ͷی D ∈ Rn×n اگر
:[۵] دارد

rank(D)− ٢ ≤ E(D) ≤ rank(D)− ١.

نباشد برقرار بالا رابطه پایین کران است ممͺن باشد، بی نهایت نرم به نسبت فاصله ماتریس ͷی D ∈ Rn×n اگر
،rank(D) = n یعنͬ باشد؛ معکوس پذیر D ماتریس ͬ که حالت در باشد. ͷی عدد با برابر D نشاننده بعد دارد امͺان و

.[١۵] است برقرار فوق رابطه بالای کران
مثبت ماتریس های ͷکم با دارد. وجود معین مثبت ماتریس های و اقلیدسͬ فاصله ماتریس های بین تنگاتنگͬ ارتباط

ͬ کنیم. م اشاره آن به بعد بخش های در که ͬ آید م به دست اقلیدسͬ فاصله ماتریس های از اطلاعاتͬ معین

اقلیدسͬ فاصله ماتریس های برای مشخص  سازی چند زیر در اقلیدسͬ. فاصله ماتریس های مشخص  سازی .٢ . ١
نامنفͬ متقارن ماتریس ͷی D = (dij) ∈ Rn×n زیر موارد در شده اند. برگرفته [٩] از مطالب این است. شده آورده

صفرند. ͬͽهم آن قطر روی درایه های که است

ماتریس اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ فاصله ماتریس ͷی D ماتریس (١

D̂ = (din + djn − dij)

باشد. معین مثبت نیمه ماتریس
،L = In − ١

nee
t اینجا در باشد. معین مثبت −LDL اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ فاصله ماتریس ͷی D (٢

بعد همان ماتریس این رتبه است. ͷی آن درایه های تمام که است Rn در برداری e و همانͬ ماتریس In

بود. خواهد D نشاننده

داشته مثبت ویژه مقدار ͷی فقط
[
D e

et ٠

]
ماتریس اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ فاصله ماتریس ͷی D (٣

باشد.

ͷی D صورت این در بͽیرید. نظر در است متعامد V =

(
e√
n
| U

)
آن در که را U ∈ Rn×(n−١) ماتریس (۴

ماتریس این رتبه باشد. منفͬ معین نیمه ماتریس ͷی U tDU اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ فاصله ماتریس
بود. خواهد D نشاننده بعد همان
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ͬ کنند. م مشخص را اقلیدسͬ فاصله ماتریس های نشاننده بعد دقیق به طور بالا در (۴) و (٢) مشخص  سازی های
از محدوده این پایین کران ͬ شود. م مشخص نشاننده بعد برای محدوده ای ماتریس ها این رتبه ͷکم با این بر علاوه

ͬ آید[١١]: م به دست اقلیدسͬ فاصله ماتریس های رتبه و نشاننده بعد بین زیر رابطه

rank(D) ≤ E(D) + ٢.

معین منفͬ نیمه ماتریس ͷی که است U tDU ماتریس رتبه برابر D نشاننده بعد دیدیم (۴) مشخص  سازی در
،tr(V tDV ) = ٠ که آنجا از و دارد منفͬ ویژه مقدار E(D) تعداد به حداقل D لذا است. V tDV زیر ماتریس و
داریم بنابراین، است. ناصفر ویژه مقدار E(D) + ١ حداقل دارای D پس دارد. مثبت ویژه مقدار ͷی حداقل V tDV

.rank(D) = E(D) + ٢ یا rank(D) = E(D) + ١

ͷی خودش در دو نرم̧ به نسبت فاصله ماتریس ͷی آدامار ضرب از .p نرم به نسبت فاصله ماتریس های .٢ . ٢
برای اقلیدسͬ فاصله ماتریس های با مشابه مشخص  سازی ͷی جهت این از ͬ گردد. م ایجاد اقلیدسͬ فاصله ماتریس
فاصله ماتریس ͷی D = (dij) ماتریس که است شده ثابت [١٩] در دارد. وجود دو نرم̧ به نسبت فاصله ماتریس های

ماتریس اگر تنها و اگر است X = [X٠ X١ . . . Xn]
t موقعیت ماتریس با دو نرم به نسبت

(١) A =

(
١
٢
[
∥ X٠ −Xi ∥٢٢ + ∥ X٠ −Xj ∥٢٢ − ∥ Xi −Xj ∥٢٢

])
,

فاصله ماتریس های تفاوت های جمله از است. A ماتریس رتبه برابر D نشاننده بعد و باشد معین مثبت نیمه ماتریس ͷی
شده ثابت [١۴] در است. ماتریس ها این منفͬ ویژه های مقدار تعداد در دو نرم به نسبت فاصله ماتریس های با اقلیدسͬ
و مثبت ویژه مقدار ͷی دقیقا ناصفرند، ͬͽهم آن قطر خارج درایه های که دو نرم به نسبت فاصله ماتریس های است

دارند. منفͬ ویژه مقدار n− ١
n(n−١)

٢ − ١ ͷی نرم به نسبت فاصله ماتریس های نشاننده بعد حداکثر n ⩾ ٣ برای است شده داده نشان [١٨] در
ارائه (n−٢)(n−٣)

٢ به صورت ͷی نرم به نسبت فاصله ماتریس های نشاننده بعد برای پایین کران ͷی ،n ≥ ۴ اگر است.
.[١] است شده

حقیقت در ͬ اند. دلخواه متر هر به نسبت فاصله ماتریس های تمام شامل بی نهایت نرم به نسبت فاصله ماتریس های
که ͬ شوند م یافت چنان X١, X٢, . . . , Xn ∈ Rn−١ نقاط ،d دلخواه متر هر به نسبت D فاصله ماتریس هر برای

Dij =∥ Xi −Xj ∥∞ .

باشد زیر شͺل به d متر به نسبت Rn×n در فاصله ماتریس ͷی D فرض کنیم مطلب، این اثبات دیدن برای

D =



٠ d١٢ d١٣ . . . . . . d١n

d٢١ ٠ d٢٣ . . . . . . d٢n

d٣١ d٣٢ ٠ d٣۴ . . . d٣n
...

...
. . .

...
dn١ dn٢ . . . ٠


.

کنیم انتخاب زیر به صورت را Xi نقاط است کافͬ حال

(٢) Xi = (di٢, di٣, . . . , din).

به نسبت Xi نقاط فاصله ماتریس محاسبه با است، برقرار D ماتریس درایه های بین مثلث نامساوی اینکه به توجه با
ͬ رسیم. م D ماتریس به بی نهایت نرم

١٧ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129105.1436
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به نسبت فاصله ماتریس های تمام گرچه که کنید دقت نکته این به ماتریس ها این نشاننده بعد درباره صحبت از قبل
متر ͷی به نسبت فاصله ماتریس نشاننده بعد که ندارد لزومͬ ولͬ بی نهایت اند نرم به نسبت فاصله ماتریس ͷی متری هر
ماتریس های نشاننده بعد برای بالا کران ͷی باشد. یͺسان بی نهایت نرم به نسبت فاصله ماتریس نشاننده بعد با دلخواه
E∞(n) با را بی نهایت نرم به نسبت n×n ماتریس نشاننده بعد حداکثر اگر است. n− ١ بی نهایت نرم به نسبت فاصله

است شده ثابت n ≥ ۴ برای [٧] در دهیم، نمایش

(٣) [
٢n
٣
] ≤ E∞(n) ≤ n− ٢.

.[٢٠] E∞(n+ ١) ≤ E∞(n) + ١ داد نشان ͬ توان م به راحتͬ
به نسبت n ≤ ۴ ماتریس های برای نشاننده بعد حداکثر است شده ثابت R٢ در نقطه چهار ارائه با [٢٠] در همچنین
خارج درایه های با Rn×n در بی نهایت نرم به نسبت فاصله ماتریس های رتبه و نشاننده بعد است. دو برابر بی نهایت نرم

ͬ کنند م صدق زیر رابطه در ،١ < n ≤ ۴ وقتͬ ناصفر قطر

E(D) ≤ rank(D)− ١.

فضاهای مفهوم دارد. قدمت قرن ͷی از کمتر اقلیدسͬ فاصله ماتریس های ͬ هایی ویژگ مطالعه تاریخچه. .٢ . ٣
فاصله ماتریس های درباره بیشتر جزئیات با مطالعه کرد. معرفͬ [٣] ١٩٠۶ سال فرشه١۴در را فاصله ها و ͷمتری
[٢١] ١٩٣٨ سال هاوس هولدر١٧در یانگ١۶و کرد. آغاز ١٩٣۵ سال در عمیق تر به طور [١٣] شونبرگ١۵در را اقلیدسͬ
١٩۵٢ سال در کنند. محاسبه را اقلیدسͬ فاصله ماتریس های نشاننده بعد توانستند و کردند اثبات را بیشتری ͬ های ویژگ
تولید را فاصله ماتریس ͷی که نقاطͬ مجموعه کردن پیدا مسئله قالب در را چندبعدی مقیاس گذاری تاگرسن١٨مفهوم
١٩۶۴ سال در اینکه تا بود مبهم ͷغیر متری اولیه شباهت های و تولید شده فاصله های بین ارتباط کرد[١٧]. معرفͬ ͬ کند، م
مقیاس گذاری بحث در جدیدی حوزه آن، مینیمم سازی و استرس تابع کرد[٨]. پیشنهاد را استرس کروسͺال١٩مفهوم

دید. ͬ توان م [١٠] و [١۶] ،[١٢] در را آن ها از نمونه ای که کرد باز چندبعدی
نشاند lp فضای در را متناهͬ ͷمتری فضای ͷی بتوان که عددی کمترین آوردن به دست مسئله درباره مقاله چندین
است. n − ١ اقلیدسͬ فاصله ماتریس های برای عدد این ͬ شود م دیده یانگ و هاوس هولدر مقالات در دارد. وجود
برای ١٩٩٠ سال بال٢٢در و l١ برای [٢٠] ١٩٨۶ سال ویتسن هاوزن٢١در ،l∞ برای [٧] ١٩٧٨ سال در ٢٠ͬͺهولستنس
بعد با اقلیدسͬ فاصله ماتریس های رتبه بین ارتباط گاور٢٣ ١٩٨۵ سال در پرداخته اند[١]. سوال این جواب به p هر

کرد[۵]. مشخص را نشاننده

چندبعدی مقیاس گذاری مسئله حل الͽوریتم چند .٣

هستیم زیر بهینه سازی مسئله حل دنبال به چندبعدی مقیاس گذاری در

argmin{∥P −D(X)∥F : Rn×kاست در ماتریسͬ X},

اگر است. X ماتریس ستون های با متناظر اقلیدسͬ فاصله ماتریس D(X) و قرابت ماتریس ͷی P = (pij) آن در که
صورت این در باشد، jام با iام داده تفاوت pij اگر R٣اند. یا R٢ در بصری سازی قابل به راحتͬ داده ها آن گاه ،k = ٢, ٣
Xj از Xi فاصله چندبعدی، مقیاس گذاری از به دست آمده تصویر در آنگاه باشد (بزرگ تر) کوچͺتر pij مقدار چه هر

. بود خواهد (بیشتر) کمتر

14Fréchet 15Schoenberg 16Young 17Householder 18Togerson 19Kruskal 20Holsztysnki 21Witsenhausen 22Ball
23Gower

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129105.1436 ١٨

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129105.1436


٢–١٣۴ (١٣٩٩) ۴ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه چندبعدی، مقیاس گذاری و فاصله ماتریس های

دو به را آن ها ͬ توان م کلͬ حالت در ولͬ دارد؛ وجود مختلفͬ روش های چندبعدی مقیاس گذاری مسئله حل برای
چندبعدی مقیاس گذاری مسئله حل روش ͬ ترین قدیم که ͷکلاسی روش کرد. تکرار٢۴تقسیم الͽوریتم و ͷکلاسی دسته
ͬ توان م تکرار الͽوریتم از نمونه هایی به عنوان همچنین است. چندبعدی مقیاس گذاری مسئله حل برای جبری روشͬ است

.[۴] برد نام گلانت٢۶ الͽوریتم و اسماکوف٢۵ الͽوریتم از
کرد بیان زیر به صورت ͬ توان م را ͷکلاسی الͽوریتم ،P = (pij) ∈ Rn×n ماتریس داشتن با نمونه، برای

ͬ کنیم. م محاسبه aij =
−١
2 p2

ij درایه های با را A = (aij) ماتریس (١

آن درایه های تمام که است برداری e و همانͬ ماتریس I آن در Bکه = (I − ١
n
eet)A (I − ١

n
eet) ماتریس (٢

ͬ آوریم. م به دست را است ͷی
ماتریسͬ Λ = diag(λ١, λ٢, . . . , λn) و متعامد ماتریس Q آن در که QΛQt به شͺل B ویژه٢٧ تجزیه مقدار    (٣
قرار صفر برابر را Λ منفͬ ویژه مقادیر تمام و آورده به دست را λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn شرط با است قطری

ͬ دهیم. م
ستون و سطر k از حاصل Λk ماتریس کنیم. حل k بˀعد در را چندبعدی مقیاس گذاری بخواهیم کنیم فرض (۴
را X = QkΛ

١/٢
k ماتریس و گرفته نظر در را Q اول ستون k و سطر n از حاصل Qk ماتریس و Λ اول

است. X ماتریس nام تا اول سطرهای ترتیب به  X١, X٢, . . . , Xn آن در که ͬ آوریم م به دست

چندبعدی مقیاس گذاری از کاربردهایی .۴

کرد. خواهیم اشاره مورد چند به اینجا در دید. ͬ توان م مختلف علوم در را چندبعدی مقیاس گذاری کاربردهای

شباهت هایی دلیل یافتن روانشناسͬ مباحث از ͬͺی کشورها. دسته بندی معیارهای استخراج در ویش روش .١ . ۴
باشد. مفید بسیار است ممͺن مباحث این در چندبعدی مقیاس گذاری حل روش های دارد. وجود افراد ذهن در که است
بیشتر نقطه دو فاصله چه هر و ͬ شوند م گرفته نظر در صفحه در نقاطͬ به صورت قضاوت مورد اشیاء مدل هایی چنین در
مدل ها این تحلیل سختͬ دارد. وجود کمتری شباهت نقطه، دو آن به متناظر شͬء دو بین که است این نشان دهنده باشد

کرده اند. انتخاب ارزیابی برای را معیارهایی چه افراد ͬ داند نم محقق که است این در
سوال این به پاسخͽویی دنبال به او گرفت[٢]. نظر در ١٩٧١ سال ویش٢٨در که است مثالͬ مدل ها این از نمونه ای
کار این برای کنند. ارزیابی هم از متفاوت یا هم به شبیه را مختلف کشورهای افراد، ͬ شود م باعث دلایلͬ چه که بود
١ اعداد با را کشورها از زوج دو هر که خواست ͷهری از و کنند ارزیابی را کشور ١٢ تا خواست دانش آموز ١٨ از او
پاسخ میانگین زیر جدول در کنند. رتبه بندی است، شباهت بیشترین نشان دهنده ٩ و شباهت کمترین بیانگر ١ که ٩ تا

ͬ کنیم م مشاهده را دانش آموز ١٨ این

24iterative MDS algorithm 25Smacof 26Glunt 27eigen decomposition 28Wish
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ͬ  آید م دست به زیر شͺل به مسئله، این برای k = ٢ بعد گرفتن نظر در با چندبعدی مقیاس گذاری

نظر از را آن ها بتوان بهتر که چرخاند اندازه ای به را تصویر ͬ توان م ͬ کند، نم تغییری فاصله تصویر چرخش با که ازآنجا
او ͬ دهد. م ما به بهتری روانشناسͬ تحلیل درجه، ۴۵ اندازه به تصویر چرخش کرد پیشنهاد ویش کرد. تحلیل روانشناسͬ
بسیاری تاثیر افراد انتخاب در کشورها بودن(نبودن)» «کمونیست و بودن(نبودن)» «توسعه یافته عامل دو که شد متوجه
قرار هم به ͷنزدی کمونیست توسعه یافته کشورهای شوروی و یوگسلاوی، چین، کشورهای مثال، به عنوان است. داشته

گرفتند. قرار هم کنار غیرکمونیست توسعه یافته کشورهای ژاپن و فرانسه، آمریͺا، کشورهای که حالͬ در گرفتند،

مشاهده کلید صفحه طراحͬ در ͬ توان م را چندبعدی مقیاس گذاری کاربرد های از ͬͺی کلید. صفحه طراحͬ .٢ . ۴
به آن ها تایپ که گیرند قرار موقعیت هایی در کلید ها که است این کلید صفحه طراحͬ در هدف مهم ترین کرد[١١].

باشد. ممͺن شͺل̞ ساده ترین
اگر که است این کلید صفحه در کلید ها قرار گرفتن حالت بهترین کنیم. تایپ بتوانیم یͷ دست با فقط کنیم فرض
تا باشند ͷنزدی به هم نیز کلید صفحه در حرف دو آن دارند، قرار هم به ͷنزدی کلمات بیشتر در انگلیسͬ حرف دو
با مسئله حل برای کنیم. طͬ خود دست انگشتان با را بیشتری فاصله به هم ͷنزدی حرف دو تایپ برای نباشیم مجبور
را انگلیسͬ حرف دو هر فاصله منظور این برای داریم. نیاز D̂ قرابت ماتریس ͷی به چندبعدی مقیاس گذاری از استفاده
از l فاصله love لغت در مثال به عنوان ͬ کنیم. م تعریف آن ها بین موجود حروف تعداد با ͷی جمع انگلیسͬ لغت هر در
٧٠٠٠٠ و لغت این در رو فاصله ها بقیه ترتیب همین به است. سه برابر e از l فاصله و دو برابر v از l فاصله ،ͷی برابر o
آن ها و ͬ کنیم م محاسبه را حرف دو هر برای دست آمده به فواصل تمام میانگین ͬ کنیم. م محاسبه انگلیسͬ پرکاربرد لغت
مسئله، این برای k = ٢ بعد گرفتن نظر در با چند بعدی مقیاس گذاری ͬ دهیم. م قرار D̂ قرابت ماتریس درایه های در را

ͬ یابد م دست زیر شͺل به
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که حالͬ در ͬ رود م کار به به ندرت انگلیسͬ حروف در x و j حروف ترکیب مثلا دارد. ایراداتͬ بالا شͺل ͬ بینیم م
است. کلمات در لغات تکرار تعداد نگرفتن نظر در اشͺال این آمدن وجود به دلیل هستند. ͷنزدی به هم بالا شͺل در
تعداد نسبت به صورت ماتریس، این درایه های آن در که ͬ کنیم م محاسبه را W = (wij)٣٢×٣٢ ماتریس منظور، این برای
٧٠٠٠٠ این از ٣٠٠٠ در s و l حرف دو اگر مثال، به طور است. لغات کل تعداد به لغات در حروف زوج تکرار های
برابر آن بزرگ ترین که شͺلͬ به را درایه ها نهایت در ͬ دهیم. م قرار ٣

٧٠ را W ماتریس (l, s) درایه باشد، شده تکرار لغت
تابع مینیمم سازی با چندبعدی مقیاس گذاری حال ͬ کنیم. م نرمال باشد ͷی∑

i

∑
j

Wij(d
٢
ij − D̂ij)

ͬ انجامد م زیر شͺل به R٢ در

مورس سیͽنال های در ͬ توان م را چندبعدی مقیاس گذاری دیͽر کاربرد ͷی مورس. سیͽنال های روانشناسͬ .٣ . ۴
سیͽنال های شنیدن با افراد ͬ شوند م سبب که هستند روانشناسͬ عوامل دنبال به اینجا در محققان کرد. مشاهده [۶]
و A,B, . . . , Z حروف به مربوط آن ها از ٢۶ تا که را سیͽنال ٣۶ محققان منظور این برای شوند. اشتباه دچار مورس
سیͽنال ها این با که افرادی از و ͬ گیرند م نظر در جفت جفت به صورت است ٩ ،. . . ،١ ،٠ اعداد به مربوط آن ها از ١٠ تا
هم مثل سیͽنال ها این آیا که دهند پاسخ سوال این به و دهند گوش را سیͽنال ها جفت این ͬ خواهند م ندارند آشنایی
ماتریس نهایت در و کردند قضاوت را مورس سیͽنال های از جفت ٣۵١ فرد، ۵٩٨ منظور این برای خیر؟ یا بوده اند
٢١ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129105.1436
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جدول در را تحقیقات این نتایج آوردند. به دست دانسته اند هم به شبیه را سیͽنال دو تعدادی چه اینکه اساس بر را قرابت
کرد مشاهده ͬ توان م زیر

ͬ انجامد م زیر شͺل به مسئله، این برای k = ٢ بعد گرفتن نظر در با چندبعدی مقیاس گذاری

چندبعدی مقیاس گذاری در پژوهشͬ موضوعات .۵

زیادی پیشرفت های دهه چند این در چندبعدی مقیاس گذاری اجرای روش های و نظریه روی بر مطالعات هر چند
مورد چند به زیر در دارد. قرار پژوهشͽران روی پیش روش ها این بیشتر توسعه برای متنوعͬ موضوعات است، داشته

ͬ  کنیم. م اشاره
مشخص کامل به طور آن ها مرتبه و اقلیدسͬ فاصله ماتریس های نشاننده بعد بین ارتباط شد اشاره چنانکه (١
است. اهمیتͬ با موضوع مختلف مترهای به نسبت فاصله ماتریس های برای ارتباط این بررسͬ است. شده

است. متمرکز به صورت و اقلیدسͬ نرم به نسبت چندبعدی مقیاس گذاری برای پیاده سازی روش های اکثر (٢

است. زمینه این در کاربردی و مهم مسائل جمله از نرم ها، از وسیع تری طیف برای توزیع شده روش های ارائه
فراوانͬ محاسباتͬ دشواری های با بزرگ بسیار ابعاد با ماتریس های برای موجود پیاده سازی الͽوریتم های (٣
اولویت های از چندبعدی مقیاس گذاری مسئله حل یرای مقیاس پذیر روش های توسعه و ایجاد هستند. همراه

است. زمینه این در تحقیقاتͬ
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