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توابع تقریب در کارامد ابزاری چندجملە ای؛ واحد افراز روش

وحدتͬ سعید و دارانͬ احمدی محمدرضا میرزائͬ∗، داود

مسائل عددیِ حل̞ برای کارامد روشͬ عنوان به آن از و بررسͬ را واحد افراز بر مبتنͬ چندجملە ای درونیابی و تقریب مقاله، این در چͺیده.
آوردن بە دست برای و اثبات را آن ها مقیاس پذیری خواص و مطرح چندمتغیره چندجملە ای تقریب های نخست ͬ کنیم. م استفاده چندمتغیره
زیردامنە هایی روی موضعͬ صورت به تقریب ها این پایدار، الͽوریتم ͷی ارائه برای ͬ کنیم. م استفاده آن ها از همͽرایی و پایداری کران های
کران پایان در شود. حاصل هموار سراسری تقریب ͷی تا ͬ شوند م متصل بە هم واحد افراز توابع ͷکم به و محاسبه اصلͬ دامنه از
ِͷکوچ مسئله چندین حل روش، این ایده ͬ آید. م بە دست موضعͬ تقریب های خطای کران های اساس بر نیز سراسری تقریب خطای
وسیعͬ حوزه در استفاده قابل و کارآمد بسیار رویͺردی چنین محاسباتͬ لحاظ از است. بدوضع بزرگ مسئله ͷی حل جای به پایدار
روش این با تقریب در ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد تقریب این ͷکم به را دیفرانسیل معادلات عددی حل نمونه برای کاربردهاست. از
نوشته پراکنده نقاط حسب بر مجهول کمیˁت آن جای به و اجتناب متناهͬ) حجم و متناهͬ المان روش های (همانند ناحیه شبͺە بندی از

آورد. حساب به نیز شبͺه بدون روش ͷی ͬ توان م را روش این این رو از ͬ شود. م

مقدمه .۱

متمایز نقطه N از که N − ۱ درجه حداکثر چندجملە ای ͷی یافتن از است عبارت بعدی ͷی چندجملە ای» «درونیابی مسئله
Nریشه −۱ Nحداکثر −۱ درجه از غیر صفر چندجملە ای هر جبر اساسͬ قضیه طبق چون است خوش تعریف مسئله این کند. عبور
یͺسان نقاط آن در (یعنͬ کنند عبور متمایز نقطه N آن از دو هر که باشیم داشته N − ۱ درجه از چندجملە ای دو اگر بنابراین دارد.
حالتͬ ͬ کند. م پیدا بˀروز محاسباتͬ مسائل غالبِ در و است پرکاربرد بسیار درونیابی مسئلە  طرفͬ از هستند. ͬͺی هم با لزوماً باشند)،
«تقریب مسئله به جواب) وجود صورت (در شود گرفته نظر در N از کمتر چندجملە ای درجه و باشد N از بیشتر نقاط تعداد که
مناسبی متر با که ͬ آید م بە دست بە گونە ای اما کرد، نخواهد عبور نقاط تمام یا بخشͬ از تقریب این قاعدتاً است. مشهور چندجملە ای»
کرده عبور متمایز نقطه ۶ از که ۵ درجه درونیاب چندجملە ای راست سمت در ۱ شͺل در باشد. کرده عبور نقاط اکثر ͬͺنزدی از
ادامه در (که مربعات کمترین تقریب وسیله به نقاط همان روی ۳ درجه تقریب چندجملە ای چپ سمت در و شده داده نمایش است

است. شده ترسیم شد) خواهد معرفͬ
ͬ شود. م بحث چندجملە ای ها بر مبتنͬ متغیره ͷی تقریب و درونیابی مورد در عددی محاسبات و آنالیز کتاب های در معمولا˟
خاصͬ اند ͬ های پیچیدگ دارای بعضاً که است، شده چندمتغیره حالت های به کمتری توجه فارسͬ سرفصل های و کتاب ها در تاکنون
است، فارسͬ منابع در کاستͬ این کردن بر طرف مقاله این اهداف از ͬͺی ͬ شوند. نم حاصل متغیره ͷی حالت سرراستِ تعمیم با و

گویا تقریب چندجملە ای، تقریب واحد، افراز روش موضعͬ، تقریب تقریب، شبͺه، بدون روش های کلیدی: کلمات و عبارات
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چپ). (سمت ۳ درجه مربعات کمترین تقریب راست)، (سمت ۵ درجه درونیاب :۱ شͺل

تقریب های بر مبتنͬ پژوهش های از پارە ای انجام برای مرجعͬ عنوان به آن از بتوان تا پرداخت خواهیم نیز ͬ تر فن مطالب به گرچه
کرد. استفاده نیز چندمتغیره

الͽوریتم های کارایی افزایش آن در و است مهندسͬ و علوم در پرکاربرد ابزارهای از ͬͺی نقاط از متناهͬ مجموعه روی توابع تقریب
را درونیابی و تقریب مسائل ͬ توان م دیدگاه ͷی از است. نظر مدّ محاسباتͬ هزینە های کاهش و پایداری دقت، دیدگا ە ها از تقریبی
تقریب پایە های محمل̞ سراسری، حالت در کرد. تقسیم بندی موضعͬ) محمل (یا فشرده» «محمل و سراسری» «محمل حالت دو به
مشخصͬ درجه تا چندجملە ای های فضای تقریب فضای آن در که چندجملە ای درونیابی همانند است؛ محاسباتͬ ناحیه کل شامل
بازه کل روی سراسری محمل دارای نیوتن) پایه یا لاگرانژ پایه جملە ای ها، تک پایه (مثلا́ فضا این برای پایه هر که ͬ دانیم م و است
متعامد) چندجملە ای های ریشە های (مانند مشخص نقاط روی و بعدی ͷی حالت در سراسری درونیابی و تقریب است. درونیابی

ببینید). را [۱۷]) دارد وجود آن محاسبه برای هم مناسبی الͽوریتم های و ͬ شود م هموار (بسیار) توابع برای طیفͬ دقت به منجر
دامنە های با کار لزوم و تابع همواری کاهش بالاتر، ابعاد به مسئله گسترش دامنه، در پراکنده نقاط از استفاده این، وجود با
حالتِ جای به فشرده محمل تقریب های از استفاده شد. خواهد خوب ͬ های ویژگ آن همه رفتن دست از به منجر دلخواه، چندبعدی
ماتریس های ایجاد باعث تقریب در فشرده محمل پایە های است. ضعف ها این از برخͬ کردن برطرف برای مؤثر روش ͷی سراسری
شناختە  ابزاری اسپلاین ها با تقریب روش نمونه، برای ͬ شوند. م سریع و پایدار محاسباتͬ الͽوریتم های و خوش وضع معمولا˟ و تنک
که است B⁃اسپلاین) پایه با (مثلا́ فشرده محمل تقریب فضای ͷی اسپلاین ها فضای است. یافته توسعه زمینه این در که است شدە 
حل توابع، تقریب برای مهندسͬ و محاسباتͬ علوم در وسیعͬ کاربرد علت همین به دارد. نیز را چندجملە ای ها ͬ های ویژگ از برخͬ
تقریب روش این ͬ های ویژگ از بیشتر اطلاع برای است. داشتە  ͬͺگرافی طراحͬ مانند کاربردها دیͽر و دیفرانسیل معادلات عددی
دلیل همین به و است خود خاص ͬ های پیچیدگ دارای بالاتر ابعاد به اسپلاین ها تعمیم حال این با نمایید. مراجعه [۳ ،۱۶ ،۲۰] به
ͬ توان م را شعاع۱ͬ پایە ای توابع از برخͬ دیدگاه ͷی از البته گرفتە اند. قرار استفاده مورد چندمتغیره تقریب های در کمتر اسپلاین ها
اسپلاین توابع به ͬ توان م جمله آن از ͬ شوند؛ م استفاده چندمتغیره تقریب های برای که گرفت نظر در اسپلاین ها از خاصͬ تعمیم
است. بعدی ͷی شده شناخته اسپلاین های از متفاوت موارد برخͬ در توابع این ͬ های ویژگ حال این با کرد. اشاره ۲ͷباری صفحه

کنید. مراجعه [۵ ،۱۹] به موضوع این در بیشتر جزئیات برای نیستند. فشرده محمل دارای ͷباری صفحه اسپلاین توابع مثال برای
ساختن روش، این ایده است. ۳(PU) واحد» «افراز توابع از استفاده فشرده، محمل تقریب های ساختن برای کارامد روش ͷی
است. هموار سراسری تقریب ͷی ساختن برای واحد افراز توابع وسیله به آن ها اتصال سپس و دامنه سراسر در موضعͬ تقریب های
احتمالا˟ (و ͷکوچ موضعͬ مسئله تعدادی بدوضع)، احیاناً (و بزرگ سراسری مسئله ͷی حل جای به است کافͬ عمل در بنابراین

بود. خواهد کارامد بسیار محاسباتͬ هزینه و پایداری لحاظ از رویͺردی چنین کنیم. حل خوش وضع)

1radial basis functions (RBF) 2thin plate spline (TPS) 3partition of unity
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شپارد دانلد زمان آن در است. کرده استفاده [۱۵] در ۱۹۶۸ سال در شپارد بار نخستین را واحد افراز توابع تاریخͬ، دیدگاه از
لزوماً (نه مشابه توابعͬ حال این با کرد. استفاده رویە ها بازیابی برای تقریب این از که بود هاروارد دانشͽاه در کارشناسͬ دانشجوی
متناه۴ͬ المان روش در واحد افراز توابع از کاربردی هستند. بیشتری قدمت دارای که دارند وجود چندمتغیره رگرسیون در یͺسان)
توابع این از استفاده او̰لین کرد. دوچندان را توابع این اهمیت و کردند ارائه [۱۰] در بابوشͺا و م˼لینک را دیفرانسیل معادلات حل برای
گرفت. قرار تحلیل مورد تقریب ها این سریع پیادە سازی برای [۱۹] در آن از پس و شد ارائه [۱۸] در شعاعͬ پایە ای تقریب های در
حجم روش ͬ توان م دیدگاه این با ͬ دهد م نشان که است شده ارائه [۸] در متناه۵ͬ حجم روش و واحد افراز توابع از جالبی ترکیب
دیفرانسیل معادلات حل در بخصوص دیͽر کاربردهای مشاهده برای کرد. پیادە سازی شبͺه۶ بدون روش ͷی بە صورت را متناهͬ

کنید. مشاهده را [۱۴ ،۱۳ ،۱۱ ،۹ ،۲] مراجع جزئͬ
برای تقریب ها این مقیاس پذیری خواص سپس و ͬ شود م مطرح ۳ بخش در چندمتغیره تقریب و درونیابی ابتدا مقاله این در
مقیاس پذیری خاصیت ͷکم به خطا و پایداری کران های ͬ گیرند. م قرار واکاوی مورد ۴ بخش در آن مشتقات و تابع تقریب محاسبه
موضعͬ صورت به را چندجملە ای درونیابی و تقریب کارامد، الͽوریتم ͷی آوردن بە دست برای ۶ و ۵ بخش های در ͬ شوند. م اثبات
است واضح ͬ آوریم. م دست به دامنه کل روی سراسری تقریب ͷی واحد افراز توابع ͷکم به و ͬ گیریم م کار به باز پوشش ͷی روی
کاربرد است. شده پرداخته مهم این به ۷ بخش در گرفت. بهره نیز دیفرانسیل معادلات حل در ͬ توان م سراسری تقریب این از که
عددی نتایج ۸ بخش در شد. خواهد وضع) خوش (و تنک نهایی ماتریس های به منجر دیفرانسیل معادلات حل برای روش این
روش ͷی انتها در داد. خواهیم ارائه دیفرانسیل معادلات حل از مثال هایی بهمراه متغیره چند و ͷی تقریب و درونیابی برای متنوعͬ
افراز روش که است این مقاله این اساسͬ نتیجه کرد. خواهیم ارائه مثال هایی و مطرح ۹ بخش در را واحد افراز گویای درونیابی
آنالیز در مرتبط مسائل دیͽر و دیفرانسیل معادلات عددیِ حل توابع، تقریب در کارامد ابزار ͷی بە عنوان ͬ توان م را چندجملە ای واحد

گرفت. بە کار علمͬ محاسبات و عددی
در شده ارائه روش که دید خواهیم است. شعاعͬ پایە ای توابع بر مبتنͬ روش های شبͺه، بدون روش های از افراد غالب تصور
(همانند ناحیه شبͺە بندی از روش این با تقریب در است. چند جملە ای ها بر مبتنͬ صرفاً فشرده محمل شبͺه بدون روش ͷی مقاله این

ͬ شود. م نوشته پراکنده نقاط حسب بر مجهول کمیت  آن جای به و اجتناب متناهͬ) حجم و متناهͬ المان روش های

نمادگذاری .۲

d اقلیدسͬ فضای نمایش Rd علامت ،d ⩾ ۱ برای ͬ کنیم. م معرفͬ کرد خواهیم استفاده مقاله این در که را نمادهایی نخست
.x = (x۱, . . . , xd) ͬ کنیم م فرض و ͬ دهیم م نمایش ،. . . و z ،y ،x مانند برجسته حروف با را Rd اعضای است. حقیقͬ بعدی
از بردارها نمایش برای ͬ کنیم. م استفاده نیز x = (x, y) و x = x نمادهای از بە ترتیب سادگͬ برای بعدی دو و بعدی ͷی حالت در
ͬ بریم. م کار به ماتریس ها نمایش برای را ،. . . و P ،A مانند بزرگ حروف و ͬ کنیم م استفاده ،. . . و p ،u ،a مانند برجسته حروف

مجموعه و (Γ (یا ∂Ω مرز با Rd فضای از کران دار و باز زیرمجموعە ای را Ω ناحیه

X = {x۱,x۲, . . . ,xN} ⊂ Ω

نماد با را δ > ۰ شعاع با x ∈ Ω مرکز به باز گوی Rd فضای در همچنین ͬ گیریم. م درنظر Ω در متمایز نقاط از مجموعە  ای را
است. مجموعه این اعضای تعداد دهنده نشان  |X| نماد ͬ دهیم. م نشان B(x; δ)

صورت به X نقاط تراکم۷ فاصله ͬ کنیم. م تعریف را Ω دامنه در نقاط توزیع کیفیت با مرتبط کمیت دو

h = hX,Ω = max
x∈Ω

min
xk∈X

∥x− xk∥۲,

4finite element method 5finite volume method 6meshless method 7fill distance
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قرار گوی آن درون X از نقطە ای هیچ که بە گونە ای داد جای Ω در ͬ توان م که است گویی بزرگ ترین شعاع بیانگر و ͬ شود م تعریف
روی بازه ͷی در نقاط وقتͬ یعنͬ بعدی، ͷی حالت در است. Ω درون در خالͬ حفره بزرگ ترین شعاع h دیͽر، عبارت به نگیرد.
نقاط چͽالͬ بررسͬ برای معیاری ͬ توان م را تراکم فاصله است. متوالͬ نقاط بین فاصله ماکسیمم نصف h دارند، قرار حقیقͬ خط

صورت به X نقاط ۸ͷتفکی فاصله گرفت. نظر در Ω ناحیه در

qX =
۱
۲ min

j ̸=k
∥xj − xk∥۲

دیͽر، عبارت به باشد. نداشته وجود گوی ها بین اشتراکͬ هیچ بزنیم، qX شعاع به گویی ،X نقاط همه حول اگر ͬ شود. م تعریف
مجموعه از دنبالە ای اگر .qX ⩽ hX,Ω داریم همواره که است واضح ͬ دهد. م نشان را یͺدیͽر از X نقاط جداشدگͬ میزان qX

k هر برای که باشد داشته وجود cqu > ۱ ثابت عدد که بە گونە ای باشیم داشته . . . ،X۲ ،X۱ نقاط

hXk,Ω ⩽ cquqXk
,

ͷتفکی فاصله و تراکم فاصله که معناست این به نقاط شبە یͺنواختͬ است. نقاط از شبە یͺنواخت۹ دنباله ͷی {Xk} ͬ گوییم م آنگاه
خطا کران های معمولا˟ ͬ کنیم. م استفاده تراکم فاصله برای hX,Ω جای به h سادە تر نماد از باشند مشخص X و Ω اگر مرتبە اند. هم
باشیم داشته طبیعͬ) لزوماً (نه m مثبت مقدار و C ثابت ͷی برای اگر ͬ شوند. م بیان ،F (h) مثلا́ تراکم، فاصله از تابعͬ صورت به
F (h) = exp(−C/hk)صورت به نمایی مرتبه از خطاهای mاست. با برابر آن مرتبه و جبری مرتبه از خطا گوییم ،F (h) = Chm

این در ما بحث مورد که ͬ آیند م بە دست k نامنفͬ حقیقͬ عدد و C مثبت ثابت ͷی برای F (h) = exp(−C| log h|/hk) یا و
نیستند. مقاله

α = (α۱, . . . , αd) ∈ Nd
۰ = چند اندیسه برای ͬ کنیم. م استفادە  . . . و β ،α یونانͬ نمادهای از چند اندیسە ها نمایش برای

x ∈ Rd برای همچنین .α! = α۱! × . . . × αd! و ͬ شود م تعریف |α| = α۱ + · · · + αd صورت به α اندازه ،Nd ∪ {۰}
.xα = x

α۱
۱ · · ·xαd

d داریم
ͬ شود. م داده نشان Q = Q(m, d) با فضا این بˀعد و Pd

m نماد با m حداکثر درجه از d⁃متغیره چندجملە ای های فضای
تک جملە ای پایه هم گاهͬ است. Pd

m برای پایه ͷی {p۱, p۲, . . . , pQ} ͬ کنیم م فرض .Q(m, d) =
(
m+d
m

)
که است واضح

ͬ بریم. م کار به فضا این برای را {xα}|α|⩽m

دارای که توابعͬ برای Cm(Ω) نماد است باز Ω اینکه به توجه با و ͬ رود، م کار به Ω روی پیوسته توابع فضای برای C(Ω) نماد
ͬ شود م داده نمایش Dαf نماد با α مرتبه مشتق f ∈ Cm(Ω) تابع برای ͬ شود. م استفاده باشند Ω روی پیوسته m مرتبه مشتقات

داریم |α| ⩽ m برای و

Dαf =
∂|α|f

∂x
α۱
۱ . . . ∂xαd

d

.

چندجملە ای مربعات کمترین تقریب و درونیابی .۳

نقاط روی Pd
m فضای در Ω ⊂ Rd آن در که u : Ω → R پیوسته (حداقل) تابع برای چندجملە ای درونیاب یافتن کنید فرض

که گونە ای به هستیم s ∈ Pd
m تابع دنبال به این رو از باشد. نظر مورد N = Q = dimPd

m شرط با X = {x۱, . . . ,xN} ⊆ Ω

s(xk) = u(xk) (k = ۱, . . . , N).

8separation distance 9quasi-uniform
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صورت به پایه اعضای برحسب درونیاب نوشتن با

s(x) =
N∑
j=۱

cjpj(x) = p(x)T c,(۱)

خطͬ معادلات دستگاه حل با c ضرایب بردار درونیابی، شرایط ا˚عمال و

Pc = u

هر (یا چندجملە ای ها از متناهͬ بعد با فضایی هیچ اینکه به توجه با ͬ آید. م دست به باشد، وارون پذیر ماتریس ͷی P که شرطͬ به
d ⩾ ۲ برای P وارون پذیری بنابراین ͬ دهد، نم هار۱۰ فضای تشͺیل ͷی از بالاتر ابعاد در پیوسته) توابع از متناهͬ بعد با زیرفضایی
این که باشد شده پراکنده Ω دامنه در گونە ای به درونیابی نقاط ͬ کنیم م فرض این رو از است. وابسته X درونیابی نقاط توزیع به

باشد. Pd⁃یͺتاحل کننده۱۱
m مجموعه ͷی X ͬ گوییم م اصطلاحاً باشد. وارون پذیر ماتریس

Pd
m از عضوی تنها اگر است Pd⁃یͺتاحل کننده

m مجموعه ͷی N ⩾ dimPd
m برای X = {x۱, . . . ,xN} گوییم .۱ .۳ تعریف

باشد. صفر ثابت تابع است، صفر X روی که

برای پایە ای {۱, x, y} مجموعه و ۳ با برابر فضا این بˀعد بͽیرید. درنظر را R۲ روی خطͬ چندجملە ای های فضای مثال، برای
نقطه سه از زیرا نباشند، خط ͷی روی نقطه سه که شرطͬ به است یͺتا جواب دارای فضا این در نقطه سه روی درونیابی است. آن
یͺتاحل کننده مجموعە های و هار فضاهای مورد در بیشتر جزئیات برای ͬ گذرد. م خطͬ) (درونیاب صفحه بی نهایت خط ͷی روی

کنید. مراجعه [۲۰] هفتم فصل به
یادآوری است لازم است. درونیاب یͺتایی و P ماتریس وارون پذیری با معادل ،X روی یͺتاحل کنندگͬ فرض که است واضح
بسیار حالت های در بە جز N ⩾ Q که شرطͬ به نقاط از تصادفͬ یا دلخواه مجموعە های برای یͺتاحل کنندگͬ شرط غالباً که کنیم

است. برقرار نقاط، چیدمان از نادر
لاگرانژی شͺل به ͬ توان م را درونیاب تابع ͬ گردیم. م بر (۱) درونیابی فرمول به

s(x) =

N∑
j=۱

ℓj(x)u(xj) = ℓT (x)u,(۲)

یعنͬ ͬ شوند، م زده تقریب s مشتقات با معمولا˟ u مشتقات .ℓT (x) = pT (x)P−۱ آن در که نوشت نیز

Dαs(x) =

N∑
j=۱

Dαℓj(x)u(xj) = DαℓT (x)u (|α| ⩽ m),

ماتریس تشͺیل از معمولا˟ سراسری، درونیابی برای بە ویژه بعدی، ͷی حالت در .DαℓT (x) = DαpT (x)P−۱ آن در که
گرانیͽاهͬ یا نیوتن لاگرانژ، دستور همانند درونیابی دیͽر دستورهای از آن جای به و ͬ شود م اجتناب آن وارون و P واندرموند
ͷی از بالاتر ابعاد در اما روش هاست. بقیه به نسبت بهتری بسیار پایداری خواص دارای گرانیͽاهͬ دستور بە ویژه ͬ شود. م استفاده
جای به فشرده محمل یا موضعͬ چندجملە ای تقریب های از است بهتر و نیست گریزی واندرموند ماتریس از پراکنده، نقاط روی و
استفاده مقیاس سازی ایده ͷی از واندرموند ماتریس های حضور در الͽوریتم کردن پایدارتر برای کرد. استفاده سراسری تقریب های

ببینید. را ۴ بخش کرد. خواهیم

10Haar space 11unisolvent
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نخست ،N ⩾ Q با X = {x۱, . . . ,xN} نقاط روی u پیوسته تابع برای s ∈ Pd
m مربعات کمترین تقریب یافتن برای
ͬ کنیم م تعریف را زیر گسسته داخلͬ ضرب

⟨u, v⟩X :=

N∑
k=۱

u(xk)v(xk) = uTv (u, v ∈ C(Ω)).

s =
∑Q

j=۱ cjpj ∈ تقریب u ∈ C(Ω) مفروض تابع برای حال ͬ دهیم. م نمایش ∥·∥X نماد با را داخلͬ ضرب این با شده القا نرم
باشیم داشته باید ([۱۴ .۳ قضیه ،۲۰]) تصویر قضیه طبق شود. مینیمم Pd

m روی ∥u− s∥X که ͬ یابیم م بە گونە ای را Pd
m

⟨u− s, pℓ⟩X = ۰ (ℓ = ۱, . . . , Q)

با است معادل هم این که

Q∑
j=۱

cj⟨pj , pℓ⟩X = ⟨u, pℓ⟩X (ℓ = ۱, . . . , Q).

نرمال دستگاه شͺل به ͬ توان م را بالا معادلات داخلͬ، ضرب تعریف به توجه با

P TPc = P Tu

نوشت.
و هستند خطͬ مستقل P ستون های ͬ گیریم م نتیجه است، Pd⁃یͺتاحل کنندگͬ

m خاصیت دارای X مجموعه کنیم فرض اگر
نوشت. لاگرانژی شͺل به را تقریب ͬ توان م نیز اینجا در است. یͺتا جواب دارای مربعات کمترین مسئله و وارون پذیر P TP بنابراین

بنابراین .c = (P TP )−۱P Tu طرفͬ از و s(x) = pT (x)c ͬ دانیم م

(۳) s(x) = aT (x)u, aT (x) = pT (x)(P TP )−۱P T .

ͬ کنند. نم صدق کرونکر دلتای خاصیت در ak ساختار۱۲ توابع حال، این با
داریم u مشتقات تقریب برای همچنین

(۴) Dαu(x) ≈ Dαs(x) = DαaT (x)u (|α| ⩽ m),

ناپایداری دچار مسئله جواب تقریب، یا درونیابی نقاط تعداد افزایش با .DαaT (x) = DαpT (x)(P TP )−۱P T آن در که
تقریب نقاط عنوان به متعامد چندجملە ای های ریشە های از استفاده بعدی ͷی حالت  در گرچه شد. خواهد رونگه پدیده و عددی
را مشͺل این بە خوبی چندجملە ای محاسبه برای گرانیͽاهͬ) روش (همانند پایدار روش های بە کارگیری و چبیشف)، نقاط (همانند
پیادە سازی قابل تصادفͬ و دلخواه نقاط روی و پیچیده دامنە های روی ،ͷی از بالاتر ابعاد در رویͺردهایی چنین اما ͬ کند م طرف بر
موضعͬ حالت واحد افراز توابع ͷکم به و کرده اجتناب سراسری صورت به تقریب ها این بە کارگیری از مقاله این در بنابراین نیستند.
ͬ پردازیم. م چندجملە ای تقریب های مهم ویژگͬ ͷی به آن از پیش اما ͬ کنیم. م تبدیل هموار سراسری تقریب ͷی به را تقریب ها این

12shape functions
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ناپایداری رفع برای مقیاس سازی .۴

تک جملە ای پایه از اگر چندجملە  ای تقریب و درونیابی در

(۵) {xα}|α|⩽m

یا فشرده محمل چندجملە ای تقریب های در ͬ شود. م ناپایدار m افزایش با نمایی۱۳ صورت به واندرموند دستگاه کنیم، استفاده
حاصل (h نقاط؛ فاصله کاهش با (یعنͬ تراکم فاصله کاهش با همͽرایی و ͬ شود م انتخاب ͷکوچ نسبتاً و mثابت معمولا˟ موضعͬ
بر غلبه برای مؤثر راه ͷی ͬ شوند. م بدوضع جبری۱۴ بە لحاظ تراکم فاصله کاهش با حاصل ماتریس های نیز حالت این در ͬ گردد. م
نقاط مقیاس بندی و انتقال است، بالاتر ابعاد به تعمیم قابل و استفاده قابل مربعات کمترین تقریب و درونیابی برای که دوم ناپایداری

است. موثر بسیار فشرده محمل تقریب های برای روش این است. تقریب یا درونیابی

هستند. پایا مقیاس  تحت چندجملە ای، درونیابی در لاگرانژ توابع و چندجملە ای مربعات کمترین تقریب در ساختار توابع .۱ .۴ قضیه

مجموعه روی تقریب ما هدف کنید فرض همچنین باشد. (۵) تک جملە ای پایه همان {p۱, . . . , pQ} پایه کنید فرض اثبات.
صورت به ۱ تراکم فاصله با متناظر شده مقیاس نقاط این صورت در باشد. h تراکم فاصله با X = Xh = {xh

۱, . . . ,x
h
N} نقاط

پس بود. خواهد X۱ = Xh/h = {x۱, . . . ,xN}

pT (x) = [p۱(x), . . . , pQ(x)]

=
[
p۱(x

h/h), . . . , pQ(x
h/h)

]
=
[
p۱(x

h), . . . , pQ(x
h)
]
Hh = pT (xh)Hh,

قطری ماتریس Hh آن در که

Hh = diag
{

۱, ۱
h
, . . . ,

۱
h︸ ︷︷ ︸

)بار d
d−۱)

,
۱
h۲ , . . . ,

۱
h۲︸ ︷︷ ︸

d+۱)بار
d−۱)

, . . . ,
۱
hm

, . . . ,
۱
hm︸ ︷︷ ︸

d+m−۱)بار
d−۱ )

}
Q×Q

,

است.
به توجه با ͬ آید. م دست به P = PhHh صورت به مقیاس بندی  شده نقاط روی تعریف شده واندرموند ماتریس مشابه طور به

داریم مقیاس بندی شده نقاط در ساختار توابع بردار برای (۳) معادله

aT (x) = pT (x)(P TP )−۱P T

= pT (xh)Hh

(
(PhHh)

T (PhHh)
)−۱

(PhHh)
T

= pT (xh)Hh

(
HT

h (P
T
h Ph)Hh)

)−۱
HT

h P
T
h

= pT (xh)HhH
−۱
h

(
P T
h Ph

)−۱
H−T

h HT
h P

T
h

= pT (xh)
(
P T
h Ph

)−۱
P T
h = aT

h (x
h),

مربعات کمترین تقریب ساختار توابع ͬ دهد م نشان و است xh نقطه Xhدر نقاط روی ساختار توابع مقادیر بردار ah(x
h) آن در که

هستند. پایا مقیاس تحت

13exponentially 14algebraically
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طور به ͬ کند، م صدق ℓT (x) = pT (x)P−۱ رابطه در لاگرانژ توابع بردار (۲) طبق درونیابی مسئله برای چون دیͽر، طرف از
□ است. برقرار نیز لاگرانژ توابع برای مقیاس تحت بودن پایا خاصیت کرد ثابت ͬ توان م مشابه

داریم ۱ .۴ قضیه نمادهای با .۲ .۴ نتیجه

(۶) Dαah(x
h) = h−|α|Dαa(x), Dαℓh(x

h) = h−|α|Dαℓ(x).

فاصله با (نقاط مقیاس بندی  شده نقاط روی ͬ توان م را آن ها مشتقات و لاگرانژ و ساختار توابع که است این بیانگر ۲ .۴ نتیجه
فشرده محمل تقریب های در آورد. بە دست اصلͬ حالت در را آن ها مقدار (۶) مقیاس پذیری قاعده از استفاده با و محاسبه (۱ تراکم
و ͬ شود) نم القا دستگاه بˀعد طریق از نمایی ناپایداریِ و است ثابت واندرموند ماتریس (بˀعد است ثابت نقاط تعداد که موضعͬ یا و

ͬ کند. م جلوگیری h از القا شده جبریِ عددیِ ناپایداری از رویͺرد این ͬ آید، م بە دست h تراکم فاصله کاهش با همͽرایی
و مربعات کمترین تقریب خطای کران آوردن بە دست در که کرد اثبات را زیر قضیه ͬ توان م مقیاس پذیری خاصیت به توجه با

ͬ آید. م کار به موضعͬ دامنە های روی درونیابی

پایداری کران در Xh نقاط روی چندجملە ای مربعات کمترین تقریب ساختار توابع ،۱ .۴ قضیه نمادهای با .۳ .۴ قضیه

∥Dαah(x
h)∥ℓ۱(RN ) =

N∑
j=۱

|Dαah,j(x
h)| ⩽ CNh

−|α|

است. برقرار نیز لاگرانژ توابع بردار برای مشابه کرانͬ است. h از مستقل و N به وابسته ثابت CN آن در که ͬ کنند م صدق

نقاط روی a(x) بردار ،a(x) = pT (x)(P TP )−۱P T برابری طبق این که به توجه با و ۲ .۴ نتیجه به توجه با اثبات.
□ است. واضح اثبات ͬ شود، م محاسبه ۱ تراکم فاصله با مقیاس شده

صورت به که توابع این فرم به توجه با مقیاس، به نسبت بعدی  ͷی چندجملە ای لاگرانژ توابع بودن پایا اثبات

ℓk(x) =
∏
j ̸=k

x− xj
xk − xj

است. دلخواه دامنە های روی نقاط دلخواه پراکندگͬ با چندبعدی حالت های برای تعمیمͬ بالا اثبات است. بدیهͬ است،

مقیاس شده پایه از استفاده معادل نقاط، روی بالا مقیاس سازی روش .۴ .۴ }ملاحظه
xα

h|α|

}
|α|⩽m

دامنه روی درونیابی نقاط کنید فرض است. Xh نقاط روی جدید پایه از استفاده با P ماتریس و p بردار ساختن و (۵) پایه جای به
تقریب دامنه مرکز نخست است بهتر مبدأ، حول تک جملە ای پایه موضعͬ خاصیت از بردن بهره برای باشند. شده توزیع D موضعͬ
و منتقل پایه باشد. واقع D مرکز در تقریباً xc کنید فرض دهیم. انتقال مبدأ ͬͽهمسای به را تقریب نقاط و مختصات مبدأ به را

مقیاس شده

(۷)
{
(x− xc)

α

h|α|

}
|α|⩽m

باشد. دور مبدأ از D موضعͬ دامنه که زمانͬ برای بە ویژه ͬ شود م منتهͬ دقیق تری عددی نتایج به
به نقاط کردن مقیاس و منتقل معادل پایه این از استفاده که است واضح

X۰
h =

{
x۱ − xc

h
,
x۲ − xc

h
, · · · , xN − xc

h

}
http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417 ۸۲

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417


۹۸–۷۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، توابع تقریب در کارامد ابزاری چندجملە ای؛ واحد افراز روش

است. (۵) تک جملە ای پایه از استفاده و

واحد افراز روش .۵

پوششͬ Ωj ⊂ Rd آن در که {Ωj}Nc

j=۱ مجموعه گوییم ͬ کنیم. م بیان را واحد افراز توابع ͷکم به تقریب روش بخش این در
و باشند باز مجموعە هایی ها Ωj اگر است Ω برای باز

Ω ⊆
Nc⋃
j=۱

Ωj .

باشد. گرفته قرار Ωj (سلول های) زیردامنە های از ͬͺی در دست کم Ω در نقطە   هر که معناست بدان این
است. شده داده نشان متفاوت ناحیه دو برای دایرە ای پوشش های ۲ شͺل در مثال، برای

باز پوشش ͷی همراه به راست) (سمت خمیده مرز با ناحیه ͷی و چپ) (سمت واحد دایره روی هالتون پراکنده نقاط :۲ شͺل
نواحͬ.  این از ͷی هر روی دایرە ای

توابع را wj : Ω → R فشرده محمل با و پیوسته نامنفͬ، توابع باشد. Ω برای باز پوشش ͷی {Ωj}Nc

j=۱ کنید فرض .۱ .۵ تعریف
اگر ͬ گوییم م {Ωj} پوشش به نسبت واحد » «افراز

،j = ۱, . . . , Nc برای supp(wj) ⊆ Ωj (الف)

،x ∈ Ω هر برای
Nc∑
j=۱

wj(x) = ۱ (ب)

است. wj توابع محمل بیانگر supp(wj) = {x ∈ Ω : wj(x) ̸= ۰} آن در که

بͽیریم درنظر را Ωj روی ϕj دلخواه فشرده محمل با و نامنفͬ توابع که است این واحد افراز توابع ساختن برای ساده روش ͷی
کنیم تعریف و

wj(x) =
ϕj(x)∑Nc

k=۱ ϕk(x)
(j = ۱, . . . , Nc).(۸)

ͬ کنند. م صدق ۱ .۵ تعریف شرط دو در شپارد توابع که است واضح معروف اند. شپارد وزن توابع به توابع این
۸۳ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417
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گیریم ͬ کنیم. م استفاده فشرده محمل با تقریب ͷی آوردن بە دست برای واحد افراز توابع از چͽونه که ͬ دهیم م توضیح حال
روی تقریب فضاهای ،j = ۱, . . . , Nc برای Vj ⊂ C(Ωj) ͬ کنیم م فرض همچنین باشد. پیوسته حداقل تابعͬ u : Ω → R

صورت این در باشد. Ωj روی u تابع از تقریبی sj ∈ Vj و باشند Ωj زیردامنە های

(۹) s :=

Nc∑
j=۱

wjsj

کنید فرض مثال، برای ͬ گوییم. م واحد افراز تقریب آن به که بود خواهد Ω روی u برای سراسری تقریبی

X = {x۱, . . . ,xN} ⊂ Ω,

قرار Ωj زیردامنه در که باشند X مجموعه از نقاطͬ Xj = X ∩ Ωj گیریم باشد. Ω کل روی متمایز نقطه N شامل مجموعە ای
در s تابع کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ بە  صورت این در باشد. j = ۱, . . . , Nc برای Xj روی u تابع درونیاب sj کنید فرض دارند.

است. Ω کل روی u سراسری درونیاب (۹)
(خطای موضعͬ خطاهای بدترین مرتبه از سراسری خطای که ͬ شود م نتیجه زیر قضیه از واحد افراز تقریب خطای مورد در

است. زیردامنە ها) در تقریب

باشد زیر صورت به آن موضعͬ تقریب خطای کران و باشد Ωj ∩ Ω روی u تابع از تقریبی sj کنید فرض .۲ .۵ قضیه

∥u− sj∥L∞(Ωj∩Ω) ⩽ εj (j = ۱, . . . , Nc).

شͺل به واحد افراز تقریب برای سراسری خطای کران ͷی این صورت در

|u(x)− s(x)| ⩽ max
j∈J(x)

εj (x ∈ Ω)

دارد. تعلق آن ها به x نقطه که است زیردامنە هایی اندیس خانواده J(x) := {j : x ∈ Ωj} آن در که است

داریم x ∈ Ω هر برای است. زیر صورت به و آسان اثبات اثبات.

|s(x)− u(x)| =

∣∣∣∣∣∣
Nc∑
j=۱

wj(x)sj(x)− u(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
Nc∑
j=۱

wj(x)(sj(x)− u(x))

∣∣∣∣∣∣
⩽
∑

j∈J(x)

wj(x)∥sj − u∥L∞(Ωj∩Ω)

⩽ max
j∈J(x)

∥sj − u∥L∞(Ωj∩Ω)

∑
j∈J(x)

wj(x)

= max
j∈J(x)

εj .

□

است لازم گرفت مشتق دیفرانسیل) معادلات حل (مانند مشخصͬ اهداف برای s سراسری تقریب از بتوان اینکه برای گاهͬ
ͬ آوریم. م را زیر تعریف منظور این برای کرد. اعمال وزن توابع روی بیشتری همواری شرایط
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ͬ گوییم م k⁃پایدار {Ωj} پوشش به نسبت را j = ۱, . . . , Nc برای wj واحد افراز توابع ،۱ .۵ تعریف شرایط تحت .۳ .۵ تعریف
بە طوری که باشد داشته وجود Cα > ۰ ثابت |α| ≤ k شرط با α ∈ Nd

۰ اندیسه چند هر برای و wj ∈ Ck(Ω) هرگاه

∥Dαwj∥L∞(Ω) ≤ Cαδ
−|α|
j ,

بە صورت و است Ωj قطر δj آن در که

δj = diam(Ωj) = sup
x,y∈Ωj

∥x− y∥۲

ͬ شود. م تعریف

است. شده منظور نیز تابع مشتقات تقریب خطای آن در که است ۲ .۵ قضیه از ͬ تری کل حالت زیر قضیه

باشد زیر بە صورت Ωj زیردامنه هر در مشتقات تقریب خطای کران و باشند k⁃پایدار واحد افراز توابع کنید فرض .۴ .۵ قضیه

∥Dαu−Dαsj∥L∞(Ωj∩Ω) ⩽ εj(α).

است زیر صورت به واحد افراز تقریب سراسری خطای کران این صورت در

|Dαu(x)−Dαs(x)| ⩽
∑

j∈J(x)

∑
β≤α

(
α

β

)
Cα−βδ

|β|−|α|
j εj(β) (x ∈ Ω, |α| ≤ k).

از ۱۵ فصل به بیشتر جزئیات برای ͬ شود. م انجام چندمتغیره مشتقات برای لایب نیتس قاعده از استفاده با قضیه این اثبات
کنید. مراجعه [۱۹]

کران ͬ دهد م نشان ۲ .۵ قضیه آنگاه باشند، ،εj = O(hm) یعنͬ hm مرتبه از u تابع موضعͬ تقریب های  ͬ تمام خطای کران اگر
،δj = Ch اگر و است hm−|α| مرتبه از α مرتبه مشتقات موضعͬ خطای کران طرفͬ، از است. hm مرتبه از نیز سراسری خطای

داریم. را زیر نتیجه بنابراین است. hm−|α| مرتبه از نیز α مرتبه مشتق تقریب سراسری خطای کران ͬ دهد م نشان ۴ .۵ قضیه آنگاه

است. یͺسان موضعͬ خطای مرتبه بدترین با واحد افراز تقریب سراسری خطای مرتبه .۵ .۵ نتیجه

چندجملە ای  واحد افراز روش .۶

دلخواه نقاط روی ͷی از بالاتر ابعاد در بە ویژه سراسری چندجملە ای تقریب های از استفاده شد، گفته نیز پیش تر که همان گونه
اسپلاین  توابع و قطعە ای چندجملە ای تقریب های از استفاده شد. خواهد منجر چندجملە ای درجه افزایش با عددی ناپایداری به پراکنده
اکثر در اما است. بوده توجه کانون در همواره آن ها ضعف نقاط کردن برطرف کنار در چندجملە ای ها دقت از بهرە گیری منظور به
در است. مواجه چالش هایی با نیز بالاتر ابعاد به اسپلاین توابع گسترش و ͬ شود نم تضمین تقریب تابع همواری قطعە ای، تقریب های

ͬ کنیم. م بیان رقابت قابل و جایͽزین روش ͷی عنوان به را چندجملە ای۱۵ واحد افراز تقریب اینجا
ͬ کنیم م فرض یعنͬ ͬ گیریم. م نظر در گوی  را زیردامنە ها شͺل سادگͬ برای

Ωj = B(ωj ; δj) (j = ۱, . . . , Nc),

شعاع  Xcovباشد، تراکم فاصله hcov اگر است. زیردامنە ها مراکز Xcovمجموعه := {ω۱, . . . ,ωNc} و شعاع δj > ۰ آن در که
ͬ کنیم م فرض یعنͬ ͬ گیریم، م درنظر hcov از ضریبی را زیردامنە ها

δj = Covlphcov

15polynomial partition of unity
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برقرار را Ω ⊂
⋃
Ωj شمول رابطه ثابت، این برای بودن ͷی از بزرگ تر شرط است. هم پوشانͬ ثابت Covlp ⩾ ۱ اینجا در که

(یا درونیابی نقاط تراکم فاصله h اگر دیͽر، سوی از ͬ شود. م {Ωj} پوشش بیشتر هم پوشانͬ به منجر Covlp بزرگ   مقادیر ͬ کند. م
است ثابتͬ Ccov آن در که hcov = Ccovh که شوند انتخاب Xcovبە گونە ای مراکز ͬ کنیم م فرض باشد، دامنه کل روی X تقریب)
دو این نسبت انتخاب این با که است واضح ͬ کند. م مشخص را زیردامنە ها تعداد و تقریب) (یا درونیابی نقاط تعداد بین نسبت که
اختیار Ccov = ۴ بعدی، دو مسئله ͷی در اگر مثال برای ͬ کند. نم تغییر نسبت این h کاهش با و است Cd

cov برابر تقریباً همواره
δj = CovlpCcovh شعاع های اندازه به منجر hcov از انتخاب این بود. خواهد زیردامنە ها تعداد برابر ۱۶ Xحدود نقاط تعداد شود
دارند، قرار Ωj زیردامنه در که باشد X مجموعه از نقاطͬ شامل Xj = X ∩ Ωj کنیم فرض اگر حال ͬ شود. م زیردامنە ها برای
شبە یͺنواختͬ شرط h کاهش با که شرطͬ به ͬ ماند م باقͬ ثابت تقریباً و ͬ یابد نم افزایش سلول ها درون نقاط تعداد h کاهش با آنگاه

بماند. برقرار
طبق باشد. Ωj = B(ωj ; δj) درون نقاط تعداد nj = |Xj | و X نقاط ͷتفکی فاصله qX کنید فرض ادعا این اثبات برای

پس ندارند. هم پوشانͬ یͺدیͽر با Xj نقاط مرکز و qX شعاع به گوی هایی ،ͷتفکی فاصله تعریف

nj × vol
(
B(۰; qX)

)
⩽ vol

(
B(ωj ; δj + qX)

)
ͬ دهد م نتیجه هم این که

njcdq
d
X ⩽ cd(δj + qX)d = cd(CovlpCcovhX,Ω + qX)d

برای طرفͬ از ندارد. اهمیتͬ اینجا در آن مقدار تعیین دوطرف، از آن حذف به توجه با و است Rd در یͺه گوی حجم cd آن در که
ͬ دهد م نتیجه که njqdX ⩽ (CovlpCcovcquqX + qX)d نوشت ͬ توان م پس .hX,Ω ⩽ cquqX داریم شبە یͺنواخت نقاط دنباله

nj ⩽ (CovlpCcovcqu + ۱)d.

است. مرکزها به نقاط نسبت ثابت و هم پوشانͬ شبە یͺنواختͬ، ثابت های به وابسته و h = hX,Ω از مستقل بالا نامعادله راست سمت
ͬ سازد. م موضعͬ تقریب ͷی ما برای که است چیزی همان تراکم فاصله به زیردامنە ها درون نقاط تعداد وابستگͬ عدم

برای اما ͬ بریم. م کار به را درونیابی و مربعات کمترین تقریب حالت دو واحد) افراز توابع (محمل موضعͬ زیردامنە های در
درونیابی نقطه مشخصͬ تعداد زیردامنه هر در هستیم. مواجه چالش ͷی با زیردامنه هر در چندجملە ایd⁃متغیره درونیابی بردن بە کار
d = ۱ برای که است حالͬ در این نشود. Q(m, d) با برابر mی هیچ ازای به تعداد این است ممͺن d > ۱ برای که دارد قرار
در و بعدی ͷی حالت در مربعات کمترین تقریب از استفاده برای مشͺلͬ هیچ مسئله این حال این با .m = nj − ۱ داریم همواره

ͬ دهیم. م ارائه بعدی ͷی حالت برای فقط را درونیابی مسئله منظور، همین به ͬ کند. نم ایجاد بالاتر ابعاد

،m ͬ کنیم م فرض مربعات، کمترین واحد افراز تقریب فرمول بندی برای مربعات. کمترین چندجملە ای واحد افراز روش .۱ .۶
.nj ⩾ Q(m, d) باشیم داشته j هر برای که ͬ کنیم م تنظیم طوری Covlpرا مقدار و است شده داده موضعͬ، تقریب چندجملە ای درجه

ͬ کنیم م تعریف باشند. Pd⁃یͺتاحل کنندگͬ
m خاصیت دارای Xj نقاط مجموعە  کلیه ͬ کنیم م فرض

Vj = Pd
m (j = ۱, . . . , Nc),

wj واحد افراز توابع اگر ͬ کنیم. م محاسبه (۳) طبق را Vj فضای در Xj روی u تابع برای مربعات کمترین تقریب چندجملە ای sj و
سراسری تقریب باشند دست در نیز

s(x) =

Nc∑
j=۱

wj(x)sj(x) (x ∈ Ω)

ͬ دهد. م بە  دست u تابع برای Ω روی واحد افراز چندجملە ای تقریب ͷی
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را B = B(ω; δ) گوی مانند محدب ناحیه ͷی روی متغیره چند توابع تیلر بسط ابتدا است لازم روش این خطای تخمین برای
صورت به x ∈ B(ω; δ) هر برای u ∈ Cm+۱(B) تابع برای خطا جمله همراه به تیلر بسط کنیم. یادآوری

u(x) =
∑
|β|⩽m

Dβu(ω)

β!
(x− ω)β +

∑
|β|=m+۱

Dβu(ξ(x, β))

β!
(x− ω)β

=: Tm(x) +Rm(x),

که است واضح است. β و x به وابسته مجهولͬ ξ(x, β) ∈ B آن در که است

|u(x)− Tm(x)| = |Rm(x)| ⩽ Cδm+۱|u|m+۱,B

اینکه به توجه با علاوه، به ͬ شود. م تعریف |u|m+۱,B := max
|α|=m+۱

∥Dαu∥L∞(B) بە صورت راست سمت نیم نرم آن در که

است زیر بە صورت آن برای m− |α| مرتبه تیلر بسط ،Dαu ∈ Cm+۱−|α|(B)

Dαu(x) =
∑

|β|⩽m−|α|

Dβ+αu(ω)

β!
(x− ω)β +

∑
|β|=m+۱−|α|

Dβ+αu(ζ(x, β))

β!
(x− ω)β ,

داریم بنابراین است، DαTm(x) همان راست سمت اول جمله است. β و x به وابسته مجهولͬ ζ(x, β) ∈ B آن در که

|Dαu(x)−DαTm(x)| ⩽ Cδm+۱−|α||u|m+۱,B,

است. شده کاسته خطا مرتبه از |α| اندازه به α مرتبه مشتق تقریب در ͬ دهد م نشان که
ͬ کنیم. م اثبات را زیر قضیه حال

مرتبه مشتقات برای مربعات کمترین چندجملە ای واحد افراز تقریب خطای کران ،u ∈ Cm+۱(Ω) مفروض تابع برای .۱ .۶ قضیه
و است پایه چندجملە ای درجه m و تقریب نقاط تراکم فاصله h آن در که است، hm+۱−|α| مرتبه از شبە یͺنواخت نقاط روی آن α

.۰ ⩽ |α| ⩽ m

۲ .۵ قضیە های از سپس و آوریم بە دست را |Dαsj(x)−Dαu(x)| یعنͬ موضعͬ تقریب های خطای کران است کافͬ اثبات.
نوعͬ زیردامنه ͷی برای را قضیه و ͬ کنیم م حذف را j اندیس های سادگͬ برای کنیم. استفاده سراسری خطای کران یافتن برای ۴ .۵ و

ͬ کنیم. م اثبات s = sj و X = Xj = {x۱, . . . ,xn} ،δ = δj ،n = nj با
چندجملە ای هر m درجه مربعات کمترین تقریب که است واضح چندجملە ای مربعات کمترین تقریب ساختن نحوه به توجه با
و p(x) =

∑n
k=۱ ak(x)p(xk) آنگاه باشد دلخواهͬ چندجملە ای p ∈ Pd

m اگر یعنͬ است. یͺسان خودش با m درجه حداکثر
نوشت ͬ توان م بنابراین .Dαp(x) =

∑n
k=۱ D

αak(x)p(xk)

|Dαu(x)−Dαs(x)| ⩽ |Dαu(x)−Dαp(x)|+

∣∣∣∣∣Dαp(x)−
n∑

k=۱
Dαak(x)u(xk)

∣∣∣∣∣
⩽ |Dαu(x)−Dαp(x)|+

n∑
k=۱

|Dαak(x)| |p(xk)− u(xk)|

⩽ ∥Dαu−Dαp∥L∞(B)

(
۱ +

n∑
k=۱

|Dαak(x)|

)
⩽ (۱ + Cn)∥Dαu−Dαp∥L∞(B)
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برقرار p ∈ Pd
m هر برای بالا در آمده بە دست کران است. شده استفاده ۶ رابطه در ساختار، توابع پایداری خطای کران از اینجا در

داشت خواهیم دهیم، قرار را Tm یعنͬ u تابع m مرتبه تیلر بسط p جای به اگر پس است.

|Dαu(x)−Dαsj(x)| ⩽ Cnjδ
m+۱−|α|
j |u|m+۱,B(ωj ,δj)

موضعͬ خطای کران های به δj = CcovCovlph به توجه با که

|Dαu(x)−Dαsj(x)| ⩽ CCnjh
m+۱−|α||u|m+۱,B(ωj ,δj) =: εj(α)

ͬ ماند)، م باقͬ ثابت تقریباً شبͺه شدن ریز (با است h از مستقل ،nj زیردامنە ها، درون نقاط تعداد اینکه به توجه با ͬ رسیم. م
مطلوب نتیجه به ۵ .۵ نتیجه یا ۴ .۵ قضیه اعمال با حال ندارد. آمده بە دست همͽرایی مرتبه در تأثیری nj به خطا کران ثابت وابستگͬ
□ ͬ رسیم. م

دارند. همخوانͬ خطا کران این با نیز ۸ بخش در آمده بە دست عددی نتایج

ͬ کنیم م فرض اکنون .nj = |Xj | آن در که mj = nj − ۱ و d = ۱ گیریم درونیاب. چندجملە ای واحد افراز روش .۲ .۶
یعنͬ باشد، mj درجه حداکثر چندجملە ای های فضای Ωj روی موضعͬ تقریب فضا ی

Vj = Pmj (j = ۱, . . . , Nc),

سراسری درونیاب باشند دست در نیز wj واحد افراز توابع اگر باشد. Vj فضای در Xj روی u تابع درونیاب چندجملە ای sj و

s(x) =

Nc∑
j=۱

wj(x)sj(x) (x ∈ [a, b])

ͬ دهد. م بە دست u تابع برای [a, b] روی واحد افراز چندجملە ای درونیاب ͷی
چندجملە ای درجه موضعͬ درونیابی در است، یͺسان زیردامنە ها همه روی چندجملە ای درجه که مربعات کمترین روش برخلاف
همانند ،u ∈ Cm+۱[a, b] و m = minj mj فرض کنیم اگر ͬ شود. م تعیین زیردامنه آن در نقاط تعداد به توجه با زیردامنه هر در
است. hm+۱−|α| مرتبه از u تابع α مرتبه مشتقات تقریب برای سراسری واحد افراز درونیاب خطای داد نشان ͬ توان م سادگͬ به قبل

دیفرانسیل معادلات عددی حل .۷

با ͬ کنیم. م مطرح را دیفرانسیل معادلات عددی حل چندجملە ای، واحد افراز روش کاربردهای از ͬͺی عنوان به بخش این در
عددی نتایج باشند. خوش وضع و تنک روش این از حاصل نهایی ماتریس های داریم انتظار تقریب، این بودن فشرده محمل به توجه

ͬ کنند. م تأیید را موضوع این ͬ شوند، م ارائه ۸ بخش در که
عملͽرهای شامل دیفرانسیل عملͽرهای چون بͽیریم. مشتق (۹) بسط از است لازم دیفرانسیل معادله ͷی تقریبی̞ حل برای

شͺل به را لایب نیتس قاعده مشتق گیری برای هستند، α مقادیر برخͬ برای Dα مشتق

Dαs =

Nc∑
j=۱

Dα(wjsj) =

Nc∑
j=۱

∑
β⩽α

(
α

β

)
Dα−βwjD

βsj(۱۰)

داریم اول مرتبه مشتقات برای مثال، برای ͬ گیریم. م کار به

∂s

∂x
=

Nc∑
j=۱

(∂wj

∂x
sj +

∂sj
∂x

wj

)
(x = xk),
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نوشت ͬ توان م لاپلاس عملͽر برای یا

∆s =

Nc∑
j=۱

sj∆wj + ۲∇wj · ∇sj + wj∆sj .

افراز تقریب های برای کاراتری و متفاوت رویͺرد [۱۱] در گرفت. کار به ͬ توان م که نیست رویͺردی تنها این مشتقات، تقریب برای
ͬ پردازیم. نم آن به اینجا در که است، شده گرفته کار به شعاعͬ پایه توابع واحدِ

داریم Ωj زیردامنه هر در شد گفته ۵ بخش در آنچه طبق

sj(x) = aT (j;x)u(j)

مشتق محاسبه در مثال، برای هستند. jام زیردامنه در u تابع مقادیر بردار و ساختار توابع بردار بە ترتیب u(j) و a(j;x) آن در که
داریم s اول مرتبه

∂s

∂x
(x) =

Nc∑
j=۱

(
∂wj

∂x
(x)aT (j;x) + wj(x)

∂aT

∂x
(j;x)

)
u(j).

خواهیم آنگاه x = yℓ دهیم قرار یعنͬ کنیم، محاسبه Y = {y۱, . . . ,yM} مانند نقاط از مجموعه ͷی بە ازای را بالا تقریب اگر
داشت

∂u

∂x

∣∣∣∣
Y

≈ ∂s

∂x

∣∣∣∣
Y

= Au

است. M ×N بعد از و x به نسبت اول مرتبه مشتق ماتریس A آن در که
نوشتن از اختصار رعایت برای اینجا در که کرد، محاسبه Y هم مͺانͬ نقاط در را بالاتر مراتب مشتقات ͬ توان م ترتیب همین به

ͬ کنیم. م خودداری آن ها
صورت به مرزی مقدار با جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی اکنون

Lu(x) = f(x) (x ∈ Ω), Bu(x) = g(x) (x ∈ Γ)

B عملͽر اینجا در هستند. توابع از مناسب برداری فضای ͷی روی خطͬ دیفرانسیل عملͽرهای B و L آن در که بͽیرید نظر در را
و f توابع .B = Id داریم دیریͺله مرزی شرط در مثال، برای است. دیریͺله) یا نویمان نوع (از مسئله مرزی شرایط توصیف کننده
مسئله این که هستند بە گونە ای g و f توابع و B و L عملͽرهای ͬ کنیم م فرض هستند. مرزی مقدار و منبع معلوم توابع بە ترتیب g

است. یͺتا جواب دارای مرزی مقدار
نقاط Y = YΩ ∪ YΓ و Ω ناحیه در پراکنده تقریب نقاط X = {x۱, . . . ,xN} کنید فرض مسئله، این عددی حل برای
عملͽر با متناظر مشتق ماتریس AL کنید فرض همچنین .YΓ ⊂ Γ و YΩ ⊂ Ω که بە گونە ای باشند Ω مرز روی و درون هم مͺانͬ

داریم صورت این در باشد. YΓ نقاط روی B مرزی عملͽر با متناظر مشتق ماتریس AB و YΩ نقاط روی L

[
AL

AB

]
u ≈

[
f

g

]

هستند. متناظر هم مͺانͬ نقاط روی g مرزی مقدار و f راست سمت مقادیر بردارهای بە ترتیب g = g|YΓ
و f = f |YΩ

آن در که
۸۹ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417
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درنظر را ũ تقریبی مقادیر u دقیق مقادیر جای به عوض در و کنیم جایͽزین «مساوی» با را مساوی» «تقریباً بالا دستگاه در اگر
داشت خواهیم بͽیریم،

(۱۱)

[
AL

AB

]
ũ =

[
f

g

]
.

ͷی نباشد. وارون پذیر نقاط از خاصͬ انتخاب برای است ممͺن و است نامتقارن ماتریس ͷی (۱۱) در نهایی ماتریس ،N =M اگر
.M ⩾ N کنیم فرض و بͽیریم درنظر هم از متمایز را Y هم مͺانͬ نقاط و X تقریب نقاط که است این مشͺل این بر غلبه برای راه
آن قدر را هم مͺانͬ نقاط تعداد این صورت در ͬ شود. مستطیلͬ م نهایی ماتریس به منجر که ͬ گویند، م فرانمونە گیری۱۶ رویͺرد، این به
ͷکم به مربعات کمترین جواب ͷی به دستگاه، دقیق جواب یافتن بە جای و شود کامل رتبه از (۱۱) دستگاه تا ͬ گیریم م زیادتر

ͬ کنیم. م قناعت QR الͽوریتم
تقریب از دوباره ͬ توان م x ∈ Ω دلخواه نقطه هر در تابع مقدار محاسبه برای باشد، (۱۱) دستگاه مربعات کمترین جواب û اگر

کرد. استفاده u جای بە  û جانشانͬ با واحد افراز

عددی مثال های .۸

وندلندِ فشرده محمل با تابع ͷکم به را (۸) رابطه در شپارد توابع چند جملە ای، واحد افراز تقریب های آوردن بە دست برای

ψ(r) = (۱ − r)۶
+(۳۵r۲ + ۱۸r + ۳)

و Ωjاند، = B(ωj , δj) زیردامنە های مراکز ωj آن در که ϕj(x) = ψ(∥x−ωj∥۲) ͬ کنیم م تعریف نهم]. فصل ،۱۹] ͬ سازیم م
از هم ͬ دهیم. م ارائه بعدی دو و بعدی ͷی حالت های در مختلفͬ عددی مثال های ͬ کنیم. م تعیین (۸) رابطه ͷکم به را wj وزن های
کمترین تقریب به مربوط که مثال هایی در ͬ کنیم. م استفاده تقریب نقاط عنوان به هالتون پراکنده نقاط از هم و (منظم) مشبͺه نقاط
زیردامنە های برای حال این با .δj = ۴h داریم انتخاب این با .Covlp = ۱ و hcov = ۴h ͬ دهیم م قرار است چندجملە ای مربعات
به ͷنزدی طرفه ͷی زیردامنه ͷی برای nj ⩾ Q شرط شدن برقرار منظور به کار این ͬ کنیم. م برابر ۱٫۵ را δj مقدار مرز به ͷنزدی
چندجملە ای به انتخاب هر که ͬ کنیم، م اختیار δj و hcov برای متفاوتͬ مقادیر درونیابی به مربوط مثال های در است. Ωj مانند مرز

ͬ شود. م منجر زیردامنە ها در متفاوت درجه با درونیاب
را روش همͽرایی مرتبه نمودارها شیب بنابراین شدە اند. ترسیم N۱/d به نسبت و لͽاریتمͬ مقیاس در خطا نمودارهای همه
است. شدە  محاسبه خطاها (رگرسیون) خطͬ مربعات کمترین برازش با عددی همͽرایی مرتبه نمودارها، همه در ͬ دهند. م نشان

است. عددی همͽرایی مرتبه همان خطوط این شیب قرینه است. شده مشخص شͺل ها در قرمز چین خط با برازش ها این نمودار

تابع تقریب متغیره). تک تابع ͷی (تقریب ۱ .۸ مثال

f(x) = exp(sin(۱ − ۱۰x۲)) (x ∈ [۰,۲])

حالت سه منظور این برای ͬ دهیم. م انجام درونیابی روش با ابتدا را کار این ͬ آوریم. م دست به چندجملە ای واحد افراز روش با را

δ = ۲٫۰h,۲٫۵h,۳٫۰hمتفاوت زیردامنه اندازه سه به منجر حالت ها این که ͬ گیریم، م کار Ccovبه = ۱٫۵ با Covlpرا =
۴
۳ ,

۵
۳ ,۲

ͬ شوند. م
است. متفاوت Ωj زیردامنه هر در قرارگرفته نقاط تعداد به توجه با موضعͬ درونیاب های درجه شد، گفته قبلا که همان گونه
عددی خطای مرتبه حالت ها این در بود. خواهد ۴ و ۳ ،۲ با برابر بە ترتیب بالا حالت سه در زیردامنه هر در درونیاب درجه کمترین

ͬ کنند. م تأیید تقریباً را m+ ۱ نظری همͽرایی مرتبه که ͬ آید م دست به ۵٫۱ و ۴٫۳ ،۲٫۹ حدود بە ترتیب متناظر

16oversampling
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به چندجملە ای واحد افراز روش خطاهای شͺل این چپ سمت در شدە اند. داده نمایش ۳ شͺل راست سمت در نتایج این
۵ ،۴ ،۳ ،۲ چندجملە ای درجە های برای همͽرایی مرتبه است. شده ترسیم N مختلف مقادیر برای مربعات کمترین تقریب ͷکم

ͬ کنند. م تصدیق را m+ ۱ همͽرایی مرتبه هم باز که است آمده دست به ۷٫۱ و ۶٫۵ ،۵٫۶ ،۴٫۷ ،۳٫۹ با برابر بە ترتیب ۶ و

روش نسبی خطای نمودار و راست) (سمت زیردامنه هر روی درونیابی با چندجملە ای واحد افراز روش نسبی خطای نمودار :۳ شͺل
محاسبە شده همͽرایی مرتبه راست سمت شͺل در چپ). (سمت زیردامنه هر روی مربعات کمترین تقریب با چندجملە ای واحد افراز
،۴٫۷ ،۳٫۹ پایین به بالا از بە ترتیب محاسبە شده همͽرایی مرتبه چپ سمت شͺل در است. ۵٫۱ و ۴٫۳ ،۲٫۹ پایین به بالا از بە ترتیب

است. ۷٫۱ و ،۶٫۵ ،۵٫۶

،[۶] ͬ کنیم م بررسͬ را ،۱۷ فرانکه تابع به مشهور زیر، تابع تقریب مثال این در دومتغیره). تابع ͷی (تقریب ۲ .۸ مثال

u(x, y) =
۳
۴ exp

[
− ۱

۴
(
(۹x− ۲)۲ + (۹y − ۲)۲)]

+
۳
۴ exp

[
− ۱

۴۹(۹x+ ۱)۲ − ۱
۱۰(۹y + ۱)۲]

+
۱
۲ exp

[
− ۱

۴
(
(۹x− ۷)۲ + (۹y − ۳)۲)]

−۱
۵ exp

[
− (۹x− ۴)۲ − (۹y − ۷)۲]

ͬ شود. م استفاده متغیره دو تقریب های آزمودن برای معمولا˟ تابع این
بە صورت قطبی مختصات در Ω ⊂ R۲ دامنه ͬ کنیم م فرض

Ω =
{
(r, θ) : ۰ ⩽ θ < ۲π, r < ۰٫۷۵(۰٫۷ + ۰٫۱۲(sin ۶θ + sin ۳θ))

}
.

17Franke’s function
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روی تقریب نقاط عنوان به را هالتون نقاط هم و یͺنواخت نقاط هم ͬ شود. م دیده دامنه این ۲ شͺل راست سمت در باشد. شده تعریف
[−۱٫۵,۱٫۵]۲ دامنه روی هالتون) یا (منظم نقاط از مجموعە ای ابتدا ،Ω ⊂ [−۱٫۵,۱٫۵]۲ اینکه به توجه با ͬ بریم. م کار به دامنه این
هالتون نقاط تراکم فاصله ͬ کنیم. م انتخاب تقریب نقاط بە عنوان است واقع Ω درون که را نقاط از بخشͬ آن سپس و ͬ کنیم م تولید

ͬ نویسیم م Ⅿatⅼab در را زیر تابع Ω روی هالتون نقاط تولید برای نمونه، برای ͬ زنیم. م تخمین h ≈ ۲/
√
N با را بعدی دو

function X = HaltonPoints(h)
N = floor(2/h^2);
Hset = haltonset(2,’Skip’,1e3,’Leap’,1e2);
X = net(Hset,N); X = 1.5*(2*X - 1);
[t, r] = cart2pol(X(:,1),X(:,2));
indx = (r <= 0.75*(0.7+0.12*(sin(6*t)+sin(3*t)));
X = X(indx,:);

تولید برای ͬ کند. م تولید [۰,۱]۲ روی هالتون نقاط از دنبالە ای و استفاده Ⅿatⅼab آماده زیربرنامه ͷی از haltonset دستور
ͬ شود. م نوشته مشابه طور به آن کد که ͬ کنیم م استفاده meshgrid دستور از منظم نقاط

ͬ شود م مشاهده که همان گونه شدە اند. داده نشان ۴ شͺل در m مقدار چند برای موضعͬ مربعات کمترین روش با عددی نتایج
تقریبی همͽرایی مرتبه با منظم نقاط روی هم و هالتون نقاط روی هم خطاها تراکم) فاصله (کاهش تقریب نقاط تعداد افزایش با

ͬ کنند. م تأیید را ۱ .۶ قضیه در اثبات شده خطای مرتبه نمودارها این ͬ یابند. م کاهش m+ ۱

بالا از بە ترتیب عددی همͽرایی مرتبه با راست) (سمت هالتون نقاط بعدی: دو دامنه ͷی روی فرانکه تابع درونیابی خطای :۴ شͺل
،۴٫۸ ،۳٫۹ ،۳٫۴ پایین به بالا از بە ترتیب عددی همͽرایی مرتبه با چپ) (سمت مشبͺه نقاط ۷ و ،۶٫۴ ،۵٫۷ ،۴٫۸ ،۴٫۰ ،۳٫۴ پایین به

.۷٫۱ و ،۶٫۵ ،۵٫۶

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417 ۹۲

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417


۹۸–۷۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، توابع تقریب در کارامد ابزاری چندجملە ای؛ واحد افراز روش

دیریͺله شرط با پواسن معادله دیفرانسیل). معادله ͷی (حل ۳ .۸ مثال

∆u(x) = f(x) (x ∈ Ω), u(x) = g(x) (x ∈ Γ)

دنبال به g و f دادە شده مقادیر برای عمل در چه اگر است. صفحه در یͺه گوی Ω = B(۰; ۱) ⊂ R۲ آن در که بͽیرید درنظر را
توابع و باشد معادله این دقیق جواب فرانکه تابع کنید فرض موضعͬ، مربعات کمترین روش آزمودن برای اما هستیم uجواب تقریب

کنیم. محاسبه اساس این بر را g و f
مقایسه فرانکه تابع دقیق مقدار با را آن و ͬ آوریم م دست به مربعات کمترین واحد افراز روش با را معادله جواب از تقریبی اکنون
در ͬ دهد. م نمایش کردە ایم استفاده زیردامنە ها در ۷ و ۶ ،۵ درجه چندجملە ای های از که حالتͬ در را خطا کاهش ۵ شͺل ͬ کنیم. م
همͽرایی مرتبه است. شده ترسیم منظم نقاط روی تقریب خطای چپ سمت در و هالتون نقاط روی تقریب خطای راست سمت
مورد هر در که ͬ آید م دست به منظم نقاط برای ۶٫۵ و ۵٫۲ ،۳٫۹ و هالتون نقاط برای ۶٫۴ و ۵٫۷ ،۵ بە ترتیب تقریب ها این با متناظر
مورد دیفرانسیل معادله مرتبه که باشید داشته توجه است. m + ۱ − |α| = m − ۱ یعنͬ نظری همͽرایی مرتبه از بیشتر مقداری

است. ۲ بررسͬ

همͽرایی مرتبه با راست) (سمت هالتون نقاط بعدی: دو واحد گوی روی پواسن دیفرانسیل معادله جواب تقریب خطای :۵ شͺل
،۳٫۹ پایین به بالا از بە ترتیب عددی همͽرایی مرتبه با چپ) (سمت مشبͺه نقاط و ۶٫۴ و ،۵٫۷ ،۵٫۰ پایین به بالا از بە ترتیب عددی

.۴٫۵ و ،۵٫۲

واحد افراز روش اینکه به توجه با شود. حل (۱۱) خطͬ معادلات دستگاه است لازم دیفرانسیل معادله این عددی حل در
ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه ͷی به منجر ͬ کند، م استفاده آن مشتقات و تابع تقریب در فشرده محمل پایە های از چندجملە ای
است. حل قابل تکراری الͽوریتم های از استفاده با اندک محاسباتͬ هزینه با هم و است خوش وضع هم که ͬ شود م تنک بسیار ضرایب

است. شده داده نمایش N = ۴۰۷۴۰ و N = ۵۲۰۸ حالت دو برای ماتریس این تنکͬ الͽوی ۶ شͺل در
۹۳ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417
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N = چپ سمت و N = ۵۲۰۸ راست سمت بعدی دو پواسن دیفرانسیل معادله حل در نهایی ماتریس تنکͬ :الͽوی :۶ شͺل
.۴۰۷۴۰

گویا واحدِ افراز روش .۹

تکینگͬ دارای آن ͬͺنزدی در یا تقریب دامنه در که توابعͬ برای معمولا˟ ͬ کنیم. م مطرح را متغیره ͷی گویای تقریب ͷی پایان در
تقریب های باشند مجانبی رفتار دارای و شده تعریف نیمە متناهͬ یا نامتناهͬ بازە های در که توابعͬ تقریب برای یا و هستند تند شیب یا
توصیف خطͬ عملͽر ͷی با که است تقریبی معنͬ به اینجا در «خطͬ» تقریب دارند. خطͬ تقریب های به نسبت بهتری کارایی گویا
مرتبط s تقریب تابع به را u تابع مقادیر خطͬ عملͽر ͷی با که ۳ بخش مربعات کمترین تقریب یا درونیابی عمل مانند ͬ شود؛ م

ͬ اند. غیرخط گویا تقریب و گویا درونیابی دیدگاه، این با ͬ کنند. م
درجه حداکثر چندجملە ای های ترتیب به q و p آن در که است σ(x) = p(x)/q(x) صورت به (m,n) نوع از گویا تابع ͷی
کاهش ν و µ به مخرج و صورت درجه مشترک، عوامل حذف از پس که بە گونە ای باشند مشترک عامل دارای q و pاند. اگر n و m

است. (µ, ν) دقیق نوع از σ ͬ گوییم م یابد،
از f(xN ) ،. . . ،f(x۱) مقادیر Xو = {x۱, . . . , xN} نقاط کنید فرض ͬ شود. م مطرح زیر صورت به گویا درونیابی مسئله
تعداد اینکه به توجه با .σ(xk) = f(xk), k = ۱, . . . , N که بیابید گونە ای به را (m,n) نوع از گویای تابع شدە اند. داده f تابع

.N = m+ n+ ۱ است کافͬ دارد وجود مخرج و صورت در مجهول m+ n+ ۱
زمینه همین در نمایید. مراجعه [۱۷ ،۱۶ ،۱ ،۲۰] به آن حل الͽوریتم های برخͬ و مسئلە ای چنین ͬ های پیچیدگ مشاهده برای
در است. شده پیشنهاد آن محاسبه برای الͽوریتمͬ و مطرح ۱ عدد مختلط ریشە های روی گویا مربعات کمترین تقریب ͷی [۷] در

که ͬ یابیم م بە گونە ای را q و p توابع و N > m+ n ͬ شود م فرض تقریب این

∥p− fq∥N → minimum

روی p چندجملە ای مقادیر بردار p و ∥p∥N = (N + ۱)−۱/۲∥p∥۲ اینجا در باشد. برقرار نیز ∥q∥N = ۱ نرمال سازی شرط و
و گسترش ͬ شود. م استفاده (SVD) تکین مقدار تجزیه و توپلیتس ماتریس های خواص از روش این الͽوریتم در است. X نقاط
آن را که است شده ۱۸AAA کارای الͽوریتم به منجر ([a, b] حقیقͬ بازه نقاط (بخصوص دلخواه نقاط روی الͽوریتم این تقویت

.[۱۲] کردند معرفͬ ۲۰۱۸ سال در همͺاران و ناکاتسوکاسا

18Adaptive Antoulas-Anderson (AAA)
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راست). m(سمت = ۳,۴,۵ برای آن گویای واحد از جز ئͬ تقریب خطای نمودار و چپ) (سمت ۱/J۰(x) تابع نمودار :۷ شͺل

محاسبه تعیین شده پیش از دقت با را (m−۱,m) یا (m,m) درجه با گویا تقریب ͷی تطبیقͬ روش های ͷکم به الͽوریتم این
برای است. فرواسار۱۹ جفت های حذف و تشخیص قدرت و بالا دقت انعطاف پذیری، دارای قبول، قابل سرعت بر علاوه ͬ کند. م
صورت به مخرج و صورت در چندجملە ای ها درجه است لازم (b − a ≫ ۱) زیاد طول با [a, b] بازە های روی تعریف شده توابع
ͬ توان م واحد افراز روش قالب در تقریب این سازی پیاده با ͬ شود. م محاسباتͬ هزینە های افزایش به منجر که یابد افزایش چشم گیری

کرد. برطرف نیز را مشͺل این
زیربازه هر روی و ͬ نویسیم م کوچͷ تر بسیار طول با زیربازە های از هم پوشانͬ اجتماع بە صورت را اصلͬ بازه منظور این برای
۵ بخش در آنچه همانند و ͬ آوریم م دست به AAA الͽوریتم ͷکم به ͷکوچ مخرج و صورت درجە های با σj گویای تقریب ͷی

سراسری تقریب تا ͬ کنیم م متصل یͺدیͽر به wj واحد افراز توابع ͷکم به را موضعͬ تقریب های این شد، گفته

σ(x) =

Nc∑
j=۱

wj(x)σj(x) (x ∈ [a, b])

را مقاله این در شده ارائه الͽوریتم تنها و ͬ پردازیم نم آن به اینجا در که است شده بیان [۱۲] در AAA الͽوریتم جزئیات آید. دست به
شعاعͬ پایە ای توابع کسری تقریب های برای ایدە ای چنین ͬ بریم. م بە کار زیر مثال در زیردامنه هر روی گویا واحد افراز تقریب برای

است. شده ارائه نیز [۴] در

[۰,۲۰] فاصله در صفر ۶ دارای تابع این بͽیرید. درنظر ν = ۰ پارامتر با را Jν(z) اول نوع بسل تابع گویا). (تقریب ۱ .۹ مثال
ͬ آوریم. م بە دست فاصله این در را f(x) = ۱/J۰(x) تابع گویای تقریب مثال این در است.

واحد افراز تقریب خطای هستند. مشخص نیز آن تکین نقطه شش است. شده ترسیم تابع این نمودار ۷ شͺل چپ سمت در
مثال این در است. شده رسم ۷ شͺل راست سمت در مخرج و صورت در ۵ و ۴ ،۳ ،۲ درجه چندجملە ای های از استفاده با گویا
[۱۲] در که همان گونه را AAA الͽوریتم شده تعیین پیش از دقت و است شده استفاده [۰,۲۰] بازه روی هالتون پراکنده نقاط از

19Froissart doublets
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شده متوقف ۱۰−۱۴ خطای سطح در m = ۵ برای خطا نمودار علت همین به گرفتە ایم. نظر در ۱۰−۱۴ با برابر است شده پیشنهاد
است.
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۹۸–۷۵ (۱۴۰۰) ۳ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، توابع تقریب در کارامد ابزاری چندجملە ای؛ واحد افراز روش

میرزائͬ داود
اصفهان اصفهان، دانشͽاه آمار، و ریاضͬ دانشͺده کامپیوتر، علوم و کاربردی ریاضͬ گروه

ⅾ.ⅿirzaei@sⅽi.ui.aⅽ.ir

رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۸۰ سال در وی است. اصفهان استان در فریدن شهرستان در ۱۳۶۱ ماه بهمن متولد میرزائͬ داود
امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در کاربردی رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۸۴ سال در و شد اهواز چمران شهید دانشͽاه کاربردی
در خود رساله از دهقان مهدی راهنمایی تحت ۱۳۹۰ سال در و شد دانشͽاه همان در دکتری مقطع وارد ۱۳۸۷ سال در آن از پس شد.
دانشͽاه در علمͬ هیئت عضو عنوان به ۱۳۹۰ سال از ایشان کرد. دفاع جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل در شبͺه بدون تقریب های زمینه

است. فعالیت به مشغول اصفهان

دارانͬ احمدی محمدرضا
شهرکرد شهرکرد، دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده کامپیوتر، علوم گروه

ahⅿaⅾi.ⅾarani@sku.aⅽ.ir

كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۷۳ سال در وی است. اصفهان استان در فریدن شهرستان در ۱۳۵۵ ماه شهریور متولد دارانͬ احمدی محمدرضا
رياضͬ رشته دکتری و ارشد كارشناسͬ مقاطع وارد ۱۳۸۳ و ۱۳۷۹ سال  های در ترتیب به و شد اصفهان دانشͽاه كاربردی رياضͬ رشته
از استفاده با دیفرانسیل معادلات عددی حل زمینه در خود دکتری رساله از ۱۳۸۸ سال در وی شد. امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در كاربردی

است. شهرکرد دانشͽاه علمͬ هیئت عضو ۱۳۸۹ سال از و کرد دفاع ادیبی حجت اله راهنمایی تحت موجͷ ها

وحدتͬ سعید
اصفهان اصفهان، دانشͽاه خوانسار، کامپیوتر و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ گروه

s.vahⅾati@khn.ui.aⅽ.ir

دبیری رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۷۴ سال در وی است. اصفهان استان در فریدن شهرستان در ۱۳۵۳ ماه تیر متولد وحدتͬ سعید
سابق) معلم (تربیت خوارزمͬ دانشͽاه محض رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۷۹ سال در و شد سمنان دانشͽاه رياضͬ
دفاع خویش دکتری رساله از ۱۳۸۸ سال در و داد ادامه مالزی کشور ام. پی. یو. دانشͽاه در را دکتری مقطع در خود تحصیلات شد.

است. فعالیت به مشغول خوانسار کامپیوتر و ریاضͬ دانشͺده در علمͬ هیئت عضو عنوان به ۱۳۸۹ سال از و نمود

۹۷ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127648.1417
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The polynomial partition of unity method: an efficient tool in
approximation

Davoud Mirzaei∗, Mohammadreza Ahmadi Darani and Saeed Vahdati

Abstract: In this paper, we investigate a polynomial approximation/interpolation based on the partition of unity
method, and employ it as an efficient method for numerical solution of multivariate problems. First, we introduce multi-
variate polynomial approximations and prove their scalability properties. Then we use these properties to derive stability
and convergence bounds for the proposed method. To have a stable algorithm, local approximations are computed
over small subdomains and joined via the partition of unity weight functions to obtain a smooth global approximation.
Finally, the global error bound is derived in terms of the error bounds of the local approximations. The idea behind
this approach is to solve several small well-conditioned problems instead of solving one large ill-conditioned problem.
From the computational point of view, this approach is highly efficient and applicable to a wide range of problems. As
an example, the numerical solutions of differential equations are obtained using this approach. Instead of employing a
background mesh (similar to finite element and finite volume methods), the unknown quantities are expressed in terms
of scattered points. Hence, the given method can also be considered a so-called meshless method.
Keywords: Meshless methods; Approximation; Local Approximation; Partition of unity method; Polynomial approxi-
mation; Rational approximation.
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