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آدامار خمینه ها ی روی محدب نما بهینه سازی مسائل جواب های مجموعه رده بندی

بارانی علی

از محدب مجموعه های زیر روی بهینه سازی مسئله یک جواب های برای کافی و لازم شرط مقاله، این در چکیده.
همچنین است. شده عرضه معین جواب یک وجود شرط با است محدب نما هدف تابع آن در که آدامار خمینه های
مینیمم نقطه یک در آن طول از مثبتی مضرب برابر مینیمم کننده نقطه هر در هدف تابع گرادیان طول می کنیم ثابت

است. شده داده توضیح مثال هایی آوردن با آمده دست به نتایج کاربرد است. معین

مقدمه .۱

نقش باشد معلوم مینیمم کننده نقطه یک آن ها در که غیرخطی بهینه سازی مسائل جواب مجموعه رده بندی
محدب توابع تعمیم های مهم ترین از یکی ۱ محدب نما توابع دارد. مدیریت علم و اقتصاد، سازی، بهینه در مهمی
دارند. را موضعی مینیمم های بودن سراسری مانند محدب توابع خواص از بسیاری که است خطی فضاهای روی
محققین کردند. معرفی [۲۲] در مانگاساریان و [۳۲] در تای او از مستقل و [۲۱] در لِوی ابتدا را توابع از دسته این

کرده اند. بررسی را محدب نما توابع خواص [۱۶] ،[۳۱] ،[۲۴] بسیاری
توجه موضوع این او از بعد . کرد بررسی [۲۳] در مانگاساریان نخستین بار را محدب بهینه سازی مسائل
به دست بیشتری نتایج و کرد جلب را دیگری بسیار و [۲۰] جیکمار ،[۶] فریس و برگ مانند دیگری محققان
جواب مجموعه رده بندی و دادند تعمیم محدب نما توابع برای را فوق نتایج [۵] بیانکی و [۱۵] ایوانف آمد.
. کرد تعریف [۱۷] ایوانف را بالاتر مراتب محدب نما توابع نمودند. عرضه را محدب نما تغییراتی نامساوی های
ثابت آن جواب مجموعه روی محدب بهینه سازی مسئله یک هدف تابع گرادیان داد نشان [۲۳] در مانگاساریان
یک در داد نشان و نیست برقرار محدب نما بهینه سازی مسائل برای فوق خاصیت کرد ثابت [۱۸] در ایوانف است.
جواب مجموعه از نقطه هر در آن گرادیان آنگاه باشد محدب نما و دیفرانسیل پذیر هدف تابع اگر بهینه سازی مسئله
برای جواب مجموعه رده بندی همچنین است. همخط مسئله آن مشخص مینیمم کننده نقطه یک در گرادیانش با

است. شده ارائه [۱۸] در محدب نما بهینه سازی مسائل
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۶۳–۷۵ (۱۳۹۹) ۳ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، بارانی ع.

فضاهای روی محدب نما بهینه سازی مسائل جواب مجموعه رده بندی و محدب نما توابع رده بندی آن بر علاوه
[۸ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۵ ،۱۶] به مثال عنوان به است. گرفته قرار مطالعه و بررسی مورد بسیار اخیر سال های در خطی

شود. مراجعه
نتایج آدامار خمینه های و ریمانی خمینه های به اقلیدسی فضاهای از بهینه سازی روش های تعمیم طرفی از
مشابه مسائل به می تواند اقلیدسی فضاهای مقید بهینه سازی مسائل مثال عنوان به است. داشته بر در مهمی

.[۳.۱ مثال ،۱] به شود مراجعه مثال عنوان به شوند، تبدیل دیفرانسیل هندسه دیدگاه از غیر مقید
می توان را اقلیدسی فضاهای در غیرلیپ شیتسی و غیرمحدب هدف توابع با بهینه سازی مسائل دیگر ازطرف
به نمود، تبدیل ریمانی خمینه های روی لیپ شیتسی و محدب به ترتیب مسائلی به مناسب ریمانی متریک القا با
مرتبط موضوع های و بهینه سازی، روش های مفاهیم، تعمیم بنابراین .[۱۳] و [۲۵] به شود مراجعه مثال عنوان
اخیر سال های در می رسد. نظر به جالب و طبیعی موضوعی ریمانی خمینه های به خطی فضاهای از آن ها با
و ریمانی خمینه های به خطی فضاهای از آن تعمیم های و محدب نما توابع گسترش برای زیادی تلاش های
صورت تغییراتی نامساوی های و بهینه سازی مسائل بررسی و مطالعه برای آن ها از استفاده و آدامار خمینه های
بعد .[۳۳ ،۲۶] دادند تعمیم ریمانی خمینه های روی را محدب نما توابع مفهوم اودریسته و رابشاک است. گرفته
می توان نمونه عنوان به است. شده انجام کاربردی و نظری لحاظ به موضوع این درباره فراوانی تحقیقات آن از

نمود. اشاره [۱۲ ،۲ ،۱۹ ،۲۹ ،۲۸ ،۳۰ ،۹ ،۱۰ ،۱] به
روی بهینه سازی مسئله های جواب های برای کافی و لازم شرط بالا نتایج و مفاهیم از اقتباس با مقاله، این در
معین جواب یک وجود شرط با را است محدب نما هدف تابع آن در که آدامار خمینه های محدب زیرمجموعه های
می گردد. ارائه نیاز مورد اولیه قضیه های و مفاهیم ۲ بخش در صورت اند. این به مقاله بخش های می کنیم. ارائه

شد. خواهد ارائه ۳ بخش در محدب نما بهینه سازی مسائل جواب های مجموعه رده بندی

اولیه مفاهیم .۲

به بیشتر اطلاعات می کنیم؛برای یادآوری را ریمانی خمینه های مورد در نیاز مورد مفاهیم برخی بخش این در
شود. مراجعه [۲۷ ،۱۱ ،۳۳]

هر برای g(x) = ⟨·, ·⟩x ریمانی متریک آن در که می گیریم نظر در را متناهی بعد با (M, g) ریمانی خمینه
TxM از U مانند بازی زیرمجموعه به نمایی تابع تحدید است. شده تعریف TxM مماس فضای روی x ∈ M

برای می دهیم. نمایش ∇ با را ریمانی متریک نظیر ریمانی هموستار همچنین می دهیم. نشان expx با را ٠x شامل
گویند کامل را M ریمانی خمینه می شود. داده نشان d(x, y) با y و x بین ریمانی فاصله x, y ∈ M نقطه دو هر
M ریمانی خمینه اگر هاف-رینو قضیه بنابر باشد. شده تعریف t ∈ R هر برای γ(٠) = x با γ ژئودزی هر گاه هر
کل روی expx نمایی تابع x ∈ M هر برای آن بر علاوه است. کامل متری فضای یک (M,d) آنگاه باشد کامل

است. شده تعریف TxM

خمینه یک در گویند. آدامار خمینه یک را غیرمثبت برشی خمیدگی با ساده همبند و کامل ریمانی خمینه یک
به صورت یکتا مینیمال ژئودزی یک فقط x, y ∈ M نقطه دو هر بین آدامار

γ(t) = expx(t exp
−١
x y) t ∈ [٠, ١] هر برای

دیفئومورفیسم یک expx : TxM → M نمایی تابع x ∈ M هر برای M آدامار خمینه در همچنین دارد. وجود
ترابری a, b ∈ I هر برای صورت این در باشد M ریمانی خمینه در هموار خم یک γ : I → M هرگاه است.
یکتا مینیمال ژئودزی یک γ درصورتی که می دهیم. نشان P y

x,γ با γ(b) = y به γ(a) = x از γ طول در موازی
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یک x, y ∈ S برای هر گاه گویند محدب را M از S زیر مجموعه می کنیم. استفاده P y
x نماد از P y

x,γ به جای باشد
باشد محدب S ⊆ M مجموعه اگر گیرد. قرار S در کاملا که طوری به باشد موجود y به x از یکتا مینیمال ژئودزی

داریم و شده اند تعریف exp−١
y x و exp−١

x y بردار دو هر x, y ∈ S برای صورت این در

|| exp−١
x y|| = d(x, y) = || exp−١

y x||.

.P y
x [exp−١

x y] = − exp−١
y x آن بر علاوه

هر برای که طوری به است x در ����(x) مماس بردار x نقطه در f : S → R دیفرانسیل پذیر تابع یک گرادیان
آن در که ⟨����(x), v⟩x = dfx(v) باشیم داشته v ∈ TxM

dfx(v) :=
d

dt
f(expx(tv))

∣∣∣
t=٠

,

هِسیَن باشد دوم مرتبه دیفرانسیل پذیر f اگر آن بر علاوه است. v بردار جهت در و x نقطه در f تابع جهتی مشتق
داریم v, w ∈ TxM هر برای که طوری به است TxM × TxM روی دو خطی فرم یک ���� f(x) نماد با x در f

����fx(v, w) = ⟨∇v ����f(x), w⟩x.

داریم x ∈ M هر برای که باشید داشته توجه نکته این به

���� fx(v, v) =
d٢

dt٢
f(expx(tv))

∣∣∣
t=٠

.

در باشد. حقیقی تابعی f : S → R و M ریمانی خمینه از محدب ای مجموعه زیر S کنیم فرض .۱ . ۲ تعریف
صورت این

باشیم داشته x, y ∈ S هر برای هرگاه گویند محدب را f تابع (۱)

f(γ(t)) ≤ (١− t)f(x) + tf(y).

هر برای هرگاه گویند محدب نما را f آنگاه باشد دیفرانسیل پذیر S شامل بازی مجموعه روی f اگر (۲)
باشیم داشته x, y ∈ S

⟨����f(x), exp−١
x y⟩x ≥ ٠ ⇒ f(y) ≥ f(x),

.t ∈ [٠, ١] هر برای γ(t) = expx(t exp
−١
x y) آن در که

گویند شبه یکنوا M ریمانی خمینه از S محدب زیرمجموعه روی را V برداری میدان که باشید داشته یاد به
باشیم داشته V (x) ∈ TxM, V (y) ∈ TyM و x, y ∈ S هر برای هرگاه

⟨V (x), exp−١
x y⟩x ≥ ٠ ⇒ ⟨V (y), exp−١

y x⟩y ≤ ٠.

شده داده زیر قضیه در آن ها گرادیان برداری میدان های بودن شبه یکنوا و دیفرانسیل پذیر محدب نما توابع بین رابطه
است.

روی دیفرانسیل پذیر تابعی f و M ریمانی خمینه از محدب زیرمجموعه ای S کنیم فرض .([۲۸]) ۲ . ۲ قضیه
S روی ����f اگر فقط و اگر است محدب نما S روی f صورت این در باشد. S شامل محدب و باز مجموعه ای

باشد. شبه یکنوا
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می گیریم نظر در را زیر بهینه سازی مسئله f : S → R تابع و M ریمانی خمینه از S زیر مجموعه برای ادامه در

(P ) min
x∈S

f(x)

دوم مرتبه پیوسته مشتق پذیر که f مانند محدبی توابع برای می دهیم. نشان S̄ = ������x∈Sf(x) با آن را جواب مجموعه و
است. شده مشخص زیر صورت به (P ) مسئله جواب مجموعه [۳] در باشند

دیفرانسیل پذیر پیوسته طور به تابعی f و M آدامار خمینه از محدب زیرمجموعه ای S کنیم فرض .۳ . ۲ قضیه
شده داده x̄ ∈ S̄ نقطه کنید فرض همچنین باشد. S شامل محدب و باز مجموعه ای روی محدب و دوم مرتبه

صورت این در باشد.
S̄ = {x ∈ S| ⟨ ����f(x̄), exp−١

x̄ x⟩x̄ = ٠, ����f(x) = P x
x̄ [����f(x̄)]}.

می گیریم. درنظر متناهی بعد از و آدامار را خمینه ها همه ادامه در

محدب نما بهینه سازی مسئله جواب مجموعه رده بندی .۳

زیرمجموعه ای S آن برای که را (�) محدب نما نوع از بهینه سازی مسئله جواب مجموعه رده بندی بخش این در
محدب نما و دیفرانسیل پذیر S شامل محدب و باز زیرمجموعه ای روی f تابع و M مثل آدامار خمینه ای از محدب

می کنیم. ارائه است
با ولی نیست محدب نما مسئله ای اقلیدسی متریک تحت که می آوریم بهینه سازی مسئله یک از مثالی ابتدا

می شود. تبدیل آدامار خمینه یک روی محدب نما مسئله ای به مناسب ریمانی متریک یک القای

کنیم فرض .۱ . ۳ مثال
R٢
++ := {(x١, x٢) ∈ R٢| x٢ > ٠},

و
S :=

{
(x١, x٢) ∈ R٢

++ | x٢ ≥ ١, x٢١ + x٢٢ ≤ ٢۵, (x١ − ٢(٣ + x٢٢ ≥ ٩
}
.

می کنیم تعریف زیر صورت به را f : S → R تابع اکنون

f(x١, x٢) :=
coshx١ − ١

x٢
،(x١, x٢) ∈ S هر برای

می گیریم نظر در را زیر مسئله
min
x∈S

f(x١, x٢).

همچنین نیست. R٢
++ از محدب زیرمجموعه ای S زیرا نیست؛ محدب نما مسئله یک اقلیدسی متریک با فوق مسئله

نقطه دو انتخاب با
y := (y١, y٢) = (١,

√
۵), x := (x١, x٢) = (٠, ١)

داریم S از

⟨∇f(x), y − x⟩ = sinhx١
x٢

(y١ − x١) +
١− coshx١

x٢٢
(y٢ − x٢) = ٠,

که صورتی  در
⟨∇f(y), x− y⟩ = sinh y١

y٢
(x١ − y١) +

١− cosh y١

y٢٢
(x٢ − y٢) < ٠,
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شبه یکنوا S روی ∇f پس است. اقلیدسی متریک به نسبت f گرادیان ∇f و R٢ روی داخلی ضرب ⟨., .⟩ آن در که
نیست. محدب نما [۵.۵.۲ قضیه ،۷] طبق f درنتیجه و نیست

تعریف با R٢
++ روی g ریمانی متریک القا با حالا

gij(x١, x٢) :=
δij

x٢٢
, (x١, x٢) ∈ H (i, j = ١, ٢).

به دست H := (R٢
++, g) نماد با پوانکاره بالایی نیم صفحه به موسوم −١ برشی خمیدگی با آدامار خمینه یک

داریم (x١, x٢) ∈ S هر برای همچنین است. H از محدب زیرمجموعه ای S اکنون می آید.

(۱)
����f(x١, x٢) = (gij(x١, x٢))

−١∇f(x١, x٢)

=

(
x٢٢ ٠
٠ x٢٢

)T (sinhx١
x٢

,
١− coshx١

x٢٢

)
=
(
x٢ sinhx١, ١− coshx١

)
,

f تابع ۲ . ۲ قضیه از استفاده با بنابراین شبه یکنواست، S روی x 7→ ����f(x) نگاشت [۴.۱ مثال ،۳۰] به توجه با و
که کنید توجه است. شده تبدیل محدب نما مسئله ای به H روی فوق مسئله تیجه در است. محدب نما S روی
فوق مسئله حل برای ۳ . ۲ قضیه همچنین و [۱۸] در بیان شده خطی فضا های برای قبلی آمده به دست روش های

نمی آید. کار به

قضیه از نتیجه ای که است آن ها موضعی مینیمم های بودن سراسری محدب نما توابع خواص مهم ترین از یکی
است. زیر

باشد. M از محدب و باز مجموعه ای زیر C و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .([۳.۲.۵ قضیه ،۷]) ۲ . ۳ قضیه
x٠ ∈ C برای اگر صورت این در باشد. C روی محدب نما و دیفرانسیل پذیر تابعی f : C → R فرض همچنین

است. C روی f برای سرتاسری مینیمم یک x٠ آنگاه ����f(x٠) = ٠, باشیم داشته

در ۳.۱ گزاره مشابه آن اثبات و است مفید آدامار خمینه های روی محدب نما توابع ساختن برای زیر قضیه
است. [۲]

همچنین باشد. M از محدب زیر مجموعه ای S و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .([۶۹ صفحه ،۷]) ۳ . ۳ قضیه
آن ها از یکی که باشد S شامل محدب و باز مجموعه ای روی دیفرانسیل پذیر و حقیقی تابع دو g, h کنید فرض
روی f(x) := g(x)h(x) تعریف با f : S → R تابع صورت این در باشد. مثبت و مقعر دیگری و منفی و محدب

است. محدب نما S

کاربردی عنوان به را پوانکاره نیم صفحه از محدب زیر مجموعه یک روی محدب نما تابع یک از مثالی اکنون
می دهیم. ارائه اخیر قضیه از

می کنیم تعریف زیر صورت به را H پوانکاره نیم صفحه از C زیر مجموعه .۴ . ۳ مثال

C := {(x١, x٢) ∈ H | − ۵ < x١ < ۵, x٢ > ١}.

است. S := {x = (x١, x٢) ∈ C| x٢ ≥ ٢} محدب مجموعه شامل و H از محدب و باز ای زیر مجموعه C اکنون
به صورت C روی را g, h حقیقی توابع

g(x١, x٢) :=
x٢١ − ٢۵x٢٢

x٢٢
, h(x١, x٢) := lnx٢

۶۷ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127986.1421
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۶۳–۷۵ (۱۳۹۹) ۳ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، بارانی ع.

محاسبه فرمول به کار گیری با حال است. منفی و محدب تابعی C روی g صورت این در می کنیم. تعریف
داریم (x١, x٢) ∈ C هر برای ([۳۳] به شود (رجوع هِسیَن

(۲)

����h(x١, x٢) =

 ∂٢h(x١,x٢)

∂x٢١
− ١

x٢

∂h(x١,x٢)
∂x٢

∂٢h(x١,x٢)
∂x١∂x٢

+ ١
x٢

∂h(x١,x٢)
∂x١

∂٢h(x١,x٢)
∂x٢∂x١

+ ١
x٢

∂h(x١,x٢)
∂x١

∂٢h(x١,x٢)

∂x٢٢
+ ١

x٢

∂h(x١,x٢)
∂x٢


=

 − ١
x٢٢

٠

٠ ٠

 .

تابع نتیجه در است. مثبت و مقعر تابعی C روی h پس است معین منفی C روی ����h ماتریس که که می بینیم

f(x١, x٢) :=
(x٢١ − ٢۵x٢٢) lnx٢

x٢٢
,

است. محدب نما S روی ۳ . ۳ قضیه بنا بر

بیان است خطی مستقلِ مجموعه مفهوم از تعمیمی که را خطی مستقلِ مثبت طور به مجموعه مفهوم اکنون
می کنیم.

مستقلِ مثبت طور به را v١, . . . , vk ∈ TxM بردارهای .x ∈ M و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۵ . ۳ تعریف
باشیم داشته هرگاه گویند خطی

k∑
i=١

λivi = ٠ (λi ≥ ٠, i = ١, ..., k) ⇒ λ١ = λ٢ = · · · = λk = ٠.

هر همچنین نیست. صفر بردار شامل خطی مستقل مثبت طور به بردارهای از مجموعه هر که است بدیهی
اگر نیست: درست موضوع این عکس است. خطی مستقل مثبت طور به خطی مستقل بردارهای از مجموعه

و باشد غیرصفری ثابت بردار v٠ ∈ TxM

vi := λiv٠ ∈ TxM (i = ١, . . . , k)

است خطی مستقل مثبت طور به {v١, . . . , vk} مجموعه صورت این در ثابت اند، و مثبت اعدادی λi آن در که
نیست. خطی مستقل ولی

است. Rn حالت مشابه آن اثبات که است آدامار خمینه های برای [۲.۳ لم ،۱۸] از است تعمیمی زیر لم

به v١, . . . , vk ∈ TxM بردار های کنیم فرض همچنین x ∈ M . و باشد آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۶ . ۳ لم
باشیم داشته که قسمی به باشد دیگری غیر صفر بردار w ∈ TxM کنیم فرض باشند. خطی مستقل مثبت طور

⟨vi, v⟩x < ٠ (v ∈ TxM, i = ١, . . . , k) ⇒ ⟨v, w⟩x ≤ ٠.

.w =
∑k

i=١ λivi که طوری به است موجود نا منفی مولفه های با λ = (λ١, . . . , λk) غیر صفر بردار صورت این در

است. دوبعدی آدامار خمینه های به [ ۲.۴ لم ،۱۸] تعمیم بعد گزاره
http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127986.1421 ۶۸
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۶۳–۷۵ (۱۳۹۹) ۳ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه محدب نما....، بهینه سازی مسائل جواب های مجموعه رده بندی

کنیم فرض همچنین باشد. M از محدب و باز زیر مجموعه ای C و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۷ . ۳ گزاره
i = ١, . . . , k برای کنیم فرض باشد. محدب نما و دیفرانسیل پذیر تابعی f : C → R و محدب مجموعه ای S ⊆ C

است برقرار زیر حکم v ∈ TxM هر برای صورت این در . ����f(x) ̸= ٠ و ����f(xi) ̸= ٠ و xi, x ∈ S̄ باشیم داشته

(۳) ⟨P x
xi
[����f(xi)], v⟩x < ٠ (i = ١, . . . , k) ⇒ ⟨ ����f(x), v⟩x < ٠.

به قسمی که باشد موجود v ∈ TxM کنیم فرض می شود. انجام خلف برهان با اثبات اثبات.

(۴) ⟨P x
xi
[����f(xi)], v⟩x < ٠ (i = ١, . . . , k), ⟨����f(x),−v⟩x < ٠.

τ > ٠ کوچکِ کافی اندازه به حقیقیِ عدد (۴) در موجود وابط ر و f بودن دیفرانسیل پذیر به توجه با صورت این در
که به قسمی است موجود

(۵) f(ui) < f(xi) (i = ١, . . . , k), f(u) < f(x).

آن در که
ui := expxi

(P xi
x v) (i = ١, . . . , k), u := expx(−kτv).

i = ١, . . . , k هر برای کنیم فرض

σi(t) := expx t(exp
−١
x xi) t ∈ [٠, ١],

که به طوری دارد وجود z ∈ C مانند نقطه ای می دهیم نشان اکنون باشد. xi و x نقاط بین ژئودزی

f(z) ≤ max{f(u), f(u١), . . . , f(uk)}.

می دهیم قرار و می دهیم نشان zi با را σi ژئودزی و ui و u نقاط بین ژئودزی برخورد نقطه i = ١, . . . , k هر برای

z := comb(z١,...,zk)(
١
٢
, . . . ,

١
٢
),

[۶ صفحه ،۳۴] در که است z١, . . . , zk نقاط ژئودزی محدب ترکیب comb(z١,...,zk) محدب مجموعه درآن که
است نیز شبه محدب تابعی محدب و باز مجموعه یک روی محدب نما تابع هر آنجائی که از است. شده تعریف

می گیریم نتیجه k روی استقرا و (۵) در موجود نامساوی های از بااستفاده

f(z) ≤ max{f(u), f(u١), . . . , f(uk)} < f(x) = f(x١) = · · · = f(xk).

اثبات و است تناقض در اخیر بانامساوی که f(z) = f(x) = f(x١) = · · · = f(xk) پس z ∈ S̄ دیگر طرف از
□ می شود. تمام

نقش همچنین و است جالب خود خودی به است آدامار خمینه های برای [۲.۴ لم ،۱۸] تعمیم که زیر گزاره
می کند. ایفا اصلی نتایج اثبات در مهمی

کنید فرض همچنین باشد. M از محدب و باز زیر مجموعه ای C و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۸ . ۳ گزاره
xi, x ∈ S̄ نقاط هرگاه باشد. محدب نما و دیفرانسیل پذیر تابعی f : C → R و محدب مجموعه ای S ⊆ C

یا باشد خطی مستقل مثبت طور به {P x
xi
[ ���� f(xi)] | i = ١, . . . , k} مجموعه که باشند گونه ای به (i = ١, . . . , k)

۶۹ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127986.1421
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۶۳–۷۵ (۱۳۹۹) ۳ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، بارانی ع.

طوری به است موجود نا منفی مولفه های با λ = (λ١, . . . , λk) غیر صفر بردار آنگاه باشد، صفر ازآن ها یکی حداقل
که

(۶) ����f(x) =
k∑

i=١
λi(x)P

x
xi

[
����f(xi)

]
.

تابع بودن محدب نما به توجه با آنگاه ����f(x) = ٠ اگر ابتدا در می کنیم. بررسی را ممکن حالت سه اثبات.
اینکه به توجه با اکنون است. C روی f برای سرتاسری مینیمم کننده یک x که می گیریم نتیجه ۲ . ۳ قضیه و f

است C روی f برای سرتاسری مینیمم کننده یک i هر برای xi پس f(xi) = f(x) , i = ١, . . . , k داریم xi ∈ S̄

است. برقرار نامنفی مولفه های با λ ̸= ٠ هر انتخاب با (۶) شرط نتیجه در ����f(xi) = ٠ و
می شود ثابت قبل حالت مشابه روش با ����f(xi) = ٠ باشیم داشته i = ١, . . . , k یک برای اگر بعدی حالت در

است. برقرار نامنفی های مولفه با λ ̸= ٠ هر برای (۶) شرط که
مجموعه حالت این در .i = ١, . . . , k هر برای ����f(xi) ̸= ٠ و ����f(x) ̸= ٠ می کنیم فرض حالت آخرین در
غیر صفری بردار ۷ . ۳ گزاره و ۶ . ۳ لم از استفاده با و است خطی مستقل مثبت طور به { ����f(xi)| i = ١, . . . , k}
□ می کند. صدق (۶) در که طوری به است موجود نامنفی مولفه های با λ = (λ١, . . . , λk) مانند

می آید. به دست قبل گزاره از زیر نتیجه

کنیم فرض همچنین باشد. M از محدب و باز زیر مجموعه ای C و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۹ . ۳ نتیجه
هر برای آنگاه x̄ ∈ S̄ اگر باشد. محدب نما و دیفرانسیل پذیر تابعی f : C → R و محدب مجموعه ای S ⊆ C

که طوری به است موجود λ(x) > ٠ عدد x ∈ S̄

����f(x)؛ = λ(x)P x
x̄ [ ���� f(x̄)] (۱)

.∥ ����f(x)∥ = λ(x)∥���� f(x̄)∥ (۲)

تعریف را زیر مجموعه های (P ) محدب نمای بهینه سازی مسله جواب مجموعه رده بندی منظور به اکنون
می کنیم:

Ŝ := {x ∈ S|⟨����f(x̄), exp−١
x̄ x⟩x̄ = ٠, ����f(x) = λ(x)P x

x̄ [ ���� f(x̄)]},

و
Ŝ١ := {x ∈ S|⟨����f(x̄), exp−١

x̄ x⟩x̄ ≤ ٠, ����f(x) = λ(x)P x
x̄ [ ���� f(x̄)]},

است. x از مثبت تابعی λ و (P ) مسئله از معینی جواب x̄ ∈ S̄ آن در که
بهینه سازی مسئله جواب مجموعه از رده بندی یک است [۲.۱ قضیه ،۱۸] از گسترشی که زیر قضیه در
محدب نما توابع برای ۳ . ۲ قضیه از تعمیمی همچنین قضیه این می گردد. ارائه آدامار خمینه های روی محدب نما

هست. نیز

فرض همچنین باشد. M از محدب و باز زیر مجموعه ای C و آدامار خمینه ای M کنیم فرض .۱۰ . ۳ قضیه
مسئله از جوابی x̄ اگر باشد. محدب نما و دیفرانسیل پذیر تابعی f : C → R و محدب مجموعه ای S ⊆ C کنیم

آنگاه باشد (P ) بهینه سازی
(۷) S̄ = Ŝ = Ŝ١.

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127986.1421 ۷۰
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۶۳–۷۵ (۱۳۹۹) ۳ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه محدب نما....، بهینه سازی مسائل جواب های مجموعه رده بندی

داریم S̄ مجموعه بودن محدب به توجه با صورت این در .x ∈ S̄ کنیم فرض اثبات.

γ(t) := expx̄(t exp
−١
x̄ x) ∈ S t ∈ [٠, ١] هر برای

می آید به دست زیر رابطه ساده محاسبه ای با .f(γ(t)) = f(x̄) پس

٠ = lim
t→٠

f(γ(t))− f(x̄)

t
= ⟨ ���� f(x̄), exp−١

x̄ x⟩x̄.

نتیجه در .����f(x) = λ(x)P x
x̄ [ ���� f(x̄)] که بقسمی است موجود x از λ مثبت تابع ۹ . ۳ نتیجه از استفاده با طرفی از

است. بدیهی Ŝ ⊆ Ŝ١ شمول برقراری است. برقرار S̄ ⊆ Ŝ شمول و x ∈ Ŝ

.⟨����f(x̄), exp−١
x̄ x⟩x̄ ≤ صورت این در x ∈ Ŝ١ کنیم فرض .Ŝ١ ⊆ S̄ کنیم ثابت است کافی اثبات کردن کامل برای

داریم λ بودن مثبت به توجه با و ۹ . ۳ نتیجه و نامساوی این از ٠

⟨����f(x), exp−١
x x̄⟩x =

⟨
λ(x)P x

x̄ [����f(x̄)], exp−١
x x̄

⟩
x

= λ(x)
⟨
����f(x̄), P x̄

x [exp
−١
x x̄]

⟩
x̄

= λ(x)
⟨
����f(x̄),− exp−١

x̄ x
⟩
x̄

= −λ(x)
⟨
����f(x̄), exp−١

x̄ x
⟩
x̄
≥ ٠.

به توجه با نا مساوی این .f(x̄) ≥ f(x) می گیریم نتیجه f بودن محدب نما و ⟨����f(x), exp−١
x x̄⟩x ≥ ٠ از اکنون

□ می شود. کامل برهان و x ∈ S̄ پس .f(x) = f(x̄) که می گیریم نتیجه f(x) ≥ f(x̄) بر قراری

مقاله، این اصلی نتیجه چگونه می دهد نشان که می آوریم محدب نما بهینه سازی مسئله یک از مثالی پایان در
[۱۸] در خطی فضاهای برای موجود روش های که حالی در است؛ استفاده قابل آن حل برای ،۱۰ . ۳ قضیه یعنی

ندارند. کارایی آن برای ۳ . ۲ قضیه یعنی غیر خطی حالت در و

کنیم فرض .۱۱ . ۳ مثال
M := {(x١, x٢) ∈ R٢| x١, x٢ > ٠},

است شده تعریف آن روی زیر صورت به ریمانی متریک که باشد دکارتی مختصات صفحه اول ناحیه

gij(x١, x٢) :=
δij

xixj
((x١, x٢) ∈ R٢, i, j = ١, ٢).

ژئودزی v := (v١, v٢) ∈ TxM = R٢ هر و x = (x١, x٢) ∈ M هر برای است. آدامار خمینه ای M صورت این در
است زیر صورت به کند صدق γ(٠) = x, γ′(٠) = v شرایط در که γ : R → M

(۸) γ(t) =
(
x١e

v١
x١

t
, x٢e

v٢
x٢

t
)

t ∈ R هر برای

تعریف با γ : [٠, ١] → M نگاشت

γ(t) =
(
x١−t
١ yt١, x

١−t
٢ yt٢

)
t ∈ [٠, ١] هر برای

۱۷۰])و صفحه ،۲۶] به شود (رجوع است γ(١) = y := (y١, y٢) و γ(٠) = x := (x١, x٢) بین یکتای ژئودزی

exp−١
x y =

(
x١ ln

y١
x١

, x٢ ln
y٢
x٢

)
.
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می کنیم تعریف زیر صورت به را S مجموعه

S := {(x١, x٢) ∈ M |١ ≤ x١, x٢ ≤ ٢, x١x٢ ≤ ٢}.

محدب زیر مجموعه ای S دیگر، ازطرف نیست. R٢ از محدب زیر مجموعه ای اقلیدسی متریک با S که است واضح
آن در که S = S١ ∩ S٢ ∩ S٣ زیرا است؛ M از

Si = {(x١, x٢) ∈ M | xi ≥ ١} (i = ١, ٢)

و
S٣ = {(x١, x٢) ∈ M | x١x٢ ≤ ٢},

است. شده ثابت [۴] از ۴.۱ مثال در S٣ بودن محدب M اند: از محدبی زیر مجموعه های
صورت این در می کنیم. تعریف g(x١, x٢) := ١

x١
صورت به را g : M → R تابع حال

g(γ(t)) =
١
x١

e
− v١

x١
t

t ∈ R هر برای

هر برای پس است. γ(٠) = x, γ′(٠) = (v١, v٢) دستور توسط (۸) در تعریف شده یکتای ژئودزی γ آن در که
t ∈ R

g′′(γ(t)) =
v٢١
x٣١

e
− v١

x١
t ≥ ٠,

نتیجه پس S١ = {(x١, x٢) ∈ M | g(x١, x٢) ≤ ١} اینکه به توجه با حال محدب. است تابعی g یعنی این و
می شود. ثابت مشابه طور به S٢ بودن محدب است. محدب مجموعه ای S١ که می گیریم

می کنیم تعریف زیر صورت به را f : C → R تابع اکنون

f(x١, x٢) :=
x٢ − ١
۵− x١

,

آن در که
C := {(x١, x٢) ∈ M | x١ < ۵, x١x٢ < ۵, xi >

١
٢
, i = ١, ٢}.

نشان ساده محاسبه ای .S ⊂ C و است دیفرانسیل پذیر تابعی M از C محدب زیر مجموعه روی f که است واضح
صورت به که h٢ و h١ توابع می دهد

h١(x١, x٢) := x٢ − ١, h٢(x١, x٢) = ۵− x١

نتیجه در است. مثبت C مجموعه روی h٢ تابع آن بر علاوه مقعرند. و محدب به ترتیب شده اند تعریف C روی
داریم x = (x١, x٢) ∈ S هر برای اکنون است. محدب نما C روی [ ۳.۱ گزاره ،۲] بنابر f = h١

h٢
تابع

(۹)
����f(x١, x٢) = (gij(x١, x٢))

−١∇f(x١, x٢)

=

(
x٢١ ٠
٠ x٢٢

)T ( x٢ − ١
(۵− x١)

٢ ,
١

۵− x١

)
=
(x٢١(x٢ − ١)
(۵− x١)

٢ ,
x٢٢

۵− x١

)
,

است. اقلیدسی متریک به نسبت f گرادیان ∇f آن در که
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داریم ساده محاسبه ای با و x̄ = (١, ١) ∈ S̄ که است روشن

(۱۰) ����f(x̄) = (٠,
١
۴
),

،x = (x١, x٢) ∈ S هر برای و

(۱۱) exp−١
x̄ x =

(
ln

x١
١
, ln

x٢
١

)
=
(
lnx١, lnx٢

)
.

می آید به دست زیر تساوی مقادیر این از استفاده با

(۱۲) ⟨����f(x̄), exp−١
x̄ x⟩⟩x̄ =

⟨
(٠,

١
۴
), (lnx١, lnx٢)

⟩
x̄
=

١
۴
lnx٢.

که می گیریم نتیجه ۱۰ . ۳ قضیه بستن به کار و (۱۲) ،(۱۱) ،(۱۰) از استفاده با اکنون

S̄ : =
{
x = (x١, x٢) ∈ S | x٢ = ١, ����f(x) = ۴

۵− x١
P x
x̄ [(٠,

١
۴
)]
}

=
{
(x١, x٢) ∈ S | ١ ≤ x١ ≤ ٢, x٢ = ١

}
.

داریم x ∈ S̄ هر برای فوق مثال در که می کنیم توجه نکته این به پایان در

||����f(x)|| = || ۴
۵− x١

P x
x̄ [(٠,

١
۴
)]|| = ١

۵− x١
.

S̄ روی هدف تابع گرادیان برداری میدان طول محدب نما مسائل برای می دهد نشان ۹ . ۳ نتیجه کلی حالت در
است. ثابت S̄ روی فوق طول ۳ . ۲ قضیه بنابر محدب مسائل برای که صورتی  در نیست؛ ثابت

کلی تر حالت در و دلخواه ریمانی خمینه های روی محدب نما بهینه سازی مسائل جواب مجموعه رده بندی
زمینه اند. این در تحقیق برای موضوعاتی نباشد دیفرانسیل پذیر هدف تابع وقتی
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دبیری رشته كارشناسی مقطع در ۱۳۷۲ سال در وی است. آباد خرم شهر در ۱۳۴۷ ماه مهرماه متولد بارانی علی
و تهران بهشتی شهید دانشگاه از محض رياضی رشته ارشد كارشناسی مقطع در ۱۳۷۴ لرستان، دانشگاه از رياضی
شد. التحصیل فارغ اصفهان دانشگاه از خمینه ها روی آنالیز گرایش محض، رياضی رشته دکتری، مقطع در ۱۳۸۷
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