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تعمیم یافته متقارن فینسلری فضاهای از رده ای

مقدم سلیمͬ حمید رضا

بررسͬ از پس ͬ کنیم. م مطالعه را F = α+ β − β٢/α ِͷمتری‐(α, β) به مجهز فینسلری فضاهای مقاله این در چͺیده.
متقارن فضای هر ͬ دهیم م نشان بحث، مورد فینسلری ͷمتری s‐ساختار و زمینه ریمانͬ ͷمتری s‐ساختار بین ارتباط

است. ریمانͬ خمینه ای ͬͺمتری چنین به مجهز تعمیم یافته

مقدمه .١

نقطۀ ͷی x ∈ M دلخواه نقطۀ هر اگر ͬ شود م نامیده (سراسری) متقارن فضای ͷی (M, ⟨, ⟩) همبند ریمانͬ خمینۀ
١ وابرسانͬ که ͬ کنیم م یادآوری باشد. (M, ⟨, ⟩) از sx برگشتͬ ایزومتری ͷی از تنها ثابت

ϕ : (M, ⟨, ⟩M ) −→ (N, ⟨, ⟩N ),

بردار دو هر و p ∈ M هر ازای به هرگاه ͬ شود م نامیده ایزومتری (N, ⟨, ⟩N ) و (M, ⟨, ⟩M ) ریمانͬ خمینۀ دو بین
باشیم داشته ،Xp, Yp ∈ TpM

⟨(ϕ)∗pXp, (ϕ)∗pYp⟩N = ⟨Xp, Yp⟩M .

تعریف ϕ : (M, ⟨, ⟩) −→ (M, ⟨, ⟩) ایزومتری ͷی به صورت ،(M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینه ˄ از ایزومتری ͷی حالتͬ چنین در
مشاهده ͬ توان م به سادگͬ .sx ◦ sx = IdM که است این فوق تعریف در «برگشتͬ» اصطلاح از منظور همچنین ͬ شود. م

ببینید). را [٧] ) Sx = −IdTxM داریم Sx := (sx)∗x مشتق نگاشت برای که کرد
با ایزومتری ͷی (M, ⟨, ⟩) همبند ریمانͬ خمینۀ برای است. تعمیم یافته زیر شͺل به [٨] در متقارن فضای مفهوم
(M, ⟨, ⟩) از تقارن ͷی sx اگر به وضوح ͬ شود. م نامیده x نقطۀ در (M, ⟨, ⟩) از تقارن ͷی x ∈ M تنهای ثابت نقطه
نگه ثابت صفر بردار از به غیر را برداری هیچ که است TxM از یͺه متعامد تبدیل ͷی Sx = (sx)∗x آنگاه باشد x در

است. نشده فرض x در sx نگاشت بودن برگشتͬ اینجا در که باشید داشته توجه ͬ دارد. نم

ͷمتری‐(α, β) ایزومتری ، گروه ریمانͬ، ͷمتری فینسلری، ͷمتری تعمیم یافته، متقارن فضای کلیدی: کلمات و عبارات
ولͬ پوریای محمدرضا رابط: دبیرتخصصͬ

١۴٠٠/٠۴/١۵ پذیرش: تاریخ ١۴٠٠/٠٣/٠٢ دریافت: تاریخ
پژوهشͬ مقاله: نوع

مقاله مسئول ∗نویسنده

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418

.

1diffeomorphism

١۵

http://math-sci.ui.ac.ir
http://www.ui.ac.ir
http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418


١۵–٢٢ (١٣٩٩) ٣ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه مقدم، سلیمͬ ح. ر.

به طوری که به باشد ریمانͬ همبند خمینه ˄ ͷی (M, ⟨·, ·⟩) اگر نمایید) مشاهده را  [١١ ،٨ ،٧] ) ٢ بریͺل قضیه ˄ بنابر
داده نمایش I(M) نماد با که آن، ایزومتری های گروه آنگاه باشد داشته وجود sx تقارن ͷی حداقل x ∈ M هر ازای

ͬ کند. م عمل M روی متعدی به صورت ͬ شود، م
روی ریمانͬ s‐ساختار ͷی (M, ⟨, ⟩) مثل همبندی ریمانͬ خمینۀ تقارن های از متشͺل {sx : x ∈ M} خانوادۀ
بپذیرد s‐ساختار ͷی ریمانͬ، همبند خمینه ˄ ͷی اگر ͬ کند م بیان بریͺل قضیۀ دیͽر، عبارت به ͬ شود. م نامیده (M, ⟨, ⟩)

است. همͽن ریمانͬ خمینۀ ͷی آنگاه
یا بزرگتر صحیح عددی k آن در (که ͬ شود م نامیده k مرتبۀ از ،(M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینۀ ͷی روی s‐ساختار ͷی

باشیم داشته x ∈ M هر ازای به اگر است) ٢ مساوی

skx := sx ◦ · · · ◦ sx = IdM ,

،l < k هر ازای به و
slx ̸= IdM .

دو هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده منظم (M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینۀ ͷی روی {sx} s‐ساختار ͷی ([٧] ) تعریف بنابر
کند صدق زیر رابطۀ در x, y ∈ M نقطۀ

sx ◦ sy = sz ◦ sx,

.z = sx(y) کرده ایم فرض آن در که
s‐ساختار ͷی به مجهز (M, ⟨, ⟩) مثل همبندی ریمانͬ خمینۀ تعمیم یافته، متقارن ریمانͬ فضای ͷی از منظور
s‐ساختار ͷی اگر ،( ٢ مساوی یا بزرگتر k ازای (به ͬ شود م نامیده k‐متقارن ،(M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینۀ است. منظم
،(M, ⟨, ⟩) که طوری است k ≥ ٢ عدد کوچͺترین تعمیم یافته متقارن ریمانͬ فضای ͷی مرتبۀ بپذیرد. k مرتبۀ از منظم
است. عام معنͬ به متقارن ریمانͬ فضای ͷی ٢ مرتبۀ از تعمیم یافته متقارن ریمانͬ فضای هر وضوح به باشد. k‐متقارن

از مهمͬ ردۀ .[۶] یافت تعمیم فینسلری خمینه های به تعمیم یافته متقارن ریمانͬ فضای مفهوم ٢٠١٠ سال در
١‐فرمͬ ͷی و ⟨, ⟩ ریمان ͷمتری ͷی از حاصل α نرم توسط که هستند ,α)‐متریͷ ها β) فینسلری، متریͷ های
و ͷفیزی مانند مختلف رشته های در فراوان کاربردهای به دلیل فینسلری متریͷ های گونه این ͬ شوند. م تعریف  β
کنید). مطالعه را [٢ ،١] ͬ توانید م متریͷ ها نوع این کاربردهای برخͬ یافتن (برای دارند ویژه ای اهمیت زیست شناسͬ
فینسلری فضای هر ͬ کنیم م ثابت تعمیم یافته، متقارن فینسلری فضاهای درباره لازم مقدمات بیان از پس مقاله این در

است. ریمانͬ فضایی F = α+ β − β٢/α ِͷمتری‐(α, β) به مجهز تعمیم یافته متقارن

فینسلری هندسه مقدماتͬ مفاهیم .٢

خمینه های مورد در مناسب مرجع پردازیم. مͬ فینسلری هندسۀ درباره لازم مقدمات برخͬ بیان به بخش این در
است. [۴] کتاب فینسلری

F : TM −→ [٠,∞) تابع باشد. آن مماس کلاف نمایشͽر TM و هموار خمینۀ ͷی M کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در اگر ͬ شود م M نامیده خمینۀ روی فینسلری ͷمتری ͷی

باشد. TM هموار از TM\{٠} باز زیرخمینۀ روی F تابع (١)
.F (x, λY ) = λF (x, Y ) باشیم، داشته λ > ٠ هر ازای به یعنͬ باشد ͷی درجۀ از مثبت همͽن F تابع (٢)

باشد. معین مثبت [gij ] = [١٢F
٢
Y iY j ] هسین ماتریس Y ∈ TxM هر ازای به (٣)

2Brickel

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.128837.1435 ١۶

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.128837.1435


١۵–٢٢ (١٣٩٩) ٣ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه تعمیم یافته، متقارن فینسلری فضاهای از رده ای

ͬ نامند. م فینسلری خمینۀ ͷی را (M,F ) زوج این صورت در
طول این صورت در باشد. هموار قطعه ای خم ͷی γ : [٠, r] −→ M و فینسلری خمینۀ ͷی (M,F ) کنیم فرض

ͬ شود م تعریف زیر صورت به خم این قوس

L(γ) =

∫ r

٠
F (γ(t), γ̇(t))dt.

شͺل به هموار قطعه ای خم های همۀ مجموعۀ نمایشͽر Γ(x, y) کنیم فرض x, y ∈ M نقطۀ دو هر ازای به

γ : [٠, r] −→ M

ضابطۀ با d : M × M −→ [٠,∞) تابع که کرد مشاهده ͬ توان م اکنون باشد. γ(r) = y و γ(٠) = x شرط با
ͬ کند م صدق زیر شرایط در d(x, y) = infγ∈Γ L(γ)

.x = y اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ،d(x, y) ≥ ٠ داریم x, y ∈ M هر ازای به (١)
.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) داریم x, y, z ∈ M هر ازای به (٢)

نیست. متقارن d تابع کلͬ حالت در که کنید توجه
عنوان به اولͬ دارد. وجود فینسلری خمینه های روی ایزومتری مفهوم برای تعریف دو ریمانͬ خمینه های همانند

خطͬ دو فرم  Y ∈ TxM هر ازای به که مماس، کلاف های روی تابعͬ

gY : TxM × TxM −→ R

gY (U, V ) =
١
٢

∂٢

∂s∂t
(F ٢(x, Y + sU + tV ))|s=t=٠,

ͬ دان ریاض دو ٢٠٠٢ سال در کند. حفظ را  d فاصله تابع که  M زمینۀ خمینۀ روی تابعͬ عنوان به دومͬ و کند حفظ را
همچنین ببینید). را [۵] ) هم ارزند مفهوم دو این ریمانͬ حالت مانند که کردند ثابت ۴ هو و ٣ دنگ نام های به چینͬ

است. لͬ تبدیلات گروه ͷی فینسلری خمینۀ ͷی ایزومتری های گروه که کردند ثابت آن ها
نیز همͽن فینسلری خمینۀ مفهوم است، لͬ گروه ͷی فینسلری خمینۀ هر ایزومتری های گروه اینکه به توجه با
عمل آن روی متعدی به صورت آن ایزومتری های گروه که خمینه ای شͺل به همͽن ریمانͬ خمینه های با مشابه به صورت

ͬ شود. م تعریف کند
ͬ پردازیم. م متقارن فینسلری فضاهای تعریف به اکنون

x ∈ M هر ازای به اگر نامیم متقارن را (M,F ) باشد. همبند فینسلری خمینۀ ͷی (M,F ) کنیم فرض .٢ . ٢ تعریف
باشد: داشته وجود زیر شرایط با sx : M −→ M ایزومتری ͷی

.sx ◦ sx = IdM باشیم داشته x ∈ M هر ازای به یعنͬ باشد برگشتͬ (١)
sx تابع ثابت نقطه تنها x که شود یافت چنان x از U ͬͽهمسای یعنͬ باشد، sx تنهای ثابت نقطۀ ،x نقطۀ (٢)

باشد. ͬͽهمسای آن در

را [۶] ) است همͽن فضای ͷی متقارن فینسلری فضای هر ریمانͬ حالت مانند نیز فینسلری خمینه های برای
ببینید).

ایزومتری ͷی x ∈ M نقطۀ در M روی تقارن ͷی از منظور باشد. همبند فینسلری خمینۀ ͷی  (M,F ) کنیم فرض
ͬ شود. م داده نمایش sx نماد با معمولا که است x تنهای ثابت نقطه با
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نامیده آن روی s‐ساختار ͷی (M,F ) همبند فینسلری خمینۀ ͷی تقارن های از {sx|x ∈ M} خانوادۀ .٢ . ٣ تعریف
ͬ شود. م

k آن در که ،(sx)k = IdM ،x ∈ M هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده ( k ≥ ٢ فرض (با k مرتبۀ از s‐ساختار ͷی
تنها و اگر است متقارن فینسلری خمینۀ ͷی که کرد مشاهده ͬ توان م است. خاصیت این با صحیح عدد کوچͷ ترین

بپذیرد. ٢ مرتبۀ از s‐ساختار ͷی اگر
ͬ شود. م تعریف آن ریمانͬ حالت مشابه آمد، مقدمه در آنچه مانند دقیقا نیز فینسلری حالت در منظم s‐ساختار ͷی

تعمیم یافته متقارن فینسلری فضای ͷی منظم s‐ساختار ͷی به مجهز (M,F ) همبند فینسلری خمینۀ ͷی .۴ . ٢ تعریف
ͬ شود. م نامیده

زیست شناسͬ و ͷفیزی مانند دیͽر علوم در زیادی کاربردهای که فینسلری متریͷ های از مهم بسیار خانوادۀ ͷی
تعریف ١‐فرمͬ ͷی و ریمانͬ ͷمتری ͷی توسط متریͷ ها این ببینید). را [١–٣] ) هستند ,α)‐متریͷ ها β) دارد
به ، ϕ حقیقͬ تابع ͷی ازای به اگر ͬ شود م نامیده ͷمتری‐(α, β) ͷی F فینسلری ͷمتری دقیق تر، عبارت به ͬ شوند. م
روی ١‐فرمͬ ͷی β و ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری از حاصل نرم α(x, Y ) =

√
⟨Y, Y ⟩ آن در که باشد F = αϕ(βα) شͺل

تعریف قابل زیر به صورت X مثل منحصربه فردی برداری میدان توسط β ١‐فرمͬ که داد نشان ͬ توان م است. M خمینۀ
است:

β(x, Y ) = ⟨Xx, Y ⟩,

است. شده فرض دلخواه  Y ∈ TxM آن در که
شرط در که باشد هموار تابع ͷی ϕ : (−b٠, b٠) −→ R+ تابع اگر است فینسلری ͷمتری ͷی F = αϕ(βα) تابع

ϕ(s)− sϕ
′
(s) + (b٢ − s٢)ϕ

′′
(s) > ٠, |s| ≤ b < b٠,

.∥Xx∥ =
√

⟨Xx, Xx⟩ < b٠ ،x ∈ M هر برای و کند صدق
ϕ(s) = فرض با به ترتیب که ماتسوموتو ͷمتری و رانرس ͷمتری به ͬ توان م متریͷ ها نوع این از مثال هایی عنوان به

شود). مراجعه  [١٠ ،٩] (به کرد اشاره ͬ شوند م تعریف ϕ(s) = ١
١−s و ١+ s

ͷمتری این برای ͬ پردازیم. م است، شده تعریف [٣] مقالۀ در که ,α)‐متریͷ ها β) از ͬͺی بررسͬ به مقاله این در
است. شده گرفته نظر در ϕ(s) = ١+ s− s٢ به صورت ϕ تابع

F = α+ β − β٢

α ͷمتری به مجهز تعمیم یافته متقارن فینسلری فضای .٣

شده تعریف فینسلری ͷمتری برای این صورت در ،ϕ(s) = ١ + s − s٢ کنیم فرض ͷمتری‐(α, β) تعریف در
داریم آن توسط

F = α+ β − β٢

α
.

زمینه ریمانͬ ͷمتری برای فوق ͷمتری با تعمیم یافته متقارن فینسلری فضای ͷی تقارن های ͬ دهیم م نشان زیر قضیۀ در
بود. خواهند تقارن ͷی نیز

F = α+ β − β٢/α ͷمتری به مجهز تعمیم یافته متقارن ͷمتری‐(α, β) فضای ͷی (M,F ) کنیم فرض .٣ . ١ قضیه
منظم s‐ساختار ͷی  (M,F ) از {sx} s‐ساختار آنگاه Xباشد. برداری میدان و ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری توسط تعریف شده

است. نیز (M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینۀ برای
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داریم Y ∈ TpM هر ازای به این صورت در . p ∈ M و باشد  x در  (M,F ) از تقارن ͷی sx کنیم فرض اثبات.

(١) ∥Y ∥ − ⟨Xp, Y ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨Xp, Y ⟩ = ∥(sx)∗pY ∥ −

⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩٢

∥(sx)∗pY ∥
+ ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩,

داریم فوق معادلۀ در  −Y با Y جانشانͬ با اکنون است. شده محاسبه ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری اساس بر نرم آن در که

(٢) ∥Y ∥ − ⟨Xp, Y ⟩٢

∥Y ∥
− ⟨Xp, Y ⟩ = ∥(sx)∗pY ∥ −

⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩٢

∥(sx)∗pY ∥
− ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩.

داریم ٢ و ١ تساوی های طرفین تفاضل از

(٣) ⟨Xp, Y ⟩ = ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩.

ͬ گردد م حاصل زیر تساوی ٣ و ١ تساوی های از استفاده با اکنون

∥Y ∥∥(sx)∗pY ∥(∥Y ∥ − ∥(sx)∗pY ∥) = −⟨Xp, Y ⟩٢(∥Y ∥ − ∥(sx)∗pY ∥).

داریم آنگاه ∥Y ∥ ̸= ∥(sx)∗pY ∥ که باشد موجود چنان Y ∈ TpM صفر مخالف بردار اگر اکنون

∥Y ∥∥(sx)∗pY ∥ = −⟨Xp, Y ⟩٢,

∥Y ∥ = ∥(sx)∗pY ∥ داریم Y ∈ TpM هر ازای به بنابراین نیست. امͺان پذیر تساوی چپ سمت بودن مثبت به توجه با که
□ است.  (M, ⟨, ⟩) ریمانͬ خمینۀ از تقارن ͷی sx ͬ دهد م نشان که

پایایی با تنگاتنگͬ رابطۀ زمینه، ریمانͬ ͷمتری تقارن های به نسبت F ͷمتری تقارن های که دید خواهیم ادامه در
دارند. تقارن ها این تحت X برداری میدان

ͷی F = α+β−β٢/α کنیم فرض همچنین باشد. تعمیم یافته متقارن ریمانͬ خمینۀ (M, ⟨, ⟩) کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
{sx} منظم s‐ساختار این صورت در باشد. X برداری میدان و ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری توسط تعریف شده ͷمتری‐(α, β)

sx‐پایا ،x ∈ M هر ازای به X برداری میدان اگر وتنها اگر است (M,F ) برای منظم s‐ساختار ͷی (M, ⟨, ⟩) از
باشد.

هر و p ∈ M هر ازای به این صورت در باشد. x ∈ M نقطۀ در (M,F ) برای تقارن ͷی sx کنیم فرض اثبات.
داریم Y ∈ TpM

∥Y ∥ − ⟨Xp, Y ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨Xp, Y ⟩ = ∥(sx)∗pY ∥ −

⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩٢

∥(sx)∗pY ∥
+ ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩,

داریم است (M, ⟨, ⟩) از تقارن ͷی sx اینکه به توجه با بنابراین

(۴) (⟨Xp, Y ⟩ − ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩)(∥Y ∥ − ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩ − ⟨Xp, Y ⟩) = ٠.

داشت خواهیم آنگاه ،⟨Xp, Y ⟩ ̸= ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩ که باشد موجود چنان ٠ ̸= Y ∈ TpM اگر اکنون

⟨Xp,−Y ⟩ ̸= ⟨Xsx(p),−(sx)∗pY ⟩.

داریم ۴ رابطۀ به توجه با
(۵) ∥Y ∥ = ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩+ ⟨Xp, Y ⟩,

١٩ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.128837.1435
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داریم −Y به Y تبدیل با طرفͬ از

(۶) ∥Y ∥ = −⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩ − ⟨Xp, Y ⟩.

داریم Y ∈ TpM هر ازای به نتیجه در است، فرض خلاف که Y = ٠ ͬ دهد م نشان ۶ و ۵ روابط

⟨Xp, Y ⟩ = ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩.

داریم  Y ∈ TpM هر ازای به ͬ دهد م نشان اخیر رابطۀ

⟨Xp − (sx)
−١
∗p Xsx(p), Y ⟩ = ٠,

داشت خواهیم ریمانͬ ͷمتری بودن ناتباهیده به توجه با که

Xp = (sx)
−١
∗p Xsx(p).

است. پایا ‐sx ،x ∈ M هر ازای به X برداری میدان بنابراین
منظم s‐ساختار ͷی {sx} ͬ کنیم م ثابت است، sx‐پایا ،x ∈ M هر ازای به X برداری میدان کنیم ،فرض برعکس

داریم p ∈ M هر ازای به فرض به توجه با است. (M,F ) برای

(sx)∗pXp = Xsx(p),

داریم  Y ∈ TpM هر ازای به نتیجه در

F (sx(p), (sx)∗pY ) = ∥(sx)∗pY ∥ −
⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩٢

∥(sx)∗pY ∥
+ ⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩

= ∥Y ∥ −
⟨(sx)∗pXp, (sx)∗pY ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨(sx)∗pXp, (sx)∗pY ⟩

= ∥Y ∥ − ⟨Xp, Y ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨Xp, Y ⟩ = F (p, Y ).

□

به صورت ϕ تابع آن در که ͬ پردازیم م F = α+ β − β٢/α فینسلری ͷمتری بررسͬ به مقاله این در چند هر

ϕ(s) = ١+ s− s٢

است. برقرار ͷبه ی ͷی ϕ تابع با ͷمتری‐(α, β) هر برای فوق قضیۀ اما نیست؛ ͷبه ی ͷی و است

ͷی F = αϕ(βα) کنیم فرض همچنین باشد. تعمیم یافته متقارن ریمانͬ خمینۀ (M, ⟨, ⟩) کنیم فرض .٣ . ٣ قضیه
{sx} منظم s‐ساختار این صورت در باشد. X برداری میدان و ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری به وسیلۀ تعریف شده ͷمتری‐(α, β)

sx‐پایا ،x ∈ M هر ازای به X برداری میدان اگر وتنها اگر است (M,F ) برای منظم s‐ساختار ͷی (M, ⟨, ⟩) از
باشد.

داریم  Y ∈ TpM و p ∈ M هر ازای به آنگاه باشد. x در (M,F ) برای تقارن ͷی sx کنیم فرض اثبات.

∥Y ∥ϕ(⟨Xp, Y ⟩
∥Y ∥

) = ∥(sx)∗pY ∥ϕ(
⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩

∥(sx)∗pY ∥
),
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داریم قبل قضیۀ اثبات مشابه است ͷبه ی ͷی تابع ͷی ϕ و (M, ⟨, ⟩) از تقارن ͷی {sx} که آنجا از

⟨Xp − (sx)
−١
∗p Xsx(p), Y ⟩ = ٠,

است. sx‐پایا ،x ∈ M هر ازای به ،X ͬ دهد م نشان که
داریم p ∈ M هر ازای به آنگاه باشد sx‐پایا ،x ∈ M هر ازای به X اگر برعکس،

F (sx(p), (sx)∗pY ) = ∥(sx)∗pY ∥ϕ(
⟨Xsx(p), (sx)∗pY ⟩

∥(sx)∗pY ∥
)

= ∥Y ∥ϕ(
⟨(sx)∗pXp, (sx)∗pY ⟩

∥Y ∥
)

= ∥Y ∥ϕ(⟨Xp, Y ⟩
∥Y ∥

) = F (p, Y ).

□

است. مهیا مقاله این اصلͬ نتیجۀ اثبات جهت لازم مقدمات تمام اکنون

است. ریمانͬ خمینۀ ͷی ،F = α+ β − β٢/α ͷمتری با تعمیم یافته متقارن ͷمتری‐(α, β) فضای هر .۴ . ٣ قضیه

که باشد F = α + β − β٢

α ͷمتری با تعمیم یافته متقارن ͷمتری‐(α, β) فضای ͷی (M,F ) کنیم فرض اثبات.
با متناظر منظم s‐ساختار ،{sx} کنیم فرض همچنین است. شده تعریف X برداری میدان و ⟨, ⟩ ریمانͬ ͷمتری توسط
به توجه با بنابراین است، (M, ⟨, ⟩) از تقارن ͷی (M,F ) از sx تقارن هر ٣ . ١ قضیۀ به توجه با باشد. (M,F ) فضای

داریم ،Y ∈ TxM هر ازای به ،٣ . ٢ قضیۀ

F (x, (sx)∗xY ) = F (sx(x), (sx)∗xY ) = ∥(sx)∗xY ∥ −
⟨Xsx(x), (sx)∗xY ⟩٢

∥(sx)∗xY ∥
+ ⟨Xsx(x), (sx)∗xY ⟩

= ∥Y ∥ − ⟨(sx)∗xXx, (sx)∗xY ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨(sx)∗xXx, (sx)∗xY ⟩

= ∥Y ∥ − ⟨Xx, Y ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨Xx, Y ⟩ = F (x, Y ).

داریم F (x, Y ) = F (x, (sx)∗xY ) تساوی به توجه با

∥Y ∥ − ⟨Xx, Y ⟩٢

∥Y ∥
+ ⟨Xx, Y ⟩ = ∥(sx)∗xY ∥ − ⟨Xx, (sx)∗xY ⟩٢

∥(sx)∗xY ∥
+ ⟨Xx, (sx)∗xY ⟩,

ͬ آید م به دست زیر رابطۀ محاسبه کمͬ و ٣ . ١ قضیۀ از مجدد استفادۀ با

(٧) ⟨Xx, Y − (sx)∗xY ⟩(∥Y ∥ − ⟨Xx, Y + (sx)∗xY ⟩) = ٠.

رابطه همین نیز  −Y برای نتیجه در ،⟨Xx, Y − (sx)∗xY ⟩ ̸= ٠ که باشد موجود چنان  ٠ ̸= Y ∈ TxM کنیم فرض
زیرا، است؛ برقرار

⟨Xx,−Y − (sx)∗x(−Y )⟩ = −⟨Xx, Y − (sx)∗xY ⟩ ̸= ٠.

Y− داریم و Y برای ٧ رابطۀ از استفاده با اکنون

∥Y ∥ − ⟨Xx, Y + (sx)∗xY ⟩) = ٠,

٢١ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.128837.1435
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و
∥Y ∥+ ⟨Xx, Y + (sx)∗xY ⟩) = ٠.

Y داریم ∈ TxM هر ازای به نتیجه در است، Y ̸= ٠ فرض با متناقض که ∥Y ∥ = ٠ ͬ دهند م نشان اخیر رابطۀ دو

(٨) ⟨Xx, Y − (sx)∗x(Y )⟩ = ⟨Xx, (IdTxM − (sx)∗x)(Y )⟩ = ٠.

نگاشت بنابراین ͬ دارد. نم نگه ثابت را ناصفری بردار هیچ که است TxM از متعامد تبدیلͬ (sx)∗x ͬ دانیم م اما
ͬ کند م ثابت ٨ رابطۀ به همراه IdTxM − (sx)∗x نگاشت بودن معکوس پذیر است. معکوس پذیر IdTxM − (sx)∗x

و x ∈ M هر ازای به نتیجه در .X = ٠ بنابراین است برقرار x ∈ M هر ازای به تساوی این که آنجا از و ،Xx = ٠
است. ریمانͬ F ͬ دهد م نشان که ،F (x, Y ) = ∥Y ∥ داریم Y ∈ TxM

□

وجود F = α+ β− β٢/α ِͷمتری‐(α, β) به مجهز نابدیهͬ تعمیم یافته متقارن فضای هیچ فوق قضیۀ به توجه با
ندارد.

وقدردانͬ تشͺر .۴

سپاسͽزارم. گردید مطالب ارائه نحوه بهبود باعث که ایشان اصلاحͬ نظرات بخاطر گرامͬ داور از
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