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خمیدگͬ از شهودی توصیفͬ

مقدسͬ محمد

کنیم. بررسͬ را خمیدگͬ مفاهیم شهودی، نسبتاً برداشت های ͬ بر مبتن و ساده بیانͬ با ͬ خواهیم م مقاله این در چͺیده.
با خمیدگͬ این و دارد تفاوت ͬ بینند م آن از بیرون افراد آنچه با مسطح دنیای ͷی ساکنان نگاه از خمیدگͬ که دید خواهیم
خمیده یا صاف که کرد تعریف کمیتͬ هندسͬ مفاهیم براساس ͬ توان م به ویژه ͬ شود. م تعریف فاصله مفهوم از استفاده

شود. معین کمیت آن نبودن یا بودن صفر برحسب سطح بودن

مقدمه .١

بر دقیق زبان این معمولا˟ شوند؛ بیان دقیقͬ زبان به جزئیات این باید و دارد را خود خاص جزئیات نظریه ای هر
تاحدودی و ساده زبانͬ به پیچیده به ظاهر نظریه های شرح راه سر بر مانعͬ مطلب این اما ͬ افزاید. م نظریه ͬ های پیچیدگ
ساده ایده های با همواره بشر نشده اند؛ آغاز پیچیده ͬ های بررس از بشر دانسته های هیچ وقت هم عملا نیست. غیردقیق
کند. حاصل نظریه ها از شهودی تصویری دقیق، گزاره های کنار در تا است کرده تلاش عموماً و است کرده شروع
علاوه است. دقیق گزاره های به رسیدن برای ما راهنمای اما نیست، اشتباه از خالͬ و دقیق خیلͬ تصویری چنین آشͺارا
«لذت آنچه به و ͬ آید م پدید ما در موضوع آن به نسبت خوشایندی احساس شود، حاصل شهودی تصویریی وقتͬ این بر

ͬ یابیم. م دست ͬ نامند م فهمیدن»
منظر این از و ͬ کند م توصیف را طبیعت از بخشͬ نظریه این است. عام نسبیت نظریه پرهیاهو، نظریه های از ͬͺی
بخش های مجردترین و سخن گفت تازه ای زبان با تولدش بدو در چون حال، این با ͬ آید. م شمار به ͬͺفیزی نظریه ای
و بپردازیم عام نسبیت ریاضͬ مبانͬ به ͬ خواهیم م ادامه در شدند. آن جذب نیز ریاضیدانان به کار گرفت، را ریاضیات
است. سطوح خمیدگͬ مفهوم عام، نسبیت در نهفته ریاضͬ مطلب مهم ترین دهیم. شرح شهودی و ساده زبانͬ با را آنها
شروع را کار یͷ بعدی، منحنͬ یعنͬ «سطح»، ساده ترین با ٢ بخش در است. شرح این به مقاله این مطالب ترتیب
از خمیدگͬ تبیین برای شاهدی ٣ بخش در ͬ دهیم. م توضیح شتاب و سرعت مفاهیم به توجه با را خمیدگͬ و ͬ کنیم م
یابد پیوند فاصله با به گونه ای باید ولͬ ͬ شود م بیان فاصله برحسب شاهد این ͬ آوریم. م مسطح دنیای ͷی ساکنان دید
ͬ انجامد م شͽفت انگیز قضیه ای به ما هندسͬ شهود اینجا در باشد. مستقل مختصاتͬ دستگاه هر از خمیدگͬ مفهوم که
خطوط یا انتقال همچون هندسͬ، بنیادی مفاهیم از ۴ بخش در سپس ͬ کند. م روشن خمیدگͬ در را فاصله نقش که
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه مقدسͬ، م.

به توجه با دارد. بستگͬ حرکت مسیر به خمیده سطوح در موازی انتقال چرا که گفت خواهیم و ͬ گیریم م ͷکم موازی،
ͬ گردد. م مشخص سطح خمیدگͬ میزان آن اساس بر که ͬ کنیم م معرفͬ کمیتͬ نتیجه، این

خمیدگͬ مفهوم ساده ترین .٢

و دارد خاصͬ تقارن ͬ اش خمیدگ که شیئͬ باشد؛ کره ͬ آورد م ذهن به را خمیدگͬ مفهوم که چیزی ساده ترین شاید
مورد در دارند، اذعان توپ کروی بودن به همه اگرچه اما ͬ بینیم. م «خمیده» و «کروی» آن را کنیم نگاه آن به طرف هر از

ͬ شود م مطرح ادعایی چنین مثلا و نیست چنین این زمین کروی بودن
ͬ بینیم! م صاف را زمین ͬ کنیم م نگاه هرچه که ما است؟ گرد زمین ͬ گویند م ͬ ها بعض چرا ادعا:
اتاق دیوار و است «خمیده» توپ که ͬ فهمیم م و ͬ شویم م متوجه به آسانͬ را والیبال توپ گردبودن
است! صاف معمولش) بلندی های و پستͬ از (فارغ هم زمین بͽوییم باید شهودا پس «صاف».

توپ وقتͬ شد. غافل آن از نباید که است نهفته ظریفͬ نکته ادعا این در است؟ درست شهودی درک این آیا اما
گرفته اند، شͺل ما ذهن در عادی به طور که «صاف» و «خمیده» مفاهیم است. بیرون از آن به ما نگاه ͬ نامیم م گرد را
جهان به توجه با یا نیست است، گرفته قرار آن در شͬء که سطحͬ روی خودش که شده اند تعریف ناظری دید از یا
در ͬ کنیم. م زندگͬ آن روی که دهیم تعمیم زمینͬ به بی درنگ را آنها ͬ توانیم نم پس شده اند. ادراک سطح آن دربرگیرنده
از را بحث کار این انجام برای کرد. تعریف سطح آن روی ساکنان دید از را سطوح خمیدگͬ تا یافت راهͬ باید واقع،

ͬ رویم. م پیش قدم به قدم و ͬ کنیم م شروع یͷ بعدی ͬ های منحن

دو به ما است. یͷ بعدی ͬ های منحن به توجه خمیدگͬ مفهوم درک در گام نخستین بˀعد. ͷی در خمیدگͬ .٢ . ١
در ماشین داخل کنید فرض داریم. توجه ͬͺفیزی ͬ های ویژگ به نخست روش در ͬ کنیم. م بحث صاف خط درباره روش
ͬ شͺنید م تخمه و نشسته اید راحت وقتͬ شده است. ثابت ١٠٠ عدد روی کیلومتر شمار عقربه و هستید حرکتͬ حال
حس را ماشین چرخش هم شما بپیچد، سمتͬ به ماشین اینکه محض به ولͬ صافͬ!» جاده «عجب ͬ گویید م خود با
ͬ شود. م بیشتر «خمیدگͬ» از شما احساس باشد، شدیدتر پیچ هرچه خمͬ!» و پیچ پر جاده «عجب ͬ گویید م و ͬ کنید م
شتاب یعنͬ است. متناسب زمان، واحد در سرعت تغییرات یا شتاب، با نیرو که ͬ دانیم م و است نیرو همان احساس این
یͷ بعدی اش مسیر روی ماشین گرچه ͬ کنیم. نم درک ذاتͬ به طور را خمیدگͬ این البته ͬ دهد. م نشان را منحنͬ خمیدگͬ
به واسطه خمیدگͬ نوع این دیͽر، بیانͬ به است. آن بر عمود بلͺه نیست، (پیچ) مسیر راستای در نیرو جهت ͬ رود، م پیش
باشد)، مماس دایره ای بر پیچ (یعنͬ کنیم تصور دایره از بخشͬ را پیچ اگر طبعاً ͬ شود. م درک جاده دربرگیرنده صفحه
ͬ شود. م استفاده تیز» «پیچ تعبیر از هم عامیانه اصطلاح در چنانکه است؛ دایره شعاع کاهش با متناظر پیچ بودن تند

.[٣] (١ (شͺل است متناسب پیچ شعاع معکوس با خمیدگͬ پس

جاده

R

P

خمیدگی ≡ k =
١
R

معکوس با هم شتاب و ͬ شود م توصیف مرکزگرا شتاب با عددی لحاظ به آبی) (منحنͬ جاده خمیدگͬ .١ شͺل
است. مماس آن بر P نقطه در جاده که است فرضͬ دایره ای قرمز، منحنͬ است. متناسب منحنͬ شعاع
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خمیدگͬ سنجش برای بدیهͬ نسبتاً معیارهای از ͬͺی ͬ بریم. م بهره ͬ ها منحن هندسͬ ͬ های ویژگ از دوم، روش در اما
مماس خط به جای ͬ توان م البته نه. یا ͬ شود م عوض منحنͬ طول در منحنͬ بر مماس خط جهت آیا ببینیم که است این
خود نه و است مهم سنجه این جهت تغییر زیرا گرفت؛ نظر در دارد مماس خط با ثابتͬ زاویه که را دیͽری خط هر
یͺتا صفحه روی مماس خط اینکه به توجه با و دهیم تعمیم بالاتر ابعاد به را مطالب این داریم قصد آنجا که از سنجه.
جابه جا dl ͷکوچ بسیار اندازه به منحنͬ روی اگر پس ͬ گیریم. م نظر در عمود خط به صورت را سنجه بنابراین نیست،

کسر برابر را منحنͬ خمیدگͬ آنگاه بچرخد، dθ ͷکوچ بسیار اندازه به منحنͬ بر عمود بردار و بشویم

k ≡ dθ

dl
(١)

جابه جایی با منحنͬ بر عمود خط باشد، خمیده تر منحنͬ هرچه که چون است، معقول تعریف این .[٣] ͬ کنیم م تعریف
.(٢ (شͺل ͬ چرخد م کمتری،

حین بردارها چرخش باشد، بیشتر منحنͬ خمیدگͬ که هرجا عمودند. منحنͬ بر قرمز بردارهای .٢ شͺل
تقریباً بردارها ͬ رسد، نظرم به صاف تقریباً منحنͬ که ناحیه هایی در است. بیشتر منحنͬ، روی جابه جایی

هم جهت اند.

جایͽزین را کمان آن طول ͬ توان م کنیم، فرض واحد شعاع با دایره ای از dlG کمان روبه روی را dθ اگر ضمن، در
داریم (١) رابطه به توجه با و ͬ نامند م گاوسͬ دایره معمولا˟ را دایره ای چنین کرد. زاویه

k =
dlG
dl

.(٢)

جهان به خمیدگͬ ͬͺفیزی تعریف همانند نیز تعریف این پس ندارد، معنا بعد ͷی در «چرخش» اینکه به توجه با
از مقاله این استدلال های تمام در ما داشت: توجه مهم بسیار نکته ای به باید به علاوه دارد. بستگͬ منحنͬ دربرگیرندۀ
در مماس خط ͬ توان نم و هستند تیز نقطه دارای که سطوحͬ یا ͬ ها منحن به بنابراین ؛ ͬ کنیم م استفاده «مماس» مفهوم
که است جایی با متناظر تیز نقطه زیرا است، درک قابل ͬͺفیزی دیدگاه از نکته این ͬ پردازیم. نم کرد تعریف نقطه آن

است. شده متوقف آن در متحرک

در Σ نام به سطحͬ کنید فرض ͬ رویم. م دوبعدی سطوح سراغ به دوم گام در اکنون بعد. دو در خمیدگͬ .٢ . ٢
n̂ نام به برداری و است مماس Σ بر که دارد وجود ΣT نام به صفحه ای ،P ∈ Σ نقطه هر در گرفته است. قرار فضا
آنها از کدام هر روی و ͬ گذرند م P از که بͽیرید نظر در را مختلفͬ ͬ های منحن حالا است. عمود ΣT بر که دارد وجود
نسبت شتابی کدام هر به ͬ توانیم م مورچه ها سرعت بردار تغییرات به توجه با ͬ کند. م حرکت ثابت تندی با مورچه ای
نسبت جهتͬ خمیدگͬ به ͬ توانیم م همچنین است. خمیدگͬ مقدار همان شتاب این اندازه گفتیم بالا در آنچه طبق و دهیم
مورچه هر برای پس بͽیریم. نظر در پیچ دایره مرکز سمت به و مرکزگرا) (شتاب شتاب جهت با هم راستا آن را مثلا دهیم؛
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه مقدسͬ، م.

Σ صفحه داخل که سرعت بردار سومͬ و خمیدگͬ، بردار دیͽری ، ̂n ͬͺی دارد: وجود خاص بردار سه نقطه هر در و
از ΣN نام به را صفحه ای ͬ توانیم م عمودند، هم بر همواره سرعت و n̂ بردار دو چون است. حرکت مسیر بر مماس و
بزرگ ترین̞ و کوچͷ ترین ͬ نامیم. م نرمال خمیدگͬ ،ΣN روی را خمیدگͬ بردار تصویر دهیم. عبور دیͽر بردار دو آن
ͬ های خمیدگ که کنید توجه ͬ دهیم. م نشان k٢ و k١ با را آنها و ͬ شوند م نامیده اصلͬ ͬ های خمیدگ نرمال، خمیدگͬ
یͷ بعدی ͬ های منحن روی از و شتاب اند جنس از زیراکه شده اند؛ تعریف Σ سطح دربرگیرنده جهان به توجه با نرمال

آمده اند. به دست
ͬ کنیم: م بیان قاعده دو اکنون

تعریف سطح دربرگیرنده جهان به توجه با و است تخت ما دید از سطح شود، صفر KM ≡ k١+k٢
٢ اگر (الف)
ͬ شود؛ م

ͬ شود. م محسوب سطح ذاتͬ ویژگͬ و است تخت مورچه ها دید از سطح شود، صفر KG ≡ k١ × k٢ اگر (ب)

(به ترتیب) مقدار دو این نبودن صفر .[٢ ،٣] نامیده اند گاوسͬ خمیدگͬ و متوسط خمیدگͬ به ترتیب را KG و KM

با را سطح خمیدگͬ KM اینکه است. خمیده سطح روی ناظر و سطح از بیرون ناظر دید از سطح که معناست بدین
نرمال ͬ های خمیدگ از متوسط گیری نوعͬ KM واقع، در است. معقول کاملا́ دهد نشان سطح دربرگیرنده جهان به توجه
حال، این با ͬ شود. م تعریف بیرونͬ) ناظر دید (از سطح از بیرون جهان به توجه با هم نرمال خمیدگͬ و ͬ شود م محسوب
ͬ های خمیدگ کردن ضرب ایده بفهمیم اینکه برای ͬ شود. م مربوط سطح ذاتͬ خواص به KG که است عجیب خیلͬ

ͬ رویم. م خمیدگͬ بر حاکم هندسͬ دیدگاه سراغ به ͬ آید، م کجا از اصلͬ
کمͬ با را، تعریف این قاعدتاً ͬ شود. م تعریف منحنͬ بر عمود خط چرخش برحسب خمیدگͬ که دیدیم بالا در
بردار و بͽیریم نظر در را ͬͺکوچ بسیار سطح اگر گفت ͬ توان م پس برد. به کار ͬ توان م نیز دوبعدی سطح برای تغییر،
و است فضایی زاویه روبه روی سطح، عنصر است. خمیده سطح آنگاه بچرخد، سطح مختلف نقاط در آن بر عمود
تعریف به توجه با سپس شود. معادل کره از بخشͬ با سطح از ناحیه آن که کرد مماس آن بر طوری را کره ای ͬ توان م
با متناظر فضایی زاویه dΩ اینجا در که ͬ کنیم، م تعریف dΩ

dA نسبت با را دوبعدی سطح خمیدگͬ یͷ بعد، در خمیدگͬ
با کره ای از dAG سطح عنصر روبه روی فضایی زاویه اگر همچنین، است. سطح عنصر مساحت dA و سطح عنصر

پس باشد؛ ‐ گاوسͬ کره به ‐موسوم واحد شعاع

(٣) خمیدگͬ =
dAG

dA
.

متناظر ͬ های منحن بر اضلاع) چرخاندن (مثلا́ تغییر کمͬ با آن را ͬ توانیم م که است ͷکوچ آن قدر dA سطح عنصر
اضلاع حاصل ضرب با متناسب و ͬ کند نم تغییر چندان dA مساحت فرایند این در کنیم. منطبق اصلͬ ͬ های خمیدگ با
است. متناسب ،dA اضلاع با متناظر کمان های حاصل ضرب با dAG عنصر مساحت دیͽر، سوی از است. عنصر

بنابراین

(۴) dAG

dA
≈ dlG١dlG٢

dl١dl٢
=

(dlG١
dl١

)(dlG٢
dl٢

)
= k١k٢.

داریم (۴) رابطه در

است. نرمال خمیدگͬ کوچͷ ترین با متناظر که است سطح عنصر اضلاع از ͬͺی طول dl١ •
است. نرمال خمیدگͬ بزرگ ترین با متناظر که است سطح عنصر اضلاع از دیͽر ͬͺی طول dl٢ •

است. گاوسͬ کره روی dl١ با متناظر کمان طول dlG١ •

است. گاوسͬ کره روی dl٢ با متناظر کمان طول dlG٢ •
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خمیدگͬ، از شهودی توصیفͬ

دایره ای که ͬ یابیم درم آزمون وخطا کمͬ با ٣آ). (شͺل بͽیرید نظر در را z = y٢ یͷ بعدی منحنͬ مثال، عنوان به
است ٢ با برابر که دایره این شعاع معکوس یعنͬ است. منطبق منحنͬ میانͬ بخش بر ،(٠, ٠٫ ۵) مرکز و ٠/۵ شعاع با
رویۀ به منحنͬ آن دهیم، دوران z محور حول را منحنͬ اگر حال ͬ کند. م توصیف را منحنͬ از قسمت این خمیدگͬ
dA عنصر مساحت ٣ب). (شͺل ͬ شود م تبدیل ،(٠, ٠, ٠٫ ۵) مرکز و ٠/۵ شعاع با کره ای به دایره آن و z = x٢ + y٢

کره این با هم مرکز کره ای باید گاوسͬ کره به رسیدن برای و است معادل کره این از بخشͬ مساحت با یادشده، رویه از
عنصر با متناظر گاوس̞ͬ سطح است، کره این شعاع برابر دو گاوسͬ کره شعاع چون بͽیریم. نظر در واحد شعاع و
محاسبه با را نتیجه این ͬ توانیم م همچنین است. ۴ رویه از بخش این خمیدگͬ یعنͬ بود. خواهد dA برابر چهار ،dA
آنها دوی هر و برابرند هم با اصلͬ ͬ های خمیدگ است، متقارن نظر مورد رویه چون آوریم. به دست اصلͬ ͬ های خمیدگ
و ͬ شود م ۴ اصلͬ ͬ های خمیدگ حاصل ضرب بنابراین آوردیم. به دست z = y٢ منحنͬ برای که دارند را مقداری همان

ͬ کند. م تأیید را dAG
dA = k١k٢ تساوی

y

z

x
dAG

dA

(ب)

y

z

dlG

dl

(٠, ١٢ )

(آ)

نصف dl لذا است. گاوسͬ دایره شعاع نصف شعاعش که است مماس قرمز دایره بر منحنͬ (آ) .٣ شͺل
(آ قسمت منحنͬ دوران از رسم شده، کره های و رویه این (ب) است. ٢ ناحیه، این در منحنͬ خمیدگͬ و dlG

است. ۴ رویه خمیدگͬ و dAG یͷ چهارم dA بنابراین شده اند. حاصل (

گرچه باشد. سطح ذاتͬ خمیدگͬ که نیست معلوم هنوز اما ͬ کند، م تعریف را خمیدگͬ نوعͬ k١k٢ ،(۴) رابطه طبق
ارجاع سطح از بیرون جهان به حتماً که نیست نیازی و است معنادار نیز سطح روی ساکنان دید از «چرخش» مفهوم
داریم احتیاج شͽفت انگیز و بنیادی محͺم، قضیه ای به (ب)، قاعده درستͬ از اطمینان برای صورت، هر در شود. داده

ͬ پردازیم. م آن به بعد بخش در که

فاصله و خمیدگͬ .٣

چنین دارد. بستگͬ سطح دربرگیرندۀ جهان به عموماً سطوح، خمیدگͬ از ما درک که کردیم تأکید قبل، بخش در
سطح ذاتͬ ͬ های ویژگ جزء که ͬ شود م تعریف ذاتͬ خمیدگͬ آن، مقابل در و ͬ نامند م بیرونͬ خمیدگͬ را ͬ هایی خمیدگ
کاغذ صفحه به یا ͬ گیریم م دست در را طنابی ما وقتͬ مثال، برای ͬ شود. م تعریف خارجͬ جهان به توجه بدون و است
ͬ رود، م راه آنها روی که هم مورچه ای آیا ولͬ است. روشن برایمان آنها نبودن یا بودن صاف ͬ کنیم، م نگاه مجله این
که ͬ ای هندس و ͬͺفیزی دیدگاه های مسلماً بنامد؟ خمیده آن را تا باشد چͽونه باید سطح او نگاه از دارد؟ را نظر همین
به باید پس بودند. بیرونͬ خمیدگͬ بر ناظر آنها زیراکه ͬ آورند، نم فراهم سؤال این برای مناسبی پاسخ شد، ارائه پیشتر

باشیم. دیͽر معیاری دنبال
تار از ͬ متر سانت ͷی و ͬ کشد م خود دنبال به را دکارتͬ مختصات دستگاه کاغذ، صفحه روی مورچه ای کنید فرض
باشد yها محور بر عمود همواره مو تار که ͬ کند م حرکت طوری و ͬ کند م منطبق xها محور بر و ͬ دارد برم را شما موی
٢١ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127330.1414
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متناظر را xها محور از ͬ متر سانت ͷی دقیقاً حرکت، طول تمام در او ۴آ). (شͺل بسنجد xها محور با صرفاً آن را طول و
هر ۴ب، شͺل مطابق بͽذارید. والیبال توپ روی را مورچه همین حالا بیشتر. ذره ای نه و کمتر ذره ای نه ͬ بیند، م مو با
مختص  های عنوان به را زاویه ها این ͬ تواند م مورچه یعنͬ شود؛ مشخص یͺتا به طور ϕ و θ زاویه دو با ͬ تواند م توپ نقطۀ
ϕ زاویه که صفحه ای دو بین و ͬ کند م منطبق استوا دایره از بخشͬ بر را مو تار مورچه بͽیرد.١ نظر در مختصات دستگاه
۴آ) (شͺل دکارتͬ دستگاه در مورچه دیͽر، عبارت به ۴ب). (شͺل ͬ رود م شمال قطب سمت به ͬ کنند، م مشخص را
فقط که ͬ کند م حرکت طوری ۴ب) (شͺل کروی دستگاه در و یابد، افزایش y مختص فقط که ͬ کرد م حرکت طوری
کمتر را صفحات بین فاصله ͬ شود، م نزدیͷ تر توپ شمال قطب به مورچه چه هر شرایط، این در کند. تغییر θ مختص
اتفاق این کرده اند! برخورد به هم عملا́ صفحه دو ͬ بیند م ͬ رسد م قطب به وقتͬ به طوری که ͬ گیرد؛ م اندازه مو تار طول از
بر مورچه موقعیت به «فاصله» ͬ گیریم، م ثابت را (ϕ) مختص  ها از ͬͺی وقتͬ اینجا در ولͬ ͬ افتاد، نم ۴آ شͺل مورد در
توصیف را سطح ذاتͬ خمیدگͬ ͬ تواند م سطح روی مختصات به فاصله وابستگͬ یعنͬ ͬ کند؛ م پیدا بستگͬ سطح روی

کند.

θ

ϕ

ℓ

١ cm
ℓ < ١ cm

شمال قطب

(ب)

y

x

١cm

١cm

(آ)

نیست. مختصات تابع̧ تخت فضای در موازی خط دو بین فاصله (آ) خمیدگͬ. با فاصله ارتباط .۴ شͺل
کمتری طولͬ فاصله ͬ شوند، م نزدیͷ تر قطب ها به چه هر است، یͺسان آنها ϕ اختلاف که نقطه ای دو (ب)

ͬ کنند. م پیدا یͺدیͽر به نسبت

و ϕ به جای اگر شاید باشیم؟ کرده انتخاب مناسبی مختصات ما که هست تضمینͬ «چه بپرسید: شاید البته
خمیده سطح که برسیم نتیجه این به وقت آن و شود مستقل مختصات از فاصله کنیم، تعریف دیͽری مختص  های θ

ͬ آوریم. م فاصله به خمیدگͬ وابستگͬ برای دیͽری شاهد و ͬ گذریم م آن از فعلا́ ولͬ است، مهم بسیار پرسش این نیست!»
از آن قدر و سنجاق ببندد و خودش به ١ cm طول با را نخͬ و محͺم کند سطح روی را سنجاقͬ مورچه کنید فرض
٢π محیط به دایره ای بچرخد، سنجاق دور و باشد تخت صفحه روی او اگر شود. کشیده کاملا́ نخ که دور شود سنجاق
ساده، آزمایش همین ͬ کرد.٢ م گیری اندازه ٢π از کمتر را دایره محیط بود ساکن توپ روی اگر ولͬ ͬ شود؛ م تشͺیل
ارتباط طول) (یا فاصله با به نحوی چیز آن و کرده است تغییر او اطراف محیط ذات در چیزی که ͬ سازد م مطمئن را او
است ممͺن پس باشد؛ سطح ذاتͬ ͬ های ویژگ از ͬͺی گاوسͬ خمیدگͬ است ممͺن گفتیم قبل بخش در طرفͬ، از دارد.

ͬ کنیم. م بررسͬ محاسبه کمͬ و آزمایش با را موضوع این باشد. داشته ربط فاصله با گاوسͬ خمیدگͬ
صفحه در مؤلفه ای ͬ ها خمیدگ از هیچ کدام زیراکه صفرند؛ برابر دو هر که دارد اصلͬ خمیدگͬ دو تخت کاغذ صفحه
کاغذ در کشیدگͬ هیچ فرایند این در شود. ساخته استوانه ای تا ͬ چسبانیم م به هم را مقابل ضلع دو حال ندارد. ΣN

محاسبه برای طرفͬ، از ͬ شود. نم مشاهده آن در تغییری هیچ بͽیریم، نظر در کاغذ روی را طولͬ اگر و ͬ دهد نم روی

ندارند. یͺدیͽر بر ذاتͬ برتری هیچ وگرنه است، مسأله خاص تقارن های دلیل به کرده ایم، انتخاب را خاص دستگاه های این اگر است. ما خود اختیار در اساساً مختصات دستگاه ١انتخاب

دهید. انجام ͷماژی و سوزن نخ، پرتقال، با را آزمایش این ͬ توانید م اطمینان ٢برای
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که دایره ای دیͽری و استوانه محور با موازی منحنͬ ͬͺی کنیم: بررسͬ را منحنͬ دو است کافͬ استوانه گاوسͬ خمیدگͬ
استوانه گاوسͬ خمیدگͬ پس ͬ شود. م صفر است صاف که اول منحنͬ برای مرکزگرا شتاب است. استوانه پوسته روی
شود. ساخته چنبره ای تا بچسبانیم یͺدیͽر به نیز را استوانه سر دو ͬ کنیم م سعͬ حالا است. صفر آن پوسته روی نقاط در
حاکͬ کاغذ پارگͬ واقع، در باشد! داشته کشسانͬ خاصیت کاغذمان اینکه مͽر نیست، ممͺن کاغذ پارگͬ بدون کار این
فاصله افزایش ͬ یابد. م افزایش فاصله ها چنبره، به استوانه تبدیل فرایند در یعنͬ است. کاغذ روی فاصله های افزایش از
شͺل در که چنبره پارامترهای به توجه با ͬ دهد. م رخ ۵ب شͺل در موجود Q مانند نقطه ای در و راستا ͷی در فقط
٢ و ١ جدول های در را مشاهدات این خلاصه است. ١

a(a+c) با برابر ،Q مانند نقطه ای در گاوسͬ خمیدگͬ ͬ بینید، م ۵آ
ͬ کنید. م ملاحظه

دوبعدی سطح سه گاوسͬ خمیدگͬ .١ جدول
گاوسͬ خمیدگͬ هندسͬ سطح

٠ تخت صفحه
٠ استوانه
١

a(a+c) چنبره

چنبره به استوانه و استوانه به صفحه تبدیل فرایند ͬ های ویژگ .٢ جدول
گاوسͬ خمیدگͬ تغییر طول) (افزایش پارگͬ تبدیل نام

ندارد ندارد استوانه به صفحه
دارد دارد چنبره به استوانه

گاوسͬ خمیدگͬ دیͽر، عبارت به مربوط اند. به هم گاوسͬ خمیدگͬ و طول که ͬ زنیم م حدس ٢ جدول به توجه با
در ما شهودی ادعای این ͬ دهد. م نشان را سطح ذاتͬ خمیدگͬ درنتیجه و است مربوط سطح ذاتͬ ͬ های ویژگ از ͬͺی با

نیست). مقاله این هدف آن اثبات البته (که کرد اثبات آن را ͬ توان م و شده است گنجانده زیر زیبای قضیه

ͬ کند. نم تغییر آن گاوسͬ خمیدگͬ نشود، کشیده که کنیم خم طوری را سطحͬ اگر شͽفت انگیز). ([٢]،قضیه ٣ . ١ قضیه

P
Q

d

(ب)

P

Q

d

c

a

(آ)

چنبره دارد، قرار دایره صفحه در و دایره از بیرون که دهیم دوران خطͬ حول را (آ) قسمت دایره اگر .۵ شͺل
١

a(a+c) با برابر Q نقطه در و صفر P نقطه در چنبره گاوسͬ خمیدگͬ (ب)، در ͬ شود. م ساخته (ب) قسمت
است.
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بیرونͬ ناظر دید از استوانه پس است، استوانه شعاع عکس با برابر استوانه متوسط خمیدگͬ چون که ͬ کنیم م یادآوری
نیست. خمیده ذاتاً و ͬ شود م صفر ͬ اش گاوس خمیدگͬ که هرچند است، خمیده

موازی خطوط و خمیدگͬ .۴

کند. حرکت مختص  ها از ͬͺی راستای در باید مورچه که گفتیم فاصله بر حسب خمیدگͬ مفهوم توضیح حین در
با دارد. ͬͺنزدی بسیار ارتباط موازی خطوط مفهوم با حرکت نوع این که ͬ شوید م متوجه کنید، دقت ۴ شͺل به اگر
تقاطع عدم به معنای موازی بودن آیا ͬ کند. م پیدا ابهام کمͬ توازی مفهوم ͬ کند، م حرکت کره روی مورچه وقتͬ حال این
از را آنها باید پس ندارند، یͺسانͬ معنای مفهوم دو این کره روی است؟ مختص  ها از ͬͺی راستای در حرکت یا خطوط

کنیم. ͷتفکی یͺدیͽر

نیست مهم دنیا این در که ͬ دانیم م ͬ گیریم. م نظر در را اقلیدسͬ تخت دنیای ابتدا مشتق. برحسب توازی .١ . ۴
به و کنیم جابه جا موازی به طور آن را ͬ توانیم م صورت هر در باشد؛ مختصات دستگاه کجای بردار انتهای و ابتدا که
موازی انتقال را کار این اسم ͬ کنیم. م استفاده متوازی الاضلاع قاعده از بردار دو جمع برای چنانکه بدهیم؛ انتقال مبدأ

معادلات مثلا́ باشد؛ شده پارامترسازی τ با ͬ دهیم م انتقال آن طول در را بردار که ͬ ای منحن کنیم فرض و ͬ گذاریم م

x(τ) = cos τ , y(τ) = sin τ , ٠ ≤ τ ≤ π

ͬ کند، نم تغییر انتقال اثر بر V⃗ بردار ͬ گوییم م وقتͬ حالا ͬ کنند. م توصیف دکارتͬ مختصات در ١ شعاع به نیم دایره ای
از «تغییرات» واژه جای به معمولا˟ ͬ شود. م صفر منحنͬ پارامتر به نسبت آن مؤلفه های تغییرات که است این معنایش
نامͽذاری هموردا مشتق آن را بردارند، ͬ های ویژگ برخͬ حافظ «تغییرات» این چون به علاوه ͬ کنیم. م استفاده «مشتق»

شͺل به ͬ کند، م توصیف را موازی انتقال که معادله ای ترتیب، بدین ͬ کنیم. م

D

dτ
Vi = ٠ , i = ١, ٢, . . .(۵)

از ͬͺی فقط انتقال، طول در که معناست بدین موازی انتقال .[۴] هستند V⃗ بردار مؤلفه های Viها که بود خواهد
نشان ٣ . ١ قضیه طرفͬ، از ͬ خورد. م پیوند فاصله مفهوم با انتقالͬ چنین بمانند. ثابت بقیه و کند تغییر بردار مختص  های

باشد. خمیدگͬ مفهوم حاوی باید (۵) رابطه پس مربوط اند. یͺدیͽر به خمیدگͬ و فاصله که داد
پارگͬ که دیدیم آنجا در ͬ آوریم. م یاد به را چنبره به صفحه تبدیل نحوه مجدداً موضوع، این شدن روشن برای
دستگاه کنید فرض حال است. متفاوت مختلف، راستاهای در طول تغییرات یعنͬ ͬ دهد. نم رخ جهات همه در کاغذ
همچنین ͬ دهیم. م نشان ،(j = ١, ٢, . . . ,N ) ،Xj با آن را مختص  های و داریم N‐بعدی سطح روی مختصاتͬ
طول جنس از تابع این ͬ کند. م مقیاس بندی Xi مختص راستای در را فاصله که است تابعͬ gi(X١, . . . , XN ) ͬ گوییم م
از تابعͬ gi که آنجا از ͬ کند. م تعریف سطح) ابعاد به توجه (با مختلف راستاهای در را طول مقیاس تنها بلͺه نیست،

به صورت آن تغییرات پس مختص  هاست، همه

dgi =
N∑
j=١

∂gi
∂Xj

dXj ≡
∂gi
∂Xj

dXj ,(۶)
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خمیدگͬ، از شهودی توصیفͬ

ضمناً ͬ کنیم.) م حذف است، تکراری پانویس های روی که را جمع بندی علامت نوشتن، در سادگͬ (برای بود. خواهد
شͺل به را Γ تابع

Γij(X) ≡ ∂gi
∂Xj

(٧)

تغییر عدم ،(٧) و (۶) رابطه های طبق به علاوه است. gi تغییر عدم به  معنای فاصله تغییر عدم قاعدتاً ͬ کنیم. م تعریف
و است؛ تخت نظر مورد سطح باشند، صفر Γij(X)ها تمام اگر ترتیب، این به Γijهاست. تمام شدن صفر به معنای gi
خمیدگͬ به معنای تغییر این و ͬ کند م تغییر Xj مختص راستای در gi مقیاس نباشد، صفر Γij(X)ها از ͬͺی حداقل اگر

است. سطح
در که باشد طوری باید هموردا مشتق دیͽر بخش دارد. اختصاص Γij(X) به هموردا مشتق از بخشͬ بنابراین

ͬ نویسیم م بنابراین شود. برابر معمولͬ مشتق با هموردا مشتق تخت، فضای

D

dτ
Vi ≈

dVi

dτ
+ Γrs(X)

dXr

dτ
Vsgi .(٨)

را خمیدگͬ سهم چرا اما ندارد. نیاز خاصͬ توضیح و است معمولͬ مشتق همان تساوی، راست سمت اول جمله
تحلیل از استفاده ناشناخته، معادلات بررسͬ در ͬͺفیزی زیبای بسیار ترفندهای از ͬͺی نوشته ایم؟ ͬ بینید، م که به صورتͬ
طول را Xi و زمان را τ نیرو، مؤلفه را Vi مثال، برای دارد. ͬͺفیزی معنای نوعͬ (٨) معادله کنید فرض است. ابعادی
Γ باشند. جنس همین از باید هم راست سمت جملات پس است، نیرو

زمان جنس از معادله چپ سمت بͽیرید. نظر در
کار، این با کنیم. ضرب طول

زمان در آن را باید بنابراین است؛ الزامͬ معادله در حضورش و است طول معکوس جنس از
صحبت iام مؤلفه درباره تساوی چپ سمت که است حالͬ در این و ͬ شود م انجام Γ پانویس دو هر روی جمع بندی
دهیم، ارائه را هموردا مشتق دقیق رابطه نداریم قصد ما البته ͬ کنیم. م ضرب gi بی بعد کمیت در را Γ بنابراین ͬ کند. م
علت، همین به ͬ دهند. م نشان خمیدگͬ با را مشتق این ارتباط چͽونه هندسͬ ساده ایده های بفهمیم ͬ خواهیم م تنها بلͺه

داده ایم. قرار یͺدیͽر با مساوی تقریباً را راست و چپ سمت
ͬ گیریم. م مهم نتیجه دو بی درنگ موازی، انتقال در Γrs(X, τ) تابع دخالت به توجه با حال، هر به

ͬ شوند. م منتقل مختلفͬ شیوه های به بردارها مختلف مؤلفه های خمیده، سطوح روی .١ . ۴ نتیجه

دیͽری: و

دارد. بستگͬ حرکت مسیر به خمیده، سطوح روی موازی انتقال .٢ . ۴ نتیجه

داده ایم. انتقال کره سطح روی موازی به طور را برداری شͺل، این در است. معلوم ۶ شͺل از نتیجه دو این درستͬ
همان طور که است. خمیده ذاتاً کره پس دارد، عکس رابطه کره شعاع مجذور با آن نقاط تمام در ک͒ره گاوسͬ خمیدگͬ چون
بردار سه هر ͬ انجامد. م n̂٢ بردار به ABC مسیر در ولͬ ،n̂١ بردار به AC مسیر در n̂٠ یͺه بردار موازی انتقال ͬ بینید، م

ͬ کنند[١]. م تأیید را ما نتیجه و متفاوت اند هم با n̂٢ و n̂١ ،n̂٠
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه مقدسͬ، م.

n̂٠

n̂١n̂٢

A B

C

مختلف. مسیر دو از کره سطح روی n̂٠ بردار موازی انتقال .۶ شͺل

در را ٧ شͺل بفهمیم، راحت تر آن را محتوای اینکه برای است. مهم بسیار ٢ . ۴ نتیجه ریمان. خمیدگͬ .٢ . ۴
تغییرات کرد فرض ͬ توان م بنابراین ͬ دهد. م نشان را نظر مورد سطح از ͬͺکوچ بسیار ناحیه شͺل این ͬ گیریم. م نظر
،AEC و AJC مسیرهای روی موازی، انتقال روش به را V⃗ بردار حال است. یͺسان تقریباً روبه رو اضلاع پارامترهای
یͺسان AEC مسیر از انتقال یافته بردار با AJC مسیر از انتقال یافته بردار ،C نقطه در اگر ͬ بریم. م C نقطه به A نقطه از

بود. خواهد خمیده فضا صورت، این غیر در است؛ تخت فضا ͬ کنیم م ادعا ٢ . ۴ نتیجه اساس بر بود،

A

E C

J

τ١
τ٢

و است ͷکوچ کافͬ اندازه به ناحیه این ͬ کنند. م وصل C نقطه به را A نقطه مختلف، مسیر دو .٧ شͺل
است. یͺسان روبه رو اضلاع پارامتر تغییرات

آبی اضلاع پارامترهای پس ͬ شود. م صفر نقطه این در اختلاف شان که معناست بدین ،C نقطه در بردارها شباهت
نوشته (٩) رابطه صورت به C نقطه در انتقال یافته، بردارهای اختلاف و ͬ دهیم م نمایش τ٢ و τ١ با به ترتیب را ارغوانͬ و

ͬ شود: م

(٩) D

dτ١

( D

dτ٢
Vi

)
− D

dτ٢

( D

dτ١
Vi

)
.

داریم: ،(٨) رابطه به توجه با

D

dτ١

( D

dτ٢
Vi

)
− D

dτ٢

( D

dτ١
Vi

)
≈

( d٢Vi

dτ١dτ٢
+

dΓrs

dτ١

dXr

dτ٢
Vsgi + Γrs

d٢Xr

dτ١dτ٢
Vsgi

+ Γrs
dXr

dτ٢

d(Vsgi)

dτ١
+ Γrs

dXr

dτ١
Γpq

dXp

dτ٢
Vqgsgi

)
− (١ ⇄ ٢) .(١٠)
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خمیدگͬ، از شهودی توصیفͬ

٢ پانویس و ٢ به ١ پانویس ولͬ شود، تکرار آن از قبل عبارت کل که معناست این به (١ ⇄ ٢) نماد بالا، معادله در
ͬ رسیم: م (١١) معادله به کنیم، ساده را (١٠) رابطه اگر شود. تبدیل ١ به

انتقال یافته بردارهای اختلاف =
{(dΓrs

dτ١

dXr

dτ٢
− dΓrs

dτ٢

dXr

dτ١

+ ΓrsΓpq
dXp

dτ١

dXr

dτ٢
gq − ΓrsΓpq

dXp

dτ٢

dXr

dτ١
gq

)
giVs

}
+

[
Γrs

dXr

dτ٢

d(Vsgi)

dτ١
− Γrs

dXr

dτ١

d(Vsgi)

dτ٢

]
(١١)

طول در را بردار مؤلفه های چرخش) (یا تغییر و است Vs مشتق برحسب کروشه داخل عبارت ،(١١) رابطه در
ͬ توان نم داریم سروکار بردار مشتق با که آنجا از ولͬ موجودند، Γها نیز عبارت این در البته ͬ دهد. م نشان منحنͬ
مقایسه یͺدیͽر با را آنها مشتق نه و بردارها داشتیم بنا خمیدگͬ سنجش (برای کرد استخراج آن از را سطح خمیدگͬ
از معیاری منزله به را تناسب ضریب و است متناسب بردار مؤلفه های با ابروها داخل عبارت دیͽر، سوی از کنیم).

ͬ کنیم. م تلقͬ ریمان، خمیدگͬ به موسوم خمیدگͬ،
را سطح ذاتͬ خمیدگͬ آنها دوی هر که چرا باشد؛ داشته باید تنگاتنگͬ ارتباط گاوسͬ خمیدگͬ با ریمان خمیدگͬ
سطح نبودن یا بودن خمیده یعنͬ نهایی، نتیجه در نباید نیست، برابر لزوماً نقطه هر در آنها مقدار اگرچه ͬ دهند. م نشان
ذاتͬ بودن خمیده به معنای آنها نشدن صفر و سطح، ذاتͬ بودن تخت به معنای آنها شدن صفر باشند. داشته اختلافͬ ،
درست اند. بعدی هر برای مطالب این لذا نگذاشتیم. سطوح بˀعد روی قیدی اخیرمان استدلال در ما ضمناً است. سطح
پیشتر نه. یا کرده ایم انتخاب مناسبی مختصات دستگاه ما آیا که ͬ شود م مطرح مهم پرسش آن دوباره اکنون
این به دادن پاسخ داریم، اختیار در را ریمان خمیدگͬ که حالا ولͬ کنیم، اظهار نظری باره این در به سادگͬ ͬ توانستیم نم

است. آسان سوال

بود این ریمان خمیدگͬ مفهوم به رسیدن برای ما بحث شروع نقطه مختصات. دستگاه و ریمان خمیدگͬ .٣ . ۴
شͺل به ریمان خمیدگͬ هم نهایت در و است مختصات از تابعͬ فاصله که

Ris(τ١, τ٢) ≡
(dΓrs

dτ١

dXr

dτ٢
+ ΓrsΓpq

dXp

dτ١

dXr

dτ٢
gq

)
gi − (١ ⇆ (١٢)(٢

گو هستند؛ برداری پانویس های آنها دوی هر ،(١١) رابطه به توجه با که دارد آزاد پانویس دو رابطه این شد. تعریف
است. بردار ͷی مؤلفه های ریمان خمیدگͬ اینکه

دستگاه انتقال یا چرخاندن آنگاه باشند، صفر دلخواهͬ مختصات دستگاه در برداری مؤلفه های تمام اگر مسلماً
صفر خاصͬ مختصات دستگاه در ریمان خمیدگͬ مؤلفه های تمام اگر همچنین ندارد. بردار روی اثری هیچ مختصات
است تخت سطح سطح، ͷی روی مختصات دستگاه های تمام در درنتیجه و ͬ شوند م صفر هم دستگاه ها بقیه در شدند،

.[١ ،۴]
انتقال یا چرخاندن با بردار مؤلفه های پس نیستند، صفر بردار مؤلفه های خاصͬ، دستگاه در کنید فرض حالا
جنس از کمیتͬ ͬ توانیم م ترتیب، همین به ͬ شود. نم عوض هرگز بردار طول اما ͬ شوند؛ م عوض مختصات دستگاه

است. یͺسان مختصات دستگاه های همه در که کنیم تعریف خمیدگͬ» «اندازه
دقیق به طور (٨) رابطه اگر نیست. طور این ولͬ کرد، ادعایی چنین ͬ شد م نیز Γij مورد در که شود تصور شاید
از کاملͬ و دقیق تعبیر ما شهودی توصیف واقع، در ͬ کنند. نم رفتار بردار مؤلفه های شبیه Γها که ͬ بینیم م نوشته شود،

ͬ دهد. نم دست به Γها
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٢٨–١٧ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه مقدسͬ، م.

نتیجه گیری و خلاصه .۵

باتوجه را مفهوم این آیا کنیم مشخص که است این است، ضروری سطوح خمیدگͬ درک در که نکته ای مهم ترین
با را خمیدگͬ رو، این از ͬ شود. م تعریف سطح خود روی بر ذاتاً اینکه یا ͬ کنیم م تعریف سطح دربرگیرنده فضای به
حاکͬ ذاتͬ خمیدگͬ که گفتیم شود. روشن تعریف دو این میان تمایز تا ͬ کنیم م همراه «ذاتͬ» یا «بیرونͬ» توصیف های
جبر در معمول به طور که را موازی انتقال مفهوم همچنین دارد. بستگͬ سطح روی مختصات به فاصله که است این از
صفر که یافتیم کمیتͬ و کردیم ترکیب است وابسته مختصات به فاصله مفهوم که مطلب این با ͬ رود، م به کار بردارها

دارد. نام ریمان خمیدگͬ مهم کمیت این است؛ سطح ͷی بودن تخت معنای به آن شدن
از که فهمͬ از استفاده با واقع، در کردیم. طͬ شهودی مسیری ریمان خمیدگͬ به رسیدن برای مقاله، این در ما
از خالͬ ما توضیحات گرچه دادیم. توضیح را خمیدگͬ ریاضͬ، دقیق جزئیات به ورود بدون داشتیم فاصله و شتاب

ͬ کند. م تبیین به خوبی آن را کلͬ ایده ͬ دهند، نم توضیح را ریمان خمیدگͬ تعریف ضرورت مثلا و نیست اشͺال
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