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ناهموار بهینه سازی مسائل عددی حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم معرفͬ

منجزی حسینͬ نجمه

الͽوریتم این ابتدا در است. ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای مناسب الͽوریتم های جزء دسته ای تقریبی الͽوریتم چͺیده.
شد. داده گسترش مختلف مسائل حل برای سال ها طͬ در آن از پس و معرفͬ محدب ناهموارِ نامقیدِ بهینه سازی مسائل حل برای
مقاله پایان در است. نامقید نامحدب ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای آن گسترش و الͽوریتم این معرفͬ مقاله این هدف
برای را الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج و کدنویسͬ را MatLab نرم افزار در نامحدب مسائل حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم

ͬ کنیم. م ارائه مثال چند

مقدمه .١

شمار به کاربردی و محض ریاضیات بخش دو هر به متعلق آن را ͬ توان م که است ریاضیات از شاخه ای ١ بهینه سازی
به واقعͬ جهان مسائل مدلسازی، بخش در است. شده تشͺیل مسئله حل و مدلسازی کل̞ͬ بخش دو از بهینه سازی آورد.
ارائه روش هایی آن ها حل برای ͬ شود م تلاش و بیان مختلف مسائل دیͽر، بخش در ͬ شوند. م فرمولبندی ریاضͬ صورت
ͬ کنند. م فعالیت زمینه این در مختلفͬ روش های و دیدگاه ها با پژوهشͽران و است گسترده بسیار مسئله حل بخش شود.
حل برای الͽوریتم هایی ͬ کنند م تلاش عده ای و ͬ دهند م انجام پژوهش مسائل جواب های کافͬ و لازم شرایط درباره عده ای
کاربردی مسائل در مختلف نیازهای پاسخͽوی که طوری به باشد اجرا قابل ماشین توسط که کنند ارائه مختلف مسائل

باشد.
جهان مختلف زمینه های در و ͬ شود م استفاده پیچیده مسائل از بسیاری تحلیل در اصل ͷی صورت به بهینه سازی امروزه
حاضر حال در ͬ شود. م ظاهر ٢ ماشین یادگیری مختلف بخش های و کنترل نظریه مهندسͬ، اقتصاد، ،ͬͺپزش جمله از واقعͬ
طراحͬ بیمارستان ها، کتابخانه ها، شرکت ها، ،ͷکوچ صنایع از بسیاری در و یافته فراوانͬ گستردگͬ شاخه این فعالیت زمینه
پیاده سازی و طراحͬ لزوم شاخه این گسترده کاربرد دلیل به  است. شده برنامه ریزی ها از بسیاری پایه نقل و حمل و شهرها

است. ناپذیر اجتناب مختلف مسائل حل برای مناسب الͽوریتم های
باشد، قیود از مجموعه ای به مقید ͬ تواند م که است شده داده تابع ͷی کمینه سازی یا بیشینه سازی معنای به بهینه سازی
را بهینه سازی مسائل ͬ نامند. م ۴ نامقید بهینه سازی را آن صورت این غیر در و ٣ مقید بهینه سازی را مسئله حالت این در
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۶٨١–٩ (١٣٩٩) ١ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه منجزی، حسینͬ ن.

عنوان به همزمان صورت به تابع چندین باشد لازم بهینه سازی مسئله در اگر کرد. دسته بندی ͬ توان م مختلف دیدگاه های از
مسئله ͷی را مسئله باشند) نیز تناقض در هم با گرفته شده نظر در توابع است ممͺن (که شوند گرفته نظر در هدف توابع
نظر در توابع که صورتͬ در داریم. (تک هدفه) معمولͬ مسئله ͷی صورت این غیر در و ͬ نامند م ۵ چندهدفه بهینه سازی
دسته بندی ۶ هموار بهینه سازی جزء را مسئله باشند، پیوسته مشتق پذیر معینͬ مرتبه تا قیود و هدف توابع برای گرفته شده
اینکه دلیل به ͬ نامند. م ٧ ناهموار بهینه سازی مسئله ͷی را مسئله نباشد، مشتق پذیر لزوماً توابع از ͬͺی حداقل اگر و ͬ کنند م
حل برد، بهره ͬ توان نم ابزار این از ناهموار بهینه سازی در و ͬ شود م استفاده ابزار ͷی عنوان به تابع مشتق از بهینه سازی در
ابتدا داریم. راه کار دو کلͬ صورت به ناهموار مسائل حل برای دارد. را خودش به مربوط چالش های مسائل از دسته این
ͬ شود م تلاش جستجو تکنیͷ های از استفاده با روش ها این در که کنیم استفاده ٨ آزاد مشتق روش های از ͬ توانیم م اینکه
مشتق همانند ͬ شوند، م تعریف ناهموار توابع برای که مختلف تعمیم یافته مشتق های از ͬ توان م ثانیاً آید. بدست ٩ بهینه نقطه

ͬ کنیم). م استفاده دوم حل راه از اینجا در (که برد بهره ،١٠ کلارک یافته تعمیم
حل برای ابتدا در الͽوریتم ها این از بعضͬ است. شده ارائه ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای متنوعͬ الͽوریتم های
اعتماد ناحیه الͽوریتم مثال عنوان به یافته اند توسعه ناهموار مسائل برای آن از پس و شده اند ارائه هموار بهینه سازی مسائل
مسائل حل برای خاص طور به که داریم الͽوریتم هایی دیͽر طرف از .[٩ ،۵] ͬ باشند م دسته این از ١٢ نیوتن شبه روش و ١١

حل برای سپس و شده اند معرفͬ محدب مسائل حل برای ابتدا در الͽوریتم ها این معمولا˟ که شده اند ارائه ناهموار بهینه سازی
از .[٨] کرد اشاره ١۴ دسته ای تقریبی الͽوریتم و ١٣ دسته ای الͽوریتم به ͬ توان م جمله از یافته اند گسترش نامحدب مسائل
الͽوریتم به ͬ توان م اینجا در که شده اند ارائه ناهموار نامحدب مسائل حل برای خاص طور به که داریم الͽوریتم های طرفͬ

.[٢] کرد اشاره ١۵ گرادیان نمونه گیری
را دسته ای تقریبی الͽوریتم و بͽیریم نظر در نامحدب نامقید ناهموار بهینه سازی مسئله ͷی داریم قصد مقاله این در
بهینه سازی مسائل حل برای ١۶ لوماریشال به دست ١٩٧٨ سال در اولین بار دسته ای الͽوریتم دهیم. گسترش آن حل برای
الͽوریتم این مناسب همͽرایی نتایج و مختلف مسائل حل در قوی عددی نتایج .[٧] شد ارائه محدب ناهموار نامقید
و درآید محدب ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای الͽوریتم ها قوی ترین جزء الͽوریتم این اخیر سال های طͬ در شد باعث
در و الͽوریتم این عملͺرد بیشتر بهبود برای شود. انجام مختلف مسائل حل برای الͽوریتم این گسترش برای تلاش هایی
نظر در بهینه سازی تکنیͷ های سایر با ترکیبی صورت به الͽوریتم این هدف، تابع بودن محدب فرض کاهش امͺان صورت
الͽوریتم عنوان تحت قوی الͽوریتم ͷی به منجر تقریبی ͷتکنی و دسته ای الͽوریتم ترکیب بین این در که است شده گرفته
حل برای مختلف فرضیات با الͽوریتم این آن از پس .[٨] است شده محدب بهینه سازی مسائل حل برای دسته ای تقریبی
برای دسته ای تقریبی الͽوریتم گسترش خاص طور به مقاله این در .[۶ ،۴] است یافته گسترش نامحدب بهینه سازی مسائل

است. گرفته قرار مطالعه مورد نامقید نامحدب ناهموار بهینه سازی مسائل حل
بیان ناهموار آنالیز و بهینه سازی از مقدماتͬ تعاریف دوم بخش در است. زیر صورت به بخش چهار در مقاله ادامه
چهارم بخش در است. شده ارائه سوم بخش در بهینه سازی مسائل حل برای عددی الͽوریتم های کلͬ روند ͬ شود. م
حل برای الͽوریتم این پنجم بخش در و ͬ شود م بیان محدب ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم
مسئله چندین حل برای الͽوریتم این اجرای از حاصل نتایج علاوه به ͬ یابد. م گسترش نامحدب ناهموار بهینه سازی مسائل

است. شده ارائه بهینه سازی

5 Multiobjective Optimization 6 Smooth 7 Nonsmooth 8 Derivative free methods 9Optimal point 10 Clarke 11 Trust
region Algorithm 12 Quasi-Newton Method 13 Bundle Algorithm 14 Proximal Bundle Algorithm 15 Gradient Sampling
Method 16 Lemaréchal
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ناهموار آنالیز و بهینه سازی مقدمات .٢

کنید فرض کرد. خواهیم بیان را ناهموار آنالیز و بهینه سازی از مقدماتͬ مفاهیم آن از پس و ͬ کنیم م معرفͬ نماد چند ابتدا
را u, v ∈ Rn بردار دو داخلͬ ضرب باشند. nبˀعدی اقلیدسͬ فضای و حقیقͬ اعداد مجموعه نشان دهنده ترتیب به Rn و R
ͬ کنیم. م تعریف ∥u∥ =

√
⟨u, u⟩ صورت به را داخلͬ ضرب این با متناظر برداری نرم و ⟨u, v⟩ =

∑n
i=۱ uivi صورت به

باشیم داشته x, y ∈ U نقطه دو هر برای هرگاه ͬ نامیم م ١٧ محدب U ⊆ Rn باز زیرمجموعه روی را f تابع .١ تعریف

f(λx+ (۱− λ)y) ≤ λf(x) + (۱− λ)f(y) ∀λ ∈ [۰,۱].

است. شده ارائه محدب تابع تعریف به مربوط جزئیاتͬ با محدب تابعͬ نمودار ١ شͺل در

12/22/2020 https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c7/ConvexFunction.svg

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c7/ConvexFunction.svg 1/1

محدب تابع ͷی از مثالͬ :١ شͺل

f(x) = |x| صورت به که است مطلق قدر تابع ناهموار تابع ساده ترین ͬ نامیم. م ناهموار تابع ͷی را مشتق نا پذیر تابع هر
١ شͺل در تابع این نمودار نیست. مشتق پذیر صفر در اما است مشتق پذیر غیرصفر نقاط تمام در تابع این ͬ شود. م تعریف

است. آمده
12/22/2020 https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6b/Absolute_value.svg

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6b/Absolute_value.svg 1/1
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f(x) = |x| قدرمطلق تابع نمودار :٢ شͺل
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δ > ۰ اسͺالر اگر گوییم، L > ۰ مرتبه از ١٨ موضعͬ لیپ شیتسͬ x∗ ∈ Rn نقطه در را f : Rn → R تابع .٢ تعریف
که طوری به باشد موجود

|f(x۱)− f(x۲)| ≤ L∥x۱ − x۲∥ ∀x۱, x۲ ∈ Bδ(x
∗).

است. L مرتبه از موضعͬ لیپ شیتسͬ x ∈ Rn نقطه در f : Rn → R تابع کنید فرض

ͬ شود م تعریف زیر صورت به d ∈ Rn جهت در x نقطه در f تابع ١٩ کلارک جهتͬ مشتق [٣] .٣ تعریف

f◦(x; d) = lim sup
y→x
α↓۰

f(y + αd)− f(y)

α
.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به x نقطه در f تابع تعمیم یافته) (گرادیان کلارک ٢٠ زیردیفرانسیل .([٣]) ۴ تعریف

∂cf(x) = {ξ ∈ Rn : ⟨ξ, d⟩ ≤ f◦(x; d) ∀d ∈ Rn},

ͬ شود. م نامیده (کلارک) ٢١ زیرگرادیان ͷی ξ ∈ ∂cf(x) هر و

تعریف زیر صورت به تابع این با متناظر محدب زیردیفرانسیل است. محدب f : Rn → R تابع کنید فرض .۵ تعریف
ͬ شود م

∂f(x) = {ξ ∈ Rn : f(y) ≥ f(x) + ⟨ξ, y − x⟩ ∀y ∈ Rn},

است. منطبق کلارک زیردیفرانسیل بر زیردیفرانسیل این محدب تابع هر برای و

مشتق پذیر صفر بجز نقاط همه در تابع این شد اشاره قبلا́ که همان گونه بͽیرید. نظر در را f(x) = |x| تابع مثال عنوان به
بنابراین است

∇f(x) =

{
۱ x > ۰

−۱ x < ۰
.

نامساوی از استفاده با آنگاه λ ∈ [۰,۱] و x, y ∈ Rn کنید فرض است. لیپ شیتسͬ و محدب تابع این ͬ دهیم م نشان حال
داریم مثلت

f(λx+ (۱− λ)y) = |λx+ (۱− λ)y|

≤ |λx|+ |(۱− λ)y|

= |λ||x|+ |۱− λ||y|

= λ|x|+ (۱− λ)|y|

= λf(x) + (۱− λ)f(y).

زیرا است، L = ۱ ثابت با موضعͬ لیپ شیتسͬ تابع این که است مشخص سادگͬ به طرفͬ از است محدب f تابع بنابراین

|f(x)− f(y)| = ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

18 Locally Lipschitz 19 Clarke Directional Derivative 20 Subdifferential 21Subgradient
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2021.126616.1409 ٧٢

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2021.126616.1409


۶٨١–٩ (١٣٩٩) ١ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ناهموار، بهینه سازی مسائل عددی حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم معرفͬ

زیردیفرانسیل محاسبه برای بنابراین است. یͺسان تابع این برای محدب زیردیفرانسیل و کلارک زیردیفرانسیل بنابراین
داریم و ͬ کنیم م استفاده محدب زیردیفرانسیل تعریف از کلارک

ξ ∈ ∂f(۰) ⇐⇒ |y| ≥ |۰|+ ⟨ξ, y − ۰⟩ ∀y ∈ R

⇐⇒ |y| ≥ ξy ∀y ∈ R

⇐⇒ ξ ≤ ۱ و ξ ≥ −۱
⇐⇒ |ξ| ≤ ۱.

زیردیفرانسیل برای ͬ ها ویژگ این و ͬ باشد م فشرده و محدب غیرتهͬ مجموعه ای که ∂f(۰) = ∂|۰| = [−۱,۱] داریم بنابراین
است. برقرار موضعͬ لیپ شیتسͬ تابع هر

بهینه سازی مسائل حل برای عددی الͽوریتم های کار روش .٣

ͬ شود م تعریف زیر صورت به کلͬ حالت در نامقید بهینه سازی مسئله ͷی

(١) min f(x), x ∈ Rn,

x۰ ∈ Rn اولیه نقطه ͷی از معمولا˟ بهینه سازی الͽوریتم های است. مقدار حقیقͬ و دلخواه تابعͬ f : Rn → R آن در که
از پس و حرکت جهت ͷی محاسبه با مرحله هر در که است ترتیب این به عددی الͽوریتم های کار روش ͬ شوند. م آغاز
داریم. قرار الͽوریتم از xk نقطه در و kاًم مرحله هر در کنیم فرض ͬ آید. م بدست بعدی نقطه مناسب گام طول ͷی آن
گام طول انتخاب و dk بردار جهت در حرکت و xk نقطه از شروع با و شود محاسبه dk حرکت جهت ͷی است لازم حال
(یعنͬ باشد کاهشͬ نوع از الͽوریتم اگر آورد. بدست را xk+۱ = xk + αkdk جدید آزمایشͬ نقطه ͬ توان م αk ∈ (۰,۱]
کاهشͬ شرط ͷی در آمده بدست آزمایشͬ نقطه است لازم آنگاه باشد) کاهشͬ قبل مرحله به نسبت هدف تابع مرحله هر در

کند صدق زیر صورت به مثلا́
f(xk+۱) < f(xk)− δk,

باشد. ثابت الͽوریتم اجرای طͬ در ͬ تواند م یا ͬ شود م تعیین الͽوریتم از مرحله هر در که است مقداری δk > ۰ آن در که
الͽوریتم اصلͬ بخش سوال ها این به پاسخ با که ͬ شود م مطرح اساسͬ سوال چند بهینه سازی الͽوریتم ͷی طراحͬ برای
جهت ͷی ͬ توان م همواره آیا اینکه دوم شود؟ محاسبه چͽونه حرکت جهت که است این سوال اولین ͬ شود. م مشخص

شود؟ محاسبه چͽونه گام طول اینکه سوم و آورد؟ بدست کاهشͬ حرکت
همواره باشد هموار بهینه سازی مسئله ͷی بررسͬ مورد مسئله اگر دارد. مسئله نوع به بستگͬ آن پاسخ و دوم سوال
تابعͬ f هدف تابع اگر ͬ باشد. م ارائه قابل سادگͬ به جهت این و دارد وجود آن برای کاهشͬ حرکت جهت ͷی حداقل
جهت این آنگاه dk = −∇f(xk) کنیم تعریف اگر داریم. کاهشͬ جهت برای انتخاب ͷی همواره باشد پیوسته مشتق پذیر
کدام هر و ͬ گیرند م بͺار مختلف صورت های به را جهت این هموار بهینه سازی متفاوت الͽوریتم های است. کاهشͬ قطعاً
ͬ کنند م تعریف واقع در ͬ شود؛ م ضرب ماتریس ͷی در گرادیان معمولا˟ ͬ شوند. م متفاوت بهینه سازی الͽوریتم ͷی به منجر
آورد. بدست متفاوتͬ الͽوریتم های ͬ توان م Ak ماتریس برای مختلف مقادیر گرفتن نظر در با سپس .dk = −Ak∇f(xk)

اگر ͬ شود. م حاصل ٢٢ کاهش تندترین الͽوریتم بͽیریم، نظر در را همانͬ ماتریس یعنͬ Ak = I، بͽیریم اگر مثال عنوان به
محاسبه یا و نباشد محاسبه قابل تابع دوم مشتق اگر حال ͬ آید. م بدست ٢٣ نیوتن روش شود گرفته نظر در Ak = ∇۲f(xk)

حاصل نیوتن شبه  روش حالت این در که Ak ≃ ∇۲f(xk) یعنͬ کرد؛ استفاده آن تقریب ماتریس از ͬ توان م باشد پرهزینه آن
ͬ شود. م

22 Steepest Descent Algorithm 23 Newton Method
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لیپ شیتسͬ f هدف تابع کنیم فرض اگر نیست. ساده ای کار کاهشͬ جهت محاسبه باشد ناهموار هدف تابع اگر حال
در که ͬ شود، م تعریف زیردیفرانسیل آن به جای و ͬ شود نم تعریف مشتق لزوماً x ∈ Rn دلخواه نقطه هر در باشد موضعͬ
که راهͬ ساده ترین شاید است. Rn از فشرده و محدب غیرتهͬ، مجموعه ای که ͬ کنیم م کار کلارک زیردیفرانسیل با ما اینجا
یعنͬ کنیم، اختیار xk نقطه در f تابع از دلخواه زیرگرادیان ͷی یعنͬ زیردیفرانسیل از عضو ͷی که باشد این بیاید ذهن به
دلیل همین به نیست. کاهشͬ لزوماً جهت این اینجا در مشتق، برخلاف اما dk = −ξk. دهیم قرار آنگاه ،ξk ∈ ∂cf(x

k)

ͬ توان نم را هموار مسائل به مربوط الͽوریتم های بردن بͺار و ͬ شود م روبرو چالش با ناهموار بهینه سازی مسائل حل که است
مطلوب تری شرایط محدب ناهموار بهینه سازی مسائل میان این در برد. کار به ناهموار مسائل حل برای مستقیم صورت به
محدب زیردیفرانسیل همان محدب تابع برای کلارک زیردیفرانسیل اینکه دلیل به دارند. نامحدب ناهموار مسائل به نسبت

ͬ کند. م ͷکم مسئله حل به که داریم نامساوی ͷی اینجا در ͬ باشد، م
xk+۱ صورت به بعدی نقطه مناسب گام طول انتخاب و نباشد) کاهشͬ است ممͺن (که حرکت جهت محاسبه از بعد
ͬ آید. م بدست {xk} صورت به نقاط از دنباله ͷی الͽوریتم اجرای طͬ در بنابراین ͬ شود. م تکرار الͽوریتم و ͬ آید م بدست
جایی در الͽوریتم است لازم و باشد داشته نامتناهͬ تکرارهای تعداد ͬ تواند نم الͽوریتم ͷی عمل در ͬ دانیم م که همان گونه
گرفته نظر در بهینگͬ برای توقف شرط ͷی معمولا˟ دارد. توقف شرط چند یا ͷی به نیاز الͽوریتم بنابراین شود. متوقف
بیافتد اتفاق است ممͺن حالت دو اینجا در شود. گرفته نظر در نیز دیͽر توقف شرط چند است ممͺن آن بر علاوه و ͬ شود م
متوقف جواب یافتن با الͽوریتم و برسیم نظر مورد جواب به تکرار متناهͬ تعداد از پس و الͽوریتم اجرای طͬ در دارد امͺان

باشد. جواب به همͽرا دنباله این که طوری به بدست آید {xk} صورت به نقاط از دنباله ͷی اینکه یا شود

محدب مسائل عددی حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم .۴

ابتدا در روش این است. دسته ای تقریبی الͽوریتم ناهموار بهینه سازی مسائل حل برای معروف الͽوریتم های از ͬͺی
شرح را محدب مسائل حل برای شده ارائه الͽوریتم ͬ خواهیم م اینجا در است شده ارائه محدب بهینه سازی مسائل حل برای

دهیم.
در تابع مقادیر و زیرگرادیان ها به مربوط اطلاعات اینکه اول ͬ شود: م استفاده اصلͬ ویژگͬ دو از دسته ای روش های در
همزمان صورت به الͽوریتم اجرای طͬ در دسته ای روش های در اینکه دوم و ͬ شوند م جمع آوری دسته ͷی در قبلͬ تکرارهای
و است ٢۵ کم اثر نقاط شامل دیͽر مجموعه و ٢۴ جدی نقاط شامل مجموعه ͬͺی که ͬ شود م تولید نقاط از مجموعه دو
نقطه ͷی با اینجا در بهینه سازی عددی الͽوریتم های اکثر مشابه نیز باشند. مشترکͬ نقاط شامل مجموعه دو است ممͺن
به نقطه این و شود) انتخاب دلخواه صورت به ͬ تواند م نقطه این الͽوریتم ها بیشتر در (که ͬ کنیم م شروع x۰ ∈ Rn اولیه
dℓ حرکت جهت و داریم قرار xk نقطه در و ℓام مرحله در ͬ کنیم م فرض ͬ شود. م گرفته نظر در جدی نقطه اولین عنوان
جهت این اگر حال yℓ = xk + dℓ. ͬ کنیم م تعریف نداریم). اطمینان جهت این بودن کاهشͬ از (هنوز است شده محاسبه
xk+۱ = yℓ ͬ دهیم م قرار و داشت خواهیم جدی گام ͷی کند صدق کافͬ کاهش شرط ͷی در واقع در یعنͬ باشد کاهشͬ
الͽوریتم اجرای طͬ در بنابراین . yℓ+۱ = xk + dℓ ͬ دهیم م قرار و داشت خواهیم کم اثر گام ͷی صورت این غیر در .
اشاره نکته این به قبلا́ ͬ شوند. م ساخته {yℓ} کم اثر نقاط دنباله و {xk} جدی نقاط دنباله عنوان تحت نقاط از مجموعه دو
همواره دسته ای تقریبی الͽوریتم های در که شود محاسبه نیز گام طول ͷی است لازم حرکت جهت محاسبه از بعد که کردیم

.αℓ = ۱ ͬ کنیم م تعریف ℓ = ۱,۲,۳, . . . هر برای یعنͬ ͬ گیریم م نظر در ͷی را گام طول
بدلیل باشد. ناهموار احتمالا˟ و محدب تابعͬ f : Rn → R کنید فرض و بͽیرید نظر در را (١) بهینه سازی مسئله
امͺان پذیر بسادگͬ آن بهینه نقطه یافتن است ممͺن و است نشده تعریف آن برای مشتق بنابراین است ناهموار تابع اینکه
هدف تابع برای مدل ͷی هدف تابع برای کاهشͬ جهت یا حرکت جهت ͷی محاسبه به جای مرحله هر در این رو از نباشد.

24 Serious Points 25Null Points
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ͬ شود م تلاش ͬ شود. م محاسبه مدل برای حرکت جهت و ͬ شود م طراحͬ زیرمسئله ͷی مدل این از استفاده با و ͬ سازیم م
الͽوریتم های در باشد. اصلͬ تابع برای استفاده قابل حرکت جهت و باشد اصلͬ تابع از خوبی تقریب امͺان حد تا مدل
معمولا˟ شود. حل زیرمسئله ͷی الͽوریتم از مرحله هر در و شود شͺسته زیرمسئله هایی به مسئله ͬ شود م تلاش بهینه سازی
در رفته به کار مدل اعتماد ناحیه الͽوریتم های اکثر در هستند. ٢٧ خطͬ تکه ای یا و ٢۶ ٢ درجه مسائل نوع از زیرمسئله ها این
برای ͬ خواهیم م حال ͬ شود. م گرفته نظر در خطͬ تکه ای مدل این دسته ای الͽوریتم های در و هستند ٢ درجه زیرمسئله ها
برای که است مدل ͷی شامل زیرمسئله این کنیم ارائه زیرمسئله ͷی دسته ای روش از استفاده با فوق در بیان شده مسئله

ͬ باشد. م هدف تابع برای پایین کران ͷی مدل این محدب مسائل
محاسبه قبلͬ تکرارهای در که نقاطͬ و باشد ℓ جاری تکرار اندیس و xk محاسبه شده جدی نقطه آخرین کنید فرض
نگهداری Lℓ ⊆ {۰,۱,۲, . . . , ℓ − ۱} مجموعه در را قبلͬ تکرارهای اندیس مجموعه باشند. {yi}i<ℓ صورت به شده اند
.ξi ∈ ∂cf(yi) داریم پس ͬ کنیم م ذخیره Bℓ ⊆ ∪i∈Lℓ

{(yi, ξi, f(yi))} دسته در را قبلͬ نقاط به مربوط اطلاعات و ͬ کنیم م
داریم محدب توابع زیرگرادیان برای نامساوی طبق است محدب تابعͬ f چون

f(y) ≥ f(yi) + ⟨ξi, y − yi⟩ ∀ y ∈ Rn,

از استفاده با و ͬ کنیم م بازنویسͬ را رابطه این است. خط بالا راست سمت رابطه است. برقرار i < ℓ هر برای رابطه این که
ͬ نویسیم م xk یعنͬ جاری نقطه آخرین

f(y) ≥ f(xk) + ⟨ξi, y − xk⟩ − eki ∀ y ∈ Rn, i ∈ Lℓ,(٢)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به eki که

eki = f(xk)− f(yi)− ⟨ξi, xk − yi⟩.

بهینه سازی مسائل حل در .eki ≥ ۰ ͬ شود م نتیجه به سادگͬ داریم زیرگرادیان برای که نامساوی از استفاده با کنید دقت
بهینه سازی مسائل حل امر همین نداریم. اختیار در را رابطه این نامحدب مسائل برای و است مهم خیلͬ نکته این محدب
نیست. ساده ای کار نامحدب مسائل برای الͽوریتم این گسترش این رو از و ͬ سازد م مشͺل را دسته ای روش توسط نامحدب
تکه ای تابع ͷی و بͽیریم ماکسیمم راست سمت عبارت از ͬ توانیم م است برقرار i ∈ Lℓ هر برای (٢) رابطه چون حال
ℓ تکرار در xk نقطه در مدل ͷی را تکه ای خطͬ تابع این ͬ شود. م حاصل هست نیز هدف تابع برای پایین کران که خطͬ

ͬ دهیم م نمایش زیر صورت به و ͬ نامیم م

f(y) ≥ f(xk) + max
i∈Lℓ

{−eki + ⟨ξi, y − xk⟩} = Mℓ(y, x
k) ∀ y ∈ Rn.(٣)

زیر بهینه سازی مسئله حل با حال
min Mℓ(y, x

k), y ∈ Rn,

محاسبه به جای اگر گرفت. خواهیم تصمیم نقطه این بودن کم اثر یا جدی درباره و ͬ آوریم م بدست را بعدی آزمایشͬ نقطه
بنویسیم زیر صورت به ͬ توانیم م را فوق مسئله کنیم محاسبه حرکت جهت بخواهیم آزمایشͬ نقطه

min Mℓ(x
k + d, xk), d ∈ Rn.

بنابراین نوشته ایم xk یعنͬ جدی نقطه آخرین ͬͺنزدی در نقاط و قبل مراحل اطلاعات از استفاده با را مدل این کنید دقت
f تابع از تقریبی ͬ تواند م مدل این xk اطراف محدودی ͬͽهمسای تا فقط و است ٢٨ موضعͬ مدل ͷی بدست آمده مدل
بعدی آزمایشͬ نقطه محاسبه برای جستجو است لازم باشد داشته متناهͬ جواب فوق مسئله اینکه برای این بر علاوه باشد.

26 Quadratic 27 Piecewise Linear 28 Local
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ما اینجا در که کنیم استفاده تقریبی روش یا اعتماد ناحیه روش از ͬ توانیم م بنابراین کنیم. محدود را بعدی حرکت جهت یا
ͬ نویسیم م را زیر مدل و ͬ بریم م بهره تقریبی روش از

min Mℓ(x
k + d, xk) +

µℓ

۲ ∥d∥۲, d ∈ Rn,

xk + dℓ آزمایشͬ نقطه و ͬ شود م محاسبه dℓ حرکت جهت مسئله این حل با ͬ شود. م نامیده تقریبی پارامتر و µℓ > ۰ که
.xk+۱ = xk+dℓ ͬ نویسیم م و داریم جدید جدی نقطه ͷی کند صدق کافͬ کاهشͬ شرط در نقطه این اگر ͬ شود. م محاسبه
تابع با بعد مرحله در و ͬ نویسیم م جدید جدی نقطه حول را جدید مدل قبلͬ مدل در مقادیر روزآوری به با ادامه در حال
نقطه ͷی نکند صدق کافͬ کاهش شرط در جدید آزمایشͬ نقطه که صورتͬ در ͬ کنیم. م کار Mℓ(x

k+۱ + d, xk+۱) مدل
تقویت مدل yℓ از استفاده با و ͬ ماند م باقͬ تغییر بدون قبلͬ جدی نقطه صورت این در ͬ آید. م بدست yℓ = xk + dℓ کم اثر
و ͬ آید م بدست Mℓ+۱(xk + d, xk) صورت به مرحله برای مدل تابع و Lℓ+۱ = Lℓ ∪ {ℓ} ͬ دهیم م قرار واقع در ͬ شود م
تکه ای مدل ͷی f۲ و f۱ محدب توابع از کدام هر برای شد بیان (٣) رابطه در آنچه طبق ٣ شͺل در ͬ شود. م تکرار الͽوریتم

ͬ باشد. م نقطه سه اطلاعات شامل Bℓ دسته اینجا در کنید دقت کرده ایم. ارائه خطͬ
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f۲ و f۱ محدب توابع برای تکه ای خطͬ مدل :٣ شͺل

ͷی ͬ شود م نوشته (٣) رابطه طبق که مدلͬ لزوماً نباشد محدب f هدف تابع اگر کردیم اشاره نیز بالا در که همان گونه
داده شده نشان ۴ شͺل در که f نامحدب تابع برای بدست آمده مدل به مثال عنوان به ͬ باشد نم هدف تابع برای پایین کران

کنید. توجه است
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نامحدب مسائل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم .۵

رابطه ای مهم ترین است. ناهموار نامحدب بهینه سازی مسائل حل برای دسته ای تقریبی الͽوریتم گسترش بخش این هدف
تابع برای پایین کران ͷی بدست آمده مدل که ͬ شود م امر این به منجر که است (٢) نامساوی داریم محدب مسائل در که
در را رابطه این نامحدب توابع برای ͬ شود. م استفاده نیز الͽوریتم همͽرایی اثبات در رابطه این از این بر علاوه و باشد
مسائل برای طرفͬ از بنویسیم؟ مدل هدف تابع برای چͽونه که است این ͬ شود م مطرح اینجا در که سوالͬ و نداریم اختیار
مورد این نامحدب مسائل برای که ͬ باشد م الͽوریتم همͽرایی اثبات در مهمͬ نکته این و هستند نامنفͬ همواره eki ها محدب
مشͺل رفع برای دسته ای تقریبی ابتدایی الͽوریتم های بعضͬ در باشد. منفͬ است ممͺن مقدار این و نداریم اختیار در را
مشاهده را [٨] مثال عنوان به ͬ شد؛ م گرفته نظر در مدل ساختن در مقدار این قدرمطلق نامحدب مسائل در eki بودن منفͬ
شود. طراحͬ مدلͬ مسئله ساختار به توجه با است این هدف و کنیم استفاده ͬ خواهیم نم ذکر شده روش از اینجا در کنید.
بیان را نتیجه ای نامحدب توابع برای مدل ارائه از قبل است. مدل طراحͬ چͽونگͬ ͬ شود م مطرح اینجا در که اساسͬ سوال

ͬ کنیم م

η > ۰ آنگاه باشد، ٢٩ lower-C ۲ و کراندار پایین از موضعͬ لیپ شیتسͬ تابع ͷی f : Rn → R اگر .([۴]) ١ قضیه
است. محدب تابعͬ f + η

۲∥ · −x∥۲ تابع η ≥ η به ازای که طوری به دارد وجود

دسته ای تقریبی الͽوریتم ͬ توانیم م آن ͷکم به و ͬ دهد م ارائه نامحدب توابع برای مدل تعریف برای ایده ͷی فوق قضیه
محدب توابع برای دسته ای تقریبی روش همانند اینکه به جای دهیم. گسترش ناهموار نامحدب بهینه سازی مسائل حل برای را
دقت ͬ نویسیم. م fη(, x) = f(·)+ η

۲∥ ·−x∥۲ یعنͬ تقویت شده هدف تابع برای را مدل بنویسیم f هدف تابع برای را مدل
استفاده محدب تابع به مربوط مدل از و بنویسیم η ≥ η بود کافͬ بود مشخص مقدار این اگر نداریم را η کران اینجا در کنید
صورت به η الͽوریتم از مرحله هر در ͬ کنیم م سعͬ اینجا در بنابراین و نیست مشخص η کران این تابعͬ هر برای اما کنیم.

ͬ شود. م به روز مقدار این مرحله هر در و شود محاسبه پویا و ͬͺدینامی
تقویت شده تابع از مرحله این در باشد. xk محاسبه شده جدی نقطه آخرین و دارد قرار ℓ ام مرحله در الͽوریتم کنید فرض

ͬ نویسیم م تابع این برای را مدل و ͬ کنیم م استفاده زیر صورت به

fηℓ(, x
k) = f(·) + ηℓ

۲ ∥ · −xk∥۲.

ͬ آید م در زیر صورت به مدل

Mℓ(, x
k) = f(xk) + max

i∈Lℓ

{−cki + ⟨ξki , y − xk⟩},

آن در که
ξi ∈ ∂cf(yi), eki = f(xk)− f(yi)− ⟨ξi, xk − yi⟩, cki = eki + ηℓb

k
i ,

ξki = ξi + ηℓd
k
i , dki = yi − xk, bki =

∥yi − xk∥۲

۲ ,

صورت به آن ها با متناظر دسته و Lℓ ⊆ {۰,۱,۲, . . . , ℓ− ۱} صورت به ℓ مرحله در اندیس ها مجموعه و

Bℓ ⊆
∪
i∈Lℓ

{(
ξi, e

k
i , b

k
i , d

k
i

)}

نیاز صورت در و کند مشاهده پیشرفته آنالیز کتاب های در را توابع از دسته این ͬ تواند م علاقه مند خواننده است. مقاله این از فراتر تعریف این چون ͬ پردازیم نم توابع این تعریف به اینجا در ٢٩

است. شده اشاره توابع از دسته این به شود بیان دقیق صورت به مطلب اینکه برای تنها اینجا در کند. مͺاتبه مقاله این نویسنده با ͬ تواند م بیشتر منابع به
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ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت به را ηℓ هدف این برای باشد. نامنفͬ i ∈ Lℓ هر برای cki که است این هدف اینجا در است.

ηℓ ≥ max

{
max

i∈Lℓ,yi ̸=xk

−۲eki
∥yi − xk∥۲

, ω

}
+ ω,(۴)

داریم yi ̸= xk شرط با i ∈ Lℓ هر برای (۴) از استفاده با باشد. مثبت ثابتͬ ω > ۰ که طوری به

cki = eki +
ηℓ
۲ ∥yi − xk∥۲ ≥ ω

۲∥yi − xk∥۲ ≥ ۰.

محدب حالت در که شرطͬ و cki ≥ ۰ داریم i ∈ Lℓ هر برای بنابراین .cki = ۰ داریم آنگاه yi = xk اگر دیͽر، طرف از
است. برقرار cki برای اینجا در داشتیم eki برای

ͬ کنیم م حل زیر صورت به زیرمسئله ͷی الͽوریتم، از مرحله هر در yℓ+۱ بعدی آزمایشͬ نقطه تعیین برای

min Mℓ(y, x
k) +

µℓ

۲ ∥y − xk∥۲, y ∈ Rn.

عنوان به را حرکت جهت آزمایشͬ نقطه محاسبه به جای ͬ توانیم م یا است. یͺتایی جواب yℓ+۱ است مشخص روشنͬ به
کنیم محاسبه زیر مسئله بهینه جواب

min Mℓ(x
k + d, xk) +

µℓ

۲ ∥d∥۲, d ∈ Rn.

بر ͬ کنیم. م تعریف yℓ+۱ = xk + dℓ را آزمایشͬ نقطه حالت این در ͬ باشد. م یͺتا dℓ یعنͬ مسئله جواب که است واضح
یا جدی نقطه اینکه به توجه با و ͬ گیریم م تصمیم آزمایشͬ نقطه بودن کم اثر یا جدی درباره کافͬ کاهش شرط ͷی اساس

ͬ شود. م تکرار الͽوریتم و ͬ شود م تقویت مدل یا ͬ آوریم م به دست جدید مدل ͷی یا باشد کم اثر
کرد. بیان زیر صورت به را دسته ای تقریبی الͽوریتم کلͬ صورت ͬ توان م ساده صورت به

دسته ای: تقریبی الͽوریتم .١ الͽوریتم
محاسبه را ξ۰ ∈ ∂f(y۰) و f(y۰) مقادیر و y۰ = x۰ کنید تعریف نمائید. انتخاب را x۰ اولیه شروع نقطه : ٠ گام

.Bℓ = {(y۰, ξ۰, f(y۰))} و Lℓ = {۰} و ℓ = ۱ و k = ۰ کنید تعریف کنید.
باشد. آمده به دست yℓ جواب کنید فرض و کنید محاسبه را (۵) مسئله مینیمم و کنید انتخاب را µℓ > ۰ مقدار : ١ گام
صورت این غیر در کنید. توقف باشد برقرار توقف شرط اگر کنید ͷچ را توقف شرط کنید. محاسبه را δℓ مقدار

زیر کافͬ کاهش شرط در آمده به دست نقطه اگر

f(yℓ) < f(xk)− δℓ,

بروید. ٣ گام به صورت این غیر در و بروید ٢ گام به کند صدق
١ گام به و k = k + ۱ دهید قرار و کنید به روز جدید جدی نقطه با متناظر را مدل و xk+۱ = yℓ کنید تعریف : ٢ گام

بروید.
.Bℓ+۱ ⊆ Bℓ∪{(yℓ, ξℓ, f(yℓ))} و Lℓ+۱ ⊆ Lℓ∪{ℓ} دهید قرار یعنͬ کنید تقویت را مدل yℓ نقطه کردن اضافه با : ٣ گام

بروید. ١ گام به و ℓ = ℓ+ ۱ دهید قرار

ندارد. مناسب پارامترهای کردن انتخاب برای ͬ ای سخت هیچ و است آسان بسیار الͽوریتم این که کنیم اشاره است لازم
مثلا́ و است شده ارائه کلͬ به صورت بالا الͽوریتم شود. حل ٢ درجه زیرمسئله ͷی تنها است لازم ١ گام در تکرار هر در
و مدل به روز آوری جزئیات و است نشده تعیین دقیق صورت به δℓ مقدار است. نشده بیان نکاتͬ µℓ انتخاب نحوه درباره
الͽوریتم ͷی به منجر کدام هر که کرد اجرا مختلف روش های به ͬ توان م را ذکر شده موارد تمام است. نشده ذکر توقف شرط

کند. مراجعه [۶ ،۴] به بیشتر جزئیات برای علاقه مند خواننده ͬ شود. م بهینه سازی
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مشخصات با شخصͬ لپ تاپ ͷی با و کردیم پیاده سازی MatLab R2016b برنامه در را ١ الͽوریتم کد
CPU : Intel Core I5-3210 M , 2.5 GHz,
Memory : 4 GB,
به را مثال ها از کدام هر برای الͽوریتم اجرای نتیجه و گرفتیم کار به [١] از مثال چند حل برای را الͽوریتم کردیم. اجرا
مشخص نمودارها از به سادگͬ داده ایم. ارائه ͬ دهد م نشان تکرارها تعداد اساس بر را هدف تابع مقدار که نمودار ͷی صورت
به روشنͬ است. داشته کاهش قبل تکرار به نسبت هدف تابع مقدار تکرار هر در و است کاهشͬ الͽوریتم این که است

است. شده بهینه جواب یافتن به موفق الͽوریتم مثال ها تمام در است مشخص

بͽیرید نظر در را زیر هدف تابع با (١) بهینه سازی مسئله .١ مثال

f(x) = max{x۲۱ + x۴۲, (۲− x۱)
۲ + (۲− x۲)

۲,۲ exp(x۲ − x۱)},

که طوری به

point Starting : x۰ = (۲,۲)T ,
point Optimum : x∗ = (۱٫۱۳۹۲۸۶,۰٫۸۹۹۳۶۵)T ,
value Optimum : f(x∗) = ۱٫۹۵۲۲۲۴۵.

است. شده داده نمایش ۵ شͺل در بالا x۰ شروع نقطه با مثال این برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج که
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١ مثال برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج :۵ شͺل

بͽیرید نظر در را زیر هدف تابع با (١) بهینه سازی مسئله .٢ مثال

f(x) = max{f۱(x), f۲(x), f۳(x)},

f۱(x) = x۲۱ + x۲۲,

f۲(x) = f۱(x) + ۱۰(−۴x۱ − x۲ + ۴),
f۳(x) = f۱(x) + ۱۰(x۱ − ۲x۲ + ۶),
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که طوری به

point Starting : x۰ = (−۱,۵)T ,
point Optimum : x∗ = (۱٫۲,۱٫۴)T ,
value Optimum : f(x∗) = ۷٫۲.

است. شده داده نشان ۶ شͺل در بالا x۰ شروع نقطه با مثال این برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج که
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٢ مثال برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج :۶ شͺل

بͽیرید نظر در را زیر هدف تابع با (١) بهینه سازی مسئله .٣ مثال

f(x) =


۵
√

۹x۲۱ + ۱۶x۲۲ if x۱ ≥ |x۲|
۹x۱ + ۱۶|x۲| if ۰ < x۱ < |x۲|
۹x۱ + ۱۶|x۲| − x۹۱ if x۱ ≤ ۰

,

که طوری به

point Starting : x۰ = (۳,۲)T ,
point Optimum : x∗ = (−۱,۰)T ,
value Optimum : f(x∗) = −۸.

است. شده داده نمایش ٧ شͺل در بالا x۰ شروع نقطه با مثال این برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج که
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٣ مثال برای الͽوریتم اجرای از حاصل نتایج :٧ شͺل
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