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بنیادی ذرات ͷفیزی در آن ها کاربرد و شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابر گروه های

جعفرپور مرتضͬ و آقابزرگͬ∗ حسین

در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را تجمعͬ (نیم)ابرگروه های تجمعͬ، ابر عمل های معرفͬ با مقاله این در چͺیده.
است ما نظر مد تجمعͬ خاصیت وجود براساس ͬ گروه ها پل ازجمله ابرساختارها از مختلفͬ دسته های رده بندی اینجا
ابر ساختار که ͬ دهیم م نشان پایان در ͬ کنیم. م مشخص یͺریختͬ حد در را ٣ و ٢ مرتبه های از تجمعͬ ͬ گروه های پل و

ͬ کند. م ایجاد تجمعͬ ابرگروه ͷی و صدق تجمعͬ خاصیت در هسته ای ͷفیزی و بنیادی ذرات ͷفیزی از برگرفته شده

مقدمه .١

و نمود مطرح را گروه مفهوم از تعمیمͬ اسͺاندیناوی ͬ دانان ریاض کنفرانس هشتمین در ١٩٣۴ سال در ١  ͬ مارت
و است گرفته صورت ابر ساختارها درزمینه زیادی تحقیقات تاکنون زمان آن از .[١٣] کرد بنا را ابر ساختار ها نظریه
نظریه نه تنها اخیر سال های در کرد. مراجعه [٨ ،٧ ،۶] به ͬ توان م آن کاربردهای و ابرساختارها نظریه با آشنایی برای
و شیمͬ ،ͷفیزی همچون دیͽر علوم دانشمندان توجه مورد بلͺه است، گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد ابر ساختار ها
ͬ توان م نمونه به عنوان است؛ رسیده چاپ به ارزشمندی مقالات زمینه این در و گرفته قرار نیز غیره و شناسͬ زیست

کرد. اشاره [٢ ،١ ،١۴ ،١٠ ،١١ ،٩ ،۴] به
دسته های به ابرساختارها آن، اساس بر که است ابر عمل مفهوم ابرساختارها نظریه در اساسͬ مفاهیم ازجمله
،٧ ،٣] به ͬ توان م ابرساختارها از دسته این درباره گاهͬ آ برای ͬ کنند. م ایجاد گوناگونͬ رده های و تقسیم متنوعͬ
شرکت پذیر ابرعمل های و شرکت پذیر ابر عمل های از عبارت اند ابرعمل ها از مهم دسته دو کرد. مراجع [١۵ ،١٢ ،٨
از دسته دو این بیشتر مطالعه برای است. شده معرفͬ Hv‐گروه ها و نیم ابرگروه ها رده آن ها براساس که ضعیف

نمود. مراجعه [١۶ ،۶] به ͬ توان م ابرساختارها
عناوین با مجزا دسته دو به را نیم ابرگروه ها رده شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابر عمل های بیان با مقاله این در
از مختلفͬ رده های و ͬ نماییم م افراز شرکت پذیر غیر تجمعͬ طور به و شرکت پذیر تجمعͬ به طور نیم ابرگروه های
کامل، نیم ابرگروه های از جمله ابر ساختارها ار مختلفͬ انواع همچنین ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد و معرفͬ را آن ها
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قرار تحقیق مورد شرکت پذیر تجمعͬ به طور خاصیت برقراری لحاظ به را ͬ گروه ها پل و ساده شدنͬ، نیم ابرگروه های
ابر ساختار ،[١٧] نتایج از استفاده با در پایان ͬ کنیم. م شناسایی را کوچͺتر مرتبه های یͺریختͬ حد در و ͬ دهیم م
ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد شرکت پذیری تجمعͬ به طور خاصیت برقراری جنبه از را لپتون ها مجموعه روی ایجاد شده

ͬ دهد. م تشͺیل تجمعͬ ابرگروه ͷی ایجاد شده ابر ساختار که ͬ کنیم م ثابت و

پیشنیاز ها .٢

ͬ کنیم. م یادآوری [٨ ،٧ ،۶] مراجع از را مقاله این در استفاده مورد مفاهیم بخش این در
ͬ کنیم م تعریف n ∈ N برای است. ناتهͬ مجموعه ای H کنید فرض

Hn = {(x١, x٢, . . . , xn)|xi ∈ H, ١ ≤ i ≤ n, i ∈ N}.

ابرعمل ͷی را ∗ : H × H → P ∗(H) تابع ͬ دهیم. م نشان P ∗(H) با را H ناتهͬ زیرمجموعه های همه خانواده
B و A و باشد H روی ابرعمل ͷی ∗ کنید فرض ͬ نامیم. م ابرگروه واره را (H, ∗) مرتب زوج و H روی دوتایی

که ͬ کنیم م قرارداد صورت دراین باشند، H از ناتهͬ زیرمجموعه های

A ∗B :=
∪

a∈A,b∈B
a ∗ b.

x با را {x} تک عضوی مجموعه کلͬ به طور .A ∗ x := A ∗ {x} و x ∗ A := {x} ∗ A ͬ دهیم م قرار همچنین
اگر .(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ،(x, y, z) ∈ H٣ هر برای هرگاه گوییم، شرکت پذیر را ∗ ابرعمل ͬ دهیم. م نمایش
برای هرگاه گوییم، شبه ابرگروه را H ابرگروه واره ͬ نامیم. م نیم ابرگروه ͷی را (H, ∗) آنگاه باشد، شرکت پذیر ∗ ابرعمل
شبه ͷی که را نیم ابر گروهͬ ͬ شود. م نامیده تکثیر اصل خاصیت این a؛ ∗H = H ∗ a = H باشیم داشته a ∈ H هر
ͬ نامیم، م راست همانͬ را e ∈ H عضو است. ابرگروه واره ͷی (H, ∗) کنید فرض ͬ نامیم. م ابر گروه باشد ابر گروه
هرگاه گویند، همانͬ را e ∈ H عضو ͬ شود. م تعریف مشابه به طریق چپ همانͬ .y ∈ y ∗ e ،y ∈ H هر برای هرگاه

،y ∈ H هر برای اگر تنها و اگر است همانͬ e ∈ H پس باشد. چپ همانͬ و راست همانͬ

y ∈ y ∗ e ∩ e ∗ y.

هرگاه ͬ نامیم، م جابجایی را (H, ∗) ابرگروه واره

∀x, y ∈ H, x ∗ y = y ∗ x.

باشیم داشته y ∈ H هر به ازای هرگاه گوییم اسͺالر را x ∈ H عنصر

|x ∗ y| = |y ∗ x| = ١.

نمایش TH نماد با آن را غیراسͺالر عناصر مجموعه و SH نماد با را H ابرگروه واره اسͺالرهای مجموعه این به بعد از
ͬ نامیم. م سره ابرگروه واره باشد غیراسͺالر عنصر ͷی حداقل دارای که را ابرگروه واره ای ͬ دهیم. م

a ∈ H عنصر معکوس را a′ ∈ H عضو است. همانͬ عضو ͷی حداقل دارای (H, ∗) ابرگروه کنید فرض
که باشد موجود e ∈ H همانͬ عضو هرگاه ͬ نامیم، م

e ∈ a ∗ a′ ∩ a′ ∗ a.
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H از y و x هر برای اگر ͬ شود م نامیده همریختͬ f : H −→ H ′ تابع باشند نیم ابرگروه دو (H ′, ◦′) و (H, ◦) اگر
باشیم داشته

f(x ◦ y) ⊆ f(x) ◦′ f(y).

ͬ نامند. م خوب همریختͬ ͷی را f آنگاه باشد برقرار f(x ◦ y) = f(x) ◦′ f(y) رابطه (x, y) ∈ H٢ هر برای اگر
(H, ◦) ∼= ͬ نویسیم م حالت این در باشد، دوسویی و خوب همریختͬ ͷی f اگر یͺریخت اند ابرگروه (نیم) دو همچنین

ͬ دهیم. م نشان H ∼= H ′ با خلاصه به طور و (H ′, ◦′)
باشیم داشته اگر ͬ دهیم، م نشان ⟨P, ·, e,−١ ⟩ به صورت و نامیم ͬ گروه پل را (P, ·) ابرگروه
x)؛ ∈ P هر برای ،e · x = x · e = x (یعنͬ باشد داشته e مانند همانͬ اسͺالر P (١)

باشد؛ داشته P در x−١ مانند یͺتا معکوس عضو ͷی P از x عضو هر (٢)
.z ∈ y−١ · x و y ∈ x · z−١ دهد نتیجه x ∈ y · z (٣)

x · y ∈ K دهد نتیجه x, y ∈ K اگر گوییم P از ͬ گروه پل زیر ͷی را ⟨P, ·, e,−١ ⟩ ͬ گروه پل از K ناتهͬ زیرمجموعه
.x−١ ∈ K بͽیریم نتیجه x ∈ K از و

شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابرگروه های .٣

ازجمله ابر ساختارها از مختلفͬ انواع ͬ  کنیم. م معرفͬ را شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابر عمل تعریف بخش این در
و ͬ دهیم م قرار تحقیق مورد مفهوم این به توجه با را ͬ گروه ها پل و ساده شدنͬ، نیم ابرگروه های کامل، نیم ابرگروه های

ͬ کنیم. م مشخص را ابرساختارها از دسته این ۴ از کمتر مرتبه های یͺریختͬ حد در

تجمعͬ به طور ◦ ابر عمل گوییم باشد. H روی شرکت پذیر ابرعمل ◦ و نا تهͬ مجموعه ای H کنید فرض .٣ . ١ تعریف
باشیم داشته به طوری که باشد موجود (x, y, z) ∈ T ٣

H سه تایی هرگاه است شرکت پذیر

{x ◦ t | t ∈ y ◦ z} ̸= {s ◦ z | s ∈ x ◦ y}.

ͬ نامیم. م H در تجمعͬ سه تایی ͷی ͬ کند م صدق فوق نامساوی در که را (x, y, z) ∈ T ٣
H سه تایی این به بعد از

ͷی حداقل دارای یا نباشد) (سره TH = ∅ هرگاه نامیم تجمعͬ را (H, ◦) ابر گروه) (یا نیم ابرگروه علاوه بر این،
ͬ نامیم. م غیرتجمعͬ نیم ابر گروه نباشد تجمعͬ که را نیم ابرگروهͬ باشد. تجمعͬ سه تایی

تجمعͬ نیم ابرگروه ͷی نیم گروه هر پس هستند، اسͺالر نیم گروه هر عناصر تمام چون فوق تعریف بنابه .٣ . ١ تبصره
است.

ͬ گیریم م نظر در را زیر ابر گروه .H = {a, b, c} کنید فرض .٣ . ٢ مثال

◦ a b c

a a H H

b H {b, c} {b, c}
c H {b, c} {b, c}

زیرا است؛ تجمعͬ (H, ◦) ابرگروه این صورت در

A = {a ◦ x | x ∈ b ◦ c} = {a ◦ b, a ◦ c} = {H}
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و
B = {y ◦ c | y ∈ a ◦ b} = {a ◦ c, b ◦ c, c ◦ c} = {H, {b, c}}

.A ̸= B بنابراین

◦ تعمیم یافته ابرعمل .TH = H آن در که باشد H روی ابر عملͬ ◦ و نا تهͬ مجموعه ای H کنید فرض .٣ . ٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت Ĥ = P ∗(H) روی که است ابرعملͬ ͬ شود م داده نمایش ◦̂ با که

∀(A,B) ∈ Ĥ٢, A◦̂B = {a ◦ b | a ∈ A, b ∈ B}.

است. برقرار زیر قضیه اکنون

غیراسͺالر عنصرش هر که باشد غیرتجمعͬ نیم ابرگروهͬ (H, ◦) اگر تنها و اگر است نیم ابر گروه (Ĥ, ◦̂) .۴ . ٣ قضیه
است.

داریم صورت این در .(x, y, z) ∈ H٣ و باشد نیم ابر گروه ͷی (Ĥ, ◦̂) کنید فرض اثبات.

(x◦̂y)◦̂z = x◦̂(y◦̂z);

لذا
{t ◦ z | t ∈ x ◦ y} = {x ◦ t | t ∈ y ◦ z},

بنابراین و
(x ◦ y) ◦ z = ∪{t ◦ z | t ∈ x ◦ y} = ∪{x ◦ t | t ∈ y ◦ z} = x ◦ (y ◦ z).

داریم (x, y, z) ∈ Ĥ٣ هر برای .TH = H و باشد غیرتجمعͬ (H, ◦) نیم ابرگروه کنیم فرض برعکس،

(x◦̂y)◦̂z = {t ◦ z | t ∈ x ◦ y} = {x ◦ t | t ∈ y ◦ z} = x◦̂(y◦̂z).

آنگاه (A,B,C) ∈ Ĥ٣ اگر حال

(x◦̂y)◦̂z ∈ (A◦̂B)◦̂C ⇒ (x◦̂y)◦̂z = x◦̂(y◦̂z) ∈ A◦̂(B◦̂C);

خاصیت در ◦̂ ابرعمل درنتیجه و است برقرار نیز شمول عکس مشابه، به طریق .(A◦̂B)◦̂C ⊆ A◦̂(B◦̂C) لذا
□ ͬ کند. م صدق شرکت پذیری

باشد. جابجایی غیرتجمعͬ ابرگروهͬ (H, ◦) اگر تنها و اگر است جابجایی ابر گروه (Ĥ, ◦̂) .۵ . ٣ گزاره

□ ͬ شود. م انجام به آسانͬ اثبات اثبات.

ͬ گیریم م نظر در را زیر ابر گروه H = {e, a, b}. کنید فرض .۶ . ٣ مثال

◦ e a b

e {a, b} {e, b} {e, a}
a {e, b} {e, a} {a, b}
b {e, a} {a, b} {e, b}
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جابجایی و تعمیم یافته ابرگروه همچنین است. اسͺالر غیر عنصرش هر که است غیرتجمعͬ ابرگروهͬ (H, ◦) پس
است زیر به صورت آمده به دست

Ĥ = P ∗(H) = {e, a, b, {e, a}, {e, b}, {a, b}, {e, a, b}}.

◦̂ e a b {e, a} {e, b} {a, b} {e, a, b}
e {a, b} {e, b} {e, a} {{a, b}, {e, b}} {{a, b}, {e, a}} {{e, a}, {e, b}} A

a {e, a} {a, b} {{e, a}, {e, b}} {{a, b}, {e, b}} {{e, a}, {a, b}} A

b {e, b} {{a, b}, {e, a}} {{e, b}, {e, a}} {{a, b}, {e, b}} A

{e, a} A A A A

{e, b} A A A

{a, b} A A

{e, a, b} A

.A = {{e, a}, {e, b}, {a, b}} آن در که

صورت به ◦ ابر عمل آن در که (G, ◦) صورت این در باشد عضو سه حداقل با گروهͬ (G, ·) کنید فرض .٣ . ٧ گزاره
ͬ شود م تعریف زیر

∀(x, y) ∈ G٢, x ◦ y = G− {x · y}

است. غیرتجمعͬ ابر گروه ͷی

صورت این در باشند، دلخواهͬ عناصر کنید فرض است. شرکت پذیر ابر عمل که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

(x ◦ y) ◦ z =
∪

t∈x◦y
t ◦ z ⊇ t١ ◦ z ∪ t٢ ◦ z = G,

دیͽر، طرف از .t١ ̸= t٢ آن در که

x ◦ (y ◦ z) =
∪

s∈y◦z
x ◦ s ⊇ x ◦ s١ ∪ x ◦ s٢ = G,

.(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) این بنابر ،s١ ̸= s٢ آن در که
،(x, y, z) ∈ G٣ هر برای کنیم ثابت است کافͬ منظور این برای است. غیرتجمعͬ ◦ ابر عمل که ͬ کنیم م ثابت حال

{a ◦ z | a ∈ x ◦ y} = {x ◦ b | b ∈ y ◦ z}.

داریم درنتیجه و b ̸= y · z لذا b = x−١ ◦ z، کنید فرض همچنین .a ̸= x · y بنابراین ،a ∈ x ◦ y کنید فرض
□ است. غیرتجمعͬ ◦ ابرعمل بنابراین x؛ ◦ b = a ◦ x

عضوی ٢ گروهͬ (G, ◦) لذا و است عمل ◦ ابرعمل باشد، ٢ مرتبه از گروهͬ (G, ·) اگر فوق گزاره در .٣ . ٢ تبصره
است. تجمعͬ و

٣٣ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127759.1419

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127759.1419


٢٩–۴۶ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جعفرپور، م. و آقابزرگͬ ح.

و (x١, . . . , xn) ∈ Hn و n,m ≥ ٢ هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده کامل (H, ·) نیم ابرگروه .٣ . ٨ تعریف
باشیم داشته ،(y١, . . . , ym) ∈ Hm

n∏
i=١

xi
∩ m∏

j=١
yj ̸= ∅ =⇒

n∏
i=١

xi =

m∏
j=١

yj .

است. غیرتجمعͬ باشد) غیراسͺالر عنصر ͷی دارای حداقل (یعنͬ سره و کامل هرنیم ابر گروه .٣ . ٩ قضیه

آنگاه a ∈ x ◦ y اگر .(x, y, z) ∈ H٣ و باشد سره کامل نیم ابر گروه (H, ◦) کنید فرض اثبات.

a ◦ z ⊆ (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z);

بنابراین و a ◦ z = x ◦ b پس است، Hکامل چون a ◦ z ∩ x ◦ b ̸= ∅. به طوری که دارد وجود b ∈ y ◦ z بنابراین

{a ◦ z | a ∈ x ◦ y} = {x ◦ b | b ∈ y ◦ z}.

□ است. غیرتجمعͬ (H, ◦) درنتیجه

Ag و G آن در که نوشت، H =
∪
g∈G

Ag به صورت آن را بتوان اگر است کامل (H, ◦) ابرگروه .([٧]) ٣ . ١٠ قضیه

ͬ کنند م صدق زیر شرایط در
است؛ گروه (G, ·) (١)

Ax؛ ∩Ay = ∅ داریم ،x ̸= y که ،(x, y) ∈ G٢ هر برای (٢)
.a ◦ b = Ax·y آنگاه ،(a, b) ∈ Ax ×Ay اگر (٣)

در .x◦̄y = H − x ◦ y باشیم داشته (x, y) ∈ H٢ هر برای و سره کامل ابر گروهͬ (H, ◦) کنید فرض .٣ . ١١ قضیه
.x ◦ y ̸= H باشیم داشته (x, y) ∈ H٢ هر برای اگر تنها و اگر است غیرتجمعͬ ابرگروهͬ (H, ◦̄) صورت این

مجموعه های از خانواده ای و (G, ·) گروه قبل قضیه بنا به است. شرکت پذیر ◦̄ ابر عمل ͬ کنیم م ثابت ابتدا اثبات.
a ◦ b = Ax·y داریم (a, b) ∈ H٢ هر برای همچنین Hو =

∪
g∈GAg که دارد وجود {Ag}g∈G مانند مجزا دو به دو

a ∈ Ax به طوری که دارد وجود (x, y, z) ∈ G٣ پس (a, b, c) ∈ H؛٣ کنید فرض حال .b ∈ Ay و a ∈ Ax آن در که
داریم .c ∈ Az و b ∈ Ay و

a◦̄b)◦̄c = (H − a ◦ b)◦̄c =

 ∪
t∈G−{x·y}

At

 ◦̄c =

( ∪
t∈x̄·y

At

)
◦̄c =

∪
s∈(x̄·y)̄·z

As

=
∪

s∈x̄·(ȳ·z)

As = a◦̄

( ∪
u∈ȳ·z

Au

)
= a◦̄(H − b ◦ c) = a◦̄(b◦̄c),

ͬ کنیم م ثابت این، بر علاوه است. شرکت پذیر ◦̄ ابرعمل لذا .ȳ·z = G− {x · y} آن در که

A = {a◦̄u | u ∈ b◦̄c} = {v◦̄c | v ∈ a◦̄b}.

صورت این در است، (H, ◦) زیرابرگروه در c وارون c
′ که v ∈ a ◦ u ◦ c′ اگر .u ∈ b◦̄c که a◦̄u ∈ A کنید فرض

باشد (H, ◦) در a وارون a
′ اگر .v ∈ a ◦ b ∩ a ◦ u ◦ c′ آنگاه v /∈ a◦̄b اگر این صورت غیر در زیرا v ∈ a◦̄b؛ داریم
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داریم

a
′ ◦ a ◦ b = a

′ ◦ a ◦ u ◦ c′ = e ◦ u ◦ c′ = u ◦ c′ ,

لذا است. H ابرگروه همانͬ عضو e آن در که

u ∈ u ◦ c′ ◦ c = a
′ ◦ a ◦ b ◦ c = b ◦ c,

لذا ͬ شود. م نتیجه v ∈ a◦̄b بنابراین است. تناقض که u /∈ b◦̄c پس

v◦̄c = (a◦̄b)◦̄c = a◦̄(b◦̄c) = a◦̄u

◦̄ ابر عمل که ͬ گیریم م نتیجه حͺم این با .A = B بنابراین و B ⊆ A مشابه به طریق .A ⊆ B و a◦̄u = v◦̄c ∈ B و
□ است. غیرتجمعͬ

باشیم داشته (x, y, z) ∈ H٣ هر برای هرگاه گوییم راست از ساده شدنͬ را (H, ◦) نیم ابر گروه .٣ . ١٢ تعریف

x ◦ z = y ◦ z ⇒ x = y.

باشیم داشته (x, y, z) ∈ H٣ هر برای هرگاه گوییم چپ از ساده شدنͬ را (H, ◦) نیم ابر گروه

x ◦ y = x ◦ z ⇒ y = z.

باشد. چپ و راست از ساده شدنͬ هرگاه گوییم ساده شدنͬ را (H, ◦) نیم ابر گروه

|x◦y| ≠ به طوری که باشد موجود (x, y, z) ∈ T ٣
H عضو و ساده شدنͬ نیم ابرگروه ͷی (H, ◦) کنید فرض .٣ . ١٣ گزاره

است. تجمعͬ نیم ابرگروهͬ (H, ◦) دراین صورت ،|y ◦ z|

داریم .|x ◦ y| ̸= |y ◦ z| و (x, y, z) ∈ T ٣
H کنید فرض اثبات.

|{t ◦ z|t ∈ x ◦ y}| = |x ◦ y|, |{x ◦ s|s ∈ y ◦ z}| = |y ◦ z|;

لذا

{x ◦ s|s ∈ y ◦ z} ̸= {t ◦ z|t ∈ x ◦ y}.

□

،(a, b, x) ∈ T ٣
H هر برای آنگاه باشد، ساده شدنͬ و غیر تجمعͬ نیم ابر گروه (H, ◦) اگر .١۴ . ٣ نتیجه

|b ◦ x| = |a ◦ b| = |x ◦ a|.

.|x ◦ y| = |y ◦ x| داریم (x, y) ∈ T ٢
H هر ازای به باشد، ساده شدنͬ و غیرتجمعͬ متناهͬ، نیم ابرگروهͬ اگر بنابراین

.|x ◦ y| = n ،(x, y) ∈ T ٢
H هر به ازای به طوری که دارد وجود n مانند طبیعͬ عدد لذا

نیست. درست قبل نتیجه عکس که ͬ دهیم م نشان زیر مثال در
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ͬ گیریم م نظر در را زیر ابر گروه .H = {a, b, c} کنید فرض .١۵ . ٣ مثال

◦ e a b

e {e, a} {a, b} {e, b}
a {e, b} {e, a} {a, b}
b {a, b} {e, b} {e, a}

ابرگروه این (یعنͬ {t ◦ b|t ∈ e ◦ a} ̸= {e ◦ t|t ∈ a ◦ b} همچنین .|x ◦ y| = ٢ و است ساده شدنͬ (H, ◦) ابرگروه
است). تجمعͬ

هر برای به طوری که باشد داشته وجود n طبیعͬ عدد هرگاه ͬ نامیم م n‐یͺدست را (H, ◦) نیم ابرگروه .١۶ . ٣ تعریف
.|x ◦ y| = n ،(x, y) ∈ H٢

و |x ◦ y| = ٢ ،(x, y) ∈ H٢ هر برای به طوری که باشد H روی ابر عملͬ ◦ و H = {e, a, b} کنید فرض .٣ . ١٧ لم
شرط (x, y, z) ∈ H٣ هر برای یعنͬ باشد؛ برقرار حذف قانون همچنین

x ◦ y = x ◦ z ⇒ y = z و y ◦ x = z ◦ x ⇒ y = z

است. ابر گروه (H, ◦) در این صورت باشد. برقرار

با {a, b} و {e, b}، {e, a} از عبارت اند H دوعضوی زیرمجموعه های چون (x, y, z) ∈ H٣ هر برای اثبات.
داریم y ̸= z اگر (x, y, z) ∈ H٣ هر برای است برقرار چپ از حذف قانون اینکه به توجه

(x ◦ y) ◦ z = {u, v} ◦ z = u ◦ z ∪ v ◦ z = H.

داریم است قرار بر راست از حذف قانون اینکه به توجه با همچنین

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ {s, t} = x ◦ s ∪ x ◦ t = H.

دیده به وضوح همچنین ͬ کند. م صدق شرکت پذیری درخاصیت ◦ ابر عمل بنابراین و (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) لذا
□ ͬ کند. م صدق نیز تکثیر اصل خاصیت در ◦ ابر عمل یعنͬ H؛ ◦ x = H = x ◦H ،x ∈ H هر برای که ͬ شود م

است. زیر صورت های از ͬͺی به ٣ مرتبه از ساده نشدنͬ و ٢‐یͺدست نیم ابر گروه های کیلͬ جدول .٣ . ١٨ گزاره

◦١ e a b

e {e, a} {e, b} {a, b}
a {a, b} {e, a} {e, b}
b {e, b} {a, b} {e, a}

◦٢ e a b

e {e, a} {e, b} {a, b}
a {e, b} {a, b} {e, a}
b {a, b} {e, a} {e, b}

◦٣ e a b

e {e, a} {a, b} {e, b}
a {a, b} {e, b} {e, a}
b {e, b} {e, a} {a, b}

◦۴ e a b

e {e, a} {a, b} {e, b}
a {e, b} {e, a} {a, b}
b {a, b} {e, b} {e, a}

◦۵ e a b

e {e, b} {e, a} {a, b}
a {e, a} {a, b} {e, b}
b {a, b} {e, b} {e, a}

◦۶ e a b

e {e, b} {e, a} {a, b}
a {a, b} {e, b} {e, a}
b {e, a} {a, b} {e, b}
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◦٧ e a b

e {a, b} {e, a} {e, b}
a {e, b} {a, b} {e, a}
b {e, a} {e, b} {a, b}

◦٨ e a b

e {a, b} {e, a} {e, b}
a {e, a} {e, b} {a, b}
b {e, b} {a, b} {e, a}

◦٩ e a b

e {a, b} {e, b} {e, a}
a {e, b} {e, a} {a, b}
b {e, a} {a, b} {e, b}

◦١٠ e a b

e {a, b} {e, b} {e, a}
a {e, a} {a, b} {e, b}
b {e, b} {e, a} {a, b}

◦١١ e a b

e {e, b} {a, b} {e, a}
a {e, a} {e, b} {a, b}
b {a, b} {e, a} {e, b}

◦١٢ e a b

e {e, b} {a, b} {e, a}
a {a, b} {e, a} {e, b}
b {e, a} {e, b} {a, b}

باشد زیر به صورت ◦ ابر عمل کیلͬ جدول و H = {e, a, b} کنید فرض اثبات.

◦ e a b

e e ◦ e e ◦ a e ◦ b
a a ◦ e a ◦ a a ◦ b
b b ◦ e b ◦ a b ◦ b

{e, b} ،{e, a} عضوی ٢ زیرمجموعه ٣ دارای H و |x ◦ y| = ٢ ،(x, y) ∈ H٢ هر برای اینکه به توجه با
◦ ابر عمل باید چون طرفͬ از است. حالت ٣ ،e ◦ e انتخاب برای ممͺن حالات کل تعداد بنابراین است؛ {a, b}و
حالت ٢ نیز a◦a برای و حالت ٢ ،e◦a انتخاب برای ممͺن حالات تعداد پس باشد راست از حذف خاصیت دارای
١٢ ممͺن ابرعمل های کل تعداد پس ͬ باشد، م حالت ١ ممͺن انتخاب تعداد حالات سایر برای همچنین ͬ باشد. م
و ٢‐یͺدست ابرگروه های کل تعداد لذا ͬ شود م تشͺیل ابر گروه ͷی حالت هر در چون قبل، لم بنا به است. حالت
□ است. گزاره در ذکر شده ممͺن حالت ١٢ ساده شدنͬ،

تجمعͬ (H, ◦) آنگاه باشد، ٣ مرتبه از غیرجابجایی ساده شدنͬ و ٢‐یͺدست نیم ابرگروهͬ (H, ◦) اگر .٣ . ١٩ قضیه
است.

از عبارت اند ٣ مرتبه از غیرجابجایی ساده شدنͬ و ٢‐یͺدست نیم ابرگروه های قبل گزاره به توجه با اثبات.

◦١ e a b

e {e, a} {e, b} {a, b}
a {a, b} {e, a} {e, b}
b {e, b} {a, b} {e, a}

◦۴ e a b

e {e, a} {a, b} {e, b}
a {e, b} {e, a} {a, b}
b {a, b} {e, b} {e, a}

◦۶ e a b

e {e, b} {e, a} {a, b}
a {a, b} {e, b} {e, a}
b {e, a} {a, b} {e, b}

◦٧ e a b

e {a, b} {e, a} {e, b}
a {e, b} {a, b} {e, a}
b {e, a} {e, b} {a, b}

◦١٠ e a b

e {a, b} {e, b} {e, a}
a {e, a} {a, b} {e, b}
b {e, b} {e, a} {a, b}

◦١١ e a b

e {e, b} {a, b} {e, a}
a {e, a} {e, b} {a, b}
b {a, b} {e, a} {e, b}

داریم آن ها از ͷهری برای زیرا شرکت پذیرند؛ تجمعͬ به طور و٧◦ و۶◦ و۴◦ ◦١ ابرعمل های

{x ◦ a|x ∈ e ◦ b} ̸= {e ◦ x|x ∈ b ◦ a}.
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است برقرار زیر شرط ◦١٠ ابر عمل برای

{x ◦ b|x ∈ a ◦ e} ̸= {a ◦ x|x ∈ e ◦ b}.

است برقرار زیر نامساوی ◦١١ ابر عمل برای همچنین

{x ◦ b|x ∈ e ◦ a} ̸= {e ◦ x|x ∈ a ◦ b}.

□

نیست. غیرتجمعͬ لزوما ٣ مرتبه از جابجایی ساده شدنͬ و ٢‐یͺدست ابر گروه هر ͬ دهد م نشان زیر مثال

بͽیرید نظر در را زیر جابجایی ابرگروه .٣ . ٢٠ مثال

◦ e a b

e {e, a} {e, b} {a, b}
a {e, b} {a, b} {e, a}
b {a, b} {e, a} {e, b}

است برقرار زیر شرط ابرگروه این در

{x ◦ b|x ∈ e ◦ a} = {{a, b}, {e, b}} ≠ {{e, a}, {e, b}} = {e ◦ x|x ∈ a ◦ b}.

اولین بار برای را ͬ گروه پل مفهوم هستند. ͬ گروه ها پل دارند گروه ها به ͷنزدی خواصͬ که ابرساختارهایی ازجمله
ͬ گروه های پل تعداد مرجع این در نمود. مراجعه [٨] به ͬ توان م ͬ گروه ها پل دقیق تر مطالعه برای کرد؛ مطرح [۵] در کومر

دارد. وجود ٢ مرتبه از ͬ گروه پل ٢ که است شده ثابت و شده اند مشخص یͺریختͬ حد در ٢ مرتبه از

دارد. وجود ٢ مرتبه از غیرتجمعͬ ͬ گروه پل ͷی فقط یͺریختͬ حد در .٣ . ٢١ قضیه

دارند: وجود هستند ٢ مرتبه از که زیر ͬ گروه پل دو یͺریختͬ حد در اثبات.

Q١ e a

e e a

a a e

Q٢ e a

e e a

a a {e, a}

سه تایی برای و TQ٢ = {a} و Q٢ ͬ گروه پل در اما است. تجمعͬ بنابراین و است ٢ مرتبه از گروهͬ Q١ ͬ گروه پل
داریم (a, a, a)

{x ◦ a|x ∈ a ◦ a} = {a ◦ x|x ∈ a ◦ a}.

□

و دارد) وجود ٣ مرتبه از ͬ گروه پل ١٠) شده اند شمارش یͺریختͬ حد در ٣ مرتبه از ͬ گروه های پل تعداد [٨] در
است زیر به صورت آن ها از ͷی هر کیلͬ جدول

P١ e a b

e e a b

a a b e

b b e {e, a}

P٢ e a b

e e a b

a a e b

b b b {e, a, b}

P٣ e a b

e e a b

a a a {e, a, b}
b b {e, a, b} b

P۴ e a b

e e a b

a a b e

b b e a
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P۵ e a b

e e a b

a a {e, a} b

b b b {e, a}

P۶ e a b

e e a b

a a {e, a} b

b b b {e, a, b}

P٧ e a b

e e a b

a a {e, b} {a, b}
b b {a, b} {e, a}

P٨ e a b

e e a b

a a {e, b} {a, b}
b b {a, b} {e, a, b}

P٩ e a b

e e a b

a a {a, b} {e, a, b}
b b {e, a, b} {a, b}

P١٠ e a b

e e a b

a a {e, a, b} {a, b}
b b {a, b} {e, a, b}

دارد. وجود ٣ مرتبه از غیرتجمعͬ ͬ گروه پل دو فقط یͺریختͬ حد در .٣ . ٢٢ قضیه

ͬ گروه های پل در ͬ اند. تجمع ͬͽهم بقیه و غیرتجمعͬ P٢ و P١ ͬ گروه های پل ،P١٠ تا P١ ͬ گروه های پل از اثبات.
داریم (b, b, b) سه تایی برای و TP٢ = TP١ = {b} ،P٢ و P١

{x ◦ b|x ∈ b ◦ b} = {b ◦ x|x ∈ b ◦ b}.

ͷی (a.b.b) سه تایی P۶ ،P۵ ،P٣ ͬ گروه های پل برای ͬ اند. تجمع سه تایی دارای P۴ به جز ٣ مرتبه ͬ گروه های پل سایر
□ است. تجمعͬ عنصر ͷی (a.a.b) P١٠سه تایی ،P٩ ،P٨ ،P٧ ͬ گروه های پل برای همچنین است. تجمعͬ عنصر

هسته ای ͷفیزی و بنیادی ذرات ͷفیزی به وابسته تجمعͬ ابر گروه .۴

بلوک های از ͬͺی ذره این لذا ندارد؛ داخلͬ ساختار هیچ که ͬ شود م گفته ذره ای به بنیادی ذره ،ͷفیزی علم در
جهان عنصر بنیادی ترین به عنوان الͺترون که ١٨٩٧ سال از عملا́ ͬ دهد. م تشͺیل را ما اطراف جهان ساختمانͬ
ایجاد برای شدند. معرفͬ به تدریج بنیادی ذرات پس آن از آمد. پدید بنیادی ذرات ͷفیزی شد کشف تامسون توسط
متفاوتͬ مدل های ذرات، برهم کنش کار و ساز توجیه برای مناسب الͽوی ارائه و ذرات از بزرگ مجموعه در نظم
پاد شش و لپتون شش استاندارد مدل در .[١۴] ͬ شود م نامیده استاندارد مدل آن ها مهم ترین که است گردیده ارائه
نسل الͺترون، نوترینوی پاد و الͺترون، نوترینوی پوزیترون، الͺترون، شامل اول نسل ͬ شود. م ظاهر نسل سه در لپتون
تائون، نوترینوی پادتائون، تائون، شامل سوم نسل و میون پادنوترینوی و میون، نوترینوی پادمیون، میون، شامل دوم

به صورت عنصر ١٢ شامل لپتون ها مجموعه بنابراین ͬ باشد. م تائون پادنوترینوی و

L = {e, µ, τ, e+, µ+, τ+, ve, vµ, vτ , ve, vµ, vτ}

با آن ها است. شده ارائه ١ جدول به صورت لپتون ها مجموعه روی ابرعمل همͺاران و موسوی نژاد [١٧] در است.
این در ͬ کند. م صدق ضعیف شرکت پذیری خاصیت در ابر عمل این که دادند نشان ١۴ میپل نرم افزار از گرفتن ͷکم

ͬ دهد. م تشͺیل تجمعͬ ابرگروه ͷی و دارد شرکت پذیری خاصیت ͬ شده معرف ابرساختار که ͬ کنیم م ثابت بخش
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⊗ e νe e+ ν̄e µ νµ µ+ ν̄µ τ ντ τ+ ν̄τ

e e e, νe L e, ν̄e e, µ e, νe e, νe e, ν̄µ e, τ e, νe e, νe e, ν̄τ

µ, ν̄µ µ, νµ µ+, ν̄µ τ, ντ τ+, ν̄τ

τ, ν̄τ

νe e, νe νe e+, νe L e, νe νe, νµ µ+, νe e, νe e, νe ντ , νe νe, τ
+ e, νe

µ+, νµ µ, νµ µ+, ν̄µ τ, ντ τ+, ν̄τ

τ+, ντ

e+ L e+, νe e+ e+, ν̄e µ, νµ e+, νµ e+, µ+ µ+, ν̄µ e+, ν̄e e+, ντ e+, τ+ e+, ν̄e

µ+, νµ e+, ν̄e e+, ν̄e τ, ντ τ+, ν̄τ

τ+, ντ

ν̄e e, ν̄e L e+, ν̄e ν̄e µ, ν̄e µ, νµ µ+, ν̄µ ν̄e, ν̄µ τ, ν̄e e+, ν̄e e+, ν̄e ν̄e, ν̄τ

µ, ν̄µ e+, ν̄e e+, ν̄e τ, ντ τ+, ν̄τ

τ, ν̄τ

µ e, µ e, νe µ, νµ µ, ν̄e µ µ, νµ L e, ν̄e µ, τ τ, ντ τ+, ν̄τ µ, ν̄τ

µ, νµ e+, ν̄e µ, ν̄µ µ, νµ µ, νµ

τ, ν̄τ

νµ e, νe νe, νµ e+, νµ µ, νµ µ, νµ νµ e+, νe L τ, ντ νµ, ντ τ+, νµ τ+, ν̄τ

µ, νµ e+, ν̄e µ+, νµ µ, νµ µ, νµ

τ+, ντ

µ+ e, νe µ+, νe e+, µ+ µ+, ν̄µ L e+, νe µ+ µ+, ν̄µ µ+, ν̄µ µ+, ντ µ+, τ+ µ+, ν̄µ

µ+, ν̄µ e+, ν̄e µ+, νµ τ, ντ τ+, ν̄τ

τ+, ντ

ν̄µ e, ν̄µ e, νe µ+, ν̄µ ν̄e, ν̄µ e, ν̄e L µ+, ν̄µ ν̄µ τ, ν̄µ µ+, ν̄µ µ+, ν̄µ ν̄τ , ν̄µ

µ+, ν̄µ e+, ν̄e µ, ν̄µ τ, ντ τ+, ν̄τ

τ, ν̄τ

τ e, τ e, νe e+, ν̄e τ, ν̄e µ, τ τ, ντ µ+, ν̄µ τ, ν̄µ τ τ, ντ L e, ν̄e

τ, ντ τ, ντ µ, νµ τ, ντ µ, ν̄µ

τ, ν̄τ

ντ e, νe ντ , νe e+, ντ e+, ν̄e τ, ντ νµ, ντ µ+, ντ µ+, ν̄µ τ, ντ ντ e+, νe L

τ, ντ τ, ντ µ, νµ τ, ντ µ+, νµ

τ+, ντ

τ+ e, νe νe, τ
+ e+, τ+ e+, ν̄e τ+, ν̄τ τ+, νµ µ+, τ+ µ+, ν̄µ L e+, νe τ+ τ+, ν̄τ

τ+, ν̄τ τ+, ν̄τ µ, νµ τ+, ν̄τ µ+, νµ

τ+, ντ

ν̄τ e, ν̄τ e, νe e+, ν̄e ν̄e, ν̄τ µ, ν̄τ τ+, ν̄τ µ+, ν̄µ ν̄τ , ν̄µ e, ν̄e L τ+, ν̄τ ν̄τ

τ+, ν̄τ τ+, ν̄τ µ, νµ τ+, ν̄τ µ, ν̄µ

τ, ν̄τ

جدول(١)
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کنید فرض

W+ =
{
e+, µ+, τ+

}
, W = {e, µ, τ} ,

V = {ve, vµ, vτ} , V = {ve , vµ , vτ} ,

U = {W+, W, V, V}

و

y∗=


y y∈W+, y∈V
y+ y∈W
y y∈V

ͬ کنیم. م زیرتعریف به صورت را A∗ مجموعه A مانند L از ناتهͬ زیرمجموعه هر برای

A∗ = {a∗ | a∈A} .

ͬ گیریم. م نظر در را زیر ابر عمل باشد، L مجموعه از دلخواه عضو دو x, y اگر

y ⊙ x = x ⊙ y=



{x, y} x, y∈X, X∈U
L x∈W, y = x+

{x, y, vy∗ , vx} x∈W, y∈W+ − {x+}
{x, y} x∈W, y = vx, y∈V − {vx}
W ∪ V x∈W, y = vx

{x, y, z, vx} x∈W, y = vz, z ̸= x

a⊙ b+ x=va, y = vb

(x∗ ⊙ y∗ )
∗

x∈W+, y∈ V, y∈V

است). ١ جدول ابرعمل همان ⊗ عمل (ابر x ⊙ y = x ⊗ y داریم L مجموعه از x, y هر برای .١ . ۴ لم

مورد ١ جدول در را اعضا ترکیب وضعیت های ابتدا هستند منطبق هم بر ابر عمل دو این اینکه اثبات برای اثبات.
مͺان ١٠ در و است عضوی ١٢ اعضا ترکیب مͺان دوازده در که ͬ شود م مشاهده ١ جدول در . ͬ دهیم م قرار بررسͬ
دو ترکیب مͺان ها درسایر و عضوی ۴ اعضا تعداد مͺان ٢۴ در همچنین است. عضوی ۶ مجموعه عناصر ترکیب
جدول در را اصلͬ قطر بالای مͺان های است کافͬ دارد جابجایی خاصیت ⊗ ابر عمل اینکه به توجه با است. عضوی

از عبارت  اند به ترتیب مͺان ها این کنیم. بررسͬ ١

x∈W, x⊗x+ L

x∈W, vx⊗vx L

که ͬ گیریم م نتیجه ضابطه هفتم و دوم سطرهای از ⊙ ابرعمل ضابطه طبق بر

x∈W , x ⊙ x+ = vx ⊙ vx = L

داریم ١ جدول در عضوی ۶ ترکیب های برای همچنین
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ve ⊗ e+ = vτ⊗ τ+ e+, µ+, τ+, ve, vµ, vτ

e ⊗ ve = µ⊗ vµ = τ⊗ vτ e, µ, τ, ve, vµ, vτ

که ͬ گیریم م نتیجه آن هشتم و پنجم سطرهای از داده شده ⊙ ابرعمل ضابطه به توجه با حال

ve ⊙ e+ = vτ ⊙ τ+ e+, µ+, τ+, ve, vµ, vτ

e ⊙ ve = µ⊙ vµ = τ⊙ vτ e, µ, τ, ve, vµ, vτ

عضوی چهار یا و عضوی دو مجموعه ای اعضا ترکیب که حالت هایی یعنͬ حالت ها سایر برای مشابه، به طور
□ هستند. منطبق بر هم ابر عمل دو است

ͬ کند. م صدق شرکت پذیری خاصیت در L روی ⊙ ابر عمل .٢ . ۴ گزاره

⊙ ابر عمل شرکت پذیری خاصیت اثبات برای باشند. L مجموعه از دلخواهͬ عناصر x, y, z کنید فرض اثبات.
ͬ دهد. م رخ حالت چند مرحله هر در کنید توجه گرفت. نظر در را زیر مرحله شش ͬ توان م

داریم مرحله این در .{x, y, z} ⊂ X ،X ∈ U مرحله(١).

x ⊙ (y ⊙ z) = {x, y, z} = (x ⊙ y)⊙ z

.z∈{x+, y+} و {x, y} ⊂ W مرحله(٢).

(x ⊙ y)⊙ z = {x, y} ⊙ z = x⊙ z ∪ y ⊙ z = L.

داریم دیͽر طرف از

x ⊙ (y ⊙ z) =

{
L = x ⊙ (y ⊙ y+) = x ⊙ L

L = x ⊙ x+ ⊂ x ⊙ (y ⊙ x+)

است. برقرار حͺم بنابراین
.z∈W+−{x+, y+} و {x, y} ⊂ W مرحله(٣).

(x ⊙ y)⊙ z = {x, y} ⊙ z = x⊙ z ∪ y ⊙ z = {x, y, z, vx, vy, vz∗}

داریم دیͽر طرف از

x ⊙ (y ⊙ z) = x ⊙ {y, z, vz∗ , vy} = {x, y, z, vx, vy, vz∗} .

. (x ⊙ y)⊙ z = x ⊙ (y ⊙ z) پس
.z∈{vx, vy} یا z∈V−{vx, vy} و {x, y} ⊂ W مرحله(۴).

x ⊙ (y ⊙ z) = {x, y, z} = (x ⊙ y)⊙ z.

.z∈{vx, vy} و {x, y} ⊂ W مرحله(۵).

(x ⊙ y)⊙ z = {x, y} ⊙ z = W ∪ V .

x ⊙ (y ⊙ z) = x ⊙W ∪ V = x ⊙W ∪ x ⊙ V = W ∪ V .
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داریم مرحله این در .y ̸= a̸=x که x=va کنید فرض .z∈V−{vx, vy} و {x, y} ⊂ W مرحله(۶).

(x ⊙ y)⊙ z = {x, y} ⊙ z = x⊙ z ∪ y ⊙ z = {x, y, z, a, vx, vy} .

دیͽر سوی از

x ⊙ (y ⊙ z) = x ⊙ {y, z, a, vy} = {x, y, z, a, vx, vy} .

آنگاه {x, y, z} ⊈ W یا {y, z} ⊈ W ،x ∈ W اگر است. برقرار نیزحͺم مرحله این در بنابراین
برقرار x = a+∈W+, y = vb∈ V, z = vc∈V اگر مثال عنوان به است. برقرار مشابه طور به حͺم

داریم آنگاه باشد

(x ⊙ y)⊙ z = (x∗ ⊙ y∗ )
∗ ⊙ z = (a ⊙ vb )

∗ ⊙ z

اما

a ⊙ vb =

{
a ⊙ va = W ∪ V

a ⊙ vb = {a , vb} b ̸= a

بنابراین و

(a ⊙ vb )
∗ =

{
W+ ∪ V

{x , y} b ̸= a

که گرفت نتیجه ͬ توان م اکنون

(a ⊙ vb )
∗ ⊙ z = (a ⊙ vb )

∗ ⊙ vc =

{
W+ ⊙ vc ∪ V ⊙ vc

{x , y} ⊙ vc = {a+ , vb} ⊙ vc b ̸= a

داریم بنابراین

(x ⊙ y)⊙ z = (a ⊙ vb )
∗ ⊙ z =

{
L a = b, b = c

{x , y} ⊙ vc = {a+ , vb} ⊙ vc b ̸= a, b ̸= c

ͬ آید م در زیر به صورت حاصل ⊙ ابر عمل ضابطه به توجه با اکنون

(x ⊙ y)⊙ z = (a ⊙ vb )
∗ ⊙ z =

{
L a = b, b = c

{a+ , vb} ⊙ vc = a+ ⊙ vc ∪ vb ⊙ vc b ̸= a, b ̸= c
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داشت خواهیم و

(x ⊙ y)⊙ z = (a ⊙ vb )
∗ ⊙ z =


L a = b, b = c

a+ ⊙ vc ∪ vb ⊙ vc b ̸= a, b ̸= c, a ̸= c

a+ ⊙ va ∪ vb ⊙ vc b ̸= a, b ̸= c

=


L a = b, b = c

{a+, vc, c+, va} ∪ {b, c+ , vb , vc } b ̸= a, b ̸= c, a ̸= c

{a+, va } ∪ {b, c+ , vb , vc} b ̸= a, b ̸= c

=

{
L a = b, b = c

{x, y, z, c+, va, b} b ̸= a, b ̸= c

کنیم. محاسبه نیز را x ⊙ (y ⊙ z) حاصل است لازم دیͽر سوی از

x ⊙ (y ⊙ z) = a+ ⊙ (vb ⊙ vc) =

{
L b = c

a+ ⊙ (b⊙ c+) b ̸= c

=

{
L b = c

a+ ⊙ {b, c+, vc, vb} b ̸= c

چون اما

a+ ⊙
{
b, c+, vc, vb

}
= a+ ⊙ b ∪ a+ ⊙ c+ ∪ a+ ⊙ vc ∪ a+ ⊙ vb

= {b, a+, va, vb} ∪ {a+, c+} ∪ {a+, c+, vc, va} ∪ {a+, vb}

= {x, y, z, c+, va, b},

ͬ شود م حاصل زیر نتیجه

x ⊙ (y ⊙ z) =

{
L a = b, b = c

{x, y, z, c+, va, b} b ̸= a, b ̸= c

.x⊙ (y ⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z داریم نیز حالت این در بنابراین
□

است. تجمعͬ ابرگروه ͷی (L, ⊙) ابرساختار .٣ . ۴ قضیه

ابرعمل که دهیم نشان است کافͬ بنابراین است. نیم ابر گروه ͷی (L, ⊙) ابر ساختار قبل گزاره طبق بر اثبات.
داریم حالا . x ∈ L کنید فرض منظور این برای ͬ کند. م صدق نیز تجمعͬ و تکثیر اصل خاصیت دارای

L = x⊙x+ ⊆ x⊙L = L⊙x

چون براین، علاوه است. برقرار تکثیر اصل خاصیت پس

{t⊙ ve|t ∈ e⊙ e = e} ̸= {e⊙ t|t ∈ e⊙ ve} = {e⊙ t|t ∈ {e, µ, τ, ve, vµ, vτ}}.

□ ͬ کند. م صدق نیز تجمعͬ خاصیت در ⊙ ابرعمل بنابراین و است تجمعͬ سه تایی ͷی (e, e, ve) سه تایی لذا
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٢٩–۴۶ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بنیادی، ذرات ͷفیزی در آن ها کاربرد و شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابر گروه های

پیشنهادات و نتیجه گیری .۵

قرار مختلف علوم دانشمندان توجه مورد اخیر دهه های در که است مباحثͬ از ͬͺی جبری ابر  ساختارهای نظریه
رده ابرساختار ها، مفاهیم از استفاده با مقاله این در است. شده منتشر زمینه این در ارزشمندی تحقیقات و گرفته
نشان ابرساختار ها از رده این معرفͬ با گرفت. قرار تحقیق مورد و شد معرفͬ شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابرگروه های
اولین بار برای که لپتونͬ اعداد پایستگͬ گرفتن نظر در با لپتون ها بین برهم کنش فرآیند از برگرفته ابرساختار که دادیم
بر علاوه ارتباط این ͬ دهد. م تجمعͬ ابرگروه ͷی تشͺیل است، شده معرفͬ [١۶] در همͺاران و موسوی نژاد توسط
برقراری از استفاده با تا ͬ آورد م فراهم را امͺان این ͬ دهد، م نشان را فرآیندها انجام در نوین نظم ͷی برقراری آنکه
داد. انجام مجموعه این عناصر برهم کنش فرآیند از پیشͽویی هایی بتوان لپتون ها، مجموعه در شرکت پذیری خاصیت

داد. قرار بیشتری مطالعه مورد ابرساختار ها نظریه دیدگاه از ͬ توان م را شرکت پذیر تجمعͬ به طور ابرگروه های رده

قدردانͬ و تشͺر .۶

گردیدند مقاله این کیفیت بهبود باعث خود ارزشمند نظرات با که مقاله این محترم داوران زحمات از نویسندگان
ͬ کنند. م قدردانͬ و تشͺر
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ریاضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣۶٧ سال در وی است. رفسنجان شهر در ١٣۴٨ ماه فروردین متولد آقابزرگͬ حسین
سال در و شد محض ریاضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧۴ سال در و شد کرمان باهنر شهید دانشͽاه دبیری
پایان به دواز بیژن پروفسور راهنمایی تحت را خود دکتری دوره ١٣٩١ سال در و شد یزد دانشͽاه دکتری دوره وارد ١٣٨٨
دانشͽاه ریاضͬ گروه استادیار اکنون و درآمد رفسنجان عج عصر ولͬ دانشͽاه قطعͬ رسمͬ علمͬ هیات عضو به و رساند

ͬ باشد. م (عج) عصر ولͬ

جعفرپور مرتضͬ
رفسنجان (عج)، عصر ولͬ دانشͽاه ریاضͬ، گروه
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ریاضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧۴ سال در وی است. تهران شهر در ١٣۵۴ ماه خرداد متولد جعفرپور مرتضͬ
گرایش در تهران معلم تربیت دانشͽاه ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧٨ سال در شد. رفسنجان (عج) عصر ولͬ دانشͽاه
آنها کاربرد و جبری ابرساختارهای گرایش در رفسنجان (عج) عصر ولͬ دانشͽاه دکتری دوره ١٣٨۵ سال در گردید. جبر
دانشیار وی اکنون گردید. دکتری مدرک اخذ به موفق ١٣٩٠ سال در و نمود آغاز موسوی شاهین سید دکتر راهنمایی تحت

ͬ باشد م رفسنجان (عج) عصر ولͬ دانشͽاه ریاضͬ گروه
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