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اتصال ها رشد نرخ برای کران

شریف تیرداد و ∗ ͬͺمل آهنگری رسول

باشد. مولد متناهͬ و مدرج مدول ‐R ͷی M و استاندارد مدرج جبر ‐K ͷی R میدان، ͷی K کنید فرض چͺیده.
M مدول مدرج مینیمال آزاد تحلیل در انتقال ها رشد نرخ برای اندازه ای که ͬ دهیم م نشان rateR(M) با را M رشد نرخ
کشیده آرتینͬ جبرهای برای رشد نرخ همچنین . است شده بررسͬ حلقه تغییر به نسبت ناوردا این رفتار مقاله این در است.
نرخ برحسب را مدول دو تانسوری حاصل ضرب رشد نرخ برای بالایی کران این بر علاوه ͬ شود. م مشخص دقیق به طور

است. شده تعیین مدول ها از ͷهری رشد

مقدمه .١

معرفͬ ١٩٨٣ و ١٩٨٠ سال های در ١ هیلبرت اولین بار را ͬ مولد متناه مدول ͷی به آزاد تحلیل ͷی کردن وابسته ایده
از سری ͷی حل همچون ͬ توان م را ͬ مولد متناه مدول ͷی برای مینیمال آزاد تحلیل ͷی ساختن منظر، ͷی از کرد.
از استفاده با ͬ توان م را مدول هر ͬ های پیچیدگ و خواص بنابراین گرفت. نظر در چند جمله ای ها معادلات دستگاه  های

داد. قرار مطالعه مورد ͬ آید، م به دست آزاد تحلیل این از که ناورداهایی و آن مینیمال آزاد تحلیل ساختار
ͬ آید م به دست مدول ͷی آزاد مینمیال تحلیل از که را رشد نرخ ناوردای به نام مهم ناورداهای از ͬͺی ما مقاله این در
معادلات دستگاه حل در ظاهر شده چند جمله ای های درجه رشد شیب اندازه گیری برای ابزاری ناوردا این ͬ کنیم. م مطالعه

کرد. خواهیم صحبت ناوردا این درباره دقیق تر به طور ما ادامه در است. بالا در اشاره شده چندجمله ای های
M ͬ مولد متناه مدرج R‐مدول به ازای باشد. استاندارد مدرج K‐جبر ͷی R و میدان ͷی K کنیم فرض
نماد با که است ٢ کاستلنوئووو‐مامفورد ناوردای آن ها از ͬͺی کرد. وابسته M به ͬ توان م را مختلفͬ ناورداهای
ͬ کند. م فراهم مدول مدرج مینیمال آزاد تحلیل پیچیدگͬ برای اندازه گیری ابزار ͷی ناوردا این ͬ دهیم. م نشان regR(M)

نامتناهͬ یا صفر regR(K) که دادند نشان [۴] در ۴ پیوا و ٣ آورامˀف باشد. نامتناهͬ است ممͺن مدول ͷی نظم ناوردای
مشابه ͬͺهمولوژی خواص موارد برخͬ در ک͒سول جبرهای .regR(K) = ٠ هرگاه نامند ۵ ک͒سول را R K‐جبر است.
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ک͒سول R اگر که دادند نشان [٣] در ۶ آیزنباد و آورامˀف مثال، عنوان به دارند. میدان ͷی روی چندجمله ای ها حلقه های
است. متناهͬ متناهͬ، تولید با مدرج R‐مدول هر نظم عدد آنگاه باشد،

ͷی ٧ رشد نرخ است. رشد نرخ ناوردای ͬ شود م داده نسبت ͬ مولد متناه مدرج مدول های به که دیͽری ناوردای
کرد. معرفͬ R بودن ک͒سول خاصیت مطالعه برای [۵] در ٨ باکلین ͬ دهیم، م نشان Rate(R) با که را R مدرج K‐جبر

تنها و اگر است برقرار تساوی نامساوی این در .Rate(R) ≥ ١ داریم همواره و است متناهͬ همیشه جبر هر رشد نرخ
cهای همه برای R(c) = ⊕i≥٠Ric

٩ وِرون˼سه زیرجبر که داد نشان باکلین مفهوم این از استفاده با باشد. ک͒سول R اگر
مدول ها برای را باکلین نتیجه [١] در ١٢ هرتسوگ و ١١ بارکانسͺو ، ١٠ آراموا است. ک͒سول جبری بزرگ کافͬ اندازه به
ͬ دهیم. م نشان rateR(M) با آن را که کردند تعریف M R‐مدول ͷی برای را رشد نرخ مفهوم آنها دادند. گسترش

.Rate(R) = rate(m(١)) آنگاه باشد، R ماکسیمال همͽن ایده آل m اگر
رشد نرخ برای مناسبی بالای کران های و کرد خواهیم مطالعه را مدرج مدول های رشد نرخ ناوردای مقاله، این در

ͬ دهیم. م ارائه مدرج حلقه های از خاصͬ رده روی مدول ها
فصل های در نیاز مورد اولیه اطلاعات و کلͬ مفاهیم اول، فصل در است. شده تنظیم زیر صورت به مقاله این مطالب
کنید فرض ͬ کنیم. م مطالعه را حلقه تغییر به نسبت مدول ها رشد نرخ ناوردای رفتار دوم، فصل در آورده ایم. را بعد
مقاله در باشد. ͬ مولد متناه مدرج S‐مدول ͷی M و باشد مدرج K‐جبرهای از پوشا همریختͬ ͷی φ : R → S

که داده اند نشان آنها است. شده بررسͬ حلقه  ها تغییر به نسبت رشد نرخ رفتار [١٬٢ گزاره ،١]

rateS(M) ≤ max{rateR(M), rateR(S)}.

برای بالا کران ͷی ٣ . ٢ قضیه در است. صحیح است نامنفͬ مدرج M مدول که وقتͬ تنها آنها اثبات که دید ͬ توان م اما
ͬ دهیم م نشان دقیق تر، بیان به ͬ آوریم. م به دست R‐مدول ͷی به عنوان M رشد نرخ

rateR(M) ≤ max{rateS(M), rateR(S)}+max{٠, tS٠ (M)},

برای ۴ . ٣ قضیه در همچنین است. مدرج S‐مدول ͷی به عنوان M مینیمال مولد های درجه بزرگترین tS٠ (M) آن در که
ͬ کنیم م ثابت را زیر تساوی ،R ک͒سول جبر ͷی

rateR(mM) = max{d+ ٢, rate(M)},

d ≥ ٠ درجه عناصر توسط که است ͬ مولد متناه مدرج R‐مدول ͷی M و R ماکسیمال همͽن ایده آل m آن در که
.mM ̸= ٠ و است شده  تولید

حلقه است. ١٣ کشیده حلقه های نام به مدرج حلقه های از خاصͬ رده روی رشد نرخ مطالعه سوم، فصل اصلͬ هدف
تولید عضو ͷی توسط آن ماکسیمال همͽن ایده آل دوم توان هرگاه نامیم کشیده را استاندارد مدرج یا نوتری و موضعͬ
گرنشتاین̞ حلقه ͷی تعریف ایده آل توانست او کرد. معرفͬ [١١] مقاله در ١۴ سالͬ را کشیده حلقه های مفهوم شود.
اینکه فرض با را R کشیده آرتینͬ استاندارد مدرج K‐جبرهای رشد نرخ ما کند. تعیین را مدرج) (غیر موضعͬ آرتین̞ͬ

است زیر به صورت هیلبرت سری حلقه ها نوع این برای ͬ کنیم. م مطالعه باشد جبری بسته K میدان

HR(z) = ١+ hz + z٢ + · · ·+ zs.
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ایده آل که ͬ دهیم م نشان دقیق تر، بیان به .Rate(R) = s آنگاه s ≥ ٣ و h ≥ ٢ اگر که ͬ دهیم م نشان ،٢ . ۴ قضیه در
است. R حلقه هیلبرت تابع ١۵ الفبایی ایده آل همان حلقه ها این تعریف

در را نتیجه این است. ک͒سول جبر ͷی ک͒سول جبر دو تانسوری ضرب که دادند نشان [۶] در ١۶ فروبرگ و باکلین
ͬ دهیم. م توسیع مدول دو تانسوری حاصل ضرب رشد نرخ برای بالا کران کردن پیدا طریق از مدول ها برای آخر فصل
S‐مدول و R به ترتیب N و M ،T = R ⊗K S مدرج ، K‐جبر دو S و R اگر که ͬ دهیم م نشان دقیق تر، بیان به

آنگاه باشند، ͬ مولد متناه مدرج

rateT (M ⊗K N) ≤ max{rateR(M), rateS(N)}.

رشد نرخ درباره اولیه مقدمات و مفاهیم .٢

سراسر در ͬ آوریم. م شد خواهد استفاده بعد فصل های در که را اولیه ای مقدمات و مفاهیم تعریف های فصل این در
کنیم فرض ͬ شوند. م گرفته نظر در ͬ مولد متناه مدول ها تمامͬ همچنین است. میدان ͷی نشان دهنده K مقاله این
R ماکسیمال مدرج ایده آل .R = K[R١] و dimK Ri < ∞ یعنͬ باشد استاندارد مدرج K‐جبر ͷی R = ⊕i≥٠Ri

پوشای نگاشت آنگاه باشد، R١ برای پایه ͷی x١, . . . , xn و dimK R١ = n اگر ͬ دهیم. م نشان m با را

ϕ : K[X١, . . . , Xn] → R

حلقه از I همͽن ایده آل ͷی برای لذا ͬ کند. م تعریف مدرج ازجبرهای پوشا همریختͬ ͷی ،i هر برای ϕ(Xi) = xi که
که دارد وجود K[X١, . . . , Xn] چند جمله ای  های

R ∼= K[X١, . . . , Xn]/I.

نامیم. R تعریف ایده آل ͷی را I ایده آل
R‐مدول یعنͬ M(d) نماد از منظور d ∈ Z هر برای باشد. ͬ مولد متناه R‐مدول ͷی M = ⊕i∈ZMi کنیم فرض

کنید فرض .p ∈ Z هر برای M(d)p = Md+p که مدرجͬ

F : · · ·Fi
∂i−→ Fi−١ → · · · → F١

∂١−→ F٠ → M → ٠

،j ∈ Z آن در که ها R(−j) از نسخه  هایی مستقیم جمع با Fi هر تحلیلͬ چنین در باشد. M مدرج مینیمال آزاد تحلیل
M برای ناوردا ͷی ͬ شود م ظاهر Fi در که R(−j) نسخه  های تعداد iها ∈ N٠ و j ∈ Z همه برای است. یͺریخت
M بتͬ عدد i‐امین تعریف بنابر همچنین، ͬ دهند. م نشان βR

ij(M) با و گویند M بتͬ عدد ij‐امین را آن که است
استفاده با ͬ توان م را بتͬ اعداد .Fi آزاد مدول مرتبه با است برابر و ͬ دهند م نشان βR

i (M) با را R‐مدول ͷی به عنوان
کرد. محاسبه نیز زیر روابط از

βR
i (M) = dimK TorRi (M,K)

و
βR
ij(M) = dimK TorRi (M,K)j .

به صورت را tRi (M) عدد آنگاه βR
i (M) ̸= ٠ اگر

tRi (M) := max{j : βR
ij(M) ̸= ٠}
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مولد های درجه بزرگترین با عدد این واقع در ͬ کنیم. م تعریف −∞ را tRi (M) این صورت درغیر ͬ کنیم. م تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به  M مدول کاستلنوئووو‐مامفورد نظم عدد است. برابر M مدول اتصال i‐امین مینیمال

regR(M) := sup{tRi (M)− i : i ∈ N٠}.

دارای مدول این گوییم صورت این در باشد. شده تولید صفر درجه عناصر توسط M مدول کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
.regR(M) = ٠ هرگاه است خطͬ تحلیل

باشد. خطͬ آزاد تحلیل دارای R‐مدول ͷی به عنوان K هرگاه نامیم ک͒سول را R جبر

طول که آنجا از دارد. M مدول ͷی ͬͺهمولوژی خواص مطالعه در مهمͬ نقش کاستلنوئوو‐مامفورد نظم عدد
باشد. نامتناهͬ ͬ تواند م regR(M) که است روشن تعریف از پس باشد، نامتناهͬ است ممͺن مینیمال آزاد تحلیل ͷی
دادند نشان [٣] در آیزنباد و آورامˀف همچنین است. نامتناهͬ یا صفر regR(K) که کردند ثابت [۴] در پیوا و آورامˀف

است. متناهͬ باز ͬ مولد متناه مدرج R‐مدول هر نظم عدد آنگاه باشد، ک͒سول R اگر که
باکلین اولین بار برای را مفهوم این است. مدول رشد نرخ ͬ شود م وابسته مدرج مدول ͷی به که دیͽری مهم ناوردای

شد. داده توسیع مدول ها برای [١] در رشد نرخ مفهوم آن از پس کرد. تعریف مدرج جبرهای برای [۵] در

با است برابر R برای باکلین رشد نرخ .٢ . ٢ تعریف

Rate(R) := sup{(tRi (K)− ١)/i− ١ : i ≥ ٢}

است صورت این به مدول ها برای مفهوم این توسیع و

rateR(M) := sup{tRi (M)/i : i ≥ ١},

است. مدرج R‐مدول ͷی M آن در که

نماد گذاری های با توجه با .Rate(R) = rateR(m(١)) که دید ͬ توان م باکلین رشد نرخ تعریف با ساده مقایسه ای با
[١٬٣ ،١] (منبع است. متناهͬ همواره M مدول ͷی رشد نرخ که ͬ شود م ثابت همچنین . rateR(R) = −∞ داریم بالا

ببینید). را

داریم تعریف از استفاده با .٢ . ١ تبصره

Rate(R) ≥ ١.

میزان برای اندازه ͷی توان مͬ را Rate(R) بنابراین باشد. ک͒سول R اگر تنها و اگر است برقرار تساوی فوق نامساوی در
است شده تولید صفر درجه عناصر توسط که M مدول ͷی برای همچنین کرد. لحاظ بودن ک͒سول از R جبر بودن دور

داریم

rateR(M) ≥ ١.

. regR(M) = ٠ هرگاه دیͽر بیان به باشد؛ خطͬ آزاد تحلیل ͷی دارای M اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
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داریم صورت این در .dimR١ = n و باشد استاندارد مدرج K‐جبر ͷی R کنیم فرض .٢ . ٢ تبصره

R ∼= Q/I,

ͷی درجه از همͽن عضو که است همͽن آل ایده ͷی I و جمله ای ها چند حلقه ͷی Q = k[X١, . . . , Xn] آن در که
مینیمال مولدهای درجه بزرگترین برای را m(J) نماد نامیم. R تعریف ایده آل ͷی را I ایده آل صورت این در ندارد.
رابطه بنابراین ،tR٢ (K) = m(I) داریم .[٢٬٣٬٢ ،٨] مدرج حالت از استفاده با ͬ بریم. م به کار Q در J همͽن ایده آل ͷی

داریم را زیر
(١) Rate(Q/I) ≥ m(I)− ١.

حلقه تغییر .٣

ͬ کنیم. م بررسͬ حلقه ها تغییر به نسبت را مدرج مدول ͷی رشد نرخ رفتار فصل این در

کنیم فرض .([٧]،٢٬٢ لم ) ٣ . ١ لم

· · · → Ln
∂n−→ Ln−١ → · · · → L١

∂١−→ L٠
∂٠−→ L → ٠

داریم n ≥ ٠ هر برای صورت این در باشد. همͽن ͬ های همریخت و ها R‐مدول از دقیق دنباله ͷی

tRn (L) ≤ max{tRn−i(Li) : ٠ ≤ i ≤ n}.

همچنین باشد. استاندارد مدرج K‐جبرهای از پوشا و همͽن همریختͬ ͷی φ : R → S کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
داریم صورت این در باشد. مدرج S‐مدول ͷی M کنیم فرض

rateR(M) ≤ max{rateS(M), rateR(S)}+max{٠, tS٠ (M)}.

کنیم فرض اثبات.
F : · · · → Fn → Fn−١ → · · · → F٠ → M → ٠

داریم F برای ٣ . ١ لم به کارگیری با باشد. S‐مدول ͷی عنوان به M مینیمال آزاد تحلیل

tRn (M) ≤ max{tR٠ (Fn), t
R
١ (Fn−١), . . . , t

R
n (F٠)}.

که شود توجه
tRi (Fj) = tRi (⊕r∈ZS(−r)β

S
jr(M)) = tRi (S) + tSj (M).

ͬ شود. م حاصل زیر نامساوی ،n ≥ ١ صحیح عدد هر برای بنابراین .tR٠ (Fj) = tSj (M) داریم ،tR٠ (S) = ٠ چون به ویژه

(٢) tRn (M)

n
≤ max

{
tSn(M)

n
,
tR١ (S) + tSn−١(M)

n
, . . . ,

tRn (S) + tS٠ (M)

n

}
.

حال .tRj (S) ≤ aj و tSj (M) ≤ aj داریم j > ٠ هر برای نتیجه در ،a = max{rateR(S), rateS(M)} کنید تعریف
داریم (٢ از استفاده با

tRn (M)

n
≤ max{a, a+ tS٠ (M)}

□ ͬ شود. م نتیجه ما مطلوب نامساوی اینجا از و
۵ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418
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آنگاه ،rateR(S) = ١ و شود تولید صفر درجه عناصر با M اگر باشد. برقرا فوق قضیه شرایط کنیم فرض .٣ . ٣ نتیجه

rateR(M) = rateS(M).

M اگر که است شده ثابت و است شده بررسͬ حلقه ها تغییر به نسبت رشد نرخ رفتار [١٬٢ گزاره ،١] در اثبات.
آنگاه شود، تولید صفر درجه عناصر با

rateS(M) ≤ max{rateR(M), rateR(S)}.

داریم ،rateR(S) = ١ چون فرض، بنابر

rateS(M) ≤ rateR(M).

داشت خواهیم قبل قضیه به کارگیری با فرض ها به توجه با حال

rateR(M) ≤ rateS(M).

مطلوب تساوی فوق نامساوی دو لذا
rateR(M) = rateS(M)

□ ͬ دهد. م نتیجه را

درجه عناصر با که مدرج R‐مدول ͷی M و m همͽن ماکسیمال ایده آل با ک͒سول حلقه ͷی R کنید فرض .۴ . ٣ قضیه
داریم صورت این در .mM ̸= ٠ و ͬ شود م تولید d ≥ ٠

rateR(mM) = max{d+ ٢, rate(M)}.

کوتاه دقیق دنباله به کار گیری با اثبات.

٠ → mM → M → M/mM → ٠

دقیق دنباله j صحیح عدد هر و i > ٠ هر ازای به

TorRi+١(M/mM,K)j → TorRi (mM,K)j → TorRi (M,K)j → TorRi (M/mM,K)j

نامساوی های دقیق، دنباله این از استفاده با ͬ شود. م حاصل

(٣) tRi (mM) ≤ max{tRi (M), tRi+١(M/mM)}

و
(۴) tRi (M) ≤ max{tRi (mM), tRi (M/mM)}

داریم s طبیعͬ عدد ͷی ازای به ͬ شود، م تولید d ≥ ٠ درجه عناصر با M و mM ̸= ٠ چون حال ͬ آید. م دست به
نتیجه در .tj(M/mM) = d+ j داریم ٠ ≤ j ≤ pdR(K) هر برای لذا است، ک͒سول R چون .M/mM ∼= Ks(−d)

داشت خواهیم i > ٠ هر برای

(۵) tRi (mM)/i ≤ max{tRi (M)/i, (i+ d+ ١)/i}.

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418 ۶
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داریم i ≤ pdR mM هر برای لذا و ͬ شود م تولید d+ ١ درجه عناصر توسط ،mM چون دیͽر طرف از

.tRi (mM) ≥ d+ ١+ i

داشت خواهیم i ≤ pdR mM هر برای (۴) از استفاده با لذا

(۶) max{d+ ١+ i/i, tRi M)/i} ≤ tRi (mM)/i.

مطلوب تساوی رشد، نرخ تعریف به کار گیری و (۶) و (۵) ترکیب با حال

rateR(mM) = max{d+ ٢, rate(M)}

□ ͬ شود. م حاصل

صورت این در باشد. برقرار ۴ . ٣ قضیه شرایط کنید فرض .۵ . ٣ نتیجه

.rateR(msM) = max{d+ ١+ s, rate(M)} داریم msM ̸= ٠ که s > ٠ هر برای (١)
.rateR(msM) = d+ ١+ s داریم s ≥ rate(M)− d− ١ هر برای آنگاه ،msM ̸= ٠ اگر (٢)

مستقیم نتیجه ای نیز (٢) حͺم ͬ شود. م نتیجه ۴ . ٣ قضیه به کارگیری و s روی استقرا با به سادگͬ (١) حͺم اثبات.
□ است. (١) از

کشیده جبرهای رشد نرخ .۴

حلقه های شود. تولید عنصر ͷی توسط p٢ هرگاه نامیم کشیده را p ماکسیمال ایده آل با (A,p) آرتینͬ موضعͬ حلقه
ͷی قسمت خارج که را کشیده گرنشتاین آرتینͬ حلقه های ساختار توانست او کرد. معرفͬ [١١] در سالͬ را کشیده
دارد. وجود کشیده گرنشتاین آرتینͬ ازحلقه های رده ͷی تنها که داد نشان او کند. مشخص هستند موضعͬ منظم حلقه
حلقه ͷی I ⊆ q٢ که A = Q/I کنیم فرض باشد. h کرول بعد از موضعͬ منظم حلقه ͷی (Q, q) کنیم فرض
و ps+١ = ٠ همچنین و ٢ مخالف A/ p مشخصه به طوری که باشد p ماکسیمال ایده آل با کشیده گرنشتاین آرتینͬ

که A ∼= Q/J داد نشان سالͬ .ps ̸= ٠

J = (zizj : i ̸= j, zsh − uiz
٢
i : ١ ≤ i, j ≤ h− ١).

یͺال ا ند. ui ها و q ایده آل مینیمال مولدهای z١, . . . , zh اینجا در
مشخص کامل به طور را حلقه این رشد نرخ و ساختار و مطالعه را مدرج آرتینͬ کشیده حلقه های بعد قضیه در

است: زیر شͺل به کشیده مدرج̧ جبرهای هیلبرت سری که کنید دقت ͬ کنیم. م

HR(z) = ١+ hz + z٢ + · · ·+ zs,

همان طوری و است گرنشتاین R حلقه ،s = ٢ حالت در است. ک͒سول حلقه ͷی R آنگاه ،s = ١ اگر .s ≥ ١ آن در که
کرد. خواهیم بررسͬ s ≥ ٣ که را حالتͬ لذا است. کرده مشخص کامل به طور سالͬ را حالت این شد، اشاره که

به که باشد K میدان روی چندجمله ای ها حلقه Q = K[X١, . . . , Xn] = ⊕d≥٠Qd کنیم فرض .١ . ۴ تبصره و تعریف
صورت این در است. ͷی درجه از Xi ،i = ١, . . . , n هر برای یعنͬ است. شده مدرج استاندارد صورت
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ترتیب برای را <lex نماد و ͬ بریم م به کار d درجه از تک جمله ای ها تمام مجموعه برای را Mond(Q) نماد (١)
هر و u ∈ L هر برای هرگاه نامیم الفبایی را L ⊆ Mond(Q) زیرمجموعه ͷی ͬ کنیم. م استفاده الفبایی
برای هرگاه نامیم الفبایی را I تک جمله ای ایده آل ͷی .v ∈ L باشیم داشته u <lex v که v ∈ Mond(Q)

باشد. تک جمله ای ها از الفبایی مجموعه ͷی I در d درجه از تک جمله ای های تمام d مثبت صحیح عدد هر
هیلبرت تابع با باشد استاندارد K‐جبر R = Q/I = ⊕d≥٠Rd کنیم فرض (٢)

H(R)(d) := dimK(Rd).

از را الفبایی) ترتیب (با تک جمله ها از اول تای H(R)(d) اگر d ≥ ٠ هر برای که داد نشان [١٠] مͺولͬ
خاصیت با J الفبایی ایده آل ͷی تک جمله ای ها بقیه آنگاه بͽذاریم، کنار ،Sd

H(Q/J) = H(R)

وابسته الفبایی ایده آل آن را ͬ شود، م تعیین H(R) هیلبرت تابع توسط یͺتا صورت به J چون . ͬ کنند م تولید
ͬ دهند. م نشان Lex(H(R)) نماد با و نامند هیلبرت تابع این به

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد فصل این اصلͬ قضیه اثبات در زیر لم

برای Ri = ٠ به طوری که باشد صحیح عدد ͷی t ≥ ١ و استاندارد مدرج آرتینͬ K‐جبر ͷی R کنیم فرض .١ . ۴ لم
داریم M نامنفͬ مدرج R‐مدول ͷی برای صورت این در .i ≥ t تمام

rateR(M) ≤ tR٠ (M) + t− ١.

کنیم فرض اثبات.
F : · · · → Fn

∂n−→ Fn−١ → · · · → F٠ → ٠

که ͬ دهیم م نشان n ≥ ٠ صحیح عدد روی استقرا به باشد. M مینیمال مدرج آزاد تحلیل

tRn (M) ≤ n(t− ١+ tR٠ (M)).

n از کمتر مقادیر برای حͺم کنیم فرض همچنین و n > ٠ کنیم فرض حال است. برقرار n = ٠ برای حͺم به وضوح
٠ ̸= αi ∈ R برخͬ برای آنگاه ،deg(e) = tRn (M) که باشد Fn آزاد مدول پایه از همͽن عضو ͷی e اگر باشد. برقرار

داریم

٠ ̸= ∂n(e) =
b∑

i=١
αiéi

استقرا فرض به کارگیری با حال است. Fn−١ برای پایه ͷی {éi : ١ ≤ i ≤ b} و Fn−١ آزاد مدول مرتبه برابر b آن در که
داریم

tRn (M) = deg(e) = deg(∂n(e)) = deg(αi) + deg(éi)

≤ t− ١+ tRn−١(M)

≤ t− ١+ (n− ١)(t− ١+ tR٠ (M))

≤ n(t− ١+ tR٠ (M)).

□ ͬ شود. م اثبات حͺم رشد نرخ تعریف و نامساوی این از استفاده با
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سری با K جبری بسته میدان روی استاندارد مدرج جبر ͷی R و صحیح اعداد s ≥ ٣ و h ≥ ٢ کنیم فرض .٢ . ۴ قضیه
برقرارند: زیر های گزاره صورت این در باشد. HR(z) = ١+ hz + z٢ + · · ·+ zs هیلبرت

.τ(R) := dimK(٠ : R١) = h (١)
.Rate(R) = s (٢)

.J = Lex(H(R)) آن در که ،R ∼= K[X١, . . . , Xh]/J (٣)

.τ(R) ≤ h نتیجه در .R١Ri = Ri+١ ̸= ٠ داریم ١ ≤ i ≤ s− ١ هر برای است استاندارد مدرج R چون اثبات.
که دارد وجود چنان l ͷی درجه غیر صفر عنصر ͷی ،[٢٬٨ لم ،٩] از استفاده با h = dimR١ > dimR٢ = ١ چون

بنابراین .lR١ = R٢ باشیم داشته باید لذا .lR١ ̸= ٠ آنگاه ،l /∈ (٠ : R١) اگر .l٢ = ٠

R٣ = R١R٢ = R١(lR١) = lR٢ = l(lR١) = ٠,

همواره لذا ،R١Rs = Rs+١ = ٠ داریم دیͽر طرف از .l ∈ (٠ : R١) بنابراین است. تناقض این که

٠ ̸= Rs ⊆ (٠ : R١)

داریم نتیجه در
(٧) dim(٠ : R١) ≥ ٢.

که ͬ کنیم م ادعا
(٨) (٠ : R١) = ((l) : R١).

این در باشد. i > ٠ درجه از همͽن عنصر ͷی .x ∈ ((l) : R١) کنیم فرض .(٠ : R١) ⊆ ((l) : R١) داریم به وضوح
کنیم فرض ͬ شود. م ثابت ادعا ترتیب بدین و x ∈ (٠ : R١) بنابراین .xR١ ⊆ lRi = lR١(Ri−١) = ٠ داریم صورت
ͬ توان م گیری(٨) به کار با است. همͽن ایده آل ͷی I آن در که باشد، R مینیمال نمایش ͷی R ∼= K[X١, . . . , Xh]/I

که دید
HR/lR(z) = ١+ (h− ١)z + z٢ + · · ·+ zs.

داریم آنگاه h = ٢ اگر
R/lR ≃ K[x]/(xs+١).

به کارگیری با لذا .Ri = ٠ داریم i ≥ s + ١ هر برای فرض بنابر دیͽر طرف از .m(I) ≥ s + ١ داشت خواهیم لذا
داشت خواهیم ٢ . ٢ تبصره در (١) و لم۴ . ١

m(I)− ١ ≤ Rate(R) ≤ s.

ͬ شود. م ثابت حالت این در (٢) حͺم بنابراین .Rate(R) = s که گرفت نتیجه ͬ توان م m(I) ≥ s + ١ چون حال
کنیم فرض همچنین و h > ٢ کنیم فرض حال .τ(R) = ٢ داریم به وضوح (٧) به توجه با ،h = ٢ حالت در همچنین
ایده آل برای که ͬ کنیم م فرض استقرا به به علاوه باشد. برقرار h از کمتر مقادیر برای ،h روی استقرا به (٢ ) و (١) حͺم

.m(I) ≥ s+ ١ داریم I تعریف
کردیم ثابت بالا در که همان طوری

HR/lR(z) = ١+ (h− ١)z + z٢ + · · ·+ zs
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که شود توجه .τ(R/lR) = h − ١ داریم استقرا فرض طبق بنابراین است. کشیده جبر ͷی R̄ = R/lR جبر لذا و
که ͬ شود م نتیجه l ∈ (٠ : R١) = ((l) : R١) چون (٠ :R̄ R̄١) = {x+ lR : x ∈ ((l) : R١)}

τ(R/lR) = τ(R)− ١.

فرض بنابر باشد. R/lR تعریف ایده آل ͷی I ′ کنیم فرض حال .Rs ⊆ (٠ : R١) که کنید دقت .τ(R) = h بنابراین
خواهیم ٢ . ٢ تبصره در (١) و ١ . ۴ لم به کارگیری با .m(I) ≥ s + ١ داریم به وضوح لذا m(I ′) = s + ١ داریم استقرا

داشت
m(I)− ١ ≤ Rate(R) ≤ s.

ͬ شود. م ثابت (٢ ) حͺم بنابراین
،dimRi = ١ چون .Ri ∩ (٠ : R١) ̸= (٠) و ١ < i < s که باشد داشته وجود i صحیح عدد کنیم فرض حا
.Ri ∩ (٠ : R١) = (٠) داریم ١ < i < s هر برای لذا است. تناقض که Ri+١ = R١Ri = ٠ داشت خواهیم
کنیم فرض حال .dimK(٠ : R١) ∩ R١ = h − ١ داریم τ(R) = h چون و (٠ : R١) ⊆ R١ + Rs بنابراین
در زیر روابط بنابراین باشد. R١ برای پایه ای x١, . . . , xh که باشند چنان xh ∈ R١ و x١, . . . , xh−١ ∈ (٠ : R١) ∩R١

است: برقرار R
xixj = ٠, xs+١

h = ٠, (١ ≤ i ≤ h− ١, ١ ≤ j ≤ h)

ایده آل K[X١, . . . , Xh] چند جمله ای  های حلقه در

J = (XiXj , X
s+١
h : ١ ≤ i ≤ h− ١, ١ ≤ j ≤ h).

به را Xi متغییر i هر برای که Q = K[X١, . . . , Xh] → R نگاشت که دید ͬ توان م به راحتͬ است. الفبایی ایده آل ͷی
.J = Lex(H(R)) درنتیجه و R ∼= Q/J لذا است. J هسته با پوشا همͽن همریختͬ ͷی ͬ نگارد، م xi

□

آنگاه باشند، جبری بسته میدان ͷی K و صحیح اعداد s ≥ ٣ و h ≥ ٢ اگر که ͬ شود م نتیجه فوق قضیه از .١ . ۴ تبصره
دارد. وجود H(z) = ١+ hz + z٢ + · · ·+ zs هیلبرت سری با استاندارد مدرج K‐جبر ͷی تنها تکریختͬ تقریب با

مدول ها تانسوری حاصل ضرب رشد نرخ .۵

از ͷی هر رشد نرخ برحسب مدرج مدول های تانسوری حاصل ضرب رشد نرخ برای بالایی کران فصل این در
ͬ آوریم. م به دست مدول ها

روی به ترتیب ͬ مولد متناه مدرج مدول دو N و M و باشند استاندارد مدرج K‐جبر دو S و R کنیم فرض .١ . ۵ لم
صورت این در .T := R⊗K S دهید قرار باشند. S و R

tTn (M ⊗K N) = max{tRi (M) + tSj (N) : i, j ≥ ٠, i+ j = n}.

کنیم فرض اثبات.
F : · · · → Fi → Fi−١ → · · · → F٠

و
G : · · · → Gj → Gj−١ → · · · → G٠
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برای مینیمال آزاد تحلیل ͷی F ⊗K G که ͬ دهیم م نشان باشند. N و M مینیمال مدرج آزاد تحلیل های به ترتیب
نظر در را ١٧ کونس نگاشت .H٠(F ⊗K G) ∼= M ⊗K N که کنید توجه است. T‐مدول ͷی عنوان به M ⊗K N

ͬ گیریم: م

KFG : H(F)⊗K H(G) −→ H(F ⊗K G)

KFG(cls(a)⊗ cls(b)) = cls(a⊗ b)

تکریختͬ ͷی نگاشت KFG کونس قضیه بنابر نتیجه در است. آزاد K‐مدول ͷی H(F) لذا است میدان ͷی K چون
است. M ⊗K N برای مدرج آزاد تحلیل ͷی F ⊗K G بنابراین ببینید.). را [١٬٣٬۴ گزاره ،٢] مثال عنوان (به است.
به ترتیب S+ و R+ آن در که T+ = R+ ⊗K S ⊕ R ⊗K S+ با است برابر T ماکسیمال همͽن ایده آل که کنید دقت
a ∈ Fi اگر .i+ j = n که باشند صحیح اعداد ،i, j, n ≥ ٠ کنید فرض هستند. S و R ماکسیمال همͽن ایده آل های

آنگاه ،b ∈ Gj و

∂F⊗KG(a⊗ b) = ∂F(a)⊗ b± a⊗ ∂G(b)

∈ R+Fi−١ ⊗K Gj ⊕ Fi ⊗K S+Gj−١

⊆ T+(Fi−١ ⊗K Gj ⊕ Fi ⊗K Gj−١).

است. مینیمال F ⊗K G بنابراین
چون .Gs = ⊕j∈ZS(−j)β

S
sj(N) و Fr = ⊕i∈ZR(−i)β

R
ri(M) و ،r, s ≥ ٠ کنید فرض

(F ⊗K G)n = ⊕r+s=nFr ⊗K Gs

داریم صورت این در

tTn (M ⊗K N) = max{i+ j : βR
ri(M)βS

sj(N) ̸= ٠}

= max{tRr (M) + tSs (N) : r + s = n},

□ است. مطلوب حͺم همان این و

R اگر وتنها اگر است ک͒سول K‐جبر دو R⊗K S تانسوری حاصل ضرب که دادند نشان در[۶] فروبرگ و باکلین
است. شده داده توسعه مدول ها برای مطلب این زیر قضیه در باشند. ک͒سول دو هر S و

صورت این در باشد. ١ . ۵ لم همانند شرایط که کنیم فرض .٢ . ۵ قضیه
. rateT (M ⊗K N) ≤ max{rateR(M), rateS(N)} (١)

. regT (M ⊗K N) ≤ regR(M) + regS(N) (٢)
است. ک͒سول نیز T = R⊗K S آنگاه باشند، ک͒سول S و R اگر خاص حالت در

داریم ,iها j ≥ ١ تمام برای تعریف به توجه با آنگاه .rateS(N) = b و rateR(M) = a کنید فرض اثبات.

.tRi (M) ≤ ai و tSj (N) ≤ bj

آنگاه i+ j = n اگر بنابراین
tRi (M) + tSj (N) ≤ ai+ bj ≤ max{a, b}n.

17Künneth

١١ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.127724.1418


١٣–١ (١٣٩٩) ٣ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه شریف، ت. و ͬͺمل آهنگری ر.

که ͬ شود م نتیجه قبل قضیه به کارگیری با حال

tTn (M ⊗K N) ≤ max{a, b}n.

لذا

rateT (M ⊗K N) ≤ max{rateR(M), rateS(N)}.

ͬ شود. م ثابت (١) نتیجه در
است. ١ . ۵ لم از استفاده با و (١) مشابه (٢) اثبات

که ͬ شود م دیده ،(٢) از استفاده با لذا و regR(K) = regS(K) = ٠ آنگاه باشند، ک͒سول S و R اگر حال
□ است. ک͒سول T = R⊗K S

وقدردانͬ تشͺر .۶

سپاسͽزارند. بسیار برهانها، و قضایا ارائه به بخشیدن بهبود درجهت نظراتشان بخاطر داوران، از مولفین
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ͬͺمل آهنگری رسول
تهران نیاوران، میدان بنیادی، دانش های پژوهشͽاه ریاضͬ، پژوهشͺده
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تبریز دانشͽاه در محض ریاضͬ کارشناسͬ دوره اتمام از پس وی است. ملͺان در ١٣۵٩ سال متولد ͬͺمل آهنگری رسول
سال در را خود ارشد نامه پایان و کرد آغاز امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در را خود ارشد کارشناسͬ دوره ١٣٨٢ سال در
جابجایی جبر رشته در را خود دکتری دوره ١٣٨٧ سال در سربازی خدمت دوره اتمام از پس ایشان رساند. پایان به ١٣٨۴
نظم عدد و کسول مدول های و ”حلقه ها عنوان با خود نامه پایان از ١٣٩٢ سال در و کرد شروع خوارزمͬ دانشͽاه در
مقیم غیر پژوهشͽر عنوان به بنیادی دانش های پژوهشͽاه با ١٣٩۵ تا ١٣٩٢ سال از کرد. دفاع کاستلنوئووو‐مامفورد”
اکنون هم وی بود. مشغول الزهرا دانشͽاه در پسادکتری پژوهشͽر عنوان به ١٣٩۶ تا ١٣٩۵ سال از و داشته همͺاری

است. بنیادی دانش های پژوهشͽاه مقیم پژوهشͽر

شریف تیرداد
تهران نیاوران، میدان بنیادی، دانش های پژوهشͽاه ریاضͬ، پژوهشͺده

sharif@ipm.ir

امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه پتروشیمͬ مهندسͬ رشته در ١٣۶٩ سال در وی است. قم شهر در ١٣۵١ سال متولد شریف، تیرداد
١٣٧۶ سال در آورد. روی محض ریاضͬ رشته به ١٣٧٢ سال در و داد تغییر را خود رشته نهایت در ولͬ شد پذیرفته
نظریه در را خود ارشد نامه پایان ١٣٧٨ سال در و کرد تحصیل به شروع ارشد کارشناسͬ مقطع در تهران دانشͽاه در
همان در هومولوژی جبر گرایش در دکتری مقطع ١٣٧٩در سال در ایشان رساند. پایان به Clouser) (Tight کیپ بستار
وی کرد. دفاع جابجایی” جبر در ͷهومولوژی های بعد ” عنوان با خود نامه پایان از ١٣٨٣ سال در و شد پذیرفته دانشͽاه
دانش های پژوهشͽاه در را خود دوم پسادکتری دوره ١٣٩٢ تا ١٣٨٧ سال از و اول دکتری پسا دوره ١٣٨٧ تا ١٣٨۴ سال از

درآمد. ریاضͬ پژوهشͺده علمͬ هیات دائم عضویت به ١٣٩٢ زمستان در و گزراند بنیادی
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