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آن کاربرد های برخͬ و چینͬ باقیمانده قضیه برای ساده و کوتاه برهانͬ

امین طاهری زهرا و تاری زاده∗ ابوالفضل

با لذا است سازنده قضیه این اثبات روش ͬ کنیم. م اثبات کوتاه و ساده روشͬ با را چینͬ باقیمانده قضیه مقاله، این در چͺیده.
m پیمانه به صحیح اعداد حلقه به ویژه آرتینͬ، حلقه های خود توان های تمام محاسبه برای صریح فرمولͬ روش، این از استفاده

ͬ آوریم. م دست به خودتوان ها ترفیع با رابطه در جدید نتیجه ͷی همچنین ͬ دهیم. م ارائه Z/mZ یعنͬ،

مقدمه .١

سال های طͬ علمͬ، های نوشته و مقالات اصلͬ موضوع های از ͬͺی حلقه ͷی خود توان های درباره پژوهش و تحقیق
[٨ ،٧ ،۶ ،۵ ،۴ ،٢ ،١] مراجع به مثال برای است، بسیاری علاقه مورد موضوع این نیز حاضر حال در و بوده گذشته
دوتایی اعمال همراه به B(R) = {f ∈ R : f۲ = f} یعنͬ R جابجایی حلقه خود توان های تمام مجموعه کنید. مراجعه
کرد مشاهده ͬ توان م براحتͬ همچنین است. بول جبر ͷی f c = ۱−f یͽانه عمل و f ∨ g = f + g−fg و f ∧ g = fg

است جابجایی حلقه ͷی جمع، عمل عنوان به f ⊕ g := f + g − ۲fg ضابطه با ⊕ عمل همراه به B(R) مجموعه که
اول طیف را R جابجایی حلقه اول ایده آل های تمام مجموعه است). R ضرب عمل تحدید B(R) ضرب عمل آن در (که
،ͷگروتندی به منسوب خودتوان ها با رابطه در دیͽر اساسͬ نتیجه ͷی .همچنین ͬ دهیم م نشان Spec(R) با را آن و گوییم R

تمام مجموعه بروی B(R) از دو سویی نگاشت ͷی f ⇝ D(f) = {p ∈ Spec(R) : f /∈ p} نگاشت که ͬ دارد م بیان
[٣٬١ گزاره ،٩] یا [3, Tag 00EE] به اثبات مشاهده برای است، Spec(R) بسته) هم و باز (هم کلوپن زیر مجموعه های
شایان است. گردیده حاصل ͷگروتندی نتیجه این به کار گیری با ٣ . ١ قضیه یعنͬ مقاله این اصلͬ نتایج از ͬͺی کنید. مراجعه
(این است حلقه ها یͺریختͬ ͷی حقیقت در دوسویی نگاشت این که ͬ دهیم م نشان ،[٣٬١ قضیه ،١٠] در که است ذکر
هستند. برخوردار ویژه ای اهمیت از نیز نا جابجایی جبر در همچنین خودتوان ها ͬ دهد). م تعمیم را استون نمایش قضیه قضیه،

خورده اند. گره حلقه ها ͬͺهومولوژی خواص همچنین و پیرس) تجزیه (مخصوصا مدول ها تجزیه با خودتوان ها بویژه
محاسبه ͬ تر کل خیلͬ یا متناهͬ، حلقه ͷی خودتوان های تمام محاسبه برای صریح فرمولͬ ارائه مقاله این اهداف از ͬͺی
برای ͬ کنیم، م اثبات کوتاه و ساده روشͬ با را چینͬ باقیمانده قضیه ٢ . ١ قضیه در است. آرتینͬ حلقه ها ی خود توان های
حلقه ͷی خود توان های تمام ͬ سازد م قادر را ما اثبات این کنید. مراجعه [3, Tag 00DT] به قضیه این از دیͽر اثباتͬ مشاهده
براحتͬ Zm = Z/mZ یعنͬ m پیمانه به صحیح اعداد حلقه خودتوان های تمام بویژه کنیم. محاسبه به سادگͬ را آرتینͬ

خودتوان ها ترفیع آرتینͬ، حلقه ،m پیمانه به صحیح اعداد حلقه چینͬ، باقیمانده قضیه کلیدی: کلمات و عبارات
پژوهشͬ مقاله: نوع
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۴٩–۵٢ (١٣٩٨) ۴ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه امین، طاهری ز. و تاری زاده ا.

را Zm حتͬ متناهͬ، حلقه ͷی خودتوان های تمام بتواند که ندارد وجود روشͬ هیچ علمͬ نوشتجات در ͬ شوند. م محاسبه
با رابطه در خودتوان ها تعداد بجز چینͬ باقیمانده قضیه شده شناخته و قبلͬ اثبات های که است ذکر شایان کند. محاسبه

هستند. جابجایی حلقه ها مقاله این سرتاسر در ͬ دهند. نم ارائه اطلاعاتͬ هیچ خودتوان ها محاسبه نحوه

آن کاربرد های برخͬ و چینͬ باقیمانده قضیه .٢

ͬ شوند. م ارائه قضیه این از کاربردهایی سپس ͬ کنیم. م ارائه چینͬ باقیمانده قضیه برای کوتاه و ساده برهانͬ بخش این در

باشند R جابجایی حلقه ایده آل های از متناهͬ تعداد ͷی I۱, . . . , In کنید فرض (  ͬ چین باقیمانده (قضیه .٢ . ١ قضیه
با π : R → R/I۱ × · · · × R/In ها حلقه همریختͬ آنگاه .(Ii + Ij = R) هستند اول هم به نسبت دو به دو بطوریͺه

.
n∏

i=۱
Ii از است عبارت آن هسته و است پوشا f ⇝ (f + I۱, . . . , f + In) ضابطه 

بطوریͺه دارند وجود hk ∈
n∩

i=۱,
i̸=k

Ii و gk ∈ Ik عناصر بنابراین .Ik+
n∩

i=۱,
i̸=k

Ii = R داریم k هر برای به وضوح اثبات.

آنگاه باشد R اعضا از n−تایی ͷی (f۱, . . . , fn) اگر است. پوشا π همریختͬ که ͬ دهیم م نشان حال .۱ = gk + hk

داریم k هر برای

f − fk = f − fkgk − fkhk =
n∑

i=۱,
i ̸=k

fihi − fkgk ∈ Ik

.Kerπ =
n∩

i=۱
Ii =

n∏
i=۱

Ii همچنین .π(f) = (f۱ + I۱, . . . , fn + In) بنابراین .f =
n∑

i=۱
fihi آن در که

□

اعداد piها و ci ⩾ ۱ آن در که باشد اول عوامل به m صحیح عدد تجزیه m = pc۱۱ · · · pcnn کنید فرض .٢ . ٢ نتیجه
به دقیقا کدام هر (m پیمانه (به و است ۲n با برابر Z/mZ حلقه خودتوان های تعداد آنگاه هستند. متمایز دو به دو اول

.hk − ۱ ∈ pckk Z آنکه شرط به  hk ∈ (
n∏

i=۱,
i ̸=k

pcii )Z و ϵk ∈ {۰,۱} آن در که است
n∑

k=۱
hkϵk شͺل

ضابطه با φ : Z/mZ → Z/pc۱۱ Z× · · · × Z/pcnn همریختͬ ،٢ . ١ قضیه به بنا اثبات.
موضعͬ حلقه ͷی Z/pcZ آنگاه c ⩾ ۱ و باشد اول عدد ͷی p اگر است. یͺریختͬ f ⇝ (f + pc۱۱ Z, . . . , f + pcnn Z)
تصویر کدام هر که دارد خودتوان ۲n دقیقا Z/mZ حلقه بنابراین ندارند. بدیهͬ غیر خودتوان هیچ موضعͬ حلقه های است.
f ∈ Z/mZ (m پیمانه (به بنابراین .ϵk ∈ {۰,۱} آن در که است φ تحت (ϵ۱ + pc۱۱ Z, . . . , ϵn + pcnn Z) ͷی وارون
□ .hk−۱ ∈ pckk Z به طوریͺه hk ∈ (

n∏
i=۱,
i̸=k

pcii )Z و ϵk ∈ {۰,۱} آن در که f =
n∑

k=۱
hkϵk اگر تنها و اگر است خودتوان

خود توان های (m پیمانه (به آنگاه m = ۸۵۸ = ۲×۳×۱۱×۱۳ اگر ͬ پردازیم. م مثال چند بررسͬ به حال .٢ . ٣ مثال
f ∈ Zm بنابراین .ϵk ∈ {۰,۱} آن در که هستند ۶۶ϵ۱ + ۷۸ϵ۲ + ۲۸۶ϵ۳ + ۴۲۹ϵ۴ شͺل به دقیقا Zm حلقه

اگر تنها و اگر است خودتوان

f ∈ {۰,۱,۶۶,۷۸,۱۴۴,۲۸۶,۳۵۲,۳۶۴,۴۲۹,۴۳۰,۴۹۵,۵۰۷,۵۷۳,۷۱۵,۷۸۱,۷۹۳}
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.123926.1371 ۵٠
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۴٩–۵٢ (١٣٩٨) ۴ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، کاربرد های برخͬ و چینͬ باقیمانده قضیه برای ساده و کوتاه برهانͬ

شͺل به دقیقا Zm حلقه خود توان های آنگاه m = ۷۶۵ = ۳۲ × ۵× ۱۷ اگر دیͽر، مثالͬ عنوان به .
اگر تنها و اگر است خودتوان f ∈ Zm بنابراین .ϵk ∈ {۰,۱} آن در که هستند ۳۰۶ϵ۱ − ۱۳۵ϵ۲ − ۱۷۰ϵ۳
کاربرد نیز هم نهشتͬ معادلات از برخͬ حل در همچنین بالا، فرایند .f ∈ {۰,۱,۱۳۶,۱۷۱,۳۰۶,۴۶۰,۵۹۵,۶۳۰}
pkها و ck ⩾ ۱ آن در که بͽیرید نظر در را صحیح اعداد از (pc۱۱ , . . . , pcnn ) و (f۱, . . . , fn) n−تایی دو مثال برای دارد.
باشیم داشته k هر برای بطوریͺه است x مانند صحیحͬ اعداد تمام کردن پیدا مسئله، آنگاه هستند. متمایز دو به دو اول اعداد

hk ∈ (
n∏

i=۱,
i̸=k

pcii )Z آن در که است معادلات دستگاه این برای جواب ͷی x =
n∑

i=۱
fihi ،٢ . ٢ نتیجه به بنا .x−fk ∈ pckk Z

آن در که ͬ دهد م ما به را بالا معادلات دستگاه جواب های تمام
n∑

i=۱
fihi +mZ مجموعه .hk − ۱ ∈ pckk Z به طوریͺه

تعداد لذا .N = p۱ · · · pnZ/mZ آنگاه دهیم نشان N با را Z/mZ حلقه رادیͺال پوچ همچنین اگر .m = pc۱۱ · · · pcnn
است. pc۱−۱

۱ · · · pcn−۱
n با برابر Z/mZ حلقه پوچتوان های

ایده آل های تعداد همچنین است. ماکسیمال ایده آل ͷی R اول ایده آل هر آنگاه باشد. آرتینͬ حلقه ͷی R کنید فرض
جیͺوبسون‐پوچتوانͬ رتبه را N طبیعͬ عدد است. پوچتوان R حلقه رادیͺال جیͺوبسون بعلاوه است. متناهͬ آن ماکسیمال
است. R حلقه جیͺوبسون رادیͺال J آن در که JN = ۰ بطوریͺه باشد طبیعͬ عدد کوچͺترین N هرگاه گوییم R حلقه

است. ٢ . ٢ نتیجه تعمیم ذیل نتیجه

جیͺوبسون‐ رتبه N و R ماکسیمال ایده آل های تمام مجموعه {m۱, . . . ,mn} آرتینͬ، حلقه ͷی R کنید فرض .۴ . ٢ نتیجه

و ϵk ∈ {۰,۱} آن در که f =
n∑

i=۱
hkϵk اگر تنها و اگر است خودتوان f ∈ R آنگاه باشد. R حلقه پوچتوانͬ

دارد. خودتوان ۲n دقیقا R حلقه به ویژه .hk − ۱ ∈ mN
k به طوریͺه hk ∈

n∏
i=۱,
i ̸=k

mN
i

ضابطه با π : R → R/mN
۱ × · · · ×R/mN

n حلقه ها همریختͬ ،٢ . ١ قضیه به بنا اثبات.
عدد ͷی N ⩾ ۱ و R ماکسیمال ایده آل ͷی m اگر است. حلقه ها یͺریختͬ ͷی f ⇝ (f + mN

۱ , . . . , f + mN
n )

اثبات به بنا لذا ندارد. بدیهͬ غیر خودتوان هیچ موضعͬ حلقه هر است. موضعͬ حلقه ͷی R/mN حلقه آنگاه باشد طبیعͬ

به طوریͺه hk ∈
n∏

i=۱,
i ̸=k

mN
i و ϵk ∈ {۰,۱} آن در که f =

n∑
k=۱

hkϵk اگر تنها و اگر است خودتوان f ∈ R ،٢ . ١ قضیه

□ .hk − ۱ ∈ mN
k

خود توان ها ترفیع .٣

(مجموعه رادیͺال پوچ N ذیل قضیه در ͬ آوریم. م بدست خودتوان ها ترفیع با رابطه در جدید نتیجه ͷی بخش این در
است. R حلقه پوچتوان ها ی) تمام

وجود g ∈ R مانند یͺتا خودتوان آنگاه باشد خودتوان f +N ∈ R/N اگر باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .٣ . ١ قضیه
.f − g ∈ N به طوریͺه دارد

π : R → ͷکانونی حلقه ای همریختͬ بوسیله القاء شده نگاشت π∗ : Spec(R/N) → Spec(R) کنید فرض اثبات.
لذا است. توپولوژی فضاهای یͺریختͬ π∗ که کرد مشاهده ͬ توان م براحتͬ باشد. R/N

نگاشت ͷی a ⇝ D(a) نگاشت که ͬ دانیم م است. Spec(R) کلوپن زیر مجموعه ͷی π∗(D(f + N)
)
= D(f)

مراجعه [٣٬١ گزاره ،٩] به است، Spec(R) کلوپن زیر مجموعه های گردایه بروی R خود توان های تمام مجموعه از دو سویی
۵١ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.123926.1371
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۴٩–۵٢ (١٣٩٨) ۴ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه امین، طاهری ز. و تاری زاده ا.

ایده آل هر برای که ͬ شود م نتیجه آن از .D(f) = D(g) به طوریͺه دارد وجود g ∈ R مانند خود توان ͷی بنابراین کنید.
.f − g ∈ N لذا و f − g = f(۱ − g) − g(۱ − f) ∈ p بنابراین .g ∈ p اگر تنها و اگر f ∈ p داریم R از p اول
آنگاه .f −h ∈ N که باشد موجود چنان h ∈ R مانند دیͽر خودتوان ͷی کنید فرض یͺتاست. g که ͬ دهیم م نشان حال
.(g−h)n = ۰ به طوریͺه دارد وجود n ⩾ ۱ مانند طبیعͬ عدد ͷی بنابراین است. پوچتوان g−h = (g−f)+(f −h)

□ .g = gh = h بنابراین .r, r′ ∈ R آن در که h = r′g و g = rh که ͬ شود م نتیجه آن از

قدردانͬ و تشͺر

و تشͺر نهایت شد، مقاله ترفیع و بهبود باعث که ایشان ارزشمند پیشنهادهای و دقیق مطالعه بخاطر مقاله این داور از
داریم. را قدردانͬ
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است توپولوژی و جابجایی جبر جبری، هندسه های

.
امین طاهری زهرا

ایران مراغه، مراغه، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه
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کاربردها و ریاضیات رشته کارشناسͬ التحصیل فارغ وی است. مراغه شهرستان در ١٣٧۵ ماه آذر متولد امین طاهری زهرا
دانشͽاه در جبری هندسه گرایش ارشد کارشناسͬ مقطع در تحصیل مشغول اکنون و است ١٣٩٨ سال در مراغه دانشͽاه از

است. مراغه

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.123926.1371 ۵٢
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