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متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیه از ترکیبیاتͬ رویͺرد ͷی

ساوسیر چیس
امیری صالحͬ صادق سید و اسبویی∗ خلیلͬ علیرضا مترجمین:

لاگرانژ چون قضایایی از استفاده بدون غیرمستقیم، و ساده شمارشͬ استدلال های از استفاده با داریم قصد مقاله این در چͺیده.
آوریم. به دست گروه ها نظریۀ در نتایجͬ همریختͬ، یا خارج قسمت گروه˼ زیرگروه، مانند جبر اساسͬ مفاهیم حتͬ یا کوشͬ و
(p − ۱)! آن در که (p − ۱)! ≡ −۱ (mod p) آن گاه باشد اول عددی p اگر ویلسون قضیۀ اساس بر که ͬ کنیم م یادآوری
است: شده مطرح سوال این ترتیب این به و است شده مطالعه کلͬ حالت در مسئله این است. p پیمانه به یͺال ها حاصل ضرب
است، مشخص سوال جواب چند هر گفت؟ ͬ توان م چه G عناصر همۀ حاصل ضرب دربارۀ ،G دلخواه متناهͬ آبلͬ گروه برای
مراجع دیͽران رویͺرد برای و نموده ارائه را خودمان رویͺرد لذا است. سخت استاندارد درسͬ کتاب ͷی در آن کردن پیدا اما

ͬ کنیم. م معرفͬ مناسبی

مقدمه .١

نماد با را G گروه همانͬ عنصر شود. بیان خلافش آنکه مͽر ͬ دهیم م نشان G نماد با را متناهͬ آبلͬ گروه ͷی ادامه در
عبارت دیͽر: به ͬ دهیم، م نشان p(G) نماد با را G عناصر همۀ حاصل ضرب و ۱

p(G) =
∏
g∈G

g.

که g مانند عناصری ͬ توان م ͬ شود، م ظاهر p(G) در G عضو هر چون ͬ کنیم، م ارائه مقدماتͬ مطالب p(G) دربارۀ ابتدا
نمود؛ حذف p(G) در را عنصر آن ͬ توان نم آن گاه باشد یͺسان معکوس اش با عنصری اگر کرد؛ حذف p(G) در را g−۱ ̸= g

اگر فقط و اگر است خودش معکوس g مانند عنصر ͷی طرفͬ از ͬ شود. م ظاهر p(G) در یͷ بار فقط گروه عنصر هر زیرا
کاهش ٢ مرتبۀ از عناصر حاصل ضرب به ͬ توان م دقیقا را p(G) در حاصل ضرب ها بنابراین باشد؛ ٢ مساوی یا کمتر g مرتبۀ

کرد. خلاصه ذیل شرح به ͬ توان م را شد بیان که آن چه داد.
.p(G) =

∏
|g|=۲

g ،G آبلͬ گروه هر برای یافته. کاهش لم

یافته. تعمیم کبوتری لانۀ اصل آبلͬ، گروه اویلر، قضیۀ ویلسون، قضیۀ کلیدی. کلمات و عبارات
عبدالهͬ علیرضا رابط: تخصصͬ دبیر
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.p(G) = ۱ که این است به رسیدن مانع تنها ٢ مرتبۀ از عناصر وجود بنابراین
.p(G) = ۱ آن گاه باشد، نداشته ٢ مرتبۀ از عضوی G اگر نتیجه.

کند. پیدا توسعه متناهͬ آبلͬ گروه ͷی به ͬ تواند م بلافاصله ([١]) همنهشتͬ دربارۀ اویلر قضیۀ که ͬ کنیم م توجه
.g|G| = ۱ داریم g ∈ G هر برای این صورت در است؛ متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض اویلر. قضیۀ

بنابراین است؛ G روی دوسویی تابع ͷی f(x) = gx ضابطۀ با f نگاشت ،g ∈ G هر برای که ͬ کنیم م یادآوری اثبات.
داریم:

p(G) =
∏
x∈G

x =
∏
x∈G

gx = g|G|p(G)

□ ͬ آید. م به دست نتیجه تساوی طرف دو از p(G) حذف با

p(G) که ͬ دهیم م نشان بعد قضیۀ در .|G| = ۲n+۱ این رو از است، فرد G مرتبۀ کنید فرض است: فرد G مرتبۀ که وقتͬ
است. گروه بدیهͬ عضو

.p(G) = ۱ آن گاه باشد، فرد |G| اگر .١ . ١ قضیه

اویلر قضیۀ از استفاده با آن گاه ،g۲ = ۱ که به طوری g ∈ G اگر اثبات.

۱ = g|G| = g۲n+۱ = g۲ng = g.

□ ͬ شود. م حاصل حͺم ندارد ٢ مرتبۀ از عضوی G اینکه و یافته کاهش لم از استفاده با

کاهش لم به نیاز که ͬ دهیم م ارائه یافته تعمیم کبوتریِ لانۀ اصل از استفاده با را (١ . ١) قضیۀ از دیͽری اثبات اکنون
نتیجه جدیدی روش به را فرد) مرتبۀ از گروه های (برای اویلر قضیۀ همچنین نیست. ٢ مرتبۀ عناصر گرفتن نظر در و یافته

شود). مراجعه [٢] از اول فصل (به داریم نیاز زیر شمارش اصل به این کار انجام برای ͬ گیریم. م
n

m
> r و شوند انتخاب شͬ m با مجموعه ͷی از جایͽزینͬ) (با شͬ n اگر یافته). تعمیم کبوتریِ لانۀ (اصل قضیه

دستِ کم آنگاه ، n
m

> r و شوند لانه m وارد کبوتر n اگر دیͽر، به عبارت ͬ شود. م انتخاب بار r + ۱ حداقل شͬ ͷی آن گاه
است. کبوتر r + ۱ حداقل شامل لانه ͷی

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Gz مجموعۀ باشد. G از دلخواهͬ عضو z کنید فرض .(١ . ١) قضیۀ دیͽر اثبات
Gz = {{x, y} : x, y ∈ G, x ̸= y, x ̸= z ̸= y}

،|Gz| =
(۲n
۲
)
= ۲n۲ − n که کنید توجه ͬ شود. م تعریف ϕ({x, y}) = xy به صورت ϕ : Gz −→ G کنید فرض و

است، G به Gz از نگاشتͬ ϕ زیرا ͬ شود؛ م ساخته عنصر ۲n+ ۱ با مجموعه ͷی از انتخاب ۲n۲ − n با ϕ ͬ دهد م نتیجه
لانۀ اصل از استفاده با است. ۱ باقیمانده و n − ۱ برابر ۲n + ۱ بر ۲n۲ − n تقسیم خارج قسمتِ که ͬ شود م ملاحظه

داریم: بنابراین ͬ شوند، م نگاشته g ∈ G عنصر ͷی به که دارند وجود Gz در عنصر n حداقل یافته، تعمیم کبوتری

(١) g۱g۲ = g۳g۴ = · · · = g۲n−۱g۲n = g

ͬ کنیم م ادعا هستند. هم از مجزا حاصل ضرب هر در شده ظاهر عنصر دو و gi ̸= z داریم ۱ ≤ i ≤ ۲n هر برای آن در که
دو برای اگر اینصورت غیر در زیرا هستند، مجزا giها همۀ که باشید داشته توجه ،{g۱, g۲, . . . , g۲n} = G \ {z} که
Gz در {a, c} و {a, b} اینکه فرض با که b = c آن گاه ab = ac باشیم داشته (١) معادلۀ در ac و ab مانند حاصل ضرب
همۀ ͬ توان م (١) معادلۀ از همچنین است. G \ {z} برای افرازی ϕ−۱(g) دیͽر عبارت به است. تناقض در هستند مجزا
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اثبات برای .g = z۲ که ͬ دهد م نتیجه آن بر علاوه آورد. به دست را نیستند برابر z با که عنصر دو به g تجزیۀ روش های
آن شود، ظاهر (١) معادلۀ حاصل ضرب های از ͬͺی در باید x این صورت غیر در ،x = z باید آن گاه ،x = z−۱g کنید فرض
داریم بنابراین است؛ تناقض در gi انتخاب با که gi = z ͬ دهد م نتیجه که xgi = g = xz داریم و ͬ گیریم م xgi با برابر را

.g = z۲ ͬ دهد م نتیجه که z = z−۱g

با که معکوس اش با را غیربدیهͬ عنصر هر ͬ توان م همواره (١) معادله و بالا توضیحات به توجه با z = ۱ اگر حال
(در باشد. داشته ٢ مرتبۀ عضو ͬ تواند نم G شد بیان مقدمات در آنچه به توجه با بنابراین نمود؛ جفت را نیست برابر خودش

ندارد.) زوج مرتبۀ عضو نتیجه
گرفت نتیجه ͬ توان م همچنین بالا توضیحات و (١) معادلۀ از

(٢) p(G) = z
n∏

i=۱
g۲i−۱g۲i−۱ = z

n∏
i=۱

z۲ = z۲n+۱ = z|G|

□ ͬ شود. م نتیجه قضیه z = ۱ گرفتن نظر در با است، دلخواه z چون حال
ͬ آید. م دست به (٢) معادلۀ و (١ . ١) قضیۀ از بعد نتیجۀ

.z|G| = ۱ ،z ∈ G هر برای باشد فرد مرتبۀ از گروهͬ G کنید فرض فرد). مرتبۀ از گروه برای اویلر (قضیۀ نتیجه
طور به ͬ توان نم را شد ارائه فرد حالت در که بحثͬ همان متاسفانه ،|G| = ۲n کنید فرض است: زوج G مرتبۀ که وقتͬ

مانند عضوی بنابراین هستند؛ فرد G \ {z} تعدادعناصر ،z ∈ G دلخواه عضو برای کرد. ارائه نیز حالت این در کامل
از جفت ها انتخاب و x, y کردن جدا با بخواهیم اگر نمود. پیدا آن برای جفتͬ ͬ توان نم که دارد وجود z ∈ G \ {z}
هر در ͬ کند. م تضمین را حاصل ضرب n − ۲ وجود فقط یافته، تعمیم کبوتری لانۀ اصل کنیم، حل را مشͺل G \ {x, y}
ͬ شوند؛ م خارج شدن جفت از عناصر کدام که کرد کنترل ͬ توان نم جون است، سخت کردن صحبت قطعیت با صورت

ͬ دهیم. م کاهش ٢ مرتبۀ از عناصر حاصل ضرب به را p(G) و کرده استفاده یافته کاهش لم از بنابراین
عناصر همانͬ، عضو حذف با است زوج G مرتبۀ چون است. ٢ مرتبۀ از عنصری دارای G که ͬ دهیم م نشان ابتدا
ͬ مانند م باقͬ که عناصری بقیه ͬ شوند، م حذف معکوسشان در ضرب با نیستند ٢ مرتبۀ از که عناصری هستند. فرد باقیمانده

است. ٢ مرتبۀ عنصر ͷی دارای حداقل G بنابراین است؛ فرد تعدادشان
.p(G) = z یافته کاهش لم از استفاده با آن گاه باشد، z مانند ٢ مرتبۀ از منحصربفرد عضو ͷی دارای G اگر کنید توجه
مشابه نیست. G زیرگروه A پس ۱ /∈ A چون .|A| = ۲m + ۱ و A = {g ∈ G : |g| = ۲} کنید فرض ادامه در

ͬ کنیم: م فرض و کرده انتخاب را z ∈ A دلخواه عضو ͬ کنیم. م استفاده یافته تعمیم کبوتری لانۀ اصل از فرد حالت

Az = {{x, y} : x, y ∈ A, x ̸= y, x ̸= z ̸= y}

کبوتری لانۀ اصل از استفاده با .ϕ(Az) ⊆ A داریم است ٢ مرتبۀ از عضوی ٢ مرتبۀ از مجزا عضو دو هر حاصل ضرب چون
آورد: به دست را زیر برابر حاصل ضرب m ͬ توان م یافته تعمیم

(٣) a۱a۲ = a۳a۴ = · · · = a۲m−۱a۲m = a ∈ A

مجزا ،A عضو دو حاصل ضرب به a تجزیه های همۀ (٣) معادلۀ فرد حالت مشابۀ نیستند. z مساوی و مجزا aiها جائیͺه
x مانند عنصری با باید a آن گاه a ̸= z اگر این صورت غیر در زیرا a؛ = z گرفت نتیجه ͬ توان م ͬ کند. م مشخص را z از
داریم پس ͬ گیریم، م نظر در xai آن را شود، ظاهر حاصل ضرب m از ͬͺی در باید x فرد حالت مشابۀ باشد. برابر ٢ مرتبۀ از

ͬ شود. م حاصل تناقض ͷی است ٢ مرتبۀ از ai چون .ai = ۱ ͬ دهد م نتیجه که xai = a = x

.p(G) = zm+۱ داریم a = z این که و (٣) معادلۀ از استفاده با
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شد گفته بخش این ابتدای در که آن چه به توجه با .p(G) = z است ٢ مرتبۀ از z چون آن گاه باشد، فرد m + ۱ اگر
باشد. G در ٢ مرتبۀ عضو تنها z که است امͺان پذیر زمانͬ p(G) = z

ͬ شود. م ثابت زیر قضیۀ ،(١ . ١) قضیۀ و نتایج این گرفتن نظر در با .p(G) = ۱ آن گاه باشد، زوج m+ ۱ اگر
از منحصربفرد عضو ͷی دارای G اگر ،G متناهͬ آبلͬ گروه هر برای متناهͬ). آبلͬ گروه های برای ویلسون (قضیۀ قضیه

.p(G) = ۱ این صورت غیر در ،p(G) = z آنگاه باشد، ٢ مرتبۀ
(با دارای که ͬ آید م به دست H = {g ∈ G : |g| ≤ ۲} مقدماتͬ آبلͬ گروه ،A مجموعۀ به همانͬ عضو افزودن با
داریم: |A| = ۲m+ ۱ چون است. صحیح عددی r ≥ ۱ آن در که است |H| = ۲r مرتبۀ ([۵] کوشͬ قضیۀ از استفاده

۲(m+ ۱) = ۲m+ ۲ = |{۱} ∪A| = |H| = ۲r.

بودیم. رسیده نتیجه این به هم قبل قسمت در که ،r = ۱ اگر فقط و اگر است فرد m+ ۱ بنابراین
نظریۀ از همچنین است، نشده اول اعداد به اشاره ای متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیۀ در که کنید توجه بالاخره،
متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیۀ از بلافاصله ͬ توان نم را ویلسون ͷکلاسی قضیۀ است. نشده استفاده  نیز حلقه ها
سپس ͬ دهند، م تشͺیل p پیمانۀ به ضربی گروه ͷی p اول عدد از کمتر صحیح اعداد که کنیم بررسͬ باید ابتدا گرفت. نتیجه

است. آمده حͺم این اثبات ادامه در است. ٢ مرتبۀ عنصر تنها −۱ که داد نشان باید
معادله در p پیمانۀ به یͺال های شامل Up گروه در ٢ مرتبۀ از x عنصر کنید توجه است. اول عددی p کنید فرض اثبات.

نتیجه در ͬ کنند، م صدق x۲ ≡ ۱ (mod p)

x۲ − ۱ ≡ (x+ ۱)(x− ۱) ≡ ۰ (mod p).

مرتبۀ از عنصر تنها −۱ بنابراین .p | (x− ۱) یا p | (x+ ۱) ͬ دهد م نتیجه است اول عددی p این که فرض و اخیر معادلۀ
□ ͬ شود. م نتیجه ویلسون ͷکلاسی قضیۀ یافته کاهش لم از استفاده با است. Up در ٢

برای کنید توجه است. ٢ مرتبۀ از h ∈ G و غیرآبلͬ) (شاید دلخواه متناهͬ گروه G کنید فرض مستقیم: غیر رویͺرد ͷی
مرتبۀ از نگاشتͬ fh(g) = hg نگاشت ͬ دهد م نشان که ،g۱ = hg۲ اگر فقط و اگر hg۱ = g۲ ،g۱, g۲ ∈ G دلخواه عناصر
،g ∈ G هر برای دیͽر به عبارت نیست، ثابتͬ نقطۀ هیچ دارای fh همچنین .f۲

h (g) = g ،g ∈ G هر برای یعنͬ است، ٢
زوج باید G مرتبۀ این رو از است) جفت fh تحت تصویرش با عنصر هر ) ͬ کند م تعریف G از جفت ͷی fh .fh(g) ̸= g

حالت فوق موارد که کنید (توجه باشد. داشته زوج مرتبۀ از عنصری ͬ تواند نم فرد مرتبۀ از دلخواه گروه ͷی بنابراین باشد.
⟨h⟩ = {۱, h} زیرگروه همدسته های به G از افرازی ͷی fh توسط شده ایجاد شدن جفت است. لاگرانژ قضیۀ از خاصͬ

است.)
دلخواه عضو ساخت: زیر به صورت را (١) معادلۀ روابط ͬ توان م باشد، فرد |G| اگر است. آبلͬ G کنید فرض حال
φz(g) = z این بر علاوه است. ٢ مرتبۀ از عضوی φz(g) = g−۱z۲ نگاشت کنید توجه و بͽیرید نظر در را z ∈ G

آن گاه ،g ̸= z کنید فرض ͬ کند، م ایجاد را G \ {z} عناصر از جفت ͷی φz دهیم نشان اینکه برای .g = z اگر فقط اگرو
در جفت ها بنابراین است؛ ٢ مرتبۀ از عنصری g−۱z ͬ دهد م نتیجه که ،۱ = (g−۱)۲z۲ = (g−۱z)۲ اینکه یا φz(g) ̸= g

ͬ شوند. م ظاهر (١) معادلۀ
دهید: قرار مجدداً کرد. ایجاد زیر شͺل به را (٣) معادلۀ روابط ͬ توان م باشد، زوج |G| اگر

A = {g ∈ G : |g| = ۲}.
به است ثابت نقطۀ بدون ٢ مرتبۀ از عضوی fz(a) = za نگاشت که ͬ کنیم م یادآوری و نموده انتخاب را z ∈ A عضو
ظاهر (٣) معادلۀ در جفت ها که ͬ کند م ایجاد را A \ {z} از زوج ͷی fz بنابراین fz(A؛ \ {z}) ⊆ A \ {z} که طوری

ͬ شوند. م
است. متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیۀ به رسیدن برای راه ساده ترین روش این نویسنده، اطلاعات به توجه با
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٧٩–٧٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیه از ترکیبیاتͬ رویͺرد ͷی

مقدماتͬ آبلͬ گروه روی حاصل ضرب ها است کافͬ یافته، کاهش لم از استفاده با استاندارد: اثبات ͷی

H = {g ∈ G : |g| ≤ ۲}
بͽیریم. نظر در را

در است. ٢ مرتبۀ از دوری گروه های از مستقیمͬ حاصل ضرب H متناهͬ آبلͬ گروه های اساسͬ قضیۀ از استفاده با
اول p آن در که ͬ شود م نوشته Fp میدان روی Fp برداری فضای از مجموعͬ به صورت H مقدماتͬ آبلͬ p−گروه هر واقع
متناهͬ آبلͬ گروه های اساسͬ قضیۀ از کامل استفاده به نیازی تجزیه این برای کنید توجه .hp = ۱ ،h ∈ H هر برای و است

ببینید). را ۶ تمرین ٨ بخش ١ فصل [۵] (مرجع نیست
به صورت را σ : Fn

۲ −→ Fn
۲ ثابت نقطۀ بدون و ٢ مرتبۀ از عضو H ∼= F۲ × · · ·F۲ ∼= Fn

۲ آن گاه |H| = ۲n اگر
جمع حال است. ١ آن مولفه های همۀ که است برداری تفاضل، اول قسمت که ͬ کنیم م تعریف σ(h) = (۱,۱, . . . ,۱)−h

ͬ آوریم: م به دست را است ۲n−۱ برابر آن ها تعداد که σ توسط شده ایجاد جفت های همۀ

p(G) =
∑
h∈H

h =
۲n−۱∑
i=۱

[hi + σ(hi)] =
۲n−۱∑
i=۱

(۱,۱, . . . ,۱) = (۲n−۱,۲n−۱, . . . ,۲n−۱).

عنصر که است، ٢ پیمانۀ به ١ با برابر جمع آن گاه n = ۱ اگر و است ٢ پیمانۀ به صفر بردار آخر، جملۀ n > ۱ اگر
بود. خواهد ٢ مرتبۀ از منحصربفرد

m > ۲ صحیح عدد هر برای Um گروه یͺال های حاصل ضرب به را ویلسون قضیۀ گاوس ویلسون: قضیۀ از دیͽری تعمیم
آن گاه باشد مثبت صحیح عدد ͷی b و اول عدد ͷی p آن در که m = ۴, pb, p۲b اگر خاص حالت در .[٨] داد توسعه
شده ارائه [٧] در ویلسون قضیۀ از دیͽری تعمیم .p(Um) ≡ ۱ (mod m) این صورت غیر در ،p(Um) ≡ −۱ (mod m)

ͬ کنیم. م بیان را آن زیر قضیۀ در که است،
داریم: n ≥ p که n طبیعͬ عدد هر و p اول عدد هر برای قضیه.

t∑
k=۱

n!

pk(n− kp)!k!
≡ −۱ (mod p)

.tp ≤ n که است طبیعͬ عدد بزرگترین t آن در که
[٧] از نیز زیر قضیه همچنین آورد. به دست را ویلسون ͷکلاسی قضیۀ ͬ توان م ،n = p کنیم فرض بالا فرمول در اگر

ͬ دهد. م نتیجه را ویلسون قضیۀ n = p حالت در
آن گاه: باشند اول اعدادی piها و n ∈ N آن در که n/۲ < p۱ < p۲ < · · · < pk < n اگر قضیه.

k∑
t=۱

n!

pt(n− pt)!
≡ −۱ (mod p۱p۲ · · · pk).

دانم مͬ من که آنجا ”تا که ͬ شود م بیان مقاله آن در است، ویلسون قضیه  مختلفِ شͺل های از گنجینه ای کلارک مقالۀ
هیچ در را آن نتوانستم من اما شد؛ اثبات میلر آمریͺایی ریاضیدان توسط بار اولین متناهͬ آبلͬ گروه های برای ویلسون قضیۀ

کنم”. پیدا درسͬ کتاب

دارد. بستگͬ حاصل ضرب در عناصر مرتبۀ به کلͬ حالت در p(G) است، غیرآبلͬ G که وقتͬ است: آبلͬ غیر G وقتͬ
در شده ذکر ایده با (٢ مرتبۀ عناصر یا لاگرانژ قضیۀ از استفاده (بدون کنیم سعͬ باید وجود این با ببینید. [۴] در را جزئیات
اگر باشند. داشته زوج مرتبۀ از عنصر ͬ توانند نم فرد مرتبۀ از غیرآبلͬ گروه های که دهیم نشان (١ . ١) قضیۀ اثبات دوم روش
مرتبۀ عضو که گرفت نتیجه ͬ توان م ͬ دهد م تشͺیل جفت ͷی مجزا معکوس با غیربدیهͬ عنصر هر که دهیم نشان بتوانیم

ندارد. وجود ٢
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٧٩–٧٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، صالحͬ ص. و خلیلͬ ع.

ظاهر آمده به دست جفت های در دوبار) حداکثر (اما یͷ بار از بیش است ممͺن عنصر ͷی که کنیم توجه باید حال
کبوتری لانۀ اصل متاسفانه داشت. خواهیم بیشتری جفت های ͬ شود، م شمارش شده مرتب جفت های که آن جا از شود.

ͬ رساند! م کوتاه جفت ͷی به را ما یافته تعمیم
|G۱| = ۲n(۲n − ۱) آن گاه ،G۱ = {(a, b); a, b ∈ G, a ̸= b, b ̸= ۱} و |G| = ۲n کنید فرض دقیق تر طور به
کمبود جبران برای که برابرند غیربدیهͬ عناصر از حاصل ضرب ۲n − ۱ ͬ دهد م نتیجه یافته تعمیم کبوتری لانۀ اصل و
در g ∈ G غیربدیهͬ عضو ͷی است ممͺن یعنͬ نیست. کافͬ ͬ شوند م تکرار حاصل ضرب این بین در دوبار که عناصری
۲n اگر باشند. ١ برابر باید آن ها همۀ که کنیم استدلال ͬ توانیم نم آبلͬ حالت مشابه بنابراین نشود؛ ظاهر حاصل ضرب ها بین
ͬ شود، م ظاهر حاصل ضرب ها بین در غیربدیهͬ عنصر هر که کرد استدلال بتوان باید باشیم، داشته ١ برابر حاصل ضرب
باید این داشتیم قبلا́ همان گونه و کبوتری) لانۀ اصل از استفاده (با ͬ شود م ظاهر آن ها بین در بار دو حداکثر عنصر ͷی چون

است. ١ برابر حاصل ضرب ها همۀ که دهد نتیجه
لاگرانژ)؟ قضیۀ از استفاده دارد(بدون وجود بحث این کردن کم برای دیͽری روش آیا سوال:

وقدردانͬ تشͺر .٢

دارند. را قدردانͬ و تشͺر کمال ارزنده شان راهنمایی های خاطر به جامعه، و ریاضͬ نشریه محترم اعضای از مترجمین
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