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ریاضͬ ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

قندی فاطمه و ∗ علیائͬ داوطلب مصطفͬ

بە عنوان و ͬ آید م بە شمار جهان مختلف کشورهای در رایج ͬ های سرگرم از ͬͺی امروزه که است جدولͬ سودوکو چͺیده.
میان ارتباط بررسͬ به که داریم آن بر سعͬ مقاله این در ͬ رود. م بە کار نیز کودکان آموزش برای مفید بسیار ابزار ͷی
بهینە سازی در صحیح برنامە ریزی مبنای بر روشͬ ابتدا منظور، این برای بپردازیم. سودکو جدول های انواع و ریاضیات
سودکو جدول از دیͽر مختلف نوع چندین حل برای را روش این سپس ͬ دهیم. م ارائه معمولͬ سودکو جدول حل برای
ساخت به قادر آنها ͷکم با که ͬ دهیم م ارائه را روش هایی ریاضͬ تکنیͷ های از استفاده با نیز نهایت در ͬ دهیم. م توسیع

بود. خواهیم سودکو جدول های

مقدمه .۱

مستمر بە طور آن انتشار ولͬ یافت، انتشار ۱۹۷۹ سال در آمریͺایی پازل مجله ͷی در بار اولین برای سودوکو
و یافت دست جهانͬ محبوبیت به سرگرمͬ این ۲۰۰۵ سال از ͬ گردد. برم ۱۹۸۶ سال در ژاپن به مرتبه نخستین برای
۱۳۸۵ سال در بار اولین برای نیز ایران در شد. برگزار آمریͺا فیلادلفیای در ۲۰۰۸ سال در آن ملͬ مسابقه نخستین
بخش های در که دارد مختلفͬ انواع سودوکو جدول کرد. روزانه بە صورت سودوکو چاپ به اقدام همشهری روزنامه
است. باشند“ تنها باید ”ارقام معنای به ژاپنͬ عبارت ͷی مخفف سودوکو ͬ پردازیم. م آن ها از برخͬ معرفͬ به بعدی
صورت بایستͬ بە گونە ای ماتریس کردن پر آن در که ͬ شود م ظاهر 9 × 9 ماتریس فرم در سودوکو ترین رایج واقع در
از معین تعدادی با جدول هر باشد. ۹ ۱تا ارقام حاوی یͺبار دقیقا آن، از 3× 3 زیرماتریس و ستون سطر، هر که پذیرد
سرنخ ها محل و تعداد ͬ شود. م گفته سرنخ ͷی دادە ها این از ͷی هر به که ͬ شود، م ظاهر شده تعیین پیش از دادە های

ͬ باشد. م معمولͬ سودوکو جدول ͷی از مثالͬ ۱ شͺل ͬ کند. م تعیین را بازی دشواری سطح میزان

جایͽشتͬ. ماتریس دودویی، صحیح عدد ریزی برنامه سودوکو، جدول کلیدی: کلمات
دواز بیژن رابط: تخصصͬ دبیر
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، قندی ف. و علیائͬ داوطلب م.

سودوکو جدول ͷی از مثالͬ :۱ شͺل

ببندد: نقش مخاطب ذهن در ͬ تواند م جالب سؤال دو سودوکو جدول با ارتباط در
کرد؟ حل ریاضͬ تکنیͷ های از استفاده با را جدول این ͬ توان م چͽونه .۱

کرد؟ استفاده جدول این ساخت برای ͬ توان م را ریاضͬ از تکنیͷ هایی چه .۲
۱(BIⅬP) دودویی صحیح عدد خطͬ ریزی برنامه مدل ͷی ابتدا مقاله، این ۲ بخش در اول سوال به پاسخ در
از دیͽری نوع چند حل برای را مذکور مدل ۳ بخش در سپس ͬ دهیم. م ارائه معمولͬ سودوکوی جداول حل برای را
ساخت روش های برخͬ بررسͬ به دوم، سوال به پاسخ در و مقاله این ۴ بخش در ͬ دهیم. م توسیع سودوکو جداول
به مقاله این بخش های مطالب تمامͬ که است بذکر لازم ͬ پردازیم. م ریاضͬ تکنیͷ های از استفاده با سودوکو جدول

شدە اند. اقتباس [۱۳] مرجع از نیز 52̇ بخش زیر مطالب و [۲] مرجع از 52̇ بخش زیر جز

معمولͬ سودوکوی جدول حل .۲

جدول حل برای صحیح عدد برنامە ریزی مبنای بر روشͬ داریم قصد قسمت این در ریاضͬ. ریزی برنامه .۱ .۲
صفر مقادیر با آرایە هایی شامل 9× 9× 9 مͺعب با را 9× 9 مربع ابتدا منظور بە دین دهیم. ارائه معمولͬ سودوکوی

هم چنین و J = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ͬ کنیم م تعریف ͬ کنیم . م جایͽذاری ،ͷی و

xijk =

1 باشد k صحیح رقم شامل (i, j) خانه اگر

0 این صورت غیر در
(۱)

ͬ دهیم. م تشͺیل زیر بە صورت را سودوکو جدول محدودیت های حال
بنابراین شود. داده اختصاص بایستͬ ۹ تا ۱ اعداد بین از مقدار ͷی تنها جدول در (i, j) مربع برای اول: محدودیت
نمودن تضمین بە منظور کند. اختیار صفر غیر مقدار ͬ تواند م آن ها از ͬͺی تنها xij1, xij2, . . . , xij9 متغیرهای میان از

شود، گرفته نظر در بایستͬ زیر محدودیت شرط، این

(۲)
9∑

k=1

xijk = 1, ∀i, j ∈ J.

1Binary Integer Linear Programming
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داشته بایستͬ بنابراین ͬ شود، م ظاهر بار ͷی فقط ۹ تا ۱ صحیح عدد هر نیز جدول ⁃ام i سطر در دوم: محدودیت
باشیم،

(۳)
9∑

j=1

xijk = 1, ∀i, k ∈ J.

بنابراین ͬ شود، م ظاهر بار ͷی فقط ۹ تا ۱ صحیح عدد هر نیز جدول ⁃ام j ستون در مشابه بە طور سوم: محدودیت
داشت، خواهیم را زیر محدودیت

(۴)
9∑

i=1

xijk = 1, ∀j, k ∈ J.

برای شوند. ظاهر یͺبار تنها ۹ تا ۱ اعداد بایستͬ نیز جدول اول پیشرو 3 × 3 ماتریس زیر در چهارم: محدودیت
باشیم، داشته بایستͬ 1 ≤ k ≤ 9 و 1 ≤ j ≤ 3 ،1 ≤ i ≤ 3 عناصر برای این منظور،

(۵)
3∑

i=1

3∑
j=1

xijk = 1.

آنها از ͷی هر در یͺبار تنها ۹ تا ۱ اعداد بایستͬ نیز ͬ باشند م 3× 3 های ماتریس زیر همان که 3× 3 جدول ۹ برای
باشیم، داشته باید پس شوند، ظاهر

(۶)
3∑

i=1

3∑
j=1

x(i+a)(j+b)k = 1, a, b ∈ {0, 3, 6}.

m عدد جدول در n (i, j) مͺان سرنخ کنید فرض شود. بیان قید ͷی بە عنوان ͬ تواند م هرسرنخ پنجم: محدودیت
داشت، خواهیم پس .1 ≤ m ≤ 9 که باشد،

xijm = 1, xijk = 0, k ∈ J \ {m}.
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سودوکو جدول ͷی از حلͬ راه یافتن برای را زیر مدل ͬ توان م بالا در شده ذکر محدودیت های به توجه با نتیجه، در
داد. ارائه معمولͬ

min 0Tx (۷)

s.t.

9∑
k=1

xijk = 1, ∀i, j ∈ J,

9∑
j=1

xijk = 1, ∀i, k ∈ J,

9∑
i=1

xijk = 1, ∀j, k ∈ J,

3∑
i=1

3∑
j=1

xijk = 1,

3∑
i=1

3∑
j=1

x(i+a)(j+b)k = 1, a, b ∈ {0, 3, 6},

xijm = 1, xijk = 0, k ∈ J \ {m}, (i, j) ∈ C,

xijk ∈ {0, 1}, ∀i, j, k ∈ J.

متلب افزار نرم در bintprog دستور از مقاله این در است. سرنخ اعداد مجموعه همان C فوق مدل در که شود توجه
متلب افزار نرم سازی بهینه قسمت در bintprog که کنید (توجه ͬ شود م استفاده فوق BILP مدل کردن حل برای
[۱۴] در برنامه این مثال، طور به هستند. دارا را BILP این حل قابلیت نیز دیͽر افزارهای نرم است). دسترس در

است. شده نوشته SAS از استفاده با [۶] در و Xpress−mosel ͷکم به [۴] در ،Excel توسط
بدین کند. صدق مدل این محدودیت های در که است شدنͬ جواب ͷی حداقل کردن پیدا هدف فوق، مدل در
و مدل این بردن کار به برای اما ندارد، وجود مساله برای هدف تابع گرفتن نظر در برای لزومͬ تئوری لحاظ از منظور
0T بردار اینجا در که است خاطر همین به باشیم. داشته هدف تابع که است لازم متلب مانند افزاری نرم توسط آن حل

گرفتە ایم. نظر در هدف تابع ضرایب بردار عنوان به را

با مدلͬ بهینه جواب x∗ آنگاه باشد، min 0Tx هدف تابع با فوق BILP مدل برای بهینه جواب x∗ اگر .۱ .۲ قضیه
α و واحد بردار e آن در که بود، خواهد min αeTx صورت به متفاوت هدف تابع و فوق مدل مشابه محدودیت های

است. اسͺالر ͷی

هدف تابع و مدل این مشابه محدودیت های با مدل و A مدل را فوق شده ارائه مدل ابتدا اثبات، برای اثبات.
فرض هست. هم شدنͬ نتیجه در باشد، A مدل بهینه جواب x∗ کنیم فرض حال ͬ گیریم. م نظر در B را متفاوت
،αeT y < αeTx∗ بطوریͺه دارد وجود y شدنͬ جواب ͷی بنابراین نباشد. B مدل بهینه جواب x∗ که کنیم خلف
که گرفت نتیجه ͬ توان م هستند، ͷی و صفر از شده ساخته دودویی بردارهای y و x∗ چون .eT (y − x∗) < 0 پس
جواب که ͬ دهند م نشان B و A مدل دو مشابه قیود طرفͬ از است. y بردار از بیشتر x∗ بردار صفر غیر عناصر تعداد
مدل برای ͷی عنصر  n2 دقیقا با شدنͬ جواب ͷی y آنجایی که از باشد. ͷی عنصر n2 دقیقا شامل باید مدل شدنͬ
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تناقض مطلب این نیست. شدنͬ x∗ که است معنͬ بدان این و باشد داشته ͷی عنصر n2 + 1 باید x∗ پس B است،
□ بود. خواهد B مدل برای بهینه و شدنͬ جواب ͷی x∗ و باطل خلف فرض پس است، مسئله فرض با

است۲. شده ارائه فوق BILP مدل حل منظور به برنامە ای متلب افزار نرم ͷکم به متلب. در مدل تست .۲ .۲
به ماتریس ͷی در کاربر توسط شده وارد دادە های است. کار ابتدای در کاربر، توسط دادە ها ورود مستلزم برنامه این
حل برنامه این ͷکم به را زیر شͺل در شده داده سودوکوی جدول ͬ خواهیم م مثال برای ͬ شود. م داده نشان G نام

کنیم.

بود. خواهد زیر بە صورت G ماتریس کاربر، توسط مثال این دادە های ورود با

با هستند. عدد مقدار و ستون اندیس سطر، اندیس بیانگر ترتیب به که است عدد سه دارای ماتریس این در خط هر
جواب ͷی ثانیه ۱۶̸۰۸ در 8GB حافظه و 2/7GHz پردازشͽر با G5 مͺینتاش سیستم ͷی توسط مذکور کد اجرای
شخص ͷی که است آن از کندتر کلͬ بطور رویͺرد این مسلما است. گردیده ارائه (۲) شͺل در که آمد، بدست شدنͬ
که یافت ͬ توان م [۱۲] در سودکو جدول حل برای دیͽر برنامه ͷی دهد. انجام را سودوکو جدول حل منطقͬ مراحل

ͬ شود. م استفاده سودوکو جدول حل ۳برای متمتیͺا افزار نرم از ،[۱۱] مقاله اساس بر آن در

2http://aristotle.davidson.edu/chartier/sudoku/sudoku.m. 3Mathematica
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مثال برای شدنͬ جواب :۲ شͺل

استفاده شده داده سودوکو جدول ͷی حل برای bintprog دستور از متلب در صحیح. ریزی برنامه روش .۳ .۲
حل با کران و شاخه روش ͬ جوید. م بهره بهینه جواب کردن مشخص برای کران و شاخه روش از دستور این ͬ شود. م
0 ≤ xijk ≤ 1 ضعیف تر محدودیت های نمودن جایͽزین طریق از که شده، ساده ۴(lp) خطͬ برنامە ریزی مسئله ͷی
در ͬ کند. م تعیین فوق BILP مدل برای جواب ͷی ͬ آید، م بدست xijk = 0 یا 1 دودویی محدودیت های جای به
(یعنͬ نگرفتە اند صحیح مقدار مذکور، شده ساده مدل حل از پس که متغیرهایی برای کران و شاخه روش شاخه، هر
lp مسئله به را دیͽر شاخه برای xj = 1 و شاخه ͷی برای xj = 0 محدودیت دو هستند)، 0 < xj < 1 صورت به
کران است، صفر شدنͬ جواب هر ازای به BILP مدل هدف تابع مقدار آنجایی که از ͬ کند. م اضافه قبل شده ساده
جدول در عددی اگر کران، و شاخه الͽوریتم ساختار اساس بر ͬ کند. نم پیدا معنͬ اینجا در کران و شاخه روش در
جدول مثال، طور به ͬ دهد. م کاهش را الͽوریتم جستجوی فضای ملاحظە ای قابل صورت به باشد، شده داده سودوکو
است. ۷ عدد ،9 × 9 ماتریس این در (1, 3) مͺان در واقع عنصر بͽیرید. نظر در را (۱) شͺل در شده داده سودکو

بود: خواهد برقرار زیر روابط نتیجه در و ،x137 = 1 داریم پس
.x137 = 0, ∀k ̸= 7 داریم پس بͽیرد، قرار (1, 3) جایͽاه در ͬ تواند نم دیͽری عدد •

داشت خواهیم نتیجه در گیرد، قرار ۷ عدد آن در که باشد داشته وجود دیͽری جایͽاه نبایستͬ سوم ستون در •
.xi37 = 0, ∀i ̸= 1

x1j7 = داریم پس گیرد، قرار ۷ عدد آن در که باشد داشته وجود دیͽری جایͽاه نبایستͬ نیز اول سطر در •
.0, ∀j ̸= 3

۷ عدد با نبایستͬ دیͽری جایͽاه هیچ چپ) سمت بالا 3 × 3 ماتریس زیر (اولین ،(1, 1) ماتریس زیر در •
.x217 = x227 = x317 = x327 = داشت0 خواهیم نتیجه در شود، پر

n3 = 729 از ((3(n − 1) + (m − 1)2 + 1) کلͬ حالت در ) تا ۲۹ حداکثر شده داده عنصر هر برای بنابراین
متغیر هر زیرا است، 2n3 مدل جستجوی فضای محدودیت ها، گرفتن نظر در بدون ͬ شوند. م تعیین تصمیم متغیرهای
سوی از .2729 ≈ 2/82 × 10219 داریم n = 9 برای دارد. وجود تصمیم متغیر تا n3 و ͬ پذیرد م مقدار دو تصمیم
از ͷی هر که ͬ دهد م ارائه تصمیم متغیرهای از برخͬ مورد در را اطلاعاتͬ فوق مدل در ششم محدودیت دسته دیͽر،

4Linear Programming
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ریاضͬ، ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

سودوکو جدول در رقم ۹ تنها کنید فرض دهد. کاهش بسیار را جستجو فضای که بود خواهد قادر محدودیت ها این
داشته قرار مجزا سطرهای و ستون ها ،3 × 3 زیرماتریس های در رقم ۹ این بطوریͺه باشند، شده مشخص قبل از
الͽوریتم جستجو فضای بنابراین بود. خواهند مشخص تصمیم متغیر ۷۲۹ از تا 9× 29 = 261 حالت این در باشند.
سودکو جدول در بیشتری شده مشخص پیش از های داده چه هر البته یافت. خواهد کاهش 2468 ≈ 7/62× به10140

ͬ شود. م سادە تر بسیار مدل حل نتیجه در و ͬ یابد م کاهش بیشتر نیز جستجو فضای باشد، اولیه

سودوکو جدول دیͽر انواع حل .۳

انواع تولید به منجر که آمد پدید آن رایج و سنتͬ جدول روی تغییراتͬ سودوکو، جداول محبوبیت به توجه با
در نمود. مراجعه [۳] و [۸] به ͬ توان م سودوکو جدول انواع با آشنایی برای است. گردیده سودوکو جداول از مختلفͬ
دودویی صحیح عدد ریزی برنامه مبنای بر ͬ هایی روش سودوکو، جدول های از نوع چند معرفͬ ضمن داریم سعͬ ادامه
ریزی برنامه مدل است کافͬ سودوکو، جداول از دیͽر انواع برای مدل ارائه برای واقع در دهیم. ارائه آن ها حل برای
بسط جدید مناسب محدودیت های نمودن اضافه با را معمولͬ سودوکوی جدول حل برای شده ارائه صحیحͬ عدد

دهیم.

داده نخ سر تعدادی معمولͬ، سودوکوی جداول مانند نیز X سودوکوی جدول در ۵ .X سودوکوی جدول .۱ .۳
تنها شوند. گرفته نظر در بایستͬ آن حل جهت معمولͬ سودکو محدودیت های تمامͬ نیز جدول این در و ͬ شود م
ظاهر آن اصلͬ قطر دو روی بار ͷی فقط باید ۹ تا ۱ اعداد که است این در معمولͬ سودکو با جدول نوع این تفاوت

ͬ دهد. م نشان را X سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ (۳) شͺل گردند.

X سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۳ شͺل

کافͬ آن، حل برای صحیح عدد ریزی برنامه مبنای بر مدلͬ ارائه منظور به ،X سودوکوی جدول ویژگͬ به توجه با
کنیم. اضافه (۷) مدل محدودیت های به را زیر محدودیت های است

5Sudoku X
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، قندی ف. و علیائͬ داوطلب م.

ͬ گردد، م اضافه زیر قید شوند، ظاهر بار ͷی تنها جدول، اصلͬ قطر روی ۹ تا ۱ اعداد آنکه برای

9∑
r=1

xrrk = 1, k = 1, . . . , 9.

(۸)

ͬ شود، م اضافه زیر قید مخالف قطر برای مشابه طور به

9∑
r=1

xr(10−r)k = 1, k = 1, . . . , 9.

(۹)

شوند. ظاهر سودوکو جدول اصلͬ قطر دو روی بار ͷی فقط ۹ تا ۱ اعداد که ͬ کنند م تضمین فوق قید دو

استانداردهای در اینکه بر علاوه که است جدولͬ مربع، چهار سودوکوی جدول ۶ مربع. چهار سودوکوی جدول .۲ .۳
در بار ͷی دقیقا ۹ تا ۱ اعداد که شدە اند مشخص 3 × 3 مربع چهار آن در ͬ کند، م صدق معمولͬ سودوکوی جدول

ͬ دهد. م نشان را مربع چهار سودوکوی جدول از نمونه ͷی (۴) شͺل گردند. ظاهر بایستͬ مربع چهار این

مربع چهار سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۴ شͺل

عدد خطͬ ریزی برنامه مدل ارائه برای شد، ذکر مربع چهار سودوکوی جدول مورد در که توضیحͬ به توجه با
گردد. اضافه (۷) مدل به زیر محدودیت  است کافͬ سودوکو، جدول نوع این حل منظور به صحیح

i+2∑
r=i

j+2∑
c=j

xrck = 1, i = 2, 6, j = 2, 6, k = 1, . . . , 9.

(۱۰)

6Four square sudoku
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ریاضͬ، ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

چهار مربع، چهار سودوکوی جدول مانند هرم چهار سودوکوی جدول در ۷ هرم. چهار سودوکوی جدول .۳ .۳
۱ اعداد ناحیە ها این در معمولͬ، سودکو جدول استانداردهای گرفتن نظر در بر علاوه که است شده مشخص ناحیه
ͬ باشند م هرم شͺل به جدول ها، نوع این در نواحͬ این که ͬ شود م توجه شوند. ظاهر بار ͷی دقیقا باید حتما ۹ تا
از مثالͬ (۵) شͺل شدە اند. معروف هرمͬ چهار سودکو جدول های به جدول ها از گونه این که است خاطر بدین و
برای خطͬ ریزی برنامه مدل ارائه منظور به زیر محدودیت دسته چهار ͬ دهد. م نشان را هرم چهار سودوکوی جدول

هرم چهار سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۵ شͺل

ͬ گردد. م اضافه (۷) مدل محدودیت های به هرم، چهار سودوکوی جدول حل
3∑

r=1

9−r∑
c=3+r

xrck = 1, k = 1, . . . , 9,

3∑
c=1

7−c∑
r=1+c

xrck = 1, k = 1, . . . , 9,

9∑
r=7

r−3∑
c=11−r

xrck = 1, k = 1, . . . , 9,

9∑
c=7

c−1∑
r=13−c

xrck = 1, k = 1, . . . , 9.

(۱۱)

ͬ شود. م ظاهر بار ͷی دقیق شده مشخص ناحیە های در ۹ تا ۱ اعداد که ͬ کند م تضمین محدودیت ها این

3 × 3 جدول ۹ به را آن اگر که است 9 × 9 جدولͬ موقعیتͬ، سودوکوی ۸ موقعیتͬ. سودوکوی جدول .۴ .۳
مشاهده (۶) شͺل در را جدول نوع این از مثالͬ هستند. مختلف رنگ ۹ دارای 3× 3 جداول خانە های کنیم، تقسیم
کار به بار ͷی تنها باید 3 × 3 جداول ستون و سطر هر در ۹ تا ۱ اعداد اینکه بر علاوه جدول نوع این در ͬ کنید. م

ͬ گردند. م ظاهر بار ͷی تنها ۹ تا ۱ اعداد نیز جدول از رنگ هر در که ͬ گیرد م قرار مدنظر نیز نکته این بروند،
7Four pyramids sudoku 8Position sudoku
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، قندی ف. و علیائͬ داوطلب م.

موقعیتͬ سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۶ شͺل

جدول به مربوط مدل بر اضافه محدودیت هایی بایستͬ موقعیتͬ، سودوکوی جدول با متناظر مدل برای بنابراین
92 = 81 باید بنابراین دارد، وجود ممͺن رقم ۹ و مختلف مͺان ۹ آنجایی که از باشیم. داشته معمولͬ سودوکوی

هستند، زیر بصورت محدودیت ها این شود. اضافه (۷) مدل محدودیت های به جدید محدودیت

2∑
a=0

2∑
b=0

x(3a+i)(3b+j)k = 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, k = 1, . . . , 9

در اول خانه بیانگر i = j = 1 مثال عنوان به هستند. سودوکو جدول درون موقعیت کننده تعیین j و i فوق فرمول در
است. جدول بالای چپ سمت گوشه

دیͽری رنگ با 3×3 جدول ۹ از تا سه سودوکو، جدول نوع این در ۹ تایی. سه جادویی سودوکوی جدول .۵ .۳
بͽیرند قرار رنگͬ جدول سه این در گونە ای به ۹ تا ۱ اعداد که داشت نظر در باید آن حل برای ͬ شوند. م داده نمایش
این از مثالͬ باشد. برابر هم با ستون و سطر هر در موجود عدد سه جمع عدد، هر یͺبار تنها شدن ظاهر بر علاوه که
بررسͬ را تایی سه جادویی سودوکوی جدول مقاله، این در است. شده داده نمایش زیر شͺل در سودوکو جدول نوع

کرد. ایجاد نیز رنگͬ قسمت سه از بیش با جادویی سودوکوی جدول ͬ توان م که است حالͬ در این ͬ نماییم، م

9Three majic sudoku
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ریاضͬ، ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

تایی سه جادویی سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۷ شͺل

در آنجایی که از دهیم. ارائه تایی سه جادویی سودوکوی جدول حل منظور به BILP مدل ͷی داریم قصد ادامه در
هر جمع باید که جادویی عدد که ͬ گردد م مشاهده راحتͬ به باشد، یͺسان باید ستون و سطر هر جمع رنگͬ، مربع هر
مربع ͷی در ستون و سطر هر در واقع اعداد اگر که است خاطر بدان این است. ۱۵ عدد باشد، آن برابر ستون و سطر
ͬ شود م محاسبه جمع در دوبار ۹ تا ۱ طبیعͬ عدد هر زیرا شد. خواهد ۹۰ برابر اعداد این حاصل کنیم، جمع هم با را
جادویی) مربع سه این از ͷی هر در ) ستون ۳ و سطر ۳ چون حال خودش). ستون در یͺبار و سطر برای یͺبار )

آمد. خواهد بدست ۱۵ برابر جادویی مربع های از ͷی هر در ستون و سطر هر جمع ۶ به ۹۰ تقسیم با داریم،
بنابراین شود. ظاهر c ستون و r سطر متناظر خانه در که باشد رقمͬ k اگر تنها و اگر xrck = 1 ͬ دهیم م قرار
مربع های در ستون و سطر جمع باید ͬ دانیم م آنجایی که از است. (r, c) در موجود ارقام جمع دهنده نشان

∑9
k=1 xrck

نوشت: ͬ توان م راست سمت بالا رنگͬ مربع برای را زیر روابط باشد، ۱۵ برابر رنگͬ
باشیم داشته بایستͬ پس باشد، ۱۵ برابر باید رنگͬ مربع سطرهای جمع •

9∑
c=7

9∑
k=1

kxrck = 15, r = 1, 2, 3.

نظر در نیز را زیر اضافͬ محدودیت های باید یعنͬ باشد، ۱۵ عدد برابر باید نیز رنگͬ مربع ستون های جمع •
بͽیریم

3∑
r=1

9∑
k=1

kxrck = 15, c = 7, 8, 9.

r = c = وسط رنگͬ مربع برای ͬ شوند. م نوشته مشابه طور به نیز دیͽر جادویی مربع دو به مربوط محدودیت های
وجود محدودیت ۶ جادویی مربع هر برای بود. خواهد c = 1, 2, 3 و r = 7, 8, 9 چپ سمت پایینͬ مربع و 4, 5, 6

به محدودیت ۱۸ این کردن اضافه با ͬ گردد. م ایجاد محدودیت ۱۸ کل در داریم جادویی مربع ۳ چون طرفͬ از دارد،
ͬ شود. م ایجاد تایی سه جادویی سودوکوی جدول حل برای BILP مدل ͷی ،(۷) مدل

که ͬ باشد م شده داده سرنخ های با 9 × 9 جدولͬ فرد و زوج سودوکوی فرد. و زوج سودوکوی جدول .۶ .۳
اعداد حاوی تنها بایستͬ خاکستری مربع های تمام جدول این در ͬ باشد. م رنگ سفید و خاکستری خانە های شامل
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ، قندی ف. و علیائͬ داوطلب م.

خالͬ مربع های تمام کردن پر هدف باشند. ͬ توانند م زوج) (یا فرد اعداد حاوی تنها سفید مربع های و فرد)، (یا زوج
از مثالͬ (۸) شͺل شود. داده نمایش 3× 3 مربع و ستون سطر، هر در دقیق طور به ۹ تا ۱ ارقام که گونە ای به است،

است. فرد و زوج سودوکوی جدول ͷی

فرد و زوج سودوکوی جدول ͷی از مثالͬ :۸ شͺل

کردن اضافه نیازمند فرد و زوج سودوکوی جداول حل برای معمولͬ، سودوکو جدول های محدودیت های بر علاوه
با ترتیب به را شده داده جدول سفید و خاکستری خانە های تمام منظور، این برای هستیم. نیز دیͽری محدودیت های

ͬ دهیم، م قرار حال ͬ دهیم. م نشان Iw و Ig

Je = {2, 4, 6, 8}, Jo = {1, 3, 5, 7, 9}

نمود، فرموله زیر صورت به را سودوکو جدول این به مربوط جدید محدودیت های ͬ توان م ∑بنابراین
k∈Jo

xijk = 0,
∑
k∈Je

xijk = 1, ∀(i, j) ∈ Ig,∑
k∈Je

xijk = 0,
∑
k∈Jo

xijk = 1, ∀(i, j) ∈ Iw. (۱۲)

فرد و زوج سودوکوی جداول حل برای مدلͬ ،(۷) مدل محدودیت های به فوق محدودیت های نمودن اضافه با حال
نمود. مراجعه [۱۳] به ͬ توان م سودوکو، جدول نوع این مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای ͬ گردد. م حاصل

سودوکو جداول ساخت .۴

از استفاده سودوکو جدول ساخت منظور به روش اولین جامع. جستجوی روش ͷکم به جدول ساخت .۱ .۴
کاندیدهای تمام نظام مند شمارش منظور به که است روشͬ جامع، جستجوی روش است. جامع جستجوی روش
مͬ کار به خیر یا صادق اند مسئله شرایط در کاندیدها این از ͷی هر آیا اینکه کردن ͷچ و مسئله ͷی حل برای ممͺن
اعداد از تصادفͬ بطور را 9× 9 سودوکوی جدول ͷی ابتدا که آنست ساده ایده ͷی روش این اساس برا بنابراین رود.
جدول خواص در جدول این آیا که ͬ کنیم م ͷچ حاصل، جدول ستون های و سطرها بررسͬ با سپس کنیم. پر ۹ تا ۱
مستلزم ͬͽهم که ͬ شود م ساخته مختلف ماتریس 981 ≈ 1.97 × 1077 روش این با خیر. یا ͬ کند م صدق سودوکو
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۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ریاضͬ، ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

مطرح که سوالͬ حال هستند. سودوکو خواص دارای ماتریس ها این از تا چند که نمود بررسͬ باید یعنͬ است. بررسͬ
دارد؟ وجود 9× 9 سودوکوی جدول چند جدول ها این میان از که آنست ͬ شود م

عددی با ستونͬ و سطر هیچ آنها در که ͬ گیریم م نظر در را ۹ تا ۱ اعداد شامل 9 × 9 جدول های ابتدا در
که است 9 × 9 جدول های از این گونه از خاصͬ حالت سودوکو، جدول هر حقیقت در باشد. نداشته وجود تکراری
این از تعداد چه ببینیم باید حال 5524751496156892842531225600 ≈ 5/525 × 1027. با است برابر آن ها تعداد
و است گردیده محاسبه [۱] در 9 × 9 معمولͬ سودکو جدول های تعداد ͬ باشند. م سودوکو جدول ͷی جدول ها
توجه . 9!× 722× 27× 27704267971 معادل عدد این . است 6670903752021072936960 ≈ 6/67× برابر1021
جدول ͷی عنوان به قبول قابل بودند، شده پر تصادفͬ بصورت که 9 × 9 جدول های از 0/0012% تقریبا که کنید

ͬ آید. م بوجود سوال دو حال هستند. سودوکو
بە فرد منحصر جواب دارای جدول اینکه تا شود داده سودکو جدول در قبل از باید که سرنخ هایی تعداد مینیمم .۱
گوردن مثال، عنوان به شد. ارائه متفاوتͬ تجربی حل های راه ابتدا در سوال، این به پاسخ برای است؟ چقدر باشد،
جدول ۳۵۳۹۶ مجموع در او ساخت. را بود سرنخ ۱۷ دارای که بە فرد منحصر جواب با سودکو جدول [۹] رویل
با که سودکویی جدول هیچ که اساس این بر حدسیاتͬ زمان آن در یافت. را بودند سرنخ ۱۷ دارای ͷی هر که مجزا
و مͷ گایر نهایت در داشت. وجود باشد، بە فرد منحصر جواب دارای که ندارد وجود سرنخ ۱۶ از کمتر یا ۱۶ تعداد
سودکو جدول تا باشد عدد ۱۷ ͬ بایستͬ م جدول در شده داده سرنخ های تعداد مینیمم که کردند ثابت [۷] همͺارانش

باشد. بە فرد منحصر جواب دارای
به وابسته دیͽر، جدول ͷی ساخت برای راهͬ آیا بە فرد، منحصر جواب با جدول ͷی در دادە ها از استفاده با .۲
جدول ͷی روی از جدید جدول ساخت برای روش هایی دارد؟ وجود باشد بە فرد منحصر جواب دارای که اولیه جدول

ͬ پردازیم. م روش ها این ارائه به اثباتشان، و قضیه چندین ͷکم به بعد بخش در که دارد وجود شده داده سودوکوی

معمولͬ سودوکوی جدول ͷی داشتن با داریم قصد بخش این در قدیمͬ. جدول از جدید جدول ساختن .۲ .۴
ارائه زیر در معمولͬ سودوکوی جدول از تعریفͬ ابتدا منظور، این برای بسازیم. آن روی از دیͽری سودوکوی جداول ،S
جدول های ساخت برای هایی ایده شده، ارائه قضایای ͷکم با ادامه در ͬ کنیم. م اثبات و بیان قضایایی سپس و نموده
چهار اگر است سودوکو ماتریس ͷی S مربعͬ ماتریس ͬ دهیم. م ارائه اولیه سودکو جدول روی از جدید سودوکو

باشد: دارا را زیر شرط

مثبت. ⅿ ͷی برای n = m2 بطوریͺه است n ماتریس رتبه (۱)
است. شده استفاده بار ͷی دقیقا n تا ۱ اعداد S سطر هر در (۲)

است. شده استفاده بار ͷی دقیقا n تا ۱ اعداد S ستون هر در (۳)
است. گردیده استفاده بار ͷی دقیقا n تا ۱ اعداد S ماتریس زیر هر در (۴)

است. سودوکو ماتریس ͷی نیز ترانهاده S آن گاه باشد، سودوکو ماتریس ͷی S اگر .۱ .۴ قضیه

S چون بنابراین ͬ شود. م حاصل ماتریس آن وستون های سطرها ازتعویض ماتریس، ͷی ترانهاده ͬ دانیم م اثبات.
برای شرط این که است واضح و ͬ کند م صدق سودوکو ماتریس تعریف اول شرط در است، n سودوکوی ماتریس ͷی
S ماتریس برای (دوم) سوم شرط در که خاصیتͬ با ترانهاده S برای (سوم) دوم شرط است. برقرار هم آن ترانهاده
از کاستن بدون ͬ کند. م صدق نیز چهارم خاصیت در ترانهاده S که دهیم نشان کافیست است. برقرار ͬ کند، م صدق
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است. 2× 2 بلوک هر بنابراین ،m = 2 کنید فرض مسئله کلیت

S =

(
s11 s12

s21 s22

)

ST =

(
sT11 sT12

sT21 sT22

)
S از ماتریسͬ زیر توسط ST از ماتریس زیر هر زیرا ͬ کند م صدق چهارم ویژگͬ در ،ST ماتریس از ماتریس زیر هر
□ است. ͬ کرده م صدق چهارم شرط در که است شده ساخته

جدید سودوکوی جدول ͷی ساختن به قادر اولیه سودکو جدول از گرفتن ترانهاده با که ͬ دهد م نشان قبل قضیه
از را زیادی بسیار جدول های بود خواهیم قادر آن ͷکم به چون است، جالب تر بسیار بعدی قضیه اما بود. خواهیم

نماییم. تولید اولیه سودکو جدول روی

ستون و سطرها کردن جابجا با ͬ توان م را S̃ جدید سودوکوی ماتریس باشد، سودوکو ماتریس ͷی S اگر .۲ .۴ قضیه
ساخت. S ماتریس بلوک های از ͷی هر در ها

بلوک ها از ͷی هر در ستون و سطر کردن جابجا پس .m = 2 کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون اثبات.
داد. نشان زیر ماتریسͬ اعمال با ͬ توان م را

S̃ =

(
E1

E2

)(
s11 s12

s21 s22

)(
F1

F2

)
=

(
E1s11F1 E1s12F2

E2s21F1 E2s22F2

)
ماتریس های ستون) (یا سطر در جابجایی و تغییر ایجاد به منجر که هستند جایͽشت Fiماتریس های و Ei آن در که
دوباره بلوک زیرا ͬ کند، م صدق معمولͬ سودوکوی جدول اول شرط در S̃ که است واضح ͬ شوند. م ابتدایی 2 × 2

بلوک اولین از سطر i⁃امین دوم، شرط دادن نشان برای حال ͬ نماید. نم ایجاد ماتریس اندازه در تغییری شده، مرتب
بͽیرید: نظر در را S̃ سطری

eTi (E1S11F1 E1S12F2) = eTi E1(S11F1 S12F2)

کرده تغییر ستون های با S از سطری بلوک اولین (S11F1 S12F2) ماتریس که ͬ بینیم م فوق، عبارت در دقت کمͬ با
ͬ کنند، م صدق دوم شرط در S ماتریس سطرهای چون ͬ باشد. م ماتریس این در خاص ردیف ͷی بیانگر eTi E1 و است
ͬ توان م مشابه طریق به ماتریس، ترانهاده گرفتن نظر در با است. برقرار نیز S̃ خاص سطرهای برای ۲ شرط نتیجه در
صدق نیز ۴ ویژگͬ در S̃ که دهیم نشان است کافͬ حال بود. خواهد برقرار S̃ ماتریس برای نیز سوم شرط که داد نشان
در S̃ ماتریس زیر هر که ͬ شود م دیده راحتͬ به است، آمده اثبات ابتدای در که S̃ تعریف نحوه به توجه با ͬ کند. م

است. گردیده حاصل S ماتریس ستون و سطر جابجایی از زیرماتریس هر زیرا ͬ کند، م صدق ۴ ویژگͬ
□

دوباره سازی مرتب روش به ͬ توان م را S̃ جدید سودوکوی ماتریس آنگاه باشد سودوکو ماتریس ͷی S اگر .۳ .۴ قضیه
استفاده S ساخت برای که a = (1, . . . , n) اعداد میان ͷی به ͷی نگاشت ͷی اگر دیͽر، بعبارت ساخت. S در اعداد
سودکو ماتریس ͷی S̃ آن گاه باشد، داشته وجود است شده استفاده S̃ ساخت برای که اعداد این از b جایͽشت و شده

بود. خواهد جدید
ⅮOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.119249.1339 ۵۸

 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.119249.1339


۴۵–۶۰ (۱۳۹۸) ۳ شماره ،۴ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ریاضͬ، ابزارهای از استفاده با سودوکو جدول های انواع ساخت و حل

برهان کلیت از کاستن بدون نباشد. جدید سودوکو ماتریس ͷی S̃ اما ،a ̸= b که کنیم فرض خلف به اثبات.
آن در عدد ͷی که دارد وجود S̃ از سطری بنابراین نیست. برقرار S̃ ماتریس برای دوم ویژگͬ که کرد فرض ͬ توان م
بایستͬ بنابراین است. تناقض این که نیست ͷی به ͷی b به a اعداد مجموعه از نگاشت رو این از است. شده تکرار
□ باشد. جدید سودوکوی ماتریس ͷی S̃ ماتریس

از b = (4132) جایͽشت تحت بͽیرید. نظر در زیر صورت به را S سودوکوی ماتریس .n = 4 کنید فرض
ساخت. را S̃ جدید سودوکوی ماتریس ͬ توان م a = (1234)

گیری نتیجه .۵

در است. پرداخته ریاضͬ رهیافت های ͷکم به سودوکو جدول مشهور و مختلف انواع ساخت و حل به مقاله این
n×n معمولͬ سودوکوی جدول هر حل توانایی که گردید ارائه دودویی صحیح عدد بهینە سازی مدل ͷی مقاله ابتدای
را معمولͬ سودوکو جدول کران، و شاخه روش ͷکم به که متلب در شده آماده فایل دانلود لینک همچنین دارد. را
انواع حل برای مذکور BILP مدل گسترش به بعدی بخش در این، بر علاوه است. شده ذکر مقاله در نیز ͬ کند م حل
ارائه جدید سودوکوی جدول تولید منظور به قضایایی مقاله این در هم چنین است. شده پرداخته سودوکو جداول دیͽر
از روزانه تقویم ͷی راحتͬ به ͬ توان م سودوکو، جدول ͷی از شروع با که ͬ دهد م نشان مقاله این است. شده گردیده
حذف یا و کردن اضافه با همچنین باشد. کافͬ نیز بعدی قرن کل برای که اندازە ای به نمود، تولید را سودوکو جداول

دهیم. تغییر را بازی هر دشواری سطح که بود خواهیم قادر جدول، هر در شده داده اعداد نمودن
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علیائͬ داوطلب مصطفͬ
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کاربردی رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۸۰ سال در وی است. قم شهر در ۱۳۶۲ متولد علیائͬ داوطلب مصطفͬ
وی شد. تهران خوارزمͬ دانشͽاه کاربردی رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۸۴ سال در و شد اصفهان دانشͽاه
کنون تا ۱۳۹۴ سال از و شد دانشͽاه همان در عملیات در تحقیق گرایش کاربردی ریاضͬ دکتری مقطع وارد ۱۳۸۷ سال در

است. کاشان دانشͽاه ریاضͬ گروه علمͬ هیئت عضو

قندی فاطمه
ایران تهران، رجایی، شهید دبیر تربیت دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده

f.ghanⅾi۹۲@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

كاربردی رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۹۰ سال در وی است. کاشان شهر در ۱۳۷۳ ماه شهریور متولد قندی فاطمه
رجایی شهید دبیر تربیت دانشͽاه كاربردی رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ۱۳۹۴ سال در و شد خوانسار دانشͽاه

کرد. دفاع علیائͬ داوطلب مصطفͬ دکتر نظر تحت دادە ها پوششͬ تحلیل زمینه در خود نامه پایان از و شد تهران
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