
http://math-sci.iranjournals.ir

جامعه و ریاضͬ
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اول اعداد قضیه

اسفندیاری محمدرضا

توزیع درباره ی که قضیه این است. اعداد نظریه در قضایا برجسته ترین و مهمترین از ͬͺی اول اعداد قضیه چͺیده.
حدس گاوس توسط نخست ͬ کند؛ م مشخص اول اعداد تعداد برای مجانبی و هم ارز رابطه ی ͷی و است اول اعداد
اهمیت از همچنان اول اعداد قضیه رسید. اثبات به فرضیه این درستͬ سرانجام سال صد حدود از بعد و شد زده
فرضیه درستͬ به منوط خطا، جمله با اول اعداد قضیه یعنͬ قضیه، این دقیق تر تقریب که چرا است برخوردار والایی
نوشته این در است. مطرح ریاضیات در نشده حل مسائل بزرگ ترین از ͬͺی به عنوان امروز به تا که است ریمان
در (Don Zagier) زگیر دان  توسط که مختصر نسبتاً اثباتͬ آن، اثبات فرایند و مساله این به تاریخͬ اشاره ضمن

ͬ دهیم. م شرح را است داده ارائه ͬͽسال صد جشن

اول اعداد قضیه و اول اعداد .١

بتواند کسͬ ͬ کنم نم «فکر است: گفته چنین بیستم، قرن خوشنام ریاضیدانان از ͬͺی هاردی»١ «جͬ.اچ.
کسانͬ از بسیاری کند». پیدا علاقه چیزی به علاقمندم، اعداد نظریه به من که میزان آن از عمیق تر و بیشتر
مثل نیز اول اعداد البته معتقدند. اول اعداد به ویژه اعداد نظریه جذابیت به نیز نیستند حرفه ای ریاضیدان  که
از که هستند اعدادی آنها بخش پذیرند. ١ و خودشان بر فقط که ۵ و ٣ مثل اعدادی هستند؛ عدد اعداد، بقیه
دستگاه سازنده «بلوک های اغلب را آنها دلیل همین به و آوریم به دست را اعداد همه ͬ توانیم م حاصلضربشان
نسبتاً ͬ شوند، م ساخته خود که آنهایی و ͬ سازند م که آنهایی یعنͬ اعداد، از نوع دو بین تمایز ͬ نامند. م اعداد»
«اصول کتاب در اول اعداد از تعریف نخستین است. قدیمͬ مفهوم حال این با اما کرد پیدا راه ریاضیات به دیر
برخͬ که بود شده معلوم آن از پیش تر بسیار چه، اگر است. آمده میلاد) از پیش سال ٣٠٠ حدود (در اقلیدس»،

ببینید). را ١ (شͺل چهار گوشه اند. اعداد برخͬ و هستند  ͬ خط اعداد

ریمان. فرضیه تحلیلͬ، ادامه اویلر، حاصلضرب زتای ریمان، تابع اول، اعداد کلیدی: کلمات
آرین نژاد مسعود رابط: تخصصͬ دبیر
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، اسفندیاری .ر. م

چهارگوشه و خطͬ صورت به اعداد نمایش :١ شͺل

چند اول اعداد «تعداد که: بود این شد، داده پاسخ و شد مطرح اول اعداد مورد در که پرسشͬ نخستین
به پاسخ نامتناهͬ؟ یا است متناهͬ اول اعداد مجموعه آیا که بود این پرسش ریاضͬ، دقیق  بیان به تاست؟»
مجموعه ͷی اندازه به باشند متناهͬ اول اعداد اگر دارد. بسزایی نقش اول اعداد جذابیت میزان در پرسش این

داد. ارائه اول اعداد بودن نامتناهͬ برای جالبی اثبات خود کتاب در اقلیدس نیستند. توجه جالب نامتناهͬ
است. طبیعͬ اعداد بودن نامتناهͬ اثبات سادگͬ به درست اقلیدس دست به اول اعداد بودن نامتناهͬ اثبات
پاسخ عنوان به را n عدد و کنیم ضرب هم در را اول اعداد از گروهͬ اگر که است صورت این به کار اساس
هم در که اولͬ اعداد از ͷی هیچ بر (n+۱ ریاضͬ زبان (به ͬ آید م n از بعد بلافاصله که عددی آوریم، به دست
است آن امر این دلیل دارد. n عوامل از غیر اولͬ عوامل یا و است اول یا پس نیست، بخش پذیر کردیم ضرب
باشند. بخش پذیر آن بر دو هر n+ ۱ و n که ندارد وجود دیͽری عدد هیچ نیست، اول عدد که ،ͷی جز به که
از و ͬ افتند م عقب ١٧ در ͬ شود، م برابر مرکب اعداد با تعدادشان ١٣ تا ͬ گیرند، م پیشͬ ٣ و ٢ با اول اعداد
میلیون، ͷی که دارد وجود مͺان هایی طبیعͬ اعداد نامتناهͬ دنباله ی در ͬ مانند. م عقب تر و عقب تر بعد به اینجا
عدد هیچ بدون و بی وقفه مرکب اعداد باشیم» داشته دوست که تعداد «هر اصلا́ تریلیون، ͷی میلیارد، ͷی
بی سͺنه زمین های این وجود اثبات ͬ نامند. م اول٢» اعداد «برهوت را محل ها این ͬ آیند. م هم سر پشت اولͬ
متوالͬ مرکب عدد ۵ ͬ خواهیم م که کنید فرض مثال برای است. امͺان پذیر ریاضͬ کاوش بدون و به سادگͬ

کنید: توجه زیر به حاصلضرب باشیم. داشته

۱× ۲× ۳× ۴× ۵× ۶ = ۷۲۰

به بالا اعداد زیرا هستند مرکب ۷۲۲, ۷۲۳, ۷۲۴, ۷۲۵, ۷۲۶ متوالͬ عدد ۵ بͽوییم ͬ توانیم م اطمینان با حال
هستند. بخش پذیر ۶ و ۵ ،۴ ،٣ ،٢ بر چپ از ترتیب

صورت به متوالͬ اول عدد (دو دوقلو اول اعداد بودن نامتناهͬ نتواسته اند کنون تا ریاضیدانان حال، این با
۱,۰۰۰,۰۰۰,۰۰۹,۶۴۹ شده شناخته دوقلو اول اعداد بزرگترین ١٩۵٠ سال تا کنند. ثابت را (p + ۲ و p

دست بزرگͬ بسیار اول اعداد به خود اپراتورهای ͷکم به رایانه ها امروزه بودند. ۱,۰۰۰,۰۰۰,۰۰۹,۶۵۱ و
۲۹۹۶۸۶۳۰۳۴۸۹۵ دوقلو× اول اعداد بزرگترین اکنون ͬ کرد. نم هم را فکرش کسͬ حتͬ قبلا́ که یافته اند

دارد. رقم ٣٨٨،٣۴٢ که ͬ باشد م ۲۱۲۹۰۰۰۰ ± ۱
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باشد ٩ یا ،٧ ،٣ ،١ عددی یͺان اگر باشد. سخت بسیار اول اعداد وقوع نحوۀ کشف که ͬ رسد م نظر به
است، اول ͬ دانیم م که عدد ͷی داشتن با همچنین خیر. یا است اول عدد این آیا کنیم تعیین سریعاً نیستیم قادر
دنبال به بیهوده امروز تا «ریاضیدانان ͬ گوید: م باره این در اویلر است. کدام بعدی اول عدد بͽوییم ͬ توانیم نم
بشر ذهن هیچ گاه که است رازی این شویم معتقد تا داریم دلایلͬ و بوده اند، اول اعداد دنباله در نظمͬ کشف

کرد». نخواهد پیدا نفوذ بدان
کمتری و کمتر وقوع تدریج به اعداد شدن بزرگ سوی در اما ͬ یابند، م ادامه بی نهایت تا اول اعداد چه اگر
مرکب اعداد همه تقریباً اما ͬ اند، نامتناه اول اعداد که این ͬ رغم عل گفت ͬ توان م تناقض به که جایی تا دارند
مانند طبیعͬ اعداد میان در اول «اعداد ͬ گوید: م خود اعداد تئوری کتاب در مصاحب غلامحسین هستند.

.[١۴] پهناورند» صحرایی در افتاده دور واحه هائͬ

مقیاس در اما ͬ رسند، م نظر به بی قاعده ͷکوچ مقیاس در اول اعداد توزیع آنکه وجود با اول. اعداد قضیه
است. پیوسته و آهسته آنها تعداد کاهش است. مشاهده قابل آنها بین در خاصͬ قاعده  های و نظم بزرگ

۰/۴۰ یعنͬ دارد، وجود اول عدد ۴ نخست عدد ١٠ بین در •
۰/۲۵ یعنͬ اول؛ عدد ٢۵ نخست عدد ١٠٠ بین در •

۰/۱۶۸ یعنͬ اول؛ عدد ١۶٨ نخست عدد ١٠٠٠ بین در •
۰/۱۲۲۹ یعنͬ اول؛ عدد ١٢٢٩ نخست عدد ١٠٠٠٠ بین در •

اعداد. ۰/۰۹۵۹۲ یعنͬ دارد وجود اول عدد ٩۵٩٢ نخست عدد ١٠٠٠٠٠ بین در •

است؟ چͽونه کاهش این الͽوی اما
نابیشتر اول اعداد تعداد با برابر که است π(x) یعنͬ «٣ اول اعداد شمارنده «تابع بحث این در تابع مهمترین

.π(۱۰) = ۴ نمونه برای ،π(x) =∑p⩽x ۱ دیͽر عبارت به است. x از
که سؤالͬ .π(x) → ∞ آنگاه x → ∞ اگر ریاضͬ زبان به است. نامتناهͬ اول اعداد تعداد که ͬ دانیم م
تابع ͷی آیا واقع در چیست؟ π(x) تابع مجانبی رشد که بود این شد، مطرح ریاضیدان ها برای طبیعͬ طور به

به طوری که دارد وجود f(x) چون مقدماتͬ

lim
x→∞

π(x)

f(x)
= ۱,

.π(x) ∼ f(x) ساده بیان به
کنید: توجه تابع دو بین مقادیر مقایسه برای زیر جدول به حال
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logN با N/π(N) مقایسه :٢ شͺل

تابع برای خوبی تقریب های که بود گاوس و لژاندر۴ یعنͬ ١٨ قرن بزرگ ریاضیدانان تیزبین چشمان این
عدد ١٠٠٠ از مرکب دسته هایی در منظم جدول های تهیه و عددی مشاهدات با گاوس زدند. حدس π(x)

زد حدس بالا، جدول مانند متوالͬ صحیح

π(x) ∼ x

log x
(x → ∞).

کاملا́ اعداد تحلیلͬ نظریه ادبیات در ͬ کنیم، نم استفاده ln از این که است. طبیعͬ لͽاریتم ،log از منظور اینجا در
است. مرسوم

(۱۷۷۷− ۱۸۵۵) گاوس فریدریش کارل و (۱۷۵۲− ۱۸۳۳) لژاندر ماری آدرین راست، از ترتیب به :٣ شͺل

اولین برای گاوس، حدس از اطلاع بدون و گاوس از بعد سال پنج حدود فرانسوی بزرگ ریاضیدان لژاندر
کرد ادعا اعداد» نظریه درباره ی «رساله ای عنوان تحت کتابش در ١٧٩٨ سال در رسمͬ به طور بار

π(x) ∼ x

A log x+B
.

مقدار شد داده نشان بعدها که ،B = −۱/۰۸۳۶۶ و A = ۱ که داد پیشنهاد خود کتاب بعدی چاب  در لژاندار
معروف منجم (Encke) ا˚نکه اطلاع به ١٨۴٩ سال در نامه ای طͬ گاوس یافته  های باشد. درست ͬ تواند نم B
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که زد حدس گاوس داد. ارائه خود اولیه حدس به نسبت بهتری حدس گاوس زمان این در و رسید

π(x) ∼ Li(x) (x → ∞),

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت است، لͽاریتمͬ انتگرال Li(x) آن در که

Li(x) =

∫ x

۲

dt

log t
.

داد: نشان ͬ توان م جزبه جز انتگرال گیری از استفاده با واقع در

Li(x) =
x

log x
+

x

log۲ x
+ · · ·+ n!x

logn+۱ x
+

∫ x

۲

(n+ ۱)!
logn+۲ t

dt+ Cn,

است. مشخص ثابت ͷی Cn آن در که
شده کشف حقیقت مهمترین شاید که قضیه ای است؛ شده شناخته اول۵» اعداد «قضیه نام به گاوس فرضیه
اول اعداد به راجع قضیه و مساله صدها بین از که است جالب است. جدید دوران در طبیعͬ اعداد مورد در
به ͬ شود، م نامیده PNT اختصار به که اول اعداد قضیه است. شده نامیده اول اعداد قضیه عنوان به قضیه این

ͬ شود: م بیان زیر صورت

اول). اعداد (قضیه ١ . ١ قضیه
π(x) ∼ Li(x) (x → ∞),

معادل طور به یا
lim
x→∞

π(x)

x/ log x
= ۱.

کرد: بیان ͬ توان م بلافاصله را زیر نتایج نمونه برای است. شده استنتاج بسیاری احͺام اول اعداد قضیه از

است. صفر بودن اول احتمال N → ∞ که وقتͬ . ۱
logN با است برابر تقریباً N عدد بودن اول احتمال •

.pn ∼ n log n صورت این در باشد اول عدد nامین ،pn اگر •
امروزه است. π(x) − Li(x) < ۰ همواره که زد حدس اولیه، محاسبات و عددی مشاهدات به توجه با گاوس
لیتلوود قضیه ی ذکر به فقط آنها میان از است. دست در Li(x) و π(x) میان رابطه ی درباره ی بیشتری اطلاعات
تفاضل آنگاه کند، تغییر مثبت صحیح اعداد همه ی مجموعه ی بر x اگر ͬ گوید، م که ͬ پردازیم م (Littlewood)
قضیه ی ͷی صرفاً لیتلوود قضیه ͬ کند. م اختیار بار بینهایت را منفͬ مقادیر هم و مثبت مقادیر هم π(x)−Li(x)

است. نیامده به دست باشد، مثبت π(x) − Li(x) آن ازای به که x برای عددی مقداری تاکنون و است وجودی
xای چنین است. شده پیدا ͬ کند م صدق π(x) > Li(x) در که xای نخستین برای بالا، کران این که شͽفت آور
١٩٣٣ سال در (Skewes) اسͺیوز که بالا، کران این است. eee

e۷٫۷۰۵
تصور قابل غیر بزرگͬ با عددی از کوچͷ تر

به طوری که x از مشخصͬ عددی مقدار هنوز حال هر به است. معروف اسͺیوز عدد به آورد، دست به را آن
.[١] است رایانه ای هر دسترس از خارج π(x) > Li(x)
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زتای ریمان تابع .٢

تاریخچه داریم سعͬ اینجا در دارد. کلیدی و عمده نقشͬ زتای ریمان تابع اول، اعداد قضیه اثبات فرایند در
همساز سری به نخست کنیم. بیان را تابع این ͬ های ویژگ از برخͬ همچنین و کنیم بیان را تابع این از مختصر

همساز سری ͬ کنیم. م اشاره ͷهارمونی یا

∞∑
n=۱

۱
n

= ۱+
۱
۲ +

۱
۳ +

۱
۴ + · · · ,

،۱n آن، عمومͬ جمله که واگرا سری ͷی از است مثالͬ که چرا است. ریاضیات در سری ها مهمترین از ͬͺی
(Nicole Oresme) اورسم نیͺول است کرده اثبات را سری این واگرایی که فردی اولین است. صفر به همͽرا
گرفت نتیجه نامساوی این از و S۲n ⩾ ۱ + n(۱۲) داد نشان که ترتیب این به ͬ باشد، م میلادی ١٣۵٠ سال در
ͬ ماند. باق گمنام قرن ها برای اثبات این واگراست. است، {S۲n} بی کران زیردنباله ͷی دارای که {Sn} دنباله
سال در (Johann Bernoulli) برنولͬ یوهان ،١۶۴٧ سال در (Pietro Mengoli) منگولͬ پیتر ترتیب به او از بعد

.[۶] کردند ارائه سری این واگرایی برای اثبات هایی ،(Jakob Bernoulli) برنولͬ یاکوب بعدها و ١۶٨٧
سری این از تعمیمͬ ١۶۴۴ سال در بود، داده ارائه همساز سری واگرایی برای اثباتͬ خود که منگولͬ پیتر
عددی چه به همͽراست اگر و همͽراست طبیعͬ اعداد مربع های وارون مجموع آیا که پرسید و کرد معرفͬ را

همͽراست؟
∞∑

n=۱

۱
n۲ = lim

n→∞

(
۱+

۱
۴ +

۱
۹ +

۱
۱۶ + · · ·+ ۱

n۲

)
=?

شهر های از ͬͺی نام بازل است. شده شناخته (Basel Problem ) بازل مساله به ریاضیدان ها بین در مساله این
دلیل و است جالب شهر ͷی نام به مساله ͷی نام گذاری است. فرانسه و آلمان با مرز هم و سوئیس در معروف
ͬ گویند م هم برخͬ کرد. حل را مساله این بار اولین که است بوده اویلر زادگاه به خاطر زیاد احتمال نام گذاری این
نهادند. را نام این مساله این بر شده اند، فارغ التحصیل بازل شهر دانشͽاه در برنولͬ برادران این که دلیل به
از برخͬ باقͬ ماند. حل بدون سال چندین برای ریاضͬ مهم مساله های از خیلͬ مانند مساله، این حال هر به

نمونه برای دادند، انجام آن حل برای تلاش هایی ریاضیدان ها

ͬ دانم. م اعشار رقم سه تا را آن همͽرایی مقدار من و همͽراست :١۶۵۵ ،(Wallis) والیس •
است. دو از کم تر همͽرایی مقدار :١۶٨٩ ،(Jakob Bernoulli ) برنولͬ یاکوب •

است. ۸
۵ تقریبا :١٧٢١ ،(Johann/Daniel Bernoulli ) برنولͬ جان •

است. ۵
۳ و ۴۱

۳۵ بین همͽرایی مقدار :١٧٢١ ،(Goldbach ) گلدباخ •

اثبات ارائه با و دقیق مقدار کردن پیدا مساله بلͺه نبود، آن برای تقریبی مقدار تعیین بازل مساله حل از منظور
داد نشان و آمد نائل مساله حل به جوان اویلر ١٧٣۵ سال در سرانجام بود.

∞∑
n=۱

۱
n۲ =

π۲

۶ .
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اول، اعداد قضیه

زیبایی های از جا هر امروزه شد، مساله این زیبایی و شͽفتͬ باعث دارد، هندسͬ ماهیت که π مربع شدن ظاهر
،sinx تیلور بسط از استفاده با اویلر ͬ شود. م مطرح نیز بازل مساله از نامͬ معمولا˟ ͬ شود، م صحبت ریاضیات

sinx = x− x۳

۳! +
x۵

۵! − · · · ,

اویلر کند. حل را مساله توانست دارد، · · · و ±۲π ،±π ،۰ صورت به جواب هایی sinx = ۰ معادله که این و
بلͺه ،٢ توان های تنها نه وی داد. ارائه ١٧۵۵ و ١٧۴١ سال های در مساله این برای دیͽر اثبات دو همچنین

k ∈ N هر ازای به داد نشان واقع در کرد. حل را سری این در زوج توان های همه و ٨ ،۶ ،۴ توان های

∞∑
n=۱

۱
n۲k =

(−۱)k−۱(۲π)۲k
۲(۲k)! B۲k,

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به و ͬ باشند م برنولͬ اعداد B۲k آن در که

Bm = ۱−
m−۱∑
k=۱

(
m

k

)
Bk

m− k + ۱ .

ریمان کارهای از برخͬ همچنین و آنالیز در وایرشتراس کارهای از برخͬ بخش الهام  اویلر، حل روش های
به مثال برای است. شده ارائه بازل مساله برای اثبات چندین امروزه شد. اول اعداد قضیه و زتا تابع توسعه در
فرد توان های برای دقیق مقدار آوردن به دست که ͬ کنیم م بیان علاقمند خواننده برای کنید. رجوع [١١] و [٢]

که است شده داده نشان همچنین است. مطرح باز مساله ͷی عنوان به هنوز

∞∑
n=۱

۱
n۳ /∈ Q.

کنید. مراجعه [٧] و [۴] به بیشتر مطالعه برای
مختلف اعداد بین اول اعداد ͬ توان م آن ͷکم با که است ساده ای الͽوریتم ریاضیات، در اراتستن۶، غربال
ͬ دهند. م نسبت باستان یونان دانشمند میلاد) از قبل ١٩۴-٢٧۶) اراتستن به را روش این کشف یافت. را
است. بوده مرکب اعداد از اول اعداد کردن جدا برای روش مند تلاش نخستین اراتستن غربال ͬ رسد م به نظر
بوده اند. روش همین تعمیم اساس بر نوعͬ به شدند، ایجاد بعد ها که اول عوامل و اول اعداد جدول های همه
بعد ،٣ مضرب های سه، عدد از بعد ͬ کنیم؛ م حذف را ٢ مضرب های دو عدد از بعد که است این کار روش
زبان به اراتستن غربال به که بود این اویلر اصلͬ شاهͺار ترتیب. همین به و ،۵ مضرب های پنج، عدد از
به اعداد تحلیلͬ نظریه در که دهد ارائه فرمولͬ توانست روش، این از گرفتن الهام با و کرد نگاه آنالیز و تحلیلͬ
فرمول به و کرد برقرار طبیعͬ اعداد و اول اعداد بین پل ͷی واقع در است. شده شناخته طلایی» «کلید عنوان
سری داد نشان فرمول این از استفاده با این، بر علاوه اویلر است. معروف اویلر) اتحاد (یا اویلر حاصلضرب

داد. ارائه اول اعداد بودن نامتناهͬ برای دیͽری اثبات واقع در واگراست. ∑p
۱
p

Sieve of Eratosthenes۶
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داریم حقیقͬ s > ۱ برای اویلر). حاصلضرب (فرمول ٢ . ١ قضیه

(١)
∞∑

n=۱

۱
ns

=
∏
p

(
۱− p−s

)−۱
,

است. p اول اعداد همه روی حاصلضرب آن در که

حاصلضرب بنابراین همͽراست مطلق طور به s > ۱ برای ∑∞
n=۱

۱
ns سری چون ∏اثبات.

p

(
۱− p−s

)−۱
,

باشیم داشته ثابت ε > ۰ و ثابت s > ۱ برای به طوری که کنید انتخاب بزرگ کافͬ قدر به را N همͽراست. نیز
∞∑

n=N+۱

∣∣∣∣ ۱ns

∣∣∣∣ < ε.

دهید قرار حال
ζ(s) := ۱+

۱
۲s

+
۱
۳s

+
۱
۴s

+ · · ·

)بنابراین
۱− ۱

۲s

)
ζ(s) = ۱+

۱
۳s

+
۱
۵s

+
۱
۷s

+ · · · ,(
۱− ۱

۳s

)(
۱− ۱

۲s

)
ζ(s) = ۱+

۱
۵s

+
۱
۷s

+
۱

۱۱s
+ · · · ,(

۱− ۱
۵s

)(
۱− ۱

۳s

)(
۱− ۱

۲s

)
ζ(s) = ۱+

۱
۷s

+
۱

۱۱s
+

۱
۱۳s

+ · · · .

داریم: باشد اول عدد nامین ،pn این که فرض با اراتستن، غربال مشابه بالا روند ادامه )با
۱− ۱

(pN )s

)(
۱− ۱

(pN−۱)s

)
· · ·
(
۱− ۱

۲s

)
ζ(s) = ۱+

۱
(pN+۱)s

+
۱

(pN+۲)s
+ · · ·

داریم n ⩾ N برای ∣∣∣∣∣∣حال
 n∏

j=۱

(
۱− ۱

(pj)s

) ζ(s)− ۱

∣∣∣∣∣∣ < ε,

□ ͬ شود. م حاصل نظر مورد نتیجه N → ∞ فرض با ترتیب این به

است. نامتناهͬ اول اعداد مجموعه دیͽر عبارت به واگراست. ∑p
۱
p مجموع (اویلر). ٢ . ٢ قضیه

کنیم ثابت ͬ خواهیم م اویلر. ∑اثبات
p

۱
p
= ∞.
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مثال، عنوان به ͬ کند. م تصدیق را اول اعداد تعداد بودن نامتناهͬ از بیش چیزی بالا رابطه باشید داشته توجه
ولͬ است، نامتناهͬ هم n۲ صورت به کامل مربع اعداد تعداد
∞∑

n=۱

۱
n۲ < ∞.

همه مجموع در این که، دقیق تر بیان است. مربع  اعداد تعداد از بیشتر اول اعداد تعداد تعبیری به بنابراین،
فرمول طرفین از لͽاریتم گرفتن با هستند. کامل مربع های از (چͽال تر) متراکم تر اول اعداد صحیح، اعداد

داریم s > ۱ ازای به و |x| < ۱ برای − log(۱− x) =
∑∞

n=۱
xn

n بسط به توجه با و اویلر حاصلضرب

lim
s→۱+

log ζ(s) = −
∑
p

log
(
۱− p−s

)
=
∑
p

∞∑
m=۱

۱
mpms

=
∑
p

۱
p
+
∑
p

∞∑
m=۲

۱
mpms

=
∑
p

۱
p
+O(۱).

واگراست، همساز سری این که به علم با اویلر همͽراست٧. مطلق به طور s > ۱ ازای به دوم سری بالا رابطه در
ͬ کند م ایجاب an → a این که از است پیوسته تابعͬ log x (چون است بی نهایت چپ سمت حد مقدار یعنͬ
□ واگراست. ∑p

۱
p سری که گرفت نتیجه ،(log an → log a

برای است جالب .∑p⩽x
۱
p ≈ log log x است، شده ثابت واقع در است، کند p∑بسیار

۱
p واگرایی سرعت

داریم است شده شناخته تاکنون که اولͬ اعداد تمام
∑

p known prime

۱
p
< ۴,

اولͬ عدد بزرگترین است. کم چقدر اول اعداد از ما شناخت که ͬ دهد م نشان این و ،∑p
۱
p = ∞ که حالͬ در

است. ۲۴,۸۶۲,۰۴۸ آن ارقام تعداد که ،۲۸۲,۵۸۹,۹۳۳ − ۱ است شده شناخته (٢٠٢٠ (ژانویه امروز تا که

اعداد تحلیلͬ نظریه در را خود تاریخͬ ١٨۵٩مقاله سال در ریمان یعنͬ گاوس، شاگردان آخرین از ͬͺی
تحلیلͬ نظریه در را عطفͬ نقطه و بود داده جای خود در را عمیق تفکری که صفحه ای هشت مقاله ای داد. ارائه
تابع ͷی عنوان به بود، گرفته قرار مطالعه مورد اویلر توسط پیش تر که را تابعͬ مقاله این در او زد. رقم اعداد
توزیع دادن ربط برای ابتکاری روشͬ وی نامید. (ζ) زتا را تابع این اسم مقاله همان در و نمود مطالعه مختلط
عدد هر برای زتای ریمان تابع پرداخت. گاوس حدس بررسͬ به و کرد طراحͬ تابع این خواص به اول اعداد

ͬ شود. م تعریف زیر نامتناهͬ سری صورت به ٨Re(s) > ۱ که s ∈ C مختلط

ζ(s) =
∞∑

n=۱

۱
ns

.

.|f(x)| ⩽ c g(x) به طوری که دارد وجود c ثابت :f(x) = O(g(x))٧

ͬ دهیم م نشان Re(s) نماد با را s مختلط عدد حقیقͬ ٨قسمت
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کتاب چندین است. شده انجام آن روی گسترده بسیار تحقیقات دارد که زیادی اهمیت بخاطر زتای ریمان تابع
مراجعه [١٢] و [٨] به ͬ توانید م نمونه برای دارد وجود زمینه این در معروف صاحب نظران از تابع این عنوان با

ͬ کنیم. م بیان را زتای ریمان تابع نیاز مورد ͬ های ویژگ از برخͬ بعد بخش در کنید.

اول اعداد قضیه اثبات .٣

ͬ شود م مشخص آنجا از بود) دشوار کافͬ اندازه ی به نیز آن به پی بردن حتͬ (که قضیه این اثبات دشواری
قضیه اثبات برای تلاش ها نخستین نشد. آن اثبات به موفق نیز بود کرده مطرح آن را خود که گاوس حتͬ که
درسال های زمینه این در مقاله دو وی شد. انجام روس نامͬ ریاضیدان (Chebyshev) چبیشف توسط اول اعداد

داد. نشان بزرگ کافͬ قدر به xهای برای او داد. ارائه ١٨۵٠ و ١٨۴٨

۰/۸۹ x

log x
< π(x) < ۱/۱۱ x

log x
.

باشد. ١ باید حد این مقدار باشد، حد دارای π(x)
x

log x
قسمت خارج اگر آنگاه x → ∞ که وقتͬ داد نشان به علاوه

قضیه ی نتوانست بنابراین دارد، وجود واقعاً فوق حد که کند ثابت نتوانست ولͬ بود جالب چبیشف کار چند هر
کند. ثابت را اول اعداد

بین ارتباط به زتا تابع تحلیلͬ ͬ های ویژگ از استفاده با بار اولین برای ریمان کردیم اشاره قبلا́ که همان طور
که را زیر اتحاد و پرداخت زتا تابع و گاما تابع رابطه بررسͬ به ابتدا وی پرداخت. اول اعداد قضیه و تابع این

کرد اثبات است، معروف تابعͬ معادله به

π− s
۲Γ(

s

۲)ζ(s) = π−۱−s
۲ Γ(

۱− s

۲ )ζ(۱− s),

را زتا تابع وی رابطه همین اساس بر ͬ شود. م تعریف Re(s) > ۰ برای که Γ(s) =
∫∞
۰ xs−۱e−xdx آن در که

داد. (Analytic Continuation) تحلیلͬ ادامه واحد، مانده با ،s = ۱ در ساده قطبی جز به مختلط صفحه کل به
اثباتͬ نتوانست و درگذشت ͬͽسال ٣٩ سن در فکری نبوغ اوج در خود، مقاله انتشار از بعد سال شش ریمان
طͬ که زد مهم حدس پنج خود مقاله در اول اعداد قضیه اثبات به راجع وی بدهد. ارائه اول اعداد قضیه برای
پوسین واله دی و (Hadamard) هادامارد ،(Mangoldt) منگولد توسط حدس ها این از تا چهار درستͬ سال ٣٠
اثبات به موفق مستقل، طور به پوسین و هادامارد ١٨٩۶ سال در سرانجام شد. اثبات (de la Vallée Poussin)
صفرهای «تمام ͬ کند، م بیان است، معروف ریمان فرضیه به که ریمان پنجم حدس شدند. اول اعداد قضیه
نشده حل مساله های بزرگترین از ͬͺی ریمان فرضیه است». واقع Re(s) = ۱

۲ خط رو زتای ریمان تابع نابدیهͬ
زتای ریمان تابع صفرهای است٩. شده انجام آن اثبات برای زیادی تلاش های کنون تا که است ریاضیات در
فرضیه اثبات با حقیقت در نداریم. مساله این به ورود قصد ما اینجا در که دارند، اول اعداد با ظریفͬ ارتباط

ͬ آید. م بدست طبیعͬ اعداد بین در اول اعداد توزیع و اول اعداد قضیه از دقیق تری تقریب ریمان،
اهمیت از زتای ریمان تابع صفر از خالͬ ناحیه های و خطا جمله با اول اعداد قضیه پژوهشͽران برای امروزه
صورت به ریمان حدس درستͬ فرض بدون اول اعداد قضیه برای خطا جمله بهترین است. برخوردار بالایی

شده است. تعیین دلاری میلیون ͷی جایزه آن حل برای که است هزاره مسائل از ͬͺی ریمان ٩فرضیه
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اول، اعداد قضیه

است: زیر

π(x) = Li(x) +

(
x

exp(c(log x)
۳
۵ (log log x)

−۱
۵ )

)
.

داریم ریمان حدس درستͬ فرض با همچنین ͬ باشد. م مثبتͬ ثابت c که

π(x) = Li(x) +O
(
x

۱
۲ log x

)
.

است. اول اعداد توزیع و اول اعداد قضیه برای تخمین بهترین فوق تقریب است، شده ثابت
طولانͬ نسبتا اثبات های عنوان به اعداد تحلیلͬ نظریه در اول، اعداد قضیه از پوسین و هادامارد اثبات های
اردوش و (Selberg) سلبرگ یعنͬ معاصر، بزرگ ریاضیدان دو ،١٩۴٩ سال در ͬ شوند. م شناخته سخت و
در .[۵] دهند ارائه قضیه این برای مختلط) آنالیز از استفاده بدون (یعنͬ مقدماتͬ اثباتͬ شدند موفق ،(Erdös)
و فنͬ بسیار نیز اثبات این چند هر نشد، استفاده مختلط توابع خواص از خود ͬ های پیچیدگ همه با اثبات این

است. طولانͬ
نسبت اثبات این که داد، ارائه اول اعداد قضیه برای دیͽری تحلیلͬ اثبات (Newman) نیومن ١٩٨٠ سال در
مناسبت به (Don Zagier) زگیر دان ١٩٩۶ سال در .[٩] ͬ باشد م مختصرتر و ساده تر نسبتا قبل اثبات های به
یاداشت این در ما داد. ارائه [١٣] در منظم تر و ساده تر کمͬ را نیومن برهان اول، اعداد قضیه اثبات ͬͽصدسال

کنیم. بیان جزئیات شرح با و کامل طور به را اخیر اثبات ͬ کنیم م سعͬ
شد. انجام چبیشف توسط اول اعداد قضیه اثبات برای تلاش ها نخستین گفتیم ابتدا در که همان طور

کرد معرفͬ زیر صورت به را است معروف نیز چبیشف تتای تابع به که ϑ(x) حقیقͬ تابع چبیشف

ϑ(x) =
∑
p⩽x

log p,

نزولͬ غیر و پله ای پیوسته، قطعه قطعه ϑ تابع است. x مساوی یا کوچͺتر p اول اعداد همه روی جمع آن در که
بسیار نقشͬ ͬ دهیم م ارائه اینجا در که اثباتͬ در به ویژه و اول اعداد قضیه به مربوط اثبات های در تابع این است.

دارد. کلیدی و مهم

ریاضͬ زبان به .ϑ(x) ∼ x اگر فقط و اگر است برقرار اول اعداد قضیه .٣ . ١ لم

π(x) ∼ x

log x
⇔ ϑ(x) ∼ x.

داریم باشد، ϑ(x) ∼ x کنید فرض اثبات.

۰ ⩽ ϑ(x) =
∑
p⩽x

log p ⩽ log x
∑
p⩽x

۱ = π(x) log x

داریم x بر بالا رابطه طرفین تقسیم با

ϑ(x)

x
⩽ π(x)

log x

x
. (٢)
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، اسفندیاری .ر. م

نوشت ͬ توان م ε > ۰ هر برای همچنین

ϑ(x) ⩾
∑

x۱−ε⩽p⩽x

log p

⩾
∑

x۱−ε⩽p⩽x

(۱− ε) log x

= (۱− ε) log x
(
π(x)− π(x۱−ε)

)
بنابراین

(٣) ϑ(x)

x
⩾ (۱− ε)

log x

x
π(x)− π(x۱−ε) log x

x
(۱− ε)

داریم (٣) و (٢) نامساوی از

(۴) (۱− ε)
log x

x
π(x)− π(x۱−ε) log x

x
(۱− ε) ⩽ ϑ(x)

x
⩽ π(x)

log x

x
.

داریم: π(x۱−ε) ⩽ x۱−ε واضح نامساوی گرفتن نظر در با

lim
x→∞

π(x۱−ε) log x

x
= ۰,

بالعکس. و π(x) ∼ x
log x صورت این در باشد ϑ(x) ∼ x اگر ،x → ∞ که وقتͬ ،(۴) نامساوی به توجه با حال

□ ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب این به

زیادی تلاش های ϑ(x) ∼ x ارزی هم اثبات برای است. اول اعداد قضیه اثبات اصلͬ کلید واقع در زیر لم
داد. ارایه ساده تر و مختصر نسبتاً رهیافتͬ ١٩٨٠ سال در نیومن است. شده

اگر .٣ . ٢ لم

lim
x→∞

∫ x

۱

ϑ(t)− t

t۲
dt,

.ϑ(x) ∼ x صورت این در باشد)، همͽرا (انتگرال باشد داشته وجود

ما انتگرال این همͽرایی اثبات برای است. انتگرال ͷی همͽرایی با معادل اول اعداد قضیه اثبات بنابراین
نیاز ... و لاپلاس تبدیلات تکینͬ، نقاط کوشͬ، انتگرال فرمول تحلیلͬ، ادامه مانند مختلط آنالیز از ابزارهایی به
به که ͬ کنند م ایفا اثبات این در کلیدی نقش زتای ریمان تابع تحلیلͬ ͬ های ویژگ از برخͬ همچنین .[٣] داریم

ͬ کنیم. م اشاره آنها

کنید فرض خلف برهان به بنا باشد. همͽرا ∫∞
۱

ϑ(t)−t
t۲ dt کنید فرض .٣ . ٢ لم اثبات

lim
x→∞

ϑ(x)

x
̸= ۱

که طوری به دارد وجود x بزرگ دلخواه عدد ،ε > ۰ برای ϑ(x)∣∣∣بنابراین
x

− ۱
∣∣∣ ⩾ ε,
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اول، اعداد قضیه

.ϑ(x) ⩽ (۱− ε)x یا ϑ(x) ⩾ (۱+ ε)x که دارد وجود بزرگ کافͬ اندازه به x که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به
قرار باشد. ϑ(x) ⩾ (۱ + ε)x بزرگ کافͬ قدر به x هر برای که داردی وجود ε > ۰ کنید فرض نخست

داریم است، نزولͬ غیر ϑ تابع این که به توجه با ،λ := ۱+ ε ∫دهید λx

x

ϑ(t)− t

t۲
dt ⩾

∫ λx

x

ϑ(x)− t

t۲
dt ⩾

∫ λx

x

λx− t

t۲
dt

=

∫ λ

۱

λx− ux

(ux)۲
x du =

∫ λ

۱

λ− u

u۲
du

=

[
−λ

u
− log u

]λ
u=۱

= λ− ۱− log(λ) = c > ۰,

است x از مستقل بزرگ، کافͬ قدر به x برای فوق ثابت مقدار کردیم. استفاده t = ux متغیر تغییر از بالا در
تناقض به مشابه طور به ϑ(x) ⩽ (۱ − ε)x که حالتͬ در است. تناقض در انتگرال همͽرایی فرض با این و
□ ͬ رسیم. م

کرد. اثبات و بیان را زیر حͺم ϑ تابع مورد در چبیشف اول، اعداد قضیه اثبات فرایند در

.[١٣] ϑ(x) = O(x) لانداو نمادهای با .ϑ(x) ⩽ (۴ log۲)x داریم x ⩾ ۱ برای .٣ . ٣ لم

لم دو اینجا در دارد، مهمͬ نقش اول اعداد قضیه اثبات در زتای ریمان تابع کردیم اشاره قبلا́ که همان طور
ͬ کنیم م بیان زتای ریمان تابع به راجع

تحلیلͬ ادامه Re(s) > ۰ به را آن ͬ توان م است، شده تعریف Re(s) > ۱ برای که ζ(s) − ۱
s−۱ تابع .۴ . ٣ لم

دیͽر عبارت به داد.
ζ(s) =

۱
s− ۱ + ϕ(s),

ادامه Re(s) > ۰ ناحیه به زتای ریمان تابع بنابراین است. Re(s) > ۰ برای تحلیلͬ تابع ͷی ϕ(s) آن در که
دارد. واحد مانده با ساده قطب ͷی s = ۱ در که ͬ شود، م داده تحلیلͬ

داریم ثابت Re(s) > ۱ برای اثبات.

ζ(s)− ۱
s− ۱ =

∞∑
n=۱

۱
ns

−
∫ ∞

۱

۱
xs

dx

=
∞∑

n=۱

۱
ns

−
∞∑

n=۱

∫ n+۱

n

۱
xs

dx

=
∞∑

n=۱

∫ n+۱

n

( ۱
ns

− ۱
xs

)
dx,

داریم [n, n+ ۱] بازه در x و s هر برای .ϕn(s) =
∫ n+۱
n

(
۱
ns − ۱

xs

)
dx ͬ دهیم م ∣∣∣∣قرار ۱ns

− ۱
xs

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

n
s t−s−۱dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

n

|s|
t۱+Re(s)

dt ⩽ |s|
n۱+Re(s)

,
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، اسفندیاری .ر. م

بنابراین

|ϕn(s)| ⩽
∫ n+۱

n

∣∣∣∣ ۱ns
− ۱

xs

∣∣∣∣ dx ⩽ |s|
n۱+Re(s)

,

Re(s) > ۰ هر برای ͬ دانیم م
∞∑

n=۱

|s|
n۱+Re(s)

< ∞,

که ϕ(s) مانند تابعͬ به همͽرا یͺنواخت به طور ∑∞
n=۱ ϕn(s) سری M-وایرشتراس، آزمون به توجه با بنابراین

□ ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب این به ͬ باشد. م ϕ(s) = ζ(s)− ۱
s−۱ واقع در است. تحلیلͬ Re(s) > ۰ روی

دیͽر به عبارت ندارد. صفری ζ(s) تابع Re(s) ⩾ ۱ برای .۵ . ٣ گزاره

ζ(۱+ it) ̸= ۰ ∀ t ∈ R, t ̸= ۰.

حاصلضرب فرمول به توجه با است. ناصفر زتا تابع ͬ دهیم م نشان Re(s) = σ > ۱ برای نخست اثبات.
داریم اویلر

|ζ(s)| =
∏
p

۱
|۱− p−s|

.

طرفͬ −۱∣∣از p−s
∣∣ ⩽ ۱+

∣∣p−s
∣∣ = ۱+ p−σ,

نتیجه در

|ζ(s)| ⩾
∏
p

۱
۱+ p−σ

= e−
∑

p log(۱+p−σ).

داریم ∀ t > ۱, log(۱+ t) < t نامساوی گرفتن نظر در با حال

|ζ(s)| ⩾ e−
∑

p p−σ ⩾ e−
∑∞

n=۱ n−σ
= e−ζ(σ) > ۰.

است. ناصفر Re(s) > ۱ ناحیه در زتا تابع بنابراین
حاصلضرب فرمول طرفین از لͽاریتم گرفتن با است. ناصفر نیز Re(s) = ۱ در زتا تابع ͬ دهیم م نشان حال

داریم اویلر

log |ζ(s)| = −
∑
p

log
∣∣۱− p−s

∣∣ =∑
p

Re log
(
۱− p−s

)
=
∑
p

∑
n⩾۱

Re(p−ns)

n
.
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اول، اعداد قضیه

استفاده log(۱ − z) = −
∑

n⩾۱
zn

n داریم |z| < ۱ برای و log |z| = Re log z که حقیقت این از بالا رابطه در
کردیم.

s = σ + it ͬ دهیم م قرار

log |ζ(σ + it)| =
∑
p

∑
n⩾۱

Re
(
p−nσ−int

)
n

=
∑
p

∑
n⩾۱

cos(n t log p)

npnσ
.

داریم eiθ = cos θ + i sin θ اتحاد به توجه با اخیر تساوی توضیح در

Re(p−nσ−nit) =
Re(e−nit log p)

pnσ
=

Re (cos(−nt log p) + i sin(−nt log p))

pnσ

=
cos(nt log p)

pnσ

نوشت ͬ توان م بالا رابطه به توجه با ،θ := nt log p ͬ دهیم م قرار

log
∣∣∣ζ(σ)۳ζ(σ + it)۴ζ(σ + ۲it)

∣∣∣ =∑
p

∑
n⩾۱

۳+ ۴ cos θ + cos۲θ
npnσ

⩾ ۰

همواره و است نامنفͬ اخیر سری ،۳+ ۴ cos θ + cos۲θ = ۲(۱+ cos θ)۲ مثلثاتͬ اتحاد به توجه با

log
∣∣∣ζ(σ)۳ζ(σ + it)۴ζ(σ + ۲it)

∣∣∣ ⩾ ۰,

یا
(۵)

∣∣∣ζ(σ)۳ζ(σ + it)۴ζ(σ + ۲it)
∣∣∣ ⩾ ۱.

تابع فرض به توجه با باشد. ζ(۱ + it) = ۰ ،t ̸= ۰ و t ∈ R مقادیر برای کنیم فرض خلف برهان به بنا حال
است. تحلیلͬ s = ۱+ ۲it در و است صفر برابر s = ۱+ it در دارد واحد مانده با ساده قطب s = ۱ در ζ(s)

بنابراین
lim
σ→۱

∣∣∣ζ(σ)۳ζ(σ + it)۴ζ(σ + ۲it)
∣∣∣ = ۰,

□ ͬ شود. م تکمیل اثبات ترتیب این به است. نتاقض در (۵) رابطه با این و

دارد، اول اعداد قضیه اثبات در کلیدی نقش است، ناصفر Re(s) = ۱ خط روی زتای ریمان تابع که این
تابع Re(s) > ۱ که s ∈ C مختلط عدد هر برای ͬ کنیم. م تعریف را Φ(s) تابع نخست نقش، این دیدن برای

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Φ(s)
Φ(s) =

∑
p

log p

ps
,

همͽراست. یͺنواخت طور به و مطلق طور به {s ∈ C : Re(s) > ۱} ناحیه ای در که

Φ(s) تابع و زتای ریمان تابع بین ارتباط
داریم Re(s) > ۱ برای

ζ(s) =
∏
p

(
۱− p−s

)−۱
,
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٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، اسفندیاری .ر. م

داریم فوق رابطه طرفین از لͽاریتمͬ مشتق گرفتن با

log ζ(s) = −
∑
p

log
(
۱− p−s

)
نتیجه در

−ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p

d
ds (۱− p−s)

۱− p−s

= −
∑
p

(
p−s log p

) ۱
۱− p−s

=
∑
p

log p

ps − ۱

=
∑
p

log p(ps − ۱+ ۱)
ps(ps − ۱) =

∑
p

log p

ps(ps − ۱) + Φ(s).(۶)

ناحیه در ͷمرومورفی تابع ͷی به را آن ͬ توان م است، شده تعریف Re(s) > ۱ برای که Φ(s) تابع .۶ . ٣ لم
Φ(s)− همچنین .s = ۱ در و زتای ریمان تابع صفرهای در قطب  هایی با داد، توسیع

{
s ∈ C : Re(s) > ۱

۲
}

است. تحلیلͬ Re(s) ⩾ ۱ برای ۱
s−۱

طور به
{
s ∈ C : Re(s) > ۱

۲
}

ناحیه در ∑p
log p

ps(ps−۱) سری ،((۶) (رابطه اخیر رابطه به توجه با اثبات.
ͬ شود، م داده تحلیلͬ ادامه Re(s) > ۰ برای ζ′(s)

ζ(s) ۴ . ٣ لم به توجه با همچنین همͽراست، یͺنواخت و مطلق
ͬ شود. م داده توسیع Re(s) > ۱

۲ برای ͷمورمورفی تابع ͷی به Φ(s) تابع بنابراین
داریم ،Re(s) = ۱ ͬͽهمسای در حال

Φ(s)− ۱
s− ۱ = −

∑
p

log p

ps(ps − ۱) −
(
ζ ′(s)

ζ(s)
+

۱
s− ۱

)
,

ͬͽهمسای در −
(
ζ′(s)
ζ(s) + ۱

s−۱
)

تابع همچنین دارد. −۱ مانده با ساده قطب s = ۱ در ζ′(s)
ζ(s) این که به توجه با

است. تحلیلͬ Re(s) ⩾ ۱ در Φ(s)− ۱
s−۱ تابع بنابراین است؛ تحلیلͬ s = ۱

□

است. تحلیلͬ {s : Re(s) ⩾ ۰} ناحیه در Φ(s+۱)
s+۱ − ۱

s تابع .٣ . ٧ نتیجه

داریم اثبات.
Φ(s+ ۱)
s+ ۱ − ۱

s
=

۱
s+ ۱

(
Φ(s+ ۱)− s+ ۱

s

)
=

۱
s+ ۱

(
Φ(s+ ۱)− ۱

s
− ۱

)
.

□ است. تحلیلͬ s = ۰ ͬͽهمسای در Φ(s+ ۱)− ۱
s قبل لم به توجه با

Φ تابع و ϑ تابع بین رابطه
داریم x = et متغیر تغییر با همͽراست. ∫∞

۱
ϑ(x)−x

x۲ dx انتگرال دهیم نشان باید اول اعداد قضیه اثبات ∫برای ∞

۱

ϑ(x)− x

x۲
dx =

∫ ∞

۰

ϑ(et)− et

et
dt =

∫ ∞

۰

(
ϑ(et)e−t − ۱

)
dt,
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ضابطه با f(t) : [۰,∞) → R ͬ کنیم م تعریف

f(t) := ϑ(et)e−t − ۱,

. ͬ شود م نتیجه ϑ(x) = O(x) از f کرانداری واقع در است. پیوسته قطعه قطعه به طور و کراندار تابعͬ f تابع
بیان را Φ تابع و ϑ تابع بین ارتباط زیر لم ͬ باشد. م ϑ تابع بودن پله ای خاصیت از نیز آن پیوستگͬ قطعه قطعه

دارد. اول اعداد قضیه اثبات در مهمͬ نقش و ͬ کند م

داریم Re(s) > ۱ برای .٣ . ٨ لم

(£ϑ(et))(s) =
Φ(s)

s
.

دیͽر عبارت به
Φ(s) = s

∫ ∞

۰
e−stϑ(et)dt.

است. لاپلاس نماد £ که

به طوری دارد وجود c ثابت ͬ دانیم م زیرا همͽراست مطلق طور به Re(s) > ۱ برای (£ϑ(et))(s) اثبات.
.ϑ(et) ⩽ ce۱t که

است. ثابت ϑ(et) ،t ∈ (log pn, log pn+۱) هر برای .p۰ = ۰ و باشد اول عدد nامین ،pn کنیم فرض
∫بنابراین log pn+۱

log pn

e−stϑ(et)dt = ϑ(pn)

∫ log pn+۱

log pn

e−stdt =
۱
s
ϑ(pn)

(
p−s
n − p−s

n+۱
)
,

فرمول از استفاده با و n ⩾ ۱ اعداد همه روی بستن جمع با

ϑ(pn)− ϑ(pn−۱) = log pn

داریم جز به جز جمع بندی فرمول به کارگیری با همچنین ∫و ∞

۰
e−stϑ(et)dt =

۱
s

∞∑
n=۱

ϑ(pn)
(
p−s
n − p−s

n+۱
)
=

۱
s

∞∑
n=۱

(ϑ(pn)− ϑ(pn−۱)) p
−s
n

=
۱
s

∞∑
n=۱

log pn
psn

=
۱
s
Φ(s),

□ ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب این به است. برقرار Re(s) > ۱ برای

.٣ . ٩ نتیجه
(£f)(s) =

Φ(s+ ۱)
s+ ۱ − ۱

s

دیͽر به عبارت
(٧) Φ(s+ ۱)

s+ ۱ =

∫ ∞

۰
e−stf(t)dt+

۱
s
,

است. تحلیلͬ Re(s) ⩾ ۰ ناحیه در ،Φ(s+۱)
s+۱ − ۱

s آن در که
٣٩ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118119.1330
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٣ . ٧ نتیجه به توجه با که ͬ آید. م به دست آسانͬ به لاپلاس تبدیلات خاصیت و قبل لم از استفاده با اثبات.
ͬ شود. م داده تحلیلͬ ادامه Re(s) ⩾ ۰ برای ∫∞

۰ e−stf(t)dt ناسره انتگرال
□

f(t) = ϑ(et)e−t −۱ که ∫∞
۰ f(t)dt انتگرال همͽرایی با معادل اول اعداد قضیه اثبات که ͬ کنیم م یادآوری
است. فراهم انتگرال این همͽرایی اثبات شرایط قبل نتیجه به توجه با حال ͬ باشد. م

باشد انتگرال پذیر موضعͬ طور به و کراندار تابعͬ ،t ⩾ ۰ برای ،f(t) کنید فرض تحلیلͬ). (قضیه ٣ . ١٠ قضیه
تابع به طوری که

g(z) =

∫ ∞

۰
f(t)e−ztdt, Re(z) > ۰,

این صورت در شود، داده تحلیلͬ ادامه {z : Re(z) ⩾ ۰} ناحیه ∫به ∞

۰
f(t)dt,

است. g(۰) با برابر و (همͽراست) دارد وجود

دهید قرار ثابت T > ۰ برای . اثبات

gT (z) =

∫ T

۰
f(t)e−ztdt.

تام ͬ توان م (Morera’s theorem) موررآ قضیه به توجه با است). (تام است تحلیلͬ z ∈ C هر ازای به gT تابع
گرفت. نتیجه را تابع این بودن

دهیم نشان باید حال
lim

T→+∞
gT (۰) = g(۰).

بͽیرید نظر در زیر ناحیه مرز را C باشد. ͷکوچ مثبت عدد δ و بزرگ کافͬ اندازه به عدد R کنید فرض

U = {z ∈ C : |z| ⩽ R,Re(z) ⩾ −δ} .

C بستار ͬͽهمسای ͷی در g(z) که طوری به (R به (بستگͬ ͬ شود م انتخاب ͷکوچ کافͬ اندازه به δ اینجا در
به توجه با است تحلیلͬ C مرز روی و درون (g(z)− gT (z)) e

zT
(
۱+ z۲

R۲

)
که این  به توجه با باشد. تحلیلͬ

داریم کوش١٠ͬ انتگرال فرمول

g(۰)− gT (۰) =
۱
۲πi

∮
C
(g(z)− gT (z)) e

zT

(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z
.

10Cauchy’s Integral Formula
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و C+ ≡ C ∩ {Re(z) > ۰} نیم دایره دو به را C مرز انتگرال تخمین برای
C+ مرز روی را انتگرال نخست ،B = maxt⩾۰ |f(t)| ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م تقسیم C− ≡ C ∩ {Re(z) < ۰}

داریم Re(z) > ۰ برای ͬ زنیم. م تخمین

|g(z)− gT (z)| =
∣∣∣∣∫ ∞

T
f(t)e−ztdt

∣∣∣∣ ⩽ B

∫ ∞

T

∣∣e−zt
∣∣ dt = Be−Re(z)T

Re(z)
,

داریم طرفͬ ezT∣∣∣∣از (۱+
z۲

R۲

) ۱
z

∣∣∣∣ = eRe(z)T

∣∣∣∣۱z +
z

R۲

∣∣∣∣
= eRe(z)T

∣∣∣∣ z̄

|z|۲
+

z

R۲

∣∣∣∣
= eRe(z)T ۲|Re(z)|

R۲ .

داریم اخیر تخمین های به توجه با بنابراین

(٨)
∣∣∣∣ ۱
۲πi

∮
C+

(g(z)− gT (z)) e
zT

(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z

∣∣∣∣ ⩽ ۱
۲π

∮
C+

۲B
R۲ |dz| ⩽ ۲πRB

۲π R۲ =
B

R
.

ͬ زنیم. م تقریب جداگانه به طور را gT و g ،C− روی انتگرال تخمین برای

۱
۲πi

∮
C−

g(z)ezT
(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z
− ۱

۲πi

∮
C−

gT (z)e
zT

(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z
.

مسیر C− مسیر جای به ͬ توان م است تام تابعͬ gT این که به توجه با ͬ زنیم. م تخمین را دوم انتگرال ابتدا
داریم Re(z) < ۰ برای حال کرد. انتخاب را C ′

− ≡ {z ∈ C : |z| = R, Re(z) < ۰}

|gT (z)| =
∣∣∣∣∫ T

۰
f(t)e−ztdt

∣∣∣∣ ⩽ B

∫ T

۰

∣∣e−zt
∣∣ dt ⩽ B

∫ T

−∞

∣∣e−zt
∣∣ dt

⩽ B

∫ T

−∞
e−Re(z)tdt =

Be−Re(z)T

|Re(z)|
.
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داریم نتیجه ∣∣∣∣در ۱
۲πi

∮
C−

gT (z)e
zT

(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z

∣∣∣∣ ⩽ ۱
۲π

∮
C−

۲B
R۲ |dz| ⩽ ۲πRB

۲π R۲ =
B

R
.

داریم z ∈ C− هر برای انتگرال دیͽر قسمت برای اما

g(z)ezT
(
۱+ z۲

R۲

)
z

→ ۰ for (T → ∞),

زیر هر در که است ezT و است T از مستقل که ،g(z)
(
۱+ z۲

R۲

)
z تابع دو حاصلضرب انتگرالده تابع واقع، در

بنابراین ͬ کند. م میل صفر سمت به C− از فشرده مجموعه

lim
T→∞

۱
۲πi

∮
C−

g(z)ezT
(
۱+

z۲

R۲

)
dz

z
= ۰

داریم C− و C+ مسیر روی انتگرال برای آمده به دست کران های به توجه با حال

lim sup
T→∞

|g(۰)− gT (۰)| ⩽
۲B
R

,

داریم R → ∞ فرض با بنابراین است، دلخواه R چون

lim
T→∞

gT (۰) = g(۰).

این و کردیم، استفاده نیست R به وابسته B که حقیقت این از ما که است الزامͬ نکته این ذکر بالا، حد در
□ ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب این به و ͬ رساند م مساله فرض در را f کرانداری اهمیت

وقدردانͬ تشͺر .۴

چرا کنم؛ قدردانͬ و تشͺر حسنͬ مهدی دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از ͬ دانم م لازم خود بر
از و محترم داوران پیشنهادی و اصلاحͬ نظرات از همچنین است. ایشان درس کلاس محضر از نوشته این که

دارم. را قدردانͬ و تشͺر مراتب پوریای ولͬ محمدرضا دکتر آقای جناب مجله محترم سردبیر

مراجع
[1] P. Bateman and H. Diamond, A hundred years of prime numbers, Amer. Math. Monthly, 103 (1996) 729–741.
[2] R. Chapman, Evaluating ζ(۲), http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf, (2003).
[3] R. E. Greene and S. G. Krantz, Function theory of one complex variable, Graduate Studies in Mathematics, 40, American

Mathematical Society, 2006.
[4] M. Hata, A new irrationality measure for ζ(۳), Acta Arith., 92 (2000) 47–57.
[5] G. J. O. Jameson,The Prime Number Theorem, Cambridge University Press, 2003.
[6] S. J. Kifowit and T. A. Stamps, The harmonic series diverges again and again, The AMATYC Review, 27 (2006) 31–43.
[7] R. Marcovecchio, The irrationality measures of ζ(۲) and ζ(۳) revisited,Mosc. J. Comb. Number Theory, 3 (2013 145–168.

DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118119.1330 ۴٢

http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf
 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118119.1330


٢٣–۴٣ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اول، اعداد قضیه

[8] H. Montgomery, A. Nikeghbali and M. Th. Rassias, Exploring the Riemann Zeta Function: 190 years from Riemann’s Birth,
Springer, 2017.

[9] D. J. Newman, Simple analytic proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 87 (1980) 693–696.
[10] C. Reid, From zero to infinity: what makes numbers interesting, 5 ed, A K Peters, Ltd, 2006.
[11] S. Siklos, A method of evaluating ζ(۲) and

∫∞
۰

sin x
x

dx,Math. Gaz., 102 (2018) 114–121.
[12] E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, 2nd ed., Oxford Univ. Press., (1986).
[13] D. Zagier, Newman’s short proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 104 (1997) 705–708.

.١٣۵٣ دهخدا، کتابفروشͬ انتشار ،١ اعداد، مقدماتͬ تئوری مصاحب، غ. [١۴]
.١٣۵٨ سروش، انتشارات ،٢ اعداد، مقدماتͬ تئوری مصاحب، غ. [١۵]

اسفندیاری محمدرضا
ریاضͬ گروه علوم، دانشͺده زنجان، دانشͽاه دانشͽاه، بلوار زنجان،

m.esfandiari@znu.ac.ir

كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨۵ سال در وی است. (رابر) کرمان در ١٣۶۴ اسفندماه متولد اسفندیاری محمدرضا
دانشͽاه در رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨٩ سال در و مشهد فرهنگیان دانشͽاه رياضͬ دبیری رشته
راهنمایی تحت اعداد تحلیلͬ نظریه گرایش در را خود ریاضͬ دکتری دوره ١٣٩٣ سال در وی شد. مشهد فردوسͬ

ͬ باشد. م دکتری دوره آخر ترم در اکنون هم و کرد شروع زنجان دانشͽاه در حسنͬ مهدی دکتر آقای
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