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فن هیلͬ نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

صفابخش چͺوسری اشرف و ∗ یافتیان نرگس

مشͺلات و ͬ ها بدفهم از وسیع تری گستره با هندسه مدرسه، دوران در مطالعه مورد ریاضیاتِ شاخه های میان از چͺیده.
نظریه های از ͬͺی فن هیلͬ نظریه باشد. آمیخته عمیق درکͬ با که ͬ دهد م رخ زمانͬ تنها آن، یادگیری و روبه روست یادگیری،
سنجش برای چارچوبی ساخته، مطرح را هندسͬ تفکر و درک سطوح دسته بندی ایده که است هندسه قلمرو در توجه خور در
است، شده انجام کتابخانه ای روش به و مروری صورت به که حاضر، مقاله هدف ͬ دهد. م دست به فرد هندسͬ تفکر سطح
به و نظریه این با آشنایی ͬ باشد. م نظریه این وجود از ریاضͬ آموزشͽران و معلمان جامعه بیشتر گاه سازی آ جهت در تلاشͬ
مشͺلاتͬ با خود، هندسه کلاس های در که است بوده هندسه معلم دو دکترای رساله نظریه، این که امر این از گاهͬ آ خصوص
الهام بخش̞ هستند، و بوده روبه رو آن با خود کلاس در ما کشور ریاضͬ معلمان که است مشͺلاتͬ شبیه بسیار که بوده اند مواجه
هندسه و ریاضیات آموزش به که را علاقمندی معلمان پرسش های همه پاسخ اگر نظریه این است. بوده نظریه این گزینش̞
ͬ دهد. م پاسخ هندسه، یادگیری و آموزش «چͽونه ها»ی و «چراها» از گسترده ای طیف به کم دست ندهد، هستند، مشغول
در مؤید نوعͬ، به ͬ تواند م خود که است نظریه این درباره گرفته صورت جهان̞ͬ پژوهش های بسیارِ شمار مطلب، این گواه

داراست. را بیشتر بررسͬ و پژوهش شایستگͬ فن هیلͬ نظریه این رو، از باشد. نظریه این ارزشمندی و بودن توجه خور

مقدمه .١

شاید هندسه [١۶] جونز١ نظر به بنا و ͬ گردد بازم دیرین بسیار زمان هایی در مردمانͬ به هندسه دانش خاستگاه
را هندسه دانش پیدایش میلاد)، از قبل پنجم (سده ی یونانͬ مورخ هرودوت٢، باشد. ریاضیات شاخه کهن ترین حتͬ،
چین و هند بابل، همچون تمدن هایی که است آن از حاکͬ باستانشناسͬ یافته های ولͬ ͬ دهد م نسبت مصری مساحان به
ͬ توان نم که برد نام نیز باستان یونان از باید اینان، کنار در .[۵] داشته اند٣ بسزایی نقش هندسه دانش شͺوفایی در نیز،
از پیش گرینبرگ، به استناد با حال این با گرفت. نادیده روی، هیچ به هندسه، دانش پیشرفت در را آن بی بدیل نقش
آن سخن کوتاه و است بوده شهود و شباهت ها بررسͬ حدس ها، آزمایش، بر چیز هر از بیش باستان، هندسه بنیان تالس،
داشتند، قرار توجه و کاربرد مورد بیشتر باستان دوران در که هندسه از حوزه هایی تجربی. بود دانشͬ باستان هندسه که،
است بوده ابزاری هندسه زمانͬ، دوره های این در ͬ باشند. م ͬͺفیزی اشͺال حجم و سطوح طول ها، میان روابط به مربوط

.[١۶] فرهنگͬ و آیینͬ بناهای ساخت همچنین و ͬ نامیم) م نقشه برداری۴ امروز ما که (همان زمین اندازه گیری برای

. فن هیلͬ تفکر سطوح فن هیلͬ، نظریه هندسه، کلیدی. کلمات و عبارات
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

هندسه دانش در قوم دو این پیشرفت از اندازه ای تا مصری، پاپیروس های و بابل در شده یافت گ˼لͬ لوح های لطف به
کلͬ قواعد با مسیح، میلاد از پیش سال ١۶٠٠ تا ٢٠٠٠ در مردم این که است چنان ͬ آید برم بابلͬ الواح از آنچه گاهیم. آ
آشنا فیثاغورس، رابطه حتͬ و دایره تقریبی مساحت و محیط قائم، منشور حجم مسطح، هندسͬ اشͺال مساحت محاسبه
از ولͬ نیافتند، دست بودند، رسیده بابلیان که سطحͬ به ریاضیات در هرگز شواهد، پایه بر چه اگر نیز مصریان بوده اند.
از پیش سال ٢٩٠٠ حدود در گیزه۵ بزرگ هرم ساخت در که چنان بوده اند برخوردار بالایی سطح در مهندسͬ مهارت
١/٢٧٠٠٠ از کمتر گوشه ها قائمه زاویه های در و ١/١۴٠٠٠ از کمتر شͺل، مربع قاعده در نسبی خطای مسیح، میلاد
از انبانͬ ͬ توان م نامید، علم کلمه واقعͬ معنͬ به بتوان آنکه از بیش را، مصری هندسه حال، این با است. شده گزارش

.[۵ ،٢] دانست توجیهͬ یا موجبی هیچ بی محاسبه، قواعد
خطا، و آزمایش راه از نه و ͬ شدند م ثابت قیاسͬ استدلال راه از آن احͺام که هندسه ای یعنͬ منطقͬ، هندسه نخستین
ریاضیات بارز مشخصه اثبات، راه از را قضایا منظم استخراج ͬ توان م واقع در شد. نهاده بنیاد تالس دست به یونان در
دادند. ادامه نظم بخشͬ در را او روش تالس، از پیروی در سده، دو مدت به نیز، شاگردانش و فیثاغورس برشمرد. یونانͬ
خدا با یͽانگͬ آن در که بود آیینͬ بنیان گذار بود، داده تشͺیل خود پیروان همراه به را آن فیثاغورس که برادری» «انجمن
کشف اعداد درباره بسیاری شͽفت انگیز ͬ های ویژگ ریاضیات، در اینان ͬ گردید. م میسر ریاضͬ و موسیقͬ مطالعه راه از
ساخت، آشͺار را راز این که آنان از کسͬ نخستین ͬ شود م گفته حتͬ و خوردند یͺه گنگ، طول های کشف با ولͬ کردند
درآوردند هندسͬ صورت به را خود جبر ͬ شمردند، نم عدد را

√
۲ فیثاغورسیان، که آنجا از گردید. غرق مشͺوکͬ طرز به

سقراط̞ͬ روش همچنین، دهند. نمایش گویا، طول با پاره خط هایی وسیله به را، آن نظیر گنگ طول های و
√
۲ بتوانند تا

نادرست بینجامد، تناقضͬ به که زمانͬ حͺم، که ͬ شود م داده نشان آن ͷکم به که است نامستقیم اثباتͬ روش محاوره،
ͷی برای مثالͬ عنوان به را واحد ضلع به مربعͬ قطر طول بودنِ گنگ اثبات بارها بود، سقراط شاگرد که افلاطون است.
اندکͬ با آمیخته همیشه که عینͬ اندازه گیری های راه از ͬ توانست نم هرگز طول، بودنِ گنگ این آورد. نامستقیم اثبات روش

.[۵] شود کشف است، تجربی خطای
که کرد منتشر را «اصول۶» جلدی ١٣ کتاب یعنͬ خود شاهͺار اقلیدس، مسیح، میلاد از پیش سال ٣٠٠ حدود در
اصل٧ ده دربردارنده که اثر این در منبع). (همان بود آورده گرد نیز را خود پیشنیان مهم کارهای و تجارب همه آن در
برد، کار به اقلیدس که بˀنداشت٨ͬ روشͬ .[١۶] شده اند اثبات استنتاجͬ، منطق وسیله به قضیه چندصد است، بنیادین
ͬ ای عین تجربه هیچ احͺام، اثبات برای آن در و ͬ شود م نامیده محض ریاضیات امروزه که است ریاضیاتͬ برای الͽویی
مقدس کتاب دو از پس ͬ رسد م نظر به .[۵] قضایاست اثبات در رفته کار به استدلال درستͬ است مهم آنچه و نیست نیاز
بتوان شاید و باشد نگرفته قرار مطالعه یا ویرایش کاربرد، مورد گستردگͬ این به دیͽری کتاب هیچ مسلمانان، و مسیحیان

.[١۶] است نبوده تأثیرگذار علمͬ تفکر بر کتاب این اندازه به اثری هیچ گفت
و هندسه محتوای بر زمان آن از و بود هندسه جمله از دانش، شاخه های همه در چشمͽیر تحولاتͬ شاهد نوزدهم قرن
(مالͺویچ٩، ͬ شود م دسته بندی هندسه نوع ۵٠ از بیش به خود هندسه، دانش امروزه .[١۶] است شده افزوده آن گوناگونͬ

.([١۶] در شده نقل ١٩٩١؛

هندسه درک و یادگیری مشͺلات .٢

شامل «هندسه است: کرده تعریف چنین را هندسه بریتانیایی، سرشناس ریاضیدان ،(٢٠٠١) زیمʿن١٠ کریستوفز س˼ر
درک قضایا، یادآوری برای ماست) حواس چیره ترین̞ (که را دیداری١١ شهود که ͬ گردد م ریاضیات از شاخه هایی همه
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فن هیلͬ، نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

[٢١] اُلدنو١٣ ص١٢۴) ،[١۶] در شده (نقل ͬ گیرد» م کار به کلͬ، بینش بخشیدن و واقعیت دریافت گمانه زن١٢ͬ، اثبات،
جبر و هندسه مقایسه در است، شده منتشر ،١۴١١-١٩ هندسه یادگیری و آموزش عنوان با که گزارشͬ پیشͽفتار در

ͬ گوید: م
برای فیتزجرالد١۶ که مطالعاتͬ در ͬ رسد. م نظر به ذهن١۵ͬ و انتزاعͬ کاملا́ جبر مدرسه، سطح در
که است شده ذکر ریاضیات از بخشͬ عنوان به جبر اغلب، داد١٨، انجام کاک  کرافت١٧ انجمن
سوی از کرده اند. یاد گردید، قطع ریاضیات با ارتباطشان که نقطه ای عنوان به آن از بزرگسالان
به ما مثال، برای ͬ شود. م یافت ما تجارب و حواس جهان به آشͺاری پیوندهای هندسه در دیͽر،
این دریافت مانند هستند، متقارن یا و هم بر عمود یا موازی وقت چه اشیا که ͬ کنیم م درک راحتͬ

.(vii (ص دارد نیاز جزئͬ تنظیمͬ به شده، آویخته که تابلویی که مطلب
حوزه از خارج در حتͬ دارد. اساسͬ نقشͬ هندسه، دانش حوزه در دیداری مهارت که ͬ آید برم چنین گفتارها این از
بهره کودکان جذب برای گوناگون تصاویر از ͬ شوند، م نوشته کودکان برای که کتاب هایی معمول طور به نیز، ریاضیات
آنها، بودنِ دیداری و هندسه پایه ای مفاهیم از بسیاری بودنِ لمس قابل گفت بتوان جرأت به شاید بنابراین ͬ گیرند. م
به هندسه، به کودکان ساختن علاقمند منظور به تحصیل، نخستین سال های همان از ͬ تواند م که نیرومند است پتانسیلͬ
از پس [٢١] اُلدنو است. این جز معمول، به طور ͬ افتد، م اتفاق هندسه درس مورد در عمل در آنچه اینحال با رود. کار
ارزشمند ویژگͬ دو به عنوان تلویحͬ طور به را هندسه» بالای تجسمͬ «ظرفیت و هندسه» کاربرد طولانͬ «تاریخچه آنکه
آموزش در ریاضیات شاخه های ساده ترین از ͬͺی باید هندسه که ͬ نماید م چنین ظاهر «به ͬ کند: م بیان ͬ شمارد، برم هندسه

.(vii »(ص توسعه یافته١٩ [کشورهای] بیشترِ در نه و انگلستان در نه ‐ نیست اینگونه ولͬ باشد.
که آن وجود با چرا ͬ دهد؟ م رˀخ چنین چرا که است آن ͬ شود، م متبادر ذهن به طبیعͬ طور به که پرسشͬ اینجا، در
درباره رضایت بخش چندان نه گزارش هایی با عمل در است، برخوردار یادگیرنده جذب برای قابلیت هایی چنین از هندسه
ͬ شود م ارائه [٢۵] فن هیلͬ از تحلیلͬ پرسش ها، این به پاسخ در هستیم؟ روبه رو هندسه شاخه در دانش آموزان عملͺرد

است: شده بیان ساده زبانͬ با بودن، ژرف کنار در که
که آنجا از ͬ گیرند. م قرار هم کنار در آموزش٢٠ͬ محتوای و دانش آموز معلم، عنصرِ سه که است آن در تدریس هنر
نادیده عناصر این از ͬͺی گاهͬ که است رایج بسیار است، دشوار بسیار عنصر، سه هر به همزمان و ͬͽهمیش توجه
از دانش آموز دریافت که ͬ آید م پدید مشͺل این شوند، گرفته نادیده آموزشͬ محتوای یا دانش آموز عنصر اگر شود. گرفته

است. معلم ذهن در که بود خواهد ساختاری از متفاوت کاملا́ چیزی آموزشͬ، محتوای
این که است نامحتمل بسیار بداند، را قضایا اثبات چͽونگͬ باید دانش آموز که است این آموزش از ما منظور اگر
ایده توانست نخواهد دانش  آموز که، رو آن از است نامحتمل دارد. وجود دانش آموز ذهن در که باشد چیزی همان هدف
نداشت. اثبات فراگیری به نیازی داشت، دیدگاهͬ چنین او اگر واقع، در کند. درک درونͬ صورت به را قضیه ͷی اثبات
نیز را آنها میان ارتباط فرد شود، درک قضایا این معنای آنکه محض به قضیه. دو میان رابطه دانستن یعنͬ: ریاضیات درک
او شناخت ولͬ ͬ داند م را روابط این معلم که است دلیل آن به است، دشوار اندازه این تا ریاضیات اگر کرد. خواهد درک
محوری تقارن ͬ خواهد م که بͽیرید نظر در را معلمͬ مثال، عنوان به است. دانش آموز شناخت از متفاوت روابط، این از
محور هر روی نقطه های که ͬ آموزد م دانش آموزان به او دهد. آموزش نیستند، آشنا آن با که دانش آموزانͬ به را صفحه در
نقطه ͷی در متقارن، خط های و یͺسان اند؛ طولͬ دارای متقارن پاره خط های ͬ مانند؛ م ثابت محور، آن به نسبت تقارن در

است. بوده انگلستان مدرسه های در ریاضیات آموزش درباره گزارشͬ که (١٩٨٢) کاک کرافت ١٨گزارش

است. رفته به کار World Developed واژه ای ترکیب اصلͬ، متن ١٩در
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

ͬ کند: م بیان را مسأله این کرده اند، درک را مطلب دانش آموزان ببیند آنکه برای سپس ͬ رسند. م هم به تقارن، محور روی
رسم L خط به نسبت را مثلث این قرینه دارد. قرار L شده ی داده خط طرفِ ͷی در که باشد مثلثͬ ABC کنید «فرض
L خط به نسبت را C و B A، نقاط از ͷی هر قرینه است «کافͬ است: این است، معلم ذهن در که حلͬ روش کنید».

ͬ شود». م حل مسأله و بیابیم
روابط همه که است معلمͬ استدلال ͬ کند، م خطور او ذهن به که چیزهایی همه ͬ کند، م استدلال معلم که هنگامͬ
این از معلم شد، بیان که مثالͬ در بپروراند. معلم، ͷکم بدون را، آن مشابه فرایندی ͬ تواند نم دانش آموز و ͬ داند م را
زیرا ندارد معنایی دانش آموزان برای ترفند این است. کرده استفاده است، برابر هم با قرینه پاره خط های طول که حقیقت
گذشته، این از دهد. تغییر را پاره خط طول که ͬ شناسند نم تبدیلͬ آنها دهد؛ نشان را آن خلاف که ندیده اند مثالͬ هنوز آنها
میانِ روابط از متشͺل که کند استدلال سیستمͬ ͷکم به دانش آموز که است آن نیازمند گردید، بیان که مسأله ای حل
«تغییر «ثابت»، «تلاقͬ»، «پاره خط»، تقارن»، «محور «نقطه»، همچون مفاهیمͬ ͬ شناسد. نم را آنها او که است مفاهیمͬ
است ممͺن او است. داده شرح این از پیش را اصطلاحات و مفاهیم این همه معلم بیتردید، «امتداد». و «مثلث» طول»،
است بوده معلم این، داشت توجه باید ولͬ باشد. داده نشان هم نقضͬ مثال های رابطه ای، نادرستͬ دادن نشان برای حتͬ،
از سیستمͬ باید نقض، مثال ͷی ارائه برای چون ͬ تواند، نم دانش آموز دانش آموز. نه و است کرده ارائه نقض مثالͬ که

ندارد. اختیار در سیستمͬ چنین هنوز او و باشد، دسترس در روابط
او خود به تنها که ͬ کند م آغاز روابط از سیستمͬ ͷکم به را تدریس معلم، که ͬ شود م پدیدار آنجا از مشͺل بنابراین،
که ͬ گیرد م یاد او ͬ شوند. م سپرده خاطر به دانش آموز توسط پایان در که ͬ دهد م توضیح را ریاضͬ روابطͬ او دارند. تعلق
همانطور چیز همه برسد نظر به شاید اینجا تا البته کند. کار ͬ وار طوط ͬ داند، نم را آنها منشا و نکرده درک که روابطͬ با
دست داشت، اختیار در معلم که روابطͬ سیستم همان به پایان، در هم دانش آموز و ͬ رفت م انتظار که است رفته پیش
سیستمͬ چنین (١) که گفت باید پاسخ در برسیم؟ آن به بود قرار که نیست ͬ ای آموزش هدف همان این آیا است. یافته
زمانͬ کوتاه در که است پتانسیل این دارای بنابراین و است نگرفته شͺل دانش آموز حس٢١ͬ تجربه های پایه بر روابط، از
همان در ͬ تواند م تنها فرد است، فرد دیͽر تجارب از مستقل ساختاری روابط، سیستم این که آنجا از (٢) شود. فراموش
این ا˚عمال به قادر او کند، تغییر مسأله اگر کند. عمل درست شده اند، استفاده آن در روابط این که (مسأله ای) موقعیتͬ
دانش آموز اختیار در آماده صورت به روابط، سیستم این که آنجا از (٣) بود. نخواهد تازه موقعیت در روابط، سیستم
آموزش بسازد. را روابط از سیستمͬ چنین خودش دیͽر، ساختارنیافته حوزه های در توانست نخواهد او است، گرفته قرار
استنتاجͬ روابط سیستم تنهایی، به بتوانند تازه، حوزه های در دانش آموزان که است شده انجام زمانͬ ریاضͬ، مطلوب

کنند. بنا را خودشان
فرایندی ͬ داند. م یادگیری عدم ریشه را آن فن هیلͬ که بود فرایندی توضیح گردید، بیان [٢۵] فن هیلͬ توسط آنچه
مسأله این ͬ توان م ͬ کنند. م صحبت یͺدیͽر از متفاوت بسیار زبانͬ به دو این آن، در که معلم و دانشآموز میان ارتباطͬ
فن هیلͬ نظریه آفرینش به که است ایدهای همان این، و ͬ اندیشند م متفاوتͬ سطوح در آنها که کرد بیان صورت این به را

انجامید.

فن هیلͬ نظریه .٣

مونته سوری مدارس ریاضͬ معلم دو گلداف٢٣(١٩١١-١٩۵٨)، فن هیلͬ دینا و فن هیل٢٢ͬ(١٩٠٩-٢٠١٠) ماری پیره
این ریشه های جستجوی به را دو آن هندسه، در دانش آموزان ضعف ̞ͬͽهمیش تقریباً چالش̞ با رویارویی که بودند هلند در
که حالͬ در است، تفکر از بالا نسبتاً «سطحͬ» نیازمند دبیرستان، هندسه که بودند باور این بر آنها برانگیخت. مشͺل
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فن هیلͬ، نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

آورده فن هیلͬ پیره از نقل به [٨] اَدِل٢۴ .[١٣] نداشتند را پایین تر پیشنیاز «سطوح̧» در تفکر کاف̞ͬ تجربه دانش آموزان،
مباحثͬ است. سختͬ حرفه حرفه، این که دریافتم کردم، آغاز ریاضͬ معلم عنوان به را شغلم که آن از پس زود خیلͬ است:
در ͬ کردند. نم درک را مباحث این همچنان دانش آموزان که حالͬ در دهم توضیح بارها و بارها ͬ توانستم م من که بود
اینگونه همواره ماندند. باقͬ همچنان مشͺلات، آن ولͬ کردم عوض بارها و بارها را توضیحاتم آن، از پس سال های طول
تفکر متفاوت سطوح شد: حل راه کشف سبب که بود ایده همین و ͬ کردم م صحبت دیͽری زبان به من گویی که بود

.(٣٩ صفحه بینش٢۵، و (ساختار
از متفاوت جنبه هایی به رساله هر که انجامید همزمان ولͬ جداگانه دکترای رساله دو آفرینش به زوج، این مطالعه
فعالیت هایی گردآوری فن هیلͬ، دینا کاری حوزه ͬ شود. م شناخته فن هیلͬ نظریه نام به امروزه که بود پرداخته نظریه ای
اصولͬ و تفکر سطوح ساختار تدوین به فن هیلͬ پیره که حالͬ در بود، دانش آموزان تفکر سطح ارتقای منظور به آموزش٢۶ͬ
جهت در نظریه این میلادی، ٨٠ دهه ی اوایل از .[١٣] پرداخت کند، ͷکم هندسͬ بینش کسب در دانش آموزان به که
روبه رو مشͺل با بالا، سطح شناخت̞ͬ فرایندهای در ویژه طور به و دبیرستانͬ هندسه در دانش آموزان چرا که امر این توضیح

ͬ شمارد: برم را فن هیلͬ نظریه از متفاوت جنبه سه [٢۴] یوسسͺین٢٨ (نایت٢٧،[١٧]. است آمده کار به هستند،
فن هیلͬ). تفکر (سطوح است تفکر متفاوت سطوح وجود مدعͬ نظریه، این .١

سطوح). ͬ های (ویژگ مشترک اند ͬ هایی ویژگ دارای سطوح این .٢
یادگیری). (فازهای بخشید شتاب را دیͽر سطحͬ به سطح ͷی از گذر ͬ توان م خاص شیوه ای به آموزش با .٣

شد. خواهد پرداخته فن هیلͬ نظریه جنبه سه این به ادامه  در

شماره گذاری که است توضیح به لازم سطح، هر ͬ های ویژگ توصیف و سطوح بیان از پیش فن هیلͬ. سطوح .٣ . ١
مثال طور (به ۵ تا ١ از دیͽر برخͬ در و ([١٣ ،١٢ ،١٠] مثال، طور (به ۴ تا صفر از مقاله ها، و متون برخͬ در سطوح این
سطوح برخͬ که، این دیͽر نکته است. شده استفاده اخیر شماره گذاری سیستم از حاضر، مقاله در و ͬ باشد م ([١۵ ،١٩]
مورد [١٢] کراولͬ مری توسط که نامͽذاری ها این از ͬͺی اینجا، در که آمده اند متفاوت نام سه یا دو با مختلف متون در
در تفاوت جز به شد. خواهد اشاره پرانتز، داخل در نام ها بقیه به سطوح معرفͬ در است. رفته کار به گرفته، قرار استفاده

نشد. دیده چندانͬ تفاوت مختلف متون بین سطح، هر کلͬ مشخصه های در سطوح، نام گذاری و شماره گذاری

نگریسته کلͬ ماهیت هایی عنوان به هندسͬ مفاهیم به سطح، این در (شناسایی٣٠). تجسم٢٩ اول: سطح .٣ . ٢
شناخته خود کلͬ ریختِ با هندسͬ اشͺال نمونه، برای هستند. اجزایی دربردارنده که مفاهیمͬ عنوان به نه و ͬ شود م
عملͺرد که دانش آموزی اصلͬ تمرکز بنابراین .[١٢] ͬ هایشان ویژگ و اجزا نه و آنهاست ͬͺفیزی ظاهر معنͬ به که ͬ شوند م
نشان واکنش آن کلیت به واقع در ͬ داند، م مربع را شͺلͬ او که وقتͬ است. اشͺال ظاهر روی است، اول سطح در او

.[١۴] هم اندازه اش اضلاع و قائمه زاویه های به نه ͬ دهد، م
«چون ͬ دهد: م پاسخ معمول طور به است، مربع مشخص، چهارضلعͬ این ͬ کند م فکر چرا که شود پرسیده او از اگر
.[٢٢ ،١٩] بͽیرد ͷکم آشنا نمونه های یا و خود پیرامون اشیای از آن، توصیف در است ممͺن یا و است» مربع ͷی مانند

کند. استفاده جعبه، ͷی به آن شباهت از است ممͺن شͺل، ͷی بودن مربع توجیه برای مثال، طور به
ͬ کند، م استدلال سطح این در که فردی که میͺند بیان چنین سطح، این رفتاری ͬ های ویژگ وصف در [٢٢] پیوزی
که دیͽر شͺل سه کنار در مربع ͷی تصویر١، در بداند. مربع نیز، ͬ رسند م نظر به مربع شبیه که را اشͺالͬ است ممͺن

است. گردیده رسم شوند، شناسایی مربع عنوان به اول، سطح تفکر با فردی سوی از ͬ توانند م
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

١ تصویر
شͺل) ͷی جهت (مانند ͬ برند م کار به شͺل ͷی توصیف برای را بی ربط یا مبهم نادرست، ͬ های ویژگ سطح، این در افراد
شͺل تصویر٢، دیدن با دانش آموز مثال، طور به .[١١] ͬ گیرند م نادیده را اصلͬ و مناسب ͬ های ویژگ حال، همان در و
است)، چپ سمت شͺل یافته دوران (که تصویر این راست سمت شͺل است ممͺن و ͬ داند م لوزی ͷی را چپ سمت

باشد. شده» چرخانده لوزیِ ͷی» عنوان به شͺل، این از او درک یا و نباشد لوزی ͷی او نظر از

٢ تصویر
دیͽری شͺل و بشناسد را معین شͺلͬ بͽیرد، یاد را هندسͬ واژه های ͬ تواند م دارد، اول سطح در عملͺردی که کسͬ
لوزی ͷی که شود داده نشان ساله شش کودک ͷی به که وقتͬ ،[٢۵] فن هیلͬ بر بنا .[١٢] کند رسم یا بسازد آن نظیر
تابلوی ͷکم به را شͺل ها این ͬ تواند م او هستند، اشͺالͬ چه متوازی الاضلاع ͷی یا مربع ͷی مستطیل، ͷی چیست،
شده، داده او به لوزی ͷی از که تصویری در ͬ تواند نم او ولͬ باشد)؛ سخت او برای کار این چند (هر بسازد هندس٣١ͬ
با متفاوت کاملا́ است چیزی او نظر به بلͺه نیست متوازی الاضلاع ͷی لوزی، سطح، این در ببیند. متوازی  الاضلاع ͷی
«هر که شود گفته دارد قرار سطح این در که کودکͬ به اگر ͬ کند م نقل فن هیلͬ از نیز [٢۴] یوسسͺین متوازی الاضلاع.
لوزی ͷی نیز مربع که این پذیرش برای را او استدلال، این ͬ شود»، م نامیده لوزی دارد، هم اندازه ضلع چهار که چهارضلعͬ
دریافت هایش اساس بر که استدلال روی از نه سطح، این در دانش آموز ،[١٩] میسون نظر به کرد. نخواهد قانع است،
ریاضͬ استدلال با چندانͬ ارتباط ͬ شود، م نامیده استدلال سطح، این در که هم چیزی آن واقع در ͬ کند. م تصمیم گیری

ندارد.

دانش آموز، سطح، این در .[١٢] است هندسͬ مفاهیم تحلیل آغاز سطح، این تحلیل٣٢. و تجزیه :٢ سطح .٣ . ٣
زاویه چهار که شͺلͬ یعنͬ مستطیل ͷی او، نظر به .[١١] ͬ کند م توصیف و شناخته ͬ هایشان ویژگ ͷکم به را اشͺال
که بͽوید دانش آموز به کسͬ اگر برابرند. هم با آن هم̧ روبه روی ضلعهای اندازه همچنین و دارد هم اندازه قطر دو و راست
حتͬ بود خواهد مربع) (یا مستطیل ͷی شͺل این او نظر از دارد، راست زاویه چهار تخته، روی شده کشیده چهارضلعͬ

.[٢۵] باشد نشده رسم آن، از خوبی خیلͬ تصویر اگر
تا رسم، اندازه گیری، مشاهده، با مثلا تجربی، صورت به را اشͺال قواعد و ͬ ها ویژگ دانش آموزان سطح، این در
این از برخͬ که ͬ یابند درم هم چنین .[١٣ ،١١] ͬ کنند م کشف ... و نمودارها و شطرنجͬ صفحه های از استفاده کردن،
مفاهیم بذر که اینجاست [١١] کلمنتس باور به و نه، دیͽر برخͬ و ͬ کنند م اشاره اشͺال از رده ای به هم کنار در ͬ ها ویژگ
طریق از و قطرهایشان روی از مختلف کاغذی مربعهای کردن تا با دانش آموزان مثال، طور به ͬ شود. م کاشته هندسͬ
31Geoboard 32Analysis

DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118021.1329 ١۴

 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118021.1329


٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فن هیلͬ، نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

بیشتر سطح، این در واقع در ͬ یابند. درم عمودند هم بر قطر دو مربع ها، در که را واقعیت این استقرایی) (استدلال تجربه
و درک کشف، آمده، دست به مثال معدودی تعداد روی بر تجربه راه از که نتیجه ای بخشیدن تعمیم اساس بر ͬ ها، ویژگ

ͬ شوند. م پذیرفته
هنوز ولͬ ͬ شود، م توجه آنها ͬͺفیزی ظاهر از بیشتر اشͺال ͬ های ویژگ به تفکر، از سطح این در اگرچه داشت توجه باید
ͬ گوید م دانش آموز مثال عنوان به .[١٢] ͬ شوند نم دیده اشͺال، بین روابط همچنین و شͺل ͷی ͬ های ویژگ بین روابط
برابری یا ضلع سه برابری که ͬ کند نم درک و دارد» برابر زاویه سه و برابر ضلع سه که است مثلثͬ متساوی الاضلاع، «مثلثِ
شخص که ͬ کند م بیان چنین [١٩] میسون است. کافͬ مثلث ͷی بودن متساوی الاضلاع برای تنهایی به ͷی هر زاویه، سه
کند تعیین بتواند بی آنکه کند فهرست ͬ داند م شͺل آن درباره که را ͬ  هایی ویژگ همه شͺل، ͷی توصیف در است ممͺن
به هم اشͺال بین روابط که آنجا از مشخصه، این کنار در ͬ اند. کاف شͺل، توصیف برای کدام ها و لازم ͬ  ها ویژگ کدام
با دانش  آموز نمونه، عنوان به ندارند. اشتراک یا تداخل هم با معمولا˟ اشͺال دسته بندی های ͬ شوند، نم درک معمول طور
را مستطیل است ممͺن او است. مستطیل ͷی مربع که ͬ پذیرد نم هنوز ولͬ ͬ  داند، م را مستطیل و مربع ͬ های ویژگ اینکه
بیشتر است مدعͬ [١١] کلمنتس بداند. مربع از متمایز کاملا́ ،[١٠] بلندترند دیͽر ضلع دو از آن ضلع دو که دلیل این به

ͬ رسند٣٣. نم دوم سطح به دبیرستان، حتͬ یا و راهنمایی دوره از پیش تا دانش آموزان،

شͺل، ͷی ͬ های ویژگ میان روابط سطح، این در ترتیب٣۶). یا انتزاع٣۵ ) غیررسم٣۴ͬ استنتاج :٣ سطح .۴ . ٣
ͬ کند م ایجاب روبه رو، ضلع های بودنِ موازی ͬ ها، چهارضلع در مثال طور به ͬ شود. م درک اشͺال، میان روابط نیز و
همه چون است مستطیل ͷی مربع، همچنین، شͺل)؛ ͷی ͬ های ویژگ میان (ارتباط باشند برابر نیز روبه رو زاویه های که
را شͺل ͷی ͬ های ویژگ ͬ تواند م دانش آموز دیͽر، بیان به اشͺال). میان (ارتباط داراست را مستطیل ͷی ͬ های ویژگ
شوند فهمیده ͬ توانند م غیررسمͬ استنتاج های و ͬ شوند م درک تعاریف دهد. تشخیص را اشͺال رده  های و کند استنتاج
به تنها نه تعریف ها بنابراین کند، اشاره دیͽری ͬ های ویژگ به ͬ تواند م ویژگͬ ͷی که آنجا از ،[١١] کلمنتس باور به .[١٢]
استدلال های ͬ تواند م او بود. خواهند ͬ ها ویژگ منطقͬ سازماندهͬ برای روشͬ عنوان به بلͺه مفهوم، ͷی توصیفِ عنوان
مثلا ͬ اند. غیررسم مرحله، این در او استنتاج های ولͬ بیاورد استدلال هایی چنین نیز خود حتͬ گاه و کند درک را منطقͬ
کرد افراز دومثلث به ͬ توان م را چهارضلعͬ هر چون که شود گفته است ممͺن چهارضلعͬ ͷی زاویه های مجموع درباره
است درجه ٣۶٠ چهارضلعͬ، هر داخلͬ زاویه های مجموع پس است، درجه ١٨٠ مثلث هر داخلͬ زاویه های مجموع و

بنویسد. ریاضͬ نمادهای و روابط با را اثبات این نتواند دانش آموز شاید ولͬ [١١]
هنوز سطح، این در اینحال با ،[١١] است حقیقͬ استنتاج آشͺارِ جلوه نخستین ایده ها، به منطقͬ نظم بخش̞ͬ اگرچه
مواجهه در دارد، قرار سطح این در که دانش آموزی .[١٢] ͬ شود نم درک موضوع اصول و رسمͬ استنتاج اهمیت و نقش
عبارتͬ به .[١١] داراست را مستطیل ͷی و لوزی ͷی خواص همه چون ͬ داند م مربع را شͺل ͷی اشͺال، از دسته ای با
ͬ شود نم درک استنتاج حقیقͬ معانͬ هنوز و آمده اند میان به اشͺال تعاریفِ سطح، این در چون است مستطیل مربع، ͷی
آمده اند، دست به تجربی طور به که را نتایجͬ حتͬ گاه سطح، این در دانش آموز که است کرده بیان [١٢] کراولͬ .[٢۵]
ولͬ شوند، درک است ممͺن رسمͬ اثبات های که این با ͬ کند م اضافه او ͬ برد. م به کار استنتاجͬ تکنیͷ های با آمیخته
اقدام ناآشنا، یا متفاوت فرض هایی از چͽونه یا و داد تغییر را اثبات منطق̞ͬ ترتیب ͬ توان م چͽونه ͬ کند نم درک هنوز فرد
گام های آنکه مͽر دهند ارائه را اثباتͬ خود، ͬ توانند نم دارند، قرار سطح این در که افرادی فن هیلͬ، گفته به نمود. اثبات به

وضعیت مورد در میتواند تجربی طور به ولͬ شده اند، بیان کشورمان جز به دیͽری کشورهای شرایط به توجه با و امروز از متفاوت زمانͬ در که آن با خارجͬ پژوهشͽران ادعاهای برخͬ ٣٣

کشور در باره، این در اندکͬ بسیار استناد قابل آماری دادههای و پژوهش ها و علمͬ شواهد یافته، توسعه کشورهای از بسیاری با مقایسه در متاسفانه کند. پیدا مصداق نیز ما کشور در کنونͬ
است. موجود ما
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

که بود خواهد اثباتͬ صرفاً شود، ارائه سوم سطح از پایین تر سطوح در اثباتͬ اگر ͬ کند م ادعا او باشند. اندک بسیار اثبات
.[٢٢] باشد شده تولید فرد توسط ͬ تواند نم و شده سپرده خاطر به

لازم شرایط و موضوع اصول قضیه، ͷی عکس استنتاج، مفهوم با تفکر سطح، این در استنتاج٣٧. :۴ سطح .۵ . ٣
در هندسͬ نظریه های پایه گذاری برای روشͬ عنوان به استنتاج اهمیت چهارم، سطح در .[٢۵] است درآمیخته کافͬ، و
و اثبات قضیه  ها، تعریف ها، موضوع، اصول نشده، تعریف اصطلاح های نقش و ͬ شود م درک موضوعͬ اصل سیستم ͷی
شخصͬ همچنین .[١١] ͬ دهد م تشخیص را آنها میان تفاوت فرد نیز و ،[١٢] ͬ شود م دیده مفاهیم، این میان همبستگͬ
میان تمایز و ͬ آید برم هم بر آنها متقابل اثر و کافͬ و لازم شرایط درک عهده از دارد، قرار تفکر از سطح این در که
سپرده خاطر به تنها اثبات ها و است پذیرفتنͬ اثبات گوناگون روش های ͬ دهد؛ م تشخیص را آن عکس و حͺم٣٨ ͷی
نتیجه ای که کند ارائه را گزاره ها از دنباله ای ͬ تواند م فرد که معناست بدان این .[١٢] شوند تولید ͬ توانند م بلͺه ͬ شوند، نم
کسͬ ͬ سازد م خاطرنشان [١٩ ،١٨] میسون .[١١] ͬ  کنند م توجیه «فرض ها»، از پیامدی عنوان به و منطقͬ طور به را
آورده دبیرستانͬ هندسه کتاب های در که اثبات هایی پس از معمول طور به دارد، قرار هندسͬ تفکر از سطح این در که

ͬ آید. برم ͬ شوند، م

ͬ  شوند م مطرح گوناگون ِ موضوعͬ اصل سیستم  های در قضیه ها سطح، این در موشͺافانه٣٩. دقت :۵ سطح .۶ . ٣
هندسه های که معناست بدان این .[١٣ ،١٢] کند مقایسه و تحلیل تجزیه، را متفاوت سیستم های این است قادر شخص و
به و [١٠] شود درک عینͬ مدل های وجود بدون ͬ تواند م سطح این در هندسه .[١٢] شوند مطالعه ͬ توانند م نااقلیدسͬ
ناپذیر تغییر اجزای عنوان به پیشین سطح در که موضوع اصول است. انتزاعͬ شدت به هندسه سطح، این در دیͽر، بیانͬ
.[٢۴] شوند درک ͬ توانند م نااُقلیدسͬ هندسه های مثال، برای کنند. تغییر اساسͬ طور به ͬ توانند م ͬ شدند، م درک هندسͬ
توانایی های همراه به و خلاصه طور به را فن هیلͬ سطوح جدول١، است. مجرد شدت به پنجم سطح در هندسه مطالعه

ͬ دهد. م نمایش سطح، هر در انتظار مورد

فن هیلͬ سطوح :١ جدول

دانش آموز توانایی سطح نام سطح
ͬ کند. م توصیف ظاهرشان اساس بر را اشͺال تجسم ١

ͬ کند. م توصیف ͬ هایشان ویژگ اساس بر را اشͺال تحلیل و تجزیه ٢
ͬ برد. م پی آنها میان روابط به و کرده درک را ͬ ها ویژگ اهمیت غیررسمͬ استنتاج ٣

کند. مرتب منطقͬ طور به را شͺل ها ͬ های ویژگ ͬ تواند م اینرو، از
ͬ کند. م اثبات استنتاجͬ صورت به را قضیه ها و دارد منطقͬ استدلال توانایی استنتاج ۴
ͬ کند. م تحلیل و پایه گذاری متفاوت موضوعͬ اصل سیستم های در را قضایا موشͺافانه دقت ۵

فن هیلͬ سطوح ͬ های ویژگ .۴

مشخصه هایی دارای تفکر، سطوح این گردید، بیان فن  هیلͬ تفکر سطوح از ͷی هر برای که مشخصه هایی بر افزون
ͬ شود. م یاد فن هیلͬ مدل ͬ های ویژگ عنوان با آنها که ͬ اند کل
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فن هیلͬ، نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

فهرست در [٢۵] فن هیلͬ خود وسیله به چه اگر ویژگͬ این ثابت۴١). (توالͬ سطوح بودنِ ۴٠ سلسله مراتبی .١ . ۴
یوسسͺین است. شده فهرست فن هیلͬ تفکر سطوح ویژگͬ نخستین عنوان به [١٢ ،٢۴] منابع در ولͬ است نیامده ͬ ها ویژگ
در را ویژگͬ این خود، فن هیلͬ، که آن دلیل شاید و دارد وجود فن هیلͬ سطوح بطن در که ͬ داند م ͬ ای ویژگ را آن [٢۴]
nاُم سطح به ͬ تواند نم دانش آموز که ͬ کند م بیان ویژگͬ این باشد. همین است، نکرده ذکر سطوح ͬ های ویژگ فهرست

باشد. گذرانده را −n)اُم ۱) سطح آن، از پیش که آن مͽر یابد، دست

یͺدیͽر از را سطوح آنچه که ͬ کند م بیان [٢۵] فن هیلͬ مطالعه. مورد اشیای ۴٣ بیرونͬ و درون۴٢ͬ ماهیت .٢ . ۴
هندسͬ اشͺال را تفکر اشیای نخست، سطح در مثال برای است. سطح هر در تفکر۴۴ اشیای تفاوت ͬ سازد، م متمایز
ͬ کند م کار نخست اند) سطح دستاورد (که اشͺال رده های نام به مشخص اشیایی با دوم، سطح در ͬ دهند. م تشͺیل
با دانش آموز که ͬ گردند م بدل اشیایی همان به ͬ ها، ویژگ این سوم سطح در ͬ کند. م کشف را رده ها این ͬ های ویژگ و
کراولͬ (تصویر٣). ͬ یابد م ادامه صورت همین به فرایند این و [١٣] ͬ کند م استخراج آنها از منطقͬ ترتیبی به کارگیری شان،
خواهند بعدی سطح در مطالعه مورد اشیای سطح، ͷی ذات۴۵ͬ اشیای که ͬ کند م بیان صورت این به را ویژگͬ این [١٢]

بود.

(۶ ص ،[١٣] از (برگرفته فن هیلͬ سطوح در تفکر اشیای .٣ تصویر

داده تشخیص ͬ هایشان ویژگ ͷکم به حقیقت در شͺل ها نیز، اول سطح در حتͬ که ساخت خاطرنشان باید البته
تنها نخست، سطح در مثال، طور به .[٢۵] نیست گاه آ ͬ ها ویژگ این از ͬ اندیشد، م سطح این در که کسͬ ولͬ ͬ شوند م
تا ولͬ ͬ شود، م داده تشخیص ͬ هایش ویژگ ͷکم به شͺل این مسلما این حال، با ͬ شود. م دریافت شͺل ͷی کلͬ فرم
که بͽیرید نظر در را کودکͬ .[١٢] ͬ گردند نم کشف آن ͬ های ویژگ و اجزا است، اشͺال تحلیل سطح که دوم سطح
شباهت از است ممͺن شͺل، ͷی بودنِ مربع تشخیص در کودک این است. فن هیلͬ اول سطح در او هندسͬ تفکر سطح
شͺل بودنِ مربع درک در گوشه ها بودن راست و ضلع چهار برابری حال این با بͽیرد، ͷکم خود پیرامون اشیای به آن
بودن (ذاتͬ شده اند حل مربع کلیت در آنها چون ͬ کند نم توجه ͬ ها ویژگ این به گاهانه آ صورت به کودک البته دارند. نقش
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

فرد، یعنͬ ͬ روند. م به کار شͺل ͷی بودن مربع تشخیص برای معیاری عنوان به ͬ ها ویژگ همین دوم، سطح در ͬ ها). ویژگ
توجه شͺل، کلیت از مستقل صورت به زاویه  ها بودن راست و ضلع ها بودن هم اندازه به شͺل، ͷی دانستن̞ مربع از پیش

ͬ  ها). ویژگ شدن (بیرونͬ ͬ گردد م تأیید شͺل بودن مربع باشند، برقرار روابط این که صورتͬ در تنها و ͬ کند م

شبͺه نیز و خود به مخصوص زبانشناختͬ نمادهای دارای سطح، هر سطح. هر زبانشناخت۴۶ͬ ͬ های ویژگ .٣ . ۴
است ممͺن است، درست سطح ͷی در که رابطه ای .[٢۵ ،٢۴] ͬ باشد م ͬ دهند، م پیوند هم به را نمادها این که روابطͬ
که دانش آموزی ͬ گردد. م ارائه مثالͬ ویژگͬ، این تبیین برای .[١٢] گردد اصلاح یا و [٢۵] باشد نادرست دیͽر، سطح در
در ͬ داند. م ͬ ها چهارضلع از متفاوت رده چهار را متوازی الاضلاع و مستطیل لوزی، مربع، است، فن هیلͬ دوم سطح در
حال، این با ͬ شود. نم درک رده ها تداخل و نیست پذیرفتنͬ مشخص، شͺل ͷی برای نام ͷی از بیش وجود مرحله، این
ͷی همچنین و لوزی ͷی) مستطیل ͷی مربع، که ͬ یابد درم ͬ یابد، م دست تفکر سوم سطح به دانش آموز این که هنگامͬ
بنیادین است رابطه ای سوم، سطح در اکنون شود، درک ͬ توانست نم دوم سطح در که رابطه این است. متوازی الاضلاع)

.[١٢]
ایجاد سبب و ͬ گردند م ظاهر متوالͬ سطح دو در بسیاری، زبانشناختͬ نمادهای که است کرده بیان [٢۵] فن هیلͬ
توجه باید ولͬ ͬ گردند. م سبب را گسسته۴٧ حوزه های این پیوستگͬ تلقͬ و ͬ گردند م مختلف سطوح میان همبستگͬ
نمودار نمادها، دیͽر با آن ارتباط ͷکم به نماد هر مفهوم است. متفاوت مختلف، سطوح در نمادها این معانͬ که داشت

دارد. سوم یا دوم سطح در آن، معنای از متفاوت معنایی مربع، واژه اول، سطح در مثال، برای ͬ گردد. م

ͬ توانند نم ͬ کنند، م استدلال متفاوت سطح دو در که فرد دو سطوح. ناهمسان۴٨ͬ صورت در یادگیری عدم .۴ . ۴
دانش آموز و معلم میان درس، کلاس در اغلب که است چیزی همان این فن هیلͬ، گفته به .[٢۵] کنند درک را یͺدیͽر
اثر در که ͬ شود م پرداخته درس کلاس در وضعیتͬ توصیف به فن هیلͬ، توضیح از بهره گیری با اینجا در ͬ افتد. م اتفاق
ͬ دهد، م آموزش دانش آموز، سطح از فراتر سطحͬ در معلم که وقتͬ ͬ دهد. م رخ دانش آموز، و معلم سطوح تطابق عدم
ممͺن ͬ دهد، م ارائه خود تفکر سطح در آموزشͬ معلم که هنگامͬ کند. دنبال را دیͽری تفکر ͬ تواند نم دو این از ͷی هیچ
که آنجا از ولͬ دهد، پاسخ آنها به که دارد انتظار دانش آموز از البته و بپرسد هم پرسش هایی آموزش، روند طول در است
بنابراین و کرد نخواهد درک دارد انتظار معلم که آنگونه را موضوع ͬ اندیشد، م معلم سطح از پایین تر سطحͬ در دانش آموز
چنین که است روشن داد. خواهد خودش تفکر سطح با منطبق که معلم، تفکر سطح در نه پاسخͬ بدهد، پاسخͬ اگر
تک گویی ͷی بیشتر دانش آموز و معلم میان گفتگوی بنابراین کرد، خواهد جلوه نامعقول یا نابجا معلم، سوی از پاسخͬ
ͬ شود. نم مربوط یادگیرنده و آموزشͽر سطوح اختلاف به تنها سطح، اختلاف این البته دوطرفه. گفتگوی ͷی تا است
تفکر فرایند از پیروی به قادر دانش آموز باشد، یادگیرنده سطح از بالاتر ... و آموزشͬ مواد و محتوا واژه ها، سطح هرگاه

.[١٢] بود نخواهد رفته، به کار

زیستͬ بلوغ یا یادگیرنده سن به آنکه از بیش دیͽر، سطح به سطحͬ از پیشرفت عدم یا پیشرفت پیشرفت۴٩. .۵ . ۴
سبب ͬ تواند نم آموزشͬ شیوه هیچ .[١٣ ،١٢] است وابسته ͬ کند، م دریافت او که آموزشͬ نوع به باشد، داشته بستگͬ
در کنند ͷکم پیشرفت به آموزشͬ شیوه های برخͬ است ممͺن این حال، با کند؛ جهش سطحͬ از دانش آموز که گردد
که است کرده اشاره فن هیلͬ .[١٢] نمایند جلوگیری آن از یا کرده کند را سطوح در پیشروی روند دیͽر، برخͬ که حالͬ
کودکͬ که وقتͬ مانند داد؛ آموزش فرد حقیقͬ سطح از فراتر سطحͬ در را توانایی هایی ماهر، دانش آموز ͷی به ͬ توان م
نقل ١٩٧٣؛ (فرودنتال، باشد شده گفته چیزی او به کسر مفهوم درباره بی آنکه ͬ گیرد م یاد را کسرها با کردن حساب

است. پیوسته باشد، گسسته آنکه از بیش سطوح این ماهیت که بوده اند آن بیانگر ،[١٠] مانند افرادی پژوهش های که حالͬ در ͬ داند، م گسسته را تفکر سطوح (١٩۵٩) ۴٧فن هیلͬ
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به است. نکرده درک را کسر مفهوم کودک، زیرا است نیفتاده اتفاق واقعͬ معنای به یادگیری اینجا در ولͬ ،([١٢] شده
مربع، ͷی» که دست این از روابطͬ یا و هندسͬ اشͺال مساحت محاسبه فرمول های سپردن به خاطر هندسͬ، مثالͬ عنوان
پایین تر سطحͬ به آموزشͬ مبحث که است این ͬ دهد م رخ حقیقت در آنچه ولͬ ͬ باشد، م امͺان پذیر است» مستطیل ͷی

.[١٢] نشده اند فهمیده روابط این واقع در و یافته تنزل
فن هیلͬ باشد. داشته شتاب دهنده یا و بازدارنده نقش ͬ تواند م آموزش شد، گفته که چنان سطوح، در پیشروی مسیر در
دانش آموز به تأثیرگذار به گونه ای ͬ توان م چͽونه ͬ داند: م پرسش این به پاسخͽویی و رویارویی را آموزش هنر هدف [٢۵]
یادگیری۵٠ فازهای معرفͬ به که فن هیلͬ نظریه از بخشͬ کرد؟ ͷکم آن، از بالاتر سطح به تفکر از سطحͬ از پیشرفت در
دنباله ای که یادگیری فازهای الͽوریتم وارِ اجرای ͬ کند م ادعا نظریه، است. شده یاد پرسش به پاسخͽویی مدعͬ ͬ پردازد، م
نقل ١٩٨۴؛ گلداف، (فن هیلͬ ͬ بخشد م شتاب تفکر سطوح پیشرفت روند به درس، کلاس در مرحله اند، پنج از متشͺل

.([١٢] در شده

یادگیری فازهای .۵

پیرامون تفکر، از مشخص سطح ͷی در دانش آموزان و معلم مرحله، این در (اطلاعات۵٢). جستجو۵١ :١ فاز .١ . ۵
واژه های و ͬ گردد م مطرح پرسش هایی ͬ گیرد، م صورت مشاهداتͬ ͬ پردازند؛ م فعالیت و گفتگو به مطالعه مورد اشیای
معلم ͬ ها، چهارضلع تدریس آغاز در مثال طور به .([١٢] در شده نقل ١٩٨٣؛ (هافر۵٣، ͬ گردند م معرفͬ سطح این به متعلق
ͬ های ویژگ چیستند؟ مربع و لوزی مستطیل، دارد؟ ͬ هایی ویژگ چه چیست؟ متوازی الاضلاع که ͬ پرسد م دانش آموزان از
اگر دارد؟ وجود ͬ ها چهارضلع این میان تفاوت هایی چه و شباهت ها چه چیست؟ چهارضلعͬ نوع سه این از ͷی هر
[١٢] کراولͬ ͬ کنند؟ م معرفͬ چͽونه را آن کنند، معرفͬ را چهارضلعͬ این ͬ شناسد، نم را مستطیل که کسͬ به بخواهند
آنکه، دیͽر ͬ برد؛ م پی دانش آموزان ورودی سطح به معلم که این نخست ͬ شمارد: برم پاسخ ها و پرسش این برای فایده دو

ͬ شوند. م آشنا درس مسیر با اندازه ای تا دانش آموزان

با دانش آموزان که است آن هنگام پیشین، مرحله گذراندن از پس حال شده۵۴. هدایت جهت دهͬ :٢ فاز .٢ . ۵
دانش آموزان است قرار و شده اند چیده هم دنبال به دقت به معلم، وسیله به [١٢] کراولͬ بر بنا که گردند روبه رو فعالیت هایی
ͷکوچ تکالیفͬ فعالیت ها، این بیشتر بنابراین، کند؛ راهنمایی جدید، سطح مشخصه ساختارهای کشف به رفته رفته را

شده اند. طراحͬ خاص پاسخ هایی استخراج برای که هستند

دیدگاه داده اند، انجام این از پیش که فعالیت هایی اساس بر دانش آموزان مرحله، این در شفاف سازی۵۵. :٣ فاز
در ͷکم ارائه به میان، این در معلم نقش ͬ کنند. م مبادله و بیان کرده اند، مشاهده که ساختارهایی درباره را خود تازه
درباره شده هدایت فعالیت هایی انجام از پس مثال، برای .[٢۵ ،١٢] ͬ شود م محدود دقیق، و مناسب زبان از استفاده
یافته های و ͬ پردازند م گفتگو به دریافته اند، چهارضلعͬ این درباره که ͬ هایی ویژگ درباره دانش آموزان متوازی الاضلاع،
«ضلع های جمله از روبه رو، ضلع های توازی ویژگͬ بیان در دانش آموزی است ممͺن ͬ کنند. م مطرح کلاس در را خود
کشف ویژگͬ بهترِ بیان و تصحیح در ͬ تواند م معلم موقعیت هایی چنین در کند. استفاده موازی اند» هم با متوازی الاضلاع

کند. ͷکم دانش آموز به شده،

ولͬ ͬ شناسد م بیش و کم را مطالعه حوزه دانش آموز یادگیری، مرحله چهارمین در آزاد۵۶. جهت گیری :۴ فاز .٣ . ۵
روش های به ͬ توانند م که تکالیفͬ وسیله به امر این کند. پیدا سرعت به آن در را خود مسیر بتواند که است آن نیازمند هنوز
(١٩٨٣) هافر از نقل به [١٢] کراولͬ ͬ کند. م پیدا تحقق [١٢] بازپاسخ تکالیف و [٢۵] شوند داده پاسخ گوناگون
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه صفابخش چͺوسری، ا. و یافتیان ن.

مورد حوزه با خود دادن وفق با و ͬ اندوزند م تجربه مسأله، حل و خود مسیر یافتن در دانش آموزان فاز] این [در ͬ نویسد: م
.(٢٠٨ (ص ͬ گردد م آشͺار آنها بر مطالعه مورد اشیای میان روابط از بسیاری مطالعه،

ولͬ، دهد، وفق جدید سطح با را خود است فراگرفته دانش آموز چهارم، مرحله تا یͺپارچه سازی۵٧. :۵ فاز .۴ . ۵
را حوزهای ͬ کند م تلاش او دهد. ارائه است، گرفته قرار او اختیار در آنچه از کلͬ مرور ͷی که است آن نیازمند اکنون
کند ͷکم او به کلͬ، زمینه یابی۵٨های با ͬ تواند م معلم میان، این در و کند جمعبندی است، پرداخته آن در تفکر به که
و کرد معرفͬ دانش آموز به را جدیدی مفهوم هیچ نباید زمینه یابی ها این در که ͬ کند م خاطرنشان [٢۵] فن هیلͬ .[٢۵]

است. آموخته دانش آموز که باشد روابطͬ و مفاهیم همان شامل تنها ͬ بایست م جمع بندی
حوزه کل با که روابط از تاز ه ای سیستم به دانش آموز و است آمده دست به تفکر از جدیدی سطح پنجم، مرحله پایان در
است شده پیشین سطح جایͽزین تفکر، از جدیدی سطح اکنون، .[٢۵] است یافته دست است، ارتباط در مطالعه، مورد
یوسسͺین البته .[١٢] کنند تکرار را یادگیری فاز پنج همین نیز، بعدی سطح به دستیابی برای تا آماده اند دانش آموزان و
نیازمند بعدی، سطح به سطح ͷی از گذر فرایند که است این بیانگر فن هیلͬ، دینا و پیره نوشته  های که ͬ کند م اشاره [٢۴]
که ͬ کند م استناد [٢۵] گلداف فن هیلͬ دینا به ادامه در او است. آموزشͬ جلسه چند یا ساعت ͷی از ͬ تر طولان زمانͬ
سطح از دانش آموزان همین رساندن برای و جلسه، ٢٠ دوم، سطح به نخست سطح از ساله ١٢ دانش آموزان رساندن برای

بود. کرده گزارش را آموزشͬ جلسه ۵٠ سوم، سطح به دوم
،٧ ،۶ ،۴ ،٣ ،١] مانند (پژوهش هایی ͬ سازد م آشͺار را آن اهمیت نظریه، این راستای در شده انجام پژوهش های
کلاس های در هندسه یادگیری مشͺلات از برخاسته که تفکر، سطوح تفاوت ایده و ([٢۴ ،٢٣ ،٢٠ ،١٧ ،١۵ ،١٠ ،٩
و مشͺلات به مربوط پژوهش  های مبنای ͬ تواند م و است بیشتری توجه شایسته ی که است ایده ای است، بوده هندسه

باشد. کشورمان در هندسه و ریاضͬ یادگیری ͬ  های بدفهم

نتیجه گیری .۶

بیش هندسه مبحث از دانش آموزان که بوده ایم روبه رو درس کلاس در ملموس واقعیت این با همواره ما، از بسیاری
روی مبحث این در یادگیری عدم یا ناقص یادگیری های ͬ ها، بدفهم از بیشتری میزان و گریزان اند ریاضͬ مباحث سایر از
بی علاقگͬ دانش آموزان، کم کاری بود، رسیده ذهن به که دلایلͬ تنها شاید کلاس هایی، چنین مدرسان عنوان به ͬ دهد. م
است. بوده مطالب نامناسب تدریس یا و درس، کلاس در آنها بی توجهͬ هندسه، ویژه به و ریاضیات به آنها بی انگیزگͬ و
«مستطیل بیان از پس که هنگامͬ معلمان، از بسیاری شاید اول، متوسطه دوره در ͬ ها چهارضلع مبحث در مثال برای
مثال های ارائه چندباره، گاه و دوباره توضیح در را چاره ͬ شوند، م روبه رو دانش آموزان پذیرش و درک عدم با مربع» بودنِ
درسمان کلاس های در بارها و بارها را روش هایی چنین نیز ما از بسیاری شاید که (چنان ببینند تمرین و تکرار و بیشتر
بررسͬ به تنها نه که ͬ گیرد م قرار نظریاتͬ فهرست در و است متفاوتͬ جنبه های دارای فن هیلͬ نظریه بسته ایم). به کار
و درک سطح̧ از گاهͬ آ است. پرداخته نیز یادگیری و آموزش بهبود برای راهͺارهایی ارائه به بلͺه آموزشͬ، مشͺل ͷی
فعالیت های طراحͬ و درسͬ مواد تدوین و تنظیم زمینه ساز ͬ تواند م فن هیلͬ نظریه ͷکم به دانش آموزان هندسͬ استدلال
ارائه کنندگان که امر این از گاهͬ آ خصوص به و نظریه این با آشنایی گردد. دانش آموزان توانایی سطح با متناسب آموزشͬ
مشͺلاتͬ شبیه بسیار که بوده اند مواجه مشͺلاتͬ با خود، هندسه کلاس های در که بوده اند هندسه معلم دو نظریه، این
دیͽر دیدگاهͬ از تا شود باعث بتواند شاید هستند، و بوده روبه رو آن با خود کلاس در ما کشور ریاضͬ معلمان که است
این در بیشتری پژوهش های انجام به تشویق و بنگریم هندسه درک و فراگیری در دانش آموزان موفقیت عدم علل به نیز

آموزش فناوری پژوهشͬ علمͬ نشریه گردیم. زمینه
57Integration 58Survey
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٢٢–٩ (١٣٩٨) ٣ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فن هیلͬ، نظریه معرفͬ هندسه: یادگیری و آموزش

مراجع

فصلنامه  ون هیلͬ، نظریه اول سطح سه اساس بر هندسͬ تفکر پایای و معتبر آزمون ساخت باقری، ن. و صدق پور صالح ب. ͬ فر، امین ا. [١]
.(١٣٩٠) ١ تربیتͬ، اندازه گیری

.١٣٩٢ دانشͽاهͬ، نشر مرکز تهران: اصل). وحیدی ق. م. (برگردان ،١ ریاضیات، تاریخ با آشنایی ایوز، دبلیو. اچ. [٢]
فصلنامه ابتدایی، دوره دانش آموزان یادگیری و انگیزش افزایش در فن هیلͬ) مدل (با هندسه در معلمان فعال تدریس روش نقش حبیبی، م. [٣]

.(١٣٩٢) ۵ سازمانͬ، و شغلͬ مشاوره
استفاده با هندسه درس در ریاضͬ دانشجویان و معلمان دانش ارزیابی ویس، مرادی ا. و صدق پور صالح ب. جمعه، امام م. س. ریحانͬ، ا. [۴]

.(١٣٨٩) ۵ ، آموزش فناوری پژوهشͬ علمͬ نشریه هیلͬ، ون نظریه از
.١٣٨٧ دانشͽاهͬ، نشر مرکز تهران: شفیعیها). ه. م. (برگردان اقلیدسͬ نا و اقلیدسͬ هندسه های گرینبرگ، جِͬ ام. [۵]
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