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√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

خاکشور قاسم و خاتمͯ∗ امين محمد سيد

تعریف ماهیت به توجه با ͬ پردازد. م ٢ عدد دوم ریشه نبودن گویا اثبات های معروف ترین از بعضͬ مرور به مقاله این چͺیده.
با مستقیم غیر صورت به یا و مستقیم صورت به یا (٢٣ شماره اثبات (بجز اثبات ها بیشتر که دید خواهیم گویا، غیر اعداد
ریشه یا و دوم ریشه بودن گنگ برای اثبات ͷی به تعمیم قابلیت که مواردی کرده ایم سعͬ شده اند. انجام خلف برهان از استفاده
برخͬ بعلاوه آید. حاصل متن مناسب گفتار که داده ایم تغییر کمͬ را اثبات ها از برخͬ شویم. متذکر نیز را دارد، اعداد سایر بالاتر

است. آمده بدست موارد بعضͬ در نیز جدید نتایج

مقدمه .١

ͬ خواهم م که «وقتیͺه ͬ کند: م تعریف اینگونه را عدد هندی» عددهای با تفریق و «جمع مشهورِ بسیار کتاب در خوارزمͬ
چیزی اولین بیشتر، تفصیل با .١ است» عدد ͷی همیشه جواب که ͬ بینم م ͬ خواهند، م چیزی چه محاسبه ͷی از مردم بدانم
بی تاثیر نیز لغات فرهنگ در اعداد است. عدد ͬ رود م کار به کمیت ها کردن مشخص یا و محاسبه، شمردن، برای که
وجود دیͽری بسیار واژه های و «چهلچراغ» «دهه»، «چهار سو»، «چهارپایه»، «هزار پا»، «دوچرخه»، مثل واژه هایی نبوده اند.

است. شده استفاده اعداد از آن ها در که دارند
با تفریق و «جمع کتاب ترجمه از بعد ͬ روند، م کار به کمیت ها مقدار کردن مشخص منظور به که اعدادی نمایش در
را عربی) عددنویسͬ سیستم اختصار به (یا هندی‐عربی عددنویسͬ سیستم دنیا همه کم کم لاتین، زبان به هندی» عددهای
به اعداد نمایش برای عربی عددنویسͬ سیستم میلادی، شانزدهم قرن در کردند. انتخاب دهدهͬ شͺل به اعداد نمایش برای
عددنویسͬ سیستم گرفتن نظر در با فقط و عددنویسͬ، سیستم های مختلف انواع از فارغ یافت. توسعه نیز اعشاری صورت
شمردن، برای تاریخ طول در بشر را اعداد از مختلفͬ انواع است، همͽان قبول مورد حاضر حال در که ١٠ مبنای در عربی

است. داده قرار استفاده مورد شناختͬ زیبایی و فلسفͬ و دینͬ مباحث حتͬ یا و کمیت ها کردن مشخص محاسبه،
قبل شاید البته پرندگان برخͬ و مورچه ها باشند. داشته بشریت تاریخ اندازه به قدمتͬ شاید ۱,۲,۳, . . . طبیعͬ اعداد
دو حاصل ضرب صورت به را آنها ͬ توان نم که طبیعͬ اعداد یعنͬ اول، اعداد ͬ کردند. م استفاده اعداد این از نیز انسان ها از

داشتند. ظهور زیادی مطالعات در که بودند اعدادی دسته جزو نیز نوشت ١ از بزرگتر طبیع̞ͬ عدد
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.
خود سپس و شده ترجمه «Algoritmi Numero Indorum» عنوان با و لاتین به عربی از خوارزمͬ کتاب ابتدا ͬ باشد. م است گفته خوارزمͬ که چیزی آن از واسطه چند با ترجمه ای جمله این ١

است. فارسͬ به انگلیسͬ متن برگردان فوق جمله که است شده ترجمه انگلیسͬ به «The Treasury of Mathematics» کتاب در خوارزمͬ) کتاب تمام نه (و جمله این
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این در طبیعͬ اعداد با گویا اعداد بزرگ تمایز وجه بودند. معلوم انسانها برای عتیق عهد از گویا یا کسری اعداد
ͬ کرد م فکر بشر مدتها تا که بود خاطر همین به شاید و دارد وجود دیͽر گویای عدد ͷی گویا، عدد دو هر بین که است
توسط ریاضͬ اثبات اصول تبیین از بعد که فیثاغورثیان بخصوص گرفت. اندازه گویا اعداد با ͬ توان م را کمیت ها همه
هر که داشتند اعتقاد ͬ انگاشتند، م مقدس موجوداتͬ بنوعͬ را اعداد و داشتند ریاضیات در زیادی پیشرفت های فیثاغورث،
اعداد کشف از بعد ͬ گویند م که است اعتقاد همین دلیل به شاید است. بیان قابل گویا اعداد توسط هستͬ جهان در نسبتͬ
که گویا و اول طبیعͬ، اعداد خلاف بر ͬ اندازند. م دریا به را او هیپاسوس، نام به متاخر فیثاغورثیانِ از ͬͺی توسط ناگویا
گویا که است ناگویا «عددی گزاره با و سلبی وجه باب از فقط ناگویا اعداد هستند، شده شناخته ٢ زیادی بسیار حدود تا
و است نشده ارائه کنون تا دارند مشخصͬ خواص چه ناگویا اعداد بͽوید که ایجابی تعریف هیچ و ͬ شوند م معرفͬ نباشد»

ͬ نامند. م نیز گنگ اعداد را ناگویا اعداد که است دلیل همین به
تعریف موجب ۲x+۵ = ۱ مثل معادله هایی برای جواب وجود لزوم و میلادی نهم قرن در خوارزمͬ توسط جبر توسعه
گرفتند. قرار استفاده مورد نیز منفͬ ناگویای و گویا اعداد زمان همین در شد. صحیح اعداد نام به اعداد از دیͽری مجموعه
حقیقͬ اعداد مجموعه تعریف آن حاصل که آمیختند هم در (اندازه) مقدار با را عدد مفهوم همچنین زبان عرب دانشمندان
به حقیقͬ اعداد مجموعه برای دیͽری تقسیم بندی ناگویا. و گویا اعداد همه از است متشͺل حقیقͬ اعداد مجموعه شد.

شد. کشف هجدهم قرن در نیز جبری غیر و جبری اعداد
البته و معتبر منابع از اثبات ها که شده سعͬ است. شده ارئه ٢ عدد دوم ریشه بودن ناگویا برای اثبات ٢۴ مقاله، این در
منطق و هندسه، جبرخطͬ، جبر، آنالیز، مانند ریاضیات مختلف حوزه های از اثبات ها گردند. ارئه متن خورِ در تغییراتͬ با

باشد. ریاضͬ حوزه های بیشترِ دربرگیرنده بحث تا شده اند انتخاب

باستان یونانیان به منسوب :٢ و ١ اثبات .٢

ریاضیات در زیادی رویدادهای است. ناگویا اعداد وجود اثبات باستان، یونان ریاضیات دستاوردهای بزرگترین از ͬͺی
باستان یونانیان به حقیقت این انتساب موضوع البته باشد. ناگویا اعداد وجود اثبات با مقایسه قابل که نیست باستان یونان
که شخصͬ یا و ناگویا اعداد کشف تاریخ برای کننده ای متقاعد جواب هیچ و است ریاضیات تاریخ در مناقشاتͬ محل
سال ٧٠٠ حداقل است، شده درج آنها در موضوع این که باستانͬ منابع همه ندارد. وجود است کرده ثبت را موضوع این
ͬ رسد م نظر به دانسته اند. فیثاغورث مدرسه را آن منشاء آنها، همه تقریباً و کرده اند اشاره آن به موضوع، این کشف از بعد
اسͺندرانͬ پاپوس اقلیدس، اصول دهم کتاب تفسیر در شدند. ناگویا اعداد وجود متوجه که بودند افرادی اولین فیثاغورثیان
ͬ شود م زده حدس ͬ شود. م انداخته دریا به کشف این بدلیل ظاهراً که ͬ دهد م نسبت هیپاسوس به را موضوع این کشف
باشد برده پی ناگویا اعداد وجود به ͬ باشد م منتظم ͬ های ضلع ۵ آن وجوه که منتظم وجهͬ ١٢ مطالعه موقع هیپاسوس که
مورد در متون از کدام هیچ .[٢] بود فهمیده نیز را ٢ عدد دوم ریشه بودن ناگویا هیپاسوس که معتقدند برخͬ البته .[٢ ،١]
نیز و مورد این در افلاطون و ارسطو از شده ثبت آثار به توجه با حال عین در نگفته اند. چیزی موضوع این اثبات چͽونگͬ
یونانیان توسط ٢ عدد دوم ریشه بودن گنگ احتمالͬ اثبات دو اصول، دهم کتاب پیوست در اقلیدس توضیحات به توجه با

ͬ باشد. م هندسه و حساب بر مبتنͬ باستان
متبادر ذهن به [٣٧ صفحه ،٣] عقلانͬ) (استدلال پیشینͬ استدلال مورد در ارسطو شهیر کتاب روی از که اول اثبات
را b و a که است ͬ شده م تعریف صورت این به باستان یونان در متوافق نسبت  دو مفهوم است. حساب بر مبتنͬ ͬ شود م
متوافق

√
۵ و ٢ ولͬ متوافق اند ۵

√
۳ و ۲

√
۳ نیز و متوافق اند ٧ و ١ مثلا́ باشد. گویا عددی a/b هرگاه گویند متوافق

T مجموعه در ولͬ است درست طبیعͬ اعداد در که یافت گزاره ای ͬ توان م کنیم، مشخص طبیعͬ اعداد خواص عنوان به را T مثل گزاره ها از مجموعه ای اگر گودل، ناتمامیت قضیه اساس بر ٢

بدون و کامل بطور هیچ گاه خواص لحاظ به هستند، اعداد نوع ابتدایی ترین و ساده ترین بنوعͬ که طبیعͬ اعداد دیͽر عبارت به گرفت. نتیجه را آن ͬ توان نم نیز T گزاره های از بعلاوه و نیست
ͬ باشند. نم کردن مشخص قابل نقص
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

فرد اعداد صورت این غیر در زیرا نیستند، متوافق مربع ضلع اندازه و مربع قطر ”اندازه که ͬ کند م ذکر اینطور ارسطو نیستند.
شد”. خواهند مساوی هم با زوج و

لذا .p۲/q۲ = ۲ که باشند طبیعͬ اعداد کوچͺترین q و p و باشد گویا ٢ دوم ریشه کنید فرض خلف برهان به
یونانیان نزد فیثاغورث (قضیه است p برابر قطرش باشیم، داشته q ضلع با مربع اگر که است این معادل این و p۲ = ۲q۲
تساوی به منجر مربع ضلع و قطر بودن ”متناسب ͬ گوید م و ͬ داند م تناقض را p۲ = ۲q۲ گزاره ارسطو است). بوده معلوم
ͬͺی قطعاً شده اند، فرض ممͺن طبیعͬ اعداد کوچͺترین q و p چون واقع در نیست”. ممͺن این و ͬ شود م فرد و زوج اعداد
به پس است. زوج هم p لذا و است زوج p۲ ) باشند زوج دو هر که ͬ کند م ایجاب p۲ = ۲q۲ گزاره ولͬ است فرد آنها از
ریشه لذا باشند). زوج q آن طبع به و q۲ ͬ دهد م نتیجه که ۲q۲ = p۲ = (۲k)۲ = ۴k۲ بنابراین و p = ۲k طبیعͬ k ازای

نیست. گویا ٢ دوم
که متنͬ در افلاطون ͬ باشد. م هندسͬ داده اند ارائه ٢ دوم ریشه نبودن گویا برای یونانیان ͬ زنند م حدس که اثباتͬ دومین
ثابت را ١٧ تا ٣ از کامل مربع̧ غیر اعداد دوم ریشه بودن ناگویا تئودوروس چͽونه که ͬ کند م ذکر دارد شهرت ته تتوس به
حال عین در است. بوده معلوم ٢ عدد دوم ریشه بودن ناگویا ظاهراً و ͬ زند نم حرفͬ ٢ دوم ریشه بودن ناگویا از اما ͬ کند، م
بودن ناگویا برای اثباتͬ به ͬ شود م را مربع قطر مورد در جمهور کتاب دومین ٢٧ و ٢٣ فصل در افلاطون نوشته های تعبیر

کرد. تعبیر
√
۲

لازم بصری اقناع پذیری فیثاغورث، به منسوب هندسͬ اثبات های در است. هندسͬ نامتناهͬ فرایند ͷی بر مبتنͬ اثبات
فرایند از که ͬ شود م متذکر اقلیدس خود و است نبوده ضروری خیلͬ موضعͬ چنین اقلیدس از بعد که حالͬ در است، بوده
یافتن برای پی درپی تفریق های از استفاده کرد. استفاده مقدار دو توافق عدم اثبات در ͬ توان م پی درپی  نامتناهͬ تفریق
b مقدار b و a طبیعͬ اعداد بین اگر بود. شده شناخته افلاطون زمان در نیز طبیعͬ اعداد مشترک علیه مقسوم بزگترین
. . . و a− b و b و a بین کوچͺتر مقدار دو انتخاب با روند همین ادامه با است. طبیعͬ عددی a− b آنگاه باشد، کوچͺتر
از استفاده با هم افلاطون احتمالا˟ ͬ آید. م حاصل نهایی مقدار دو تساوی با b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین نهایت در

است. گرفته نتیجه را ٢ عدد دوم ریشه نبودن گویا زیر، صورت به نامتناهͬ تفریق فرایند ͷی
u مثل واحدی دیͽر، عبارت به یا و باشد گویا عددی a/b هرگاه هستند متوافق b و a مقدار دو شد بیان که همانطور
با آنگاه باشند، متوافق b و a مقادیر که صورتͬ در لذا باشند. واحد آن از صحیح ضریبی b و a دوی هر که باشد موجود
اندازه دو بودن مفروض با واقع در یافت. را u مشترک واحد بتوان باید مشترک علیه مقسوم بزرگترین یافتن شبیه فرایندی
از مشخص تعدادی اگر ͬ گیرد. م قرار a در کامل صورت به دفعه چند (b (مثلا́ کوچͺتر اندازه که ͬ کنیم م نگاه ابتدا ،b و a

در اما ͬ رود، م بͺار b و a اندازه گیری برای که است مشترکͬ واحد b خود که است واضح بپوشاند، را a کامل بطور b اندازه
بتواند که واحدی هر بعلاوه و است کوچͺتر b و a دوی هر از که داشت خواهد وجود r مثل باقیمانده ای صورت این غیر
است). b اندازه از مشخص تعدادی منهای a اندازه برابر r (زیرا بͽیرد اندازه نیز را r ͬ تواند م بͽیرد، اندازه را b و a دوی هر
مقدار یا و است (a گرفتن اندازه لذا (و b گرفتن اندازه برای واحدی r آیا ببینیم که ͬ دهیم م ادامه b و r با را فرایند پس
واحد ،b و a بودن متوافق صورت در فرایند این ادامه صورت در ͬ دهد. م انجام را کار این که دارد وجود r از کوچͺتری
u مشترک واحد روند این ادامه با چنانچه بعلاوه و ͬ شود، م پیدا است بوده b و a دوی هر اندازه گیری به قادر که u مشترک

نبوده اند. متوافق b و a که ͬ گیریم م نتیجه آنگاه نشود، پیدا
ͬ تواند م است داشته نظر مد افلاطون است ممͺن که استلال هایی از ͬͺی مربع، ضلع و قطر توافق عدم اثبات برای لذا

باشد. زیر صورت به
مشخص محل از چنانچه ͬ کند. م ایجاد قطر روی r اندازه ͷی کار این ͬ کنیم. م جدا آن قطر روی مربع ضلع اندازه به ابتدا
روی که مقداری و عمود این اندازه کند، قطع را مربع دیͽر ضلع تا کنیم رسم قطر بر عمودی قطر، روی اندازه این شده
کرده ایجاد ١آ شͺل روی را مساوی اندازه سه که اول باقیمانده این بود. خواهد r برابر نیز ͬ شود م جدا آن توسط مربع ضلع
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاکشور، ق. و خاتمͯ ا. م. س.

ادامه است شده مشخص ١آ شͺل در که ͬͺکوچ مربع برای را فرایند مجدداً اکنون کرده ایم. مشخص تیر ه صورت به است،
ͬ شود. نم متوقف وقت هیچ فرایند و ١ب) (شͺل ͬ افتد م اتفاق نیز مربع این برای اتفاق همین که ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهیم. م
اما نیستند. متوافق مربع قطر و ضلع پس ندارد. وجود گرفت اندازه بتوان آن با را مربع قطر و ضلع که واحدی مقدار لذا

است. ناگویا ٢ دوم ریشه که ͬ  گیریم م نتیجه ͬ باشد، م قطر مربع برابر ضلع مربع برابر ٢ چون

٣ مرحله (ب) ١ مرحله (آ)

تتوس متن در افلاطون نوشته های تعبیرهای از ͬͺی .١ شͺل

.[ ١٢۶-١٢٧ صفحه ،۴] باشد زیر صورت به ͬ تواند م نیز دیͽر تعبیر ͷی

تتوس متن نوشته های از دیͽری تعبیر .٢ شͺل

√
۲ برابر ١ ضلع به مربع قطر فیثاغورث، قضیه به توجه با

√
۲ = p/q و باشد گویا

√
۲ خلف برهان به اگر است.

همه و بود خواهد p برابر قطر ،q ضلع با مربع در آنگاه ،
چنانچه اکنون هستند. صحیح اعداد ABC مثلث اضلاع
کمان تقاطع محل و بزنیم AC قطر روی q اندازه به کمانͬ
ACعمود بر Eخطͬ نقطه از سپس و Eبنامیم ACرا روی
ͬ توان م براحتͬ بنامیم، F را AB با آن تقاطع محل و کنیم
متساوی الساقین قائم الزاویه مثلث ͷی نیز AEF مثلث دید
این و ͬ باشند م صحیح اعدادی آن اضلاع همه که است
مثلث ͷی بار هر و است تکرار قابل بار نامتناهͬ فرایند
حاصل صحیح اضلاع با جدید متساوی الساقین قائم الزاویه
و بوده غلط خلف فرض پس نیست. ممͺن که ͬ شود م

نیست. گویا
√
۲
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

n > ۱ طبیعͬ عدد هر ازای به
√
n۲ + ۱ و

√
n۲ − ۱ صورت به اعداد همه نبودن گویا برای استدلال همین از

بودن ناگویا برای و ،
√
n۲ + ۱ وتر و ۱ و n اضلاع با قائم الزاویه مثلث ،

√
n۲ + ۱ بودن ناگویا برای کرد. استفاده ͬ توان م

.[۵] بͽیرید نظر در را ۱ ضلع ͷی و n وتر با قائم الزاویه مثلث
√
n۲ − ۱

(١ اثبات (شبیه باستان بابلیان از باقیمانده لوحه های به توجه با :٣ اثبات .٣

به را آن کسͬ و است باستان یونانیان ریاضیات دستاوردهای بزرگترین از ͬͺی گویا غیر اعداد کشف اینکه ͬ رغم عل
نیز باستان بابلیان از باقیمانده لوحه های داد نشان ͬ توان م اما ͬ دهد، نم نسبت بابلیان یا و مصریان مثل دیͽری باستانͬ اقوام
هم که ͬ دهد م نشان باستان بابلیان ١۵٢٨۵ BM لوحه تصویر زیر در ͬ دهند. م نتیجه را ٢ دوم ریشه نبودن گویا از اثباتͬ
در است. بوده نتیجه گیری قابل باستان بابلیان توسط ٢ عدد دوم ریشه نبودن گویا هم و فیثاغورث قضیه از خاصͬ حالت
تا شده یافت لوحه های متون نیز و شده ثبت نوشته های به توجه با نجوم، و ریاضیات بر بابلیان تسلط ͬ رغم عل حال عین
را ناگویایی عدد هیچ بخصوص و ͬ دانستند نم را ناگویا اعداد مفهوم باستان بابلیان که است این بر آراء توافق لحظه، این

.[١۴٠ صفحه ،٧] و [٣۵ صفحه ،۶] داشتند π و
√
۳ ،

√
۲ مقادیر برای گویا تخمین هایی فقط و ͬ شناختند نم

باستان بابلیان ١۵٢٨۵ BM لوحه از قسمتͬ .٣ شͺل
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مساحت کشیده ام. مثلث ١۶ آن داخل است. ۶٠ مربع ضلع ” است: صورت این به ١۵٢٨۵ BM لوحه روی ١٢ مسئله
با براحتͬ و ندارد ٢ دوم ریشه بودن ناگویا یا و فیثاغورث قضیه به ربطͬ مسئله این پاسخ است؟”. چقدر آنها از کدام هر
از خاصͬ حالت اینکه بر علاوه لوحه، این روی شده درج تصویرهای روی ͷکوچ تاملͬ اما ͬ آید. م بدست تقسیم و ضرب

ͬ دهد. م نتیجه نیز را ٢ دوم ریشه بودن ناگویا ͬ دهد، م نتیجه را فیثاغورث قضیه
مربع مساحت آنگاه بͽیریم، S را ͷکوچ مثلث های مساحت ۴آ شͺل در اگر فیثاغورث، قضیه خاص حالت اثبات برای
لذا ͬ باشد. م (WY )۲ = ۸S برابر ABCD مربع مساحت طرفͬ از و است (WX)۲ = (XY )۲ = ۴S برابر WXY Z

ͬ باشد. م WXY متساوی الساقین قائم الزاویه مثلث برای فیثاغورث قضیه واقع در که (WX)۲ + (XY )۲ = (WY )۲

√
۲ ناگویابودن (ب) فیثاغورث قضیه (آ)

١۵٢٨۵ BM لوحه از مبسوط تصویر دو .۴ شͺل

دارند، مساوی مساحت ͷکوچ مثلث ١۶ اینکه به توجه با داریم. مربع سه ۴ب تصویر در ،٢ دوم ریشه نبودن گویا برای
اگر لذا است. LMNR مساحت برابر دو WXY Z مساحت مشابهاً و است WXY Z مساحت برابر دو ABCD مساحت
خلف برهان به چنانچه اکنون .b۲ = ۲c۲ و a۲ = ۲b۲ داریم بنامیم c و b و a ͷکوچ به بزرگ از را مربع سه این اضلاع
اینکه به توجه با و

√
۲ = a/b که کرد اختیار مثبتͬ صحیح اعداد کوچͷ ترین را b و a میتوان باشد، گویا ٢ دوم ریشه

است. زوج نیز a بنابراین و است زوج a۲ لذا a۲ = ۲b۲ چون اما نیست. صحیحͬ عدد c ͬ شود م نتیجه ،
√
۲ = b/c

۴ بر a۲ چون و a۲ = ۲b۲ = ۲(۲c۲) = ۴c۲ داریم طرفͬ از است. بخش پذیر ۴ بر a۲ پس است، زوج a چون حالا
است. تناقض در c نبودن صحیح با که است صحیح عددی c۲ ͬ شود م نتیجه است، پذیر بخش

پایانͬ رقم به توجه :۴ اثبات .۴

لذا هستند. اول هم به نسبت و طبیعͬ عدد دو b و a که
√
۲ = a/b و باشد گویا ٢ دوم ریشه کنید فرض خلف برهان به

a۲ = ۲b۲ یͺان رقم لذا باشد. ٩ یا ۶ یا ۵ یا ۴ یا ١ یا ٠ ͬ تواند م b۲ یͺان رقم ،b یͺان رقم به توجه با اکنون .a۲ = ۲b۲
بود. خواهد ٨ یا ٢ یا ٠ یا

کنار در که باشد ٩ یا ۶ یا ۵ یا ۴ یا ١ یا ٠ ارقام از ͬͺی ͬ تواند م فقط a۲ یͺان رقم ،a یͺان رقم به توجه با طرفͬ از
باشد. ٠ باید a۲ یͺان رقم ͬ دهد م نتیجه قبل پاراگراف در مذکور نتیجه
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

a۲ یͺان رقم چون است. ۵ یا و ٠ یا b۲ یͺان رقم ͬ گیریم م نتیجه a۲ = ۲b۲ از است ٠ برابر a۲ یͺان رقم چون حالا
اینکه با موضوع این و است ۵ یا و ٠ برابر b یͺان رقم و ٠ برابر a یͺان رقم لذا است، ۵ یا و ٠ برابر b۲ یͺان رقم و ٠ برابر
ریشه بودن ناگویا اثبات برای روش این از است. ناگویا ٢ دوم ریشه بنابراین است. تناقض در هستند اول هم به نسبت b و a

.[٨] کرد استفاده ͬ توان م ͬ شوند م ختم ٨ و ٧ ،٣ ،٢ به که اعدادی همه دوم

مشترک اول عامل :۵ اثبات .۵

.b > ۱ و هستند اول هم به نسبت و طبیعͬ عدد دو b و a که
√
۲ = a/b و باشد گویا

√
۲ کنید فرض خلف برهان به

و p|b۲ پس باشد. b از اولͬ عامل p کنید فرض b > ۱ چون .b۲ = a۲ − b۲ = (a− b)(a+ b) بنابراین و a۲ = ۲b۲ لذا
.p|a+ b یا و p|a− b یا بنابراین و p|(a− b)(a+ b) لذا

و a که بودیم کرده فرض اما .p|a که شد خواهند نتیجه این به منجر p|a+ b یا p|a− b از کدام هر p|b چون طرفͬ از
و نیست درست خلف فرض پس است. تناقض در باشد b و a دوی هر شمارنده p اینکه با این و هستند اول هم به نسبت b
طبیعͬ اعداد همه دوم ریشه بودن ناگویا اثبات برای آن از ͬ توان م که است این حاضر اثبات جالب نکته است. ناگویا

√
۲

ͬ توان م بعلاوه است). ناگویا یا و است طبیعͬ عددی یا طبیعͬ، عدد هر دوم ریشه (یعنͬ کرد استفاده نیستند کامل مربع̧ که
.[٩] داد تعمیم نیز بالاتر ریشه های بودن ناگویا برای اثباتͬ به را آن

اول عوامل به تجزیه :۶ اثبات .۶
√
۲ > ۱ چون .b > ۱ و هستند طبیعͬ عدد دو b و a که

√
۲ = a/b و باشد گویا

√
۲ کنید فرض خلف برهان به

به کنید فرض هست. اول عوامل به تجزیه ای دارای ١ از بیشتر طبیعͬ عدد هر حساب اساسͬ قضیه به توجه با .a > ۱ پس
هم از متمایز qjها همچنین و هم از متمایز piها آن در که b = qβ۱

۱ qβ۲
۲ · · · qβm

n و a = pα۱
۱ pα۲

۲ · · · pαn
n ،n,m ≥ ۱ ازای

پس ،a۲ = ۲b۲ چون ͬ باشند. م

.p۲α۱
۱ p۲α۲

۲ · · · p۲αn
n = ۲q۲β۱

۱ q۲β۲
۲ · · · q۲βm

n

نیست. ممͺن این و است زوج ٢ توان چپ سمت در که حالͬ در است فرد فوق عبارت راست سمت در ٢ عدد توان اکنون
عدد هر بودن ناگویا اثبات برای ͬ توان م نیز روش این از ،۵ اثبات مشابه نیست. گویا

√
۲ و بوده غلط خلف فرض پس

.[١٠] کرد. استفاده بالاتر ریشه های بودن ناگویا همچنین و نیست کامل مربع که طبیعͬ

کمینه گͬ از استفاده :٨ و ٧ اثبات .٧

برهان بر مبتنͬ معمولا˟ که اثبات نوع این در مینامند. نیز کمینگͬ بر مبتنͬ اثبات را ۵ و ۴ ،٣ ،١ اثبات شͺل به اثباتهایی
A شͬ از کمتر مقادیر با B  ͬ ش مفروضات، از استفاده سپس و ممͺن مقدار کمترین با A  ͬ ش کردن پیدا با است، خلف
کرده ایم فرض a/b کسر برابر را

√
۲ عدد ۵ و ۴ ،٣ ،١ اثبات چهار هر در ͬ آید. م حاصل تناقض نهایت در و ͬ شود م پیدا

رسیده ایم. تناقض به سپس و هستند ممͺن طبیعͬ اعداد کوچͺترین b و a که
برهان به پس ͬ شود. م تناقض به منجر جبری ساده محاسبه ͷی و ͬ شود م استفاده ͷتکنی همین از نیز هفتم اثبات در
لذا و a۲ = ۲b۲ پس .

√
۲ = a/b که باشند طبیعͬ اعداد کوچͷ ترین b و a و باشد گویا

√
۲ کنید فرض خلف

که آنجایی از .
√
۲ = a/b = (۲b− a)/(a− b) پس .a(a− b) = b(۲b− a) دیͽر عبارت به .a۲ − ab = ۲b۲ − ab

هستند طبیعͬ اعدادی ۲b − a هم و a − b هم ͬ دهد م نتیجه که b < a < ۲b لذا و ۱ < a/b < ۲ پس ۱ <
√
۲ < ۲

و بوده باطل خلف فرض لذا است. تناقض در
√
۲ = a/b که هستند طبیعͬ اعداد کوچͺترین b و a اینکه با موضوع این و

.[١٢] و [۵ صفحه ،١١] نیست گویا
√
۲
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاکشور، ق. و خاتمͯ ا. م. س.

چون .
√
۲ = a/b که باشند طبیعͬ اعداد کوچͷ ترین b و a و باشد گویا

√
۲ کنید فرض مجدد هشتم اثبات برای

چون و a۲ = m۲ + ۲mb + b۲ بنابراین .a = m + b که است موجود ای m طبیعͬ عدد لذا و a > b پس
√
۲ > ۱

را n طبیعͬ عدد مجدداً .b > m ͬ دهد م نتیجه که b(b − ۲m) = m۲ لذا .۲b۲ = m۲ + ۲mb + b۲ پس a۲ = ۲b۲
چون اکنون .a = m+ (n+m) = ۲m+ n داشت خواهیم a = m+ b اینکه به توجه با و b = n+m که یافت ͬ توان م
b و a از کمتر m و n اما ͬ رسیم. م ۲m۲ = n۲ به شدن ساده از پس که (۲m + n)۲ = ۲(m + n)۲ پس a۲ = ۲b۲

.[١٣] است تناقض در a۲ = ۲b۲ که هستند طبیعͬ اعداد کوچͺترین b و a اینکه با این و هستند
کامل مربع که طبیعͬ اعداد دوم ریشه بودن ناگویا برای اثبات (هایی) به تعمیم و (تغییر) قابلیت نیز اثبات روش این

شد). ارائه اثبات  دو ،٢ خود دوم ریشه نبودن گویا برای دیدید، که (همانطور دارد. را نیستند

چند جمله ای ها خواص :١٠ و ٩ اثبات .٨

ریشه ͷی هستند) اول هم به نسبت b و a (که r = a/b اگر که ͬ کند م بیان جمله ای چند ͷی برای گویا ریشه قضیه
این اثبات بود. خواهد an شمارنده ͷی b و a۰ شمارنده ͷی a آنگاه باشد، anxn + · · · + a۱x + a۰ = ۰ چند جمله ای
anx

n+ · · ·+a۱x+a۰ = ۰ جمله ای چند ریشه a/b که است این بر فرض چون نیست. دشواری خیلͬ مسئله البته موضوع
لذا است،

(١) an(
a

b
)n + · · ·+ a۱

a

b
+ a۰ = ۰.

a پس هستند، اول هم به نسبت b و a چون اکنون .a(anan−۱ + an−۱an−۲b + · · · + a۱bn−۱) = −a۰bn پس
داریم راست، سمت به ١ معادله چپ سمت جمله اولین بردن با مجدداً .a|a۰ لذا و هستند اول هم به نسبت نیز bn و
.b|an ͬ گیریم م نتیجه هستند اول هم به نسبت b و an چون و b(an−۱an−۱ + an−۲an−۲b+ · · ·+ a۰bn−۱) = −ana

n

x۲ − ۲ = ۰ معادله گویای جواب ͷی x = a/b خلف برهان به چنانچه ،٢ دوم ریشه بودن ناگویا اثبات برای اکنون
b = ۱ تناقض به که b|۱ و a|۲ باید گویا” ریشه ”قضیه به توجه با آنگاه ͬ باشند، م اول هم به نسبت b و a آن در که باشد

ͬ انجامد. م
تحويل ناپذيري محك ͯ شود. م انجام چندجمله اي ها براي آيزنشتاين تحويل ناپذيري محك از استفاده با دهم اثبات
و باشد صحيح ضرايب با چندجمله اي يك Q(x) = anx

n + an−۱xn−۱ + · · · + a۱x + a۰ اگر ͯ گويد م آيزنشتاين
گويا اعداد روي Q آنگاه ،p۲ ̸ |a۰ و p ̸ |an بعلاوه و p|an−۱،…،p|a۱ ،p|a۰ كه باشد موجود p مثل اولͯ عدد و n ≥ ۱
تحويل ناپذيري محك به توجه با بͽيريم، نظر در را Q(x) = x۲ − ۲ چندجمله اي اگر اكنون بود. خواهد تحويل ناپذير
گويا اعداد روي Q آنگاه باشد گويا

√
۲ اگر كه حالͯ در است تحويل ناپذير گويا اعداد روي Q ͯ شود م نتيجه فوراً آيزنشتاين

بود. خواهد تحويل پذير
غيرگویا اثبات همچنین و نیست کامل مربع که طبیعͬ عدد هر بودن غيرگویا اثبات برای ͬ توان م نيز را روش دو این

برد. كار به طبیعͬ اعداد بالاتر ریشه های بودن

کمینه گͬ) بر (مبتنͬ ددكيند روش :١١ اثبات .٩

صفحه ،١۴] است آمده دوم ريشه هاي بودن ناگويا براي اعداد، مورد در ددكيند مشهور كتاب ابتداي در زير تحليل
كه باشد طوري λ صحيح عدد و نيست كامل مربع كه باشد طبيعͯ عددي D كنيد فرض .[١-١٣۵

(٢) λ۲ < D < (λ+ ۱)۲.

داشت خواهیم ، باشد D آن مربع و باشد شده ساده امͺان حد تا که باشد موجود a/b مثل گويايي عدد اگر اكنون
.a۲ −Db۲ = ۰
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

طرفͬ از .۰ < b′ = a− λb < b بنابراین .λb < a < (λ+ ۱)b داریم ٢ به توجه با لذا

.Db− λa =
a۲

b۲
b− λa =

a۲ − λab

b
=

a(a− λb)

b
> ۰

داشت خواهیم ،a′ = Db− λa دهیم قرار چنانچه اکنون

a′۲ −Db′۲ = (Db− λa)۲ −D(a− λb)۲

= D۲b۲ + λ۲a۲ − ۲Dbλa−Da۲ −Dλ۲b۲ + ۲Dbλa

= λ۲(a۲ −Db۲)−D(a۲ −Db۲)

= ۰

گویایی عدد هیچ مربع لذا است. تناقض در a۲ −Db۲ = ۰ که هستند طبیعͬ اعداد کوچͺترین b و a که فرض این با که
ͬ باشد. م λ = ۱ و D = ۲ برای حاضر اثبات از خاصͬ حالت ٧ اثبات که کنید توجه نیست. D برابر

کمینه گͬ) بر مبتنͬ دیͽر اثبات ͷی) جزء صحیح خواص از استفاده :١٢ اثبات .١٠

فرض خلف برهان به است. ناگویا
√
k میدهیم نشان نیست، کامل مربع که k طبیعͬ عدد هر ازای به ١١ اثبات شبیه

کنید فرض باشد. صحیح bx که بͽیرید نظر در طبیعͬ عدد کوچͺترین را b باشد. گویا و نباشد صحیح x =
√
k کنید

و ۰ ≤ a < b پس ۰ ≤ x − [x] < ۱ چون است. x مساوی یا کوچͺتر صحیح عدد بزرگترین [x] که a = b(x − [x])

طرفͬ از ͬ باشد. م صحیح عددی نیز a = bx− b[x] لذا است، صحیح عددی bx که آنجا از بعلاوه

ax = (bx− b[x])x = bx۲ − (bx)[x] = bk − (bx)[x]

صفر a بایستͬ است، صحیحͬ عدد ax و a < b اینکه و b شدن انتخاب ͬ مال ͬ ن م به توجه با لذا و است صحیح عددی نیز
چنانچه یعنͬ است. باطل خلف فرض پس است. تضاد در x نبودن صحیح فرض با که x = [x] صورت این در اما باشد.

است. ناگویا x =
√
k نباشد، کامل مربع k طبیعͬ عدد

دیͽر هندسͬ اثبات دو :١۴ و ١٣ اثبات .١١

از تا دو است. بوده گوناگونͬ صورت های به مربع ضلع و قطر توافق عدم مورد در افلاطون به منسوب نوشته های تعابیر
ͬ آوریم. م مربع قطر و ضلع توافق عدم و نامتناهͬ تفریق برای دیͽری هندسͬ تعابیر اینجا در آوردیم. ٢ اثبات در را تعابیر این
مساحت هم فرش دو از قسمتͬ اگر ͬ گوید م قضیه این است. شده انجام فرش به موسوم قضیه ای ͷکم به اول اثبات
زیادی کاربردهای قضیه ولͬ است بدیهͬ کاملا́ اثبات است. برابر هم با باقیمانده قسمت های مساحت بͽیرد، قرار هم روی

دارد.

٣٣ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345


٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاکشور، ق. و خاتمͯ ا. م. س.

ش
ــر

هف
ضیـ

قـــ
.۵

ͺل
ش

مساحت ۵ شͺل در چون مطلب این به توجه با مثلا́
از پس لذا است، برابر BCD و DMC مثلث دو
(DCO (مثلث گرفته قرار هم روی قسمت کسر
BCO و MDO مثلث دو مساحت ͬ شود م نتیجه

است. برابر هم با نیز

طبیعͬ عدد که n و m اندازه به ضلع های با مربع دو کنید فرض خلف برهان به مربع، قطر و ضلع توافق عدم اثبات برای
لذا ۶آ). (شͺل باشد کوچͺتر مربع مساحت برابر دو (m ضلع به (مربع بزرگتر مربع مساحت که باشد داشته وجود هستند

دهید. قرار بزرگتر مربع داخل ۶ب شͺل صورت به را کوچͺتر مربع دو سپس .m۲ = ۲n۲

(ب) (آ)

است. صحیح ضلع با دیͽر مربع مساحت برابر ٢ برابر آن مساحت که صحیح ضلع با مربعͬ .۶ شͺل

مربع (مساحت است شͺل همین تیره قسمت مساحت برابر ۶ب شͺل سفید قسمت مساحت فرش قضیه به توجه با
قسمت منهای روشن تیره مربع دو مساحت مجموع روشن= تیره مربع دو توسط آن از شده پوشیده قسمت منهای بزرگ

بزرگ). مربع توسط آنها از شده پوشیده

.٧
ͺل

ش

نیز جدید مربع های اضلاع است معلوم ٧ شͺل در که همانطور طرفͬ از
داریم ۲n − m ضلع با مربعͬ مجدداً پس هستند. طبیعͬ اعداد ͬͽهم
اینکه به توجه با اکنون است. m− n ضلع با مربع دوبرابر مساحتش که
،١۵] ͬ رسیم م تناقض به داد ادامه دلخواه تعداد هر به ͬ توان م را روند این

.[٣٧ صفحه
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

در ͬ توانید م را طبیعͬ nهای برای
√

n(n+ ۱)/۲ و
√
۶ ،

√
۵ ،

√
۳ بودن گویا غیر اثبات برای را ١٣ اثبات تعمیم

ببینید. [١۶]
استدلال روند است. آمده بدست ١٣ اثبات و (٢ (شͺل دوم اثبات در رفته بͺار ایده تجمیع از بعدی هندسͬ اثبات
طبیعͬ قطر و ضلع با مربعͬ آنگاه باشند، متوافق مربع قطر و ضلع خلف برهان به چنانچه است. معلوم شͺل روی از کاملا́
ندارد. امͺان که شد خواهد یافت مربع این داخل خاصیت این با دیͽر مربع بی نهایت صورت این در اما دارد. وجود d و s

.[١٧] است ناگویا
√
۲ فیثاغورث قضیه به توجه با لذا و نیستند متوافق مربع قطر و ضلع پس

مربع قطر و ضلع بودن متوافق عدم .٨ شͺل

است شده ارائه هستند فرایند ͷی از نامتناهͬ دنباله ای تشͺیل اساس بر اخیر اثبات دو شبیه که دیͽری هندسͬ اثبات های
ببینید. را [١٩] و [۴۴-۴۶ صفحه ،١٨] ͬ توانید م مثال عنوان به نیست. آنها به پرداختن مجال اینجا در ولͬ

حد مفهوم از استفاده :١۶ و ١۵ اثبات .١٢

شده ارائه [٢٠] کتاب ابتدای در که ١۵ اثبات داشت. آنالیزی ماهیت کمͬ ١٢ اثبات فقط شد، ارائه که اثبات هایی در
تفریق، جمع، اعمال تحت W که است واضح .W = {a+ b

√
۲ : a, b ∈ Z} کنید فرض دارد. آنالیزی ماهیتͬ نیز است،

لذا ،۰ < ϵ < ۱ چون .ϵ =
√
۲− ۱ دهید قرار است. بسته توان و ضرب

(٣) lim
n→∞

ϵn = ۰

طبیعͬ n هر ازای به توان و ضرب تفریق، جمع، اعمال تحت W بودن بسته به توجه با
√
۲ = a/b خلف برهان به اگر اکنون

داریم

.ϵn = c+ d
√
۲ = c+ d

a

b
=

bc+ ad

b

،n هر برای لذا و bc+ ad > ۰ ͬ شود م نتیجه ϵn > ۰ اینکه از اکنون

ϵn =
bc+ ad

b
≥ ۱

b

است. تناقض در ٣ معادله با که
است. شده بیان نیز ͬ شود م ثابت عدد ͷی بودن ناگویا حد، از استفاده با که دیͽری روش [٢١] کتاب ۴۵ صفحه در
اول هم به نسبت bn و an (که an/bn مثل متمایز مثبت گویای اعداد از دنباله ای ،r مثبت حقیقͬ عدد ازای به اگر واقع در

٣۵ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345


٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاکشور، ق. و خاتمͯ ا. م. س.

که باشد موجود هستند)

(۴) lim
n→∞

bn

∣∣∣∣r − an
bn

∣∣∣∣ = ۰

با آنگاه باشد، a/b شده ساده گویای عدد صورت به و باشد گویا r خلف برهان به چنانچه زیرا است. ناگویا عددی r آنگاه
n > n۰ هر ازای به لذا و a/b = an/bn که دارد وجود n۰ ͷی حداکثر ،an/bn دنباله عناصر بودن متمایز فرض به توجه

داشت خواهیم

bn

∣∣∣∣r − an
bn

∣∣∣∣ = bn

∣∣∣∣ab − an
bn

∣∣∣∣ = |abn − ban|
b

≥ ۱
b

است. تناقض در ۴ با که
بͽیرید. نظر در زیر صورت به را bn و an اعداد دنباله

√
۲ بودن ناگویا برای اکنون

a۰ = b۰ = ۱
an+۱ = an + ۲bn n ≥ ۰
bn+۱ = an + bn n ≥ ۰

بعلاوه .limn→∞ an = limn→∞ bn = ∞ همچنین و an ≥ bn ،n هر ازای به بوضوح

۲b۲n+۱ − a۲n+۱ = ۲(an + bn)
۲ − (۲bn + an)

۲

= a۲n − ۲b۲n
= (−۱)(۲b۲n − a۲n) = · · · = (−۱)n+۱(۲b۰ − a۰) = (−۱)n+۱

لذا و ۲− a۲n
b۲n

=
(−۱)n
b۲n

ͬ کند م ایجاب که ۲b۲n+۱ − a۲n+۱ = (−۱)n+۱ پس

.

∣∣∣∣√۲− an
bn

∣∣∣∣ ∣∣∣∣√۲+
an
bn

∣∣∣∣ = ۱
b۲n

داریم an ≥ bn اینکه به توجه با بنابراین

. bn
∣∣∣∣√۲− an

bn

∣∣∣∣ = ۱

bn

∣∣∣∣√۲+
an
bn

∣∣∣∣ ≤
۱
bn

ͬ گیریم م نتیجه limn→∞ bn = ∞ چون نهایت در

lim
n→∞

bn

∣∣∣∣√۲− an
bn

∣∣∣∣ = ۰

باشد. ناگویا
√
۲ ͬ کند م ایجاب شد گفته که مطلبی به عنایت با که

را {an/bn} دنباله اعضای لذا و limn→∞ an/bn =
√
۲ که دارند را خاصیت این bn و an اعداد دنباله که دارید توجه

است.
√
۲ ͷنزدی خیلͬ که a۶/b۶ = ۹۹/۷۰ = ۱.۴۱۴۲۸۵۷ مثلا́ برد. کار به

√
۲ زدن تقریب برای ͬ توان م

قطر» و «ضلع دنباله تولید روش یافته تغییر صورت که بعدی اثبات در .[٢٢] ͬ نامند م قطر» و «ضلع دنباله را دنباله این
−
√
۲ برابر a۰/b۰ که عددی جفت هر واقع در (و b۰ و a۰ صحیح عدد جفت هر از شروع با نهایت در دید خواهیم است

است.
√
۲ برای تقریبی an/bn لذا و limn→∞ an/bn =

√
۲ که ͬ شود م تولید bn و an مثل دنباله ای نباشد)،
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

گویا اعداد از استفاده با
√
۲ از تقریبی و ماتریس ها ویژه بردارهای از استفاده :١٧ اثبات .١٣

که ١۵ اثبات از واقعیت این و ماتریس ها ͷکم به ٢ دوم ریشه بودن گنگ مورد در جالبی ͬͺدینامی تحلیل [١٩] در

ای
[
a

b

]
نقطه هر ازای به صورت این در باشد.

[
−۱ ۲
۱ −۱

]
ماتریس A کنید فرض است. شده ارائه limn→∞ ϵn = ۰

داریم

.

[
−۱ ۲
۱ −۱

][
a

b

]
=

[
۲b− a

a− b

]

طرفͬ از ͬ گرداند. برم مشبͺه این خود به را صحیح اعداد از شده تشͺیل مشبͺه نقاط همه خطͬ تبدیل ͷی عنوان به A پس
داریم کنیم، حساب را A ویژه مقادیر اگر

∣∣∣∣∣−۱− λ ۲
۱ −۱− λ

∣∣∣∣∣ = ۰

داریم ϵ = λ۱ =
√
۲−۱ برای بخصوص .u۱,۲ =

[
±
√
۲

۱

]
از عبارتند ها λi ویژه بردارهای .λ۱,۲ = ±

√
۲−۱ لذا و

A

[
a
√
۲

a

]
= (

√
۲− ۱)

[
a
√
۲

a

]

L خط همین از دیͽری نقاط روی بر را x =
√
۲y معادله با L خط روی نقاط همه A ماتریس که است معنͬ بدین که

ͬ نگارد. م
L خط روی دلخواه (a, b) نقطه ͷی اگر پس است. انقباضͬ خطͬ نگاشت ͷی A لذا ،۰ < ϵ < ۱ چون طرفͬ از
ͬ مانند م باقͬ L خط خود روی آمده بدست تصاویر پی درپی، صورت به نقطه این روی A خطͬ نگاشت تاثیر با شود، انتخاب

ͬ شوند. م ͷنزدی مبداء به و
آنگاه ،

√
۲ = p/q باشیم داشته q و p طبیعͬ عدد دو ازای به مثلا́ و باشد گویا

√
۲ خلف برهان به اگر دیͽر طرف از

وقت هیچ است، مشبͺه این خود داخل صحیح، اعداد مشبͺه روی A تاثیر چون ولͬ بود. خواهد L خط روی (p, q) نقطه
منجر L خط از نقطه هر روی A تاثیر که واقعیت این با که ͬ شود نم همͽرا مبداء به (p, q) روی A تاثیر از حاصل نقاط دنباله

نیست. گویا عددی
√
۲ پس است. تناقض در ͬ شود م مبداء به همͽرا نقاط از دنباله ای تولید به

است. گویا اعداد دنباله های ͷکم به
√
۲ تقریب گرفت، فوق ماتریس ͷکم با ͬ توان م که دیͽری شͽفت آور نتیجه اما

مثبت، ویژه مقدار اینکه برای .λ۲ = −
√
۲−۱ و λ۱ =

√
۲−۱ از عبارت اند A ماتریس برای آمده بدست ویژه مقدار دو

از عبارتند A−۱ ویژه مقادیر بͽیریم، نظر در را A−۱ ماتریس باشد ١ از بزرگتر

λ−۱
۲ = −۱/(

√
۲+ ۱) = −

√
۲+ ۱ و λ−۱

۱ = ۱/(
√
۲− ۱) =

√
۲+ ۱
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را صفحه در بردار هر ویژه، بردارهای خطͬ استقلال به توجه با هستند. λiها ویژه بردارهای همان λ−۱ها
i ویژه بردار و

داریم v =

[
x

y

]
دلخواه بردار هر ازای به لذا نوشت. ویژه بردارهای از خطͬ ترکیبی توسط ͬ توان م

lim
n→∞

(
(A−۱)n

[
x

y

])
= lim

n→∞

([
۱ ۲
۱ ۱

]n [
x

y

])

= lim
n→∞

([
۱ ۲
۱ ۱

]n
(au۱ + bu۲)

)

= lim
n→∞

(
a

[
۱ ۲
۱ ۱

]n
u۱ + b

[
۱ ۲
۱ ۱

]n
u۲

)
= lim

n→∞

(
a(λ−۱

۱ )nu۱ + b(λ−۱
۲ )nu۲

)
= lim

n→∞
(λ−۱

۱ )n

(
au۱ + b

(
λ−۱
۲

λ−۱
۱

)n

u۲

)

تاثیر ͬ گوید م که limn→∞(A−۱)nv = limn→∞(λ−۱
۱ )nau۱ آنگاه ،a ̸= ۰ اگر لذا limn→∞

(
λ−۱
۲

λ−۱
۱

)n

= ۰ چون اما

تولید به منجر ،(a = ۰ داریم u۲ جهت (در نیست u۲ جهت هم که v دلخواه بردار ͷی روی A−۱ خطͬ تبدیل متوالͬ
جهت بزرگ nهای برای است،

√
۲ برابر u۱ جهت چون دیͽر عبارت به ͬ شود. م u۱ به ͷنزدی خیلͬ جهت با برداری

v =

[
۱
۱

]
از اگر مثلا́ کرد. استفاده

√
۲ تقریب برای (A−۱)nv جهت از ͬ توان م لذا و است

√
۲ برابر تقریباً (A−۱)nv

داشتیم): را آن نیز قبل اثبات در (که شد خواهد تولید زیر دنباله دهیم، اثر v روی بار ١٠ را A−۱ و کنیم ]شروع
۱
۱

]
,

[
۳
۲

]
,

[
۷
۵

]
,

[
۱۷
۱۲

]
,

[
۴۱
۲۹

]
,

[
۹۹
۷۰

]
,

[
۲۳۹
۱۶۹

]
,

[
۵۷۷
۴۰۸

]
,

[
۱۳۹۳
۹۸۵

]
,

[
۳۳۶۳
۲۳۷۸

]
عنایت با است.

√
۲ برای تقریبی ۳۳۶۳/۲۳۷۸ لذا است. (

√
۲ (یعنͬ u۱ جهت از تقریبی عنصر آخرین جهت اکنون

رقم ٧ دقت با را
√
۲ عدد آن دهدهͬ بسط واقع در و دارد دقت خیلͬ تقریب این ،۳۳۶۳۲ = ۲×۲۳۷۸۲ +۱ اینکه به

ͬ زند. م تقریب اعشار

دنباله v =

[
۱۳

−۵۶۷

]
از شروع با مثلا́ ͬ شود. م شروع زود خیلͬ همͽرایی کنیم، شروع نیز بی ربط خیلͬ اعداد از اگر

ͬ شود: م تولید ]زیر
۱۳

−۵۶۷

]
,

[
−۱۱۲۱
−۵۵۴

]
,

[
−۲۲۲۹
−۱۶۷۵

]
,

[
−۵۵۷۹
−۳۹۰۴

]
,

[
−۱۳۳۸۷
−۹۴۸۳

]
,

[
−۳۲۳۵۳
−۲۲۸۷۰

]
,

[
−۷۸۰۹۳
−۵۵۲۲۳

]
بعلاوه برود. کار به ͬ تواند م اعداد همه دوم ریشه تقریب برای روش این .−۷۸۰۹۳/ − ۵۵۲۲۳ ≈ ۱٫۴۱۴۱ که
موضوع تحلیل که یافت نیز اعداد nام ریشه برای تقریباتͬ بتوان n × n ماتریس های از استفاده با ͬ زنند م حدس مولفین

است. متن حوصله از خارج
زدن تقریب برای خیام‐پاسͺال مثلث مثل روشͬ با که تقریبی است خوب شد، مطرح

√
۲ زدن تقریب بحث که حالا

برابر {an} = {
√
۲n} دنباله برد کنیم. ذکر نیز را شد کشف میلادی ١٩٩٠ دهه در

√
۲

{
√
۲,۲,۲

√
۲,۴,۴

√
۲,۸,۸

√
۲, . . .}
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

را {bn} دنباله  ،{an} دنباله در موجود شده شناخته ضرایب ͷکم به هستند. شده شناخته کاملا́
√
۲ بجز اعداد همه است.

شبیه روندی با زیر صورت به را ci,j جدید دنباله اکنون .{bn} = {۱,۱,۲,۲,۴,۴,۸,۸, . . .} که بسازید صورت این به
بسازید. {bn} دنباله روی از وارونه) شͺل به (البته خیام‐پاسͺال مثلث

c۰,n = bn ۱ ۱ ۲ ۲ ۴ ۴ ۸ ۸
c۱,n = c۰,n + c۰,n+۱ ۲ ۳ ۴ ۶ ۸ ۱۲ ۱۶
c۲,n = c۱,n + c۱,n+۱ ۵ ۷ ۱۰ ۱۴ ۲۰ ۲۸
c۳,n = c۲,n + c۲,n+۱ ۱۲ ۱۷ ۲۴ ۳۴ ۴۸
c۴,n = c۳,n + c۳,n+۱ ۲۹ ۴۱ ۵۸ ۸۲
c۵,n = c۴,n + c۴,n+۱ ۷۰ ۹۹ ۱۴۰
c۶,n = c۵,n + c۵,n+۱ ۱۶۹ ۲۳۹

ͬ آید م نظر به {cn,۱/cn,۰} دنباله که است این بردند پی آن به میلادی ١٩٩٠ دهه در بار اولین ظاهراً که شͽفت آوری نتیجه
داده ایم، نمایش بالا در که {ci,j} دنباله از اعدادی به توجه با دارید توجه مثال عنوان به است. همͽرا

√
۲ به که

.{cn,۱
cn,۰

} = {۱,۱٫۵,۱٫۴,۱٫۴۱۶۶۷,۱٫۴۱۳۷۹۳,۱٫۴۱۴۲۸۶,۱٫۴۱۴۲۰۱, . . .}

اثبات جزئیات شد. انجام آمار در بزرگ اعداد قانون از هوشمندانه استفاده ای با و ١٩٩۵ سال در البته موضوع این اثبات
صورت این به {ci,j} دنباله بعلاوه و limn→∞

n
√
bn = α هرگاه که داد نشان [٢٣] واقع در است. متن حوصله از خارج

.limn→∞
cn,۱
cn,۰

= α آنگاه ،ck+۱,n = ck,n + ck,n+۱ و c۰,n = bn که باشد

مخلوط و کسری اعداد ماهیت :١٨ اثبات .١۴

اعداد خواص بجر دیͽری واقعیت هیچ از آن در که طبیعͬ اعداد دوم ریشه بودن گنگ اثبات های ساده ترین از ͬͺی شاید
.[١٨۴ صفحه ،٢۴] است شده ارائه همͺارانش و کانوی «اعداد» کتاب در که باشد اثباتͬ است، نشده استفاده کسری

a/b صورت به و باشد گویا ولͬ نباشد طبیعͬ عددی N دوم ریشه N طبیعͬ عدد ازای به کنید فرض خلف برهان به
لذا و N = a/b× a/b صورت این در شده اند. ساده ممͺن حد تا b و a که باشد

(۵) N × b

a
=

a

b
.

اما .f < a و d < b که نوشت ef
a

و c
d

b
مخلوط اعداد صورت به را (Nb)/a و a/b ͬ توان م پس نیست، طبیعͬ a/b چون

a/b اینکه فرض با که a/b = f/d بخصوص .d/b = f/a و c = e داریم ۵ در مذکور تساوی به توجه با صورت این در
است. گویا نه و طبیعͬ نه

√
N پس است. تناقض در است شده ساده حد آخرین تا که است کسری

مساوی هم با کسر دو وقتͬ که است صورت این به داد ادامه ͬ توان م ۵ تساوی از بعد را اثبات که دیͽری جالب روش
مثل ثابتͬ طبیعͬ عدد در اول کسر مخرج و صورت ضرب از دیͽر کسر است، شده ساده ممͺن حد تا آنها از ͬͺی و هستند
.Nb = ma و a = mb و (Nb)/a = (ma)/(mb) که دارد وجود m مثل عددی ۵ تساوی به توجه با پس ͬ آید. م بدست m
پس است. تناقض در نیست طبیعͬ عددی

√
N اینکه فرض با که

√
N = a/b = m پس .N/m = a/b و a/b = m لذا

.[٢۵] بود نخواهد هم گویا نباشد، طبیعͬ
√
N اگر

دوجمله ای بسط :١٩ اثبات .١۵

n هر ازای به آنگاه ،
√
۲ = a/b باشیم داشته b و a طبیعͬ عدد دو ازای به مثلا́ و باشد گویا

√
۲ خلف برهان به اگر

زیرا بود. خواهد طبیعͬ عددی b
√
۲n طبیعͬ

٣٩ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.119712.1345
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.b
√
۲n

=

{
۲n/۲b باشد زوج n
۲(n−۱)/۲a باشد فرد n

طبیعͬ n هر ازای به دوجمله ای بسط به توجه با لذا

۰ < b(
√
۲− ۱)n =

n∑
k=۱

(
n

k

)
b
√
۲k

(−۱)n−k ∈ N

بوضوح است. ناگویا
√
۲ و است باطل خلف فرض پس .limn→∞(

√
۲ − ۱)n = ۰ که است واقعیت این خلاف که

.[٢۶] برد کار به نیست کامل مربع که طبیعͬ عدد هر دوم ریشه بودن ناگویا برای را استدلال این ͬ توان م

بزو قضیه از استفاده :٢٠ اثبات .١۶

،b و a اول هم به نسبت طبیعͬ عدد دو ازای به و نباشد کامل مربع N طبیع̞ͬ عدد کنید فرض خلف برهان به مجدداً
با پس هستند، اول هم به نسبت b و a چون اما .

√
Na =

√
N
√
Nb = Nb ∈ N و

√
Nb = a ∈ N لذا .

√
N = a/b

لذا .ra+ sb = ۱ که دارند وجود sای و r صحیح اعداد بزو قضیه به توجه
√
N =

√
N(ra+ sb) = r(

√
Na) + s(

√
Nb) ∈ N

نیست کامل مͺعب که عددی هر سوم ریشه برای را مشابه ایده است. تناقض در نیست کامل مربع N که فرض این با که
.[٢٧] برد کار به ͬ توان م

مسلسل کسر های از استفاده :٢١ اثبات .١٧

به مسلسل کسر های حتͬ عده ای نظر به است. مسلسل کسر های از استفاده حقیقͬ، اعداد نمایش روش های از ͬͺی
حقیقͬ عدد ͷی از منظمͬ و مفید توصیف های بعضاً و هستند حقیقͬ اعداد دهدهͬ نمایش از ͬ تر طبیع خیلͬ ریاضͬ لحاظ

ͬ دهند. م ارائه
مقسوم بزرگترین یافتن برای اقلیدس الͽوریتم از استفاده با ͬ توان م براحتͬ گویا عدد ͷی مسلسل کسر نمایش برای

داریم اقلیدس الͽوریتم به توجه با ۹۵/۳۷ مسلسل کسر برای مثلا́ داد. انجام را کار این نردبانͬ)، (روش مشترک علیه

٢ ١ ١ ٣
٩۵ ٣٧ ٢١ ١۶ ۵ ١
٧۴ ٢١ ١۶ ١۵

واقع در

.۹۵۳۷ = ۲+
۲۱
۳۷ ,

۳۷
۲۱ = ۱+

۱۶
۲۱ ,

۲۱
۱۶ = ۱+

۵
۱۶ ,

۱۶
۵ = ۳+

۱
۵

داشت: خواهیم نهایت در لذا

۹۵
۳۷ = ۲+

۱

۱+
۱

۱+
۱

۳+
۱
۵
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

جایͽذاری با ،
√
۲ = ۱+(

√
۲−۱) = ۱+

(
√
۲− ۱)(

√
۲+ ۱)√

۲+ ۱
= ۱+

۱
√
۲ + ۱

اینکه به توجه با
√
۲ مورد در اما

داریم شده مشخص
√
۲ بجای ۱+

۱√
۲+ ۱

√
۲ = ۱+

۱

۱+
۱√

۲+ ۱
+ ۱

= ۱+
۱

۲+
۱

√
۲ + ۱

داشت خواهیم جایͽذاری این دادن ادامه با و

(۶) .
√
۲ = ۱+

۱

۲+
۱

۲+
۱

۲+ · · ·

عدد ͷی کرد. ارائه ͬ توان م گویا اعداد تعریف روی از
√
۲ بودن ناگویا برای دقیق) خیلͬ نه (و ساده استدلال ͷی اکنون

با است برابر a/b) کرد بیان مشخص کوچͺترِ قسمت چند به واحد تقسیم از ضریبی صورت به را آن بتوان اگر است گویا
ͷکم به

√
۲ که یافت ͬ توان نم کوچͺتر قسمت های به واحد از مشخصͬ تقسیم هیچ چون ،۶ رابطه به توجه با .(۱/b تا a

عنوان به ͬ توانید م را ساده نامتناه̞ͬ مسلسل کسر های بودن ناگویا دقیق تر اثبات است. ناگویا
√
۲ پس باشد، بیان قابل آن

ببینید. [٨ صفحه ،٢٨] در مثال

بازگشتͬ معادله ͷی جوابهای ͷکم به اثبات :٢٢ اثبات .١٨

عبارت معادله این مشخصه معادله بͽیرید. نظر در n ≥ ۰ و n ∈ Z که را xn+۲ = −۲xn+۱ + xn بازگشتͬ معادله
این عمومͬ جواب لذا .r۲ = −(۱+

√
۲) و r۱ = −۱+

√
۲ از عبارتند آن ریشه های که m۲ + ۲m− ۱ = ۰ از است

از است عبارت معادله
(٧) .xn = c(−۱+

√
۲)n − d(۱+

√
۲)n

که یافت بطوری ͬ توان م را q و p طبیعͬ اعداد کوچͺترین آنگاه باشد، گویا
√
۲ کنیم فرض خلف برهان به اگر اکنون

داریم ٧ در d = ۰ و c = q دادن قرار با .−۱+
√
۲ = p/q

.x۰ = q , x۱ = q(p/q) = p , x۲ = q(p/q)۲ = p۲/q

نیز q و p۲ ومشابهاً و هستند اول هم به نسبت لذا بودند، شده انتخاب ممͺن اعداد کوچͺترین q و p اینکه به توجه با اما
بازگشتͬ، معادله ضابطه به توجه با که حالͬ در است ناصحیح گویای عدد ͷی x۲ ͬ دهد م نشان که هستند اول هم به نسبت
را دیͽر مشابه اثبات نیست. گویا

√
۲ و باطل خلف فرض پس است. صحیح عددی x۲ = −۲p+ q ،x۱ و x۰ مقادیر و

ببینید. [٢٩] در ͬ توانید م

شهودی اثبات ͷی :٢٣ اثبات .١٩

که است شده استفاده خلف برهان از بنوعͬ مسلسل) کسرهای از استفاده بر مبتنͬ اثبات (بجز قبلͬ اثبات های همه در
ارجاع آن به که دقیقͬ اثبات نیز، مسلسل کسرهای بر مبتنͬ اثبات در حتͬ واقع در نیست. پذیرفته شهودگرایانه ریاضیات در
لحاظ به فقط که ͬ گردد، برم ناگویا اعداد تعریف به موضوع این دلیل مهمترین شاید البته ͬ باشد. م خلف برهان بر مبتنͬ شد
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ارائه تابحال آنها تعریف برای ایجابی وجه هیچ و نباشد) گویا که است گنگ یا ناگویا (عددی شده اند تعریف سلبی وجه
است. √نشده

۲ میدهیم نشان خلف برهان از استفاده بدون سلبی، وجه بر مبتنͬ ناگویا اعداد تعریف ͬ رغم عل حاضر، اثبات در
توانͬ بر b۲ باشد زوج b (اگر است بخش پذیر ٢ از فرد توانͬ بر ۲b۲ طبیعͬ عدد ،a/b گویای عدد هر ازای به نیست. گویا
که ٢ خود بر فقط ۲b۲ بوضوح باشد فرد b اگر و است بخش پذیر ٢ از فرد توانͬ بر ۲b۲ لذا و است بخش پذیر ٢ از زوج
بخش پذیر ٢ زوج توان های بر فقط a۲ که ͬ دهد م نشان مشابه استدلال طرفͬ از ͬ باشد). م بخش پذیر است ٢ از فرد توانͬ
لذا ،

√
۲ < ۱٫۵ اینکه به توجه با اکنون .|۲b۲ − a۲| ≥ ۱ داریم همواره b و a اعداد بودن صحیح به توجه با پس است.

بنابراین و
√
۲+ a/b < ۳ داریم a/b < ۱٫۵ گویای عدد هر ازای به

∣∣∣√۲− a

b

∣∣∣ =
∣∣∣√۲− a

b

∣∣∣
√
۲+

a

b√
۲+

a

b

=
|۲b۲ − a۲|
b۲(

√
۲+

a

b
)

≥ ۱
b۲(

√
۲+

a

b
)

≥ ۱
۳b۲

.[٣٠] نیست
√
۲ برابر a/b < ۱٫۵ گویای عدد هیچ ͬ دهد م نشان که

ͬ دهد. م نشان هم را ناگویا اعداد پارادکس گونه ساختار ͬ باشد، نم گویا
√
۲ اینکه کردن مشخص بر علاوه فوق اثبات

بازه های با را (۰,۱٫۵) حقیقͬ اعداد بازه بخواهیم اگر فوق، اثبات به توجه با واقع )}در
a

b
− ۱

۳b۲ ,
a

b
+

۱
۳b۲

)
:
a

b
∈ Q ∩ (۰,۱٫۵)

}
فوق بازه های توسط (۰,۱٫۵) بازه گویای اعداد تمام لذا و است چͽال (۰,۱٫۵) در Q∩ (۰,۱٫۵) گرچه دهیم، پوشش

ͬ شود. نم پوشیده فوق بازه های توسط
√
۲ هم باز ولͬ ͬ شوند، م پوشیده

واش قضیه و ابرضرب مفهوم از استفاده :٢۴ اثبات .٢٠

تقابل قانون نظیر پیشرفته ریاضیات در قضایایی از آن در و است پیچیده تر قبلͬ اثبات های به نسبت کمͬ حاضر اثبات
اثبات ها مجموعه اینکه برای ما است. شده استفاده مدل) نظریه و ریاضͬ منطق (در واش قضیه و اعداد) نظریه (در مربعͬ

آورده ایم. را اثبات این شوند کامل تر ریاضیات مختلف شاخه های به کاگیری لحاظ به
قانون از منظور این برای نیست. جواب دارای p اول عدد نامتناهͬ برای x۲ p

≡ ۲ همنهشتͬ معادله ͬ دهیم م نشان ابتدا
به اعداد نظریه در لژاندر نماد ،a صحیح عدد و p فرد اول عدد ازای به که بیاورید یاد به ͬ کنیم. م استفاده مربعͬ تقابل

ͬ شد: م تعریف زیر صورت

(
a

p

)
=


۱ باشد داشته جواب x۲

p
≡ a معادله و a

p

̸≡ ۰,
−۱ باشد نداشته جواب x۲

p
≡ a معادله و a

p

̸≡ ۰,
۰ a

p
≡ ۰,
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در

که بود صورت این به q و p متمایز اول اعداد برای مربعͬ تقابل قانون و

.



(
p

q

)(
q

p

)
= (−۱)(p−۱)(q−۱)/۴(

−۱
p

)
= (−۱)(p−۱)/۲(۲

p

)
= (−۱)(p۲−۱)/۸

نماد به توجه با معادلا˟ یا و نیست، جواب دارای p اول اعداد کدام برای x۲ p
≡ ۲ همنهشتͬ معادله بدانیم ͬ خواهیم م اکنون

به مربعͬ، تقابل قانون سوم سطر به توجه با لذا .
(۲
p

)
= −۱ ،p مانند اول اعداد کدام ازای به بدانیم ͬ خواهیم م لژاندر

این p = ۸k ± ۳ صورت به اول اعداد همه دید ͬ توان م براحتͬ که (−۱)(p۲−۱)/۸ = −۱ که هستیم pای اول اعداد دنبال
دارد. وجود شͺل این به اول عدد بینهایت بعلاوه ͬ سازند. م برآورده را شرط

،p ∈ P هر ازای به آنگاه ، P = {p : نیست جواب دارای x۲ p
≡ ۲ همنهشتͬ معادله و است اول p} دهیم قرار اگر پس

از توسیعͬ که ͬ سازیم م F مثل میدانͬ {Zp}p∈P ͷکم به اکنون نیست. جواب دارای Zp متناهͬ میدان در x۲ = ۲ معادله
ندارد. جواب نیز Q در x۲ = ۲ که است معنͬ این به این و است جواب فاقد آن در x۲ = ۲ معادله و است Q

فرض و باشد P مجموعه روی ابرفیلتر ͷی D کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده ضرب ابر ͷتکنی از F میدان ساختن برای
باشد: شده تعریف زیر صورت به

∏
p∈P

Zp عناصر روی ≡ هم ارزی رابطه کنید

.x ≡ y ↔ {i ∈ P : xi = yi} ∈ D

تعریف زیر صورت به D ابرفیلتر تحت {Zp}p∈P خانواده ابرضرب باشد، ≡ تحت x عنصر هم ارزی کلاس [x]D اگر اکنون
ͬ شود: م

.F =
∏
p∈P

Zp/D = {[x]D : x ∈
∏
p∈P

Zp}

ابرضرب، ساختار به توجه با واقع در است. اول مرتبه گزاره های حافظ ابرضرب مدل، نظریه در واش قضیه به توجه با
میدان ͷی F اولا˟ لذا بود. خواهد درست نیز F در گزاره آن باشد، درست P به متعلق pهای همه در تقریباً که گزاره ای هر
p ∈ P هر ازای به چون ثانیاً درست اند. Zpها همه در و بوده اول مرتبه نوع از ͬͽهم میدان معرف گزاره های زیرا است.
خود فقط p ∈ P هر ازای به چون ثالثاً بود. خواهد درست نیز F در گزاره این است، درست Zp در ¬∃x x۲ = ۲ گزاره
هر ازای به دیͽر عبارت به است. درست q ̸= p و q ∈ P که Zq هر در ¬∃x px = ۱ گزاره پس است، p مشخصه از Zp

Q از توسیعͬ F پس است. صفر مشخصه از F که است معنͬ این به که است درست F در ¬∃x px = ۱ گزاره p ∈ P
است. تمام کار و بودیم آن دنبال به که است

پایانͬ مطلب .٢١

بیشتر دارند. هم به کمتری شباهت که برگزینیم را آنهایی اثباتها، انتخاب در کردیم سعͬ اثبات ها، تنوع به توجه با
ارائه دیͽری جای در ظاهراً که ٢۴ اثبات نوشته ایم. آمریͺا ریاضͬ انجمن ماهیانه ریاضͬ مجله از گرفتن ͷکم با را اثبات ها
ͬ های رسان بروز دارای که نیز [٣٢] سایت حال عین در .[٣١] است شده صورت بندی اول نویسنده توسط است، نشده
داوران از انتها در کرد. ͷکم ما به خیلͬ است، گردآورده هم کنار را اثبات ها از کاملͬ نسبتاً مجموعه و هست مداومͬ

ͬ کنیم. م تشͺر شدند مقاله بهبود باعث که مجله محترم
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٢۵–۴۵ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،
√
۲ بودن گنگ اثبات های مورد در
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خاتمͬ آقای پژوهشͬ علایق از ریاضͬ فلسفه و تاریخ مجموعه ها، نظریه ،ͷکلاسی منطق و فازی منطق و پیوسته منطق
بیرجند شهرستان در ریاضͬ دبیر عنوان به سال ۵ بیرجند، صنعتͬ دانشͽاه علمͬ هیات کادر به پیوستن از قبل وی هستند.
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علمͬ هیات عضو حاضر حال در و است امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه (١٣٧٩) جبری هندسه ارشد کارشناسͬ فارغ التحصیل
شهرستان در ریاضͬ دبیر عنوان به سال ٢٠ مدت به این، بر سابق او ͬ باشد. م بیرجند) دختران (پردیس حرفه ای و فنͬ دانشͽاه
خراسان ریاضͬ معلمین آموزشͬ علمͬ انجمن موءسسین جزو خاتمͬ آقای همراه به و است بوده تدریس به مشغول بیرجند
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