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گوناگون ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب
ͬ دامنه∗ سلیمان مجید و جوادی ساجده امینͬ، مرتضͬ سید

سهام سبد بهینه انتخاب آن به که سهام، بازار در سرمایه گذاری موقعیت های بین در سرمایه تخصیص چͽونگͬ چͺیده.
است. سرمایه گذاران علاقه مورد مساله ͷی و مالͬ مدیریت و ریاضͬ اقتصاد در توجه مورد زمینه های از ͬͺی ͬ شود، م گفته
توسط ریاضͬ برنامه ریزی از استفاده با آن تحلیل و بهینه سازی مدل های قالب در مساله این فرمول بندی اخیر، دهه های در
منجر ͬ تواند م و دارد مساله این در کلیدی نقشͬ ͷریس اندازه گیری و تعریف  ͬ چͽونگ است. شده انجام متعددی محققین
شامل ،ͷریس اندازه گیری برای مختلف معیارهای گرفتن نظر در با نوشتار، این در شود. گوناگونͬ بهینه سهام سبدهای به
عددی و نظری نگاه از سهام سبد بهینه انتخاب برای را متفاوتͬ مدل های ،l∞ ͷریس و احتمالͬ ͷریس ،(l۲ ͷریس) واریانس
شده معرفͬ مدل های ͬ دهیم. م قرار کنکاش مورد را ماکس مین و مین ماکس بهینه سازی مدل های از نمونه دو ͬ کنیم. م بررسͬ

ͬ کنیم. م مقایسه هم با را نتایج و کرده استفاده تهران بورس بازار از داده هایی تحلیل برای را

مقدمه .١

است. کلیدی مساله ͷی بورس) بازار (در سرمایه گذاری قابل مختلف موقعیت های بین در سرمایه تخصیص نحوه

است. ͷریس کمینه کردن حال عین در و انتظار مورد بازده بیشینه کردن دنبال به سهام، سبد بهینه انتخاب در سرمایه گذار
ͬ کنند. م دنبال را هدفͬ چنین ،ͷریس اندازه گیری و تعریف نحوه به توجه با سهام، سبد انتخاب مدل های

در را گام  نخستین ۱۹۵۲ سال در میانگین‐واریانس٢ مدل معرفͬ با ،(۱۹۹۰ اقتصاد، نوبل (دارنده مارکوویتز١
عنوان به سهام سبد بازده واریانس از مدل این در برداشت. سهام سبد بهینه انتخاب برای ریاضͬ برنامه ریزی از استفاده
اندازه گیری برای گوناگونͬ معیارهای اخیر، دهه های در ͬ شود. م استفاده (l۲ ͷریس (تابع ͷریس اندازه گیری معیار
به ͬ توان م جمله، آن از شده اند. گرفته کار به و تعریف مارکویتز، مدل ایرادهای برخͬ کردن برطرف هدف با ،ͷریس
مساله ͷی منظر از سهام سبد بهینه  انتخاب مدل های به ͬ توان م کرد. اشاره l∞ ͷریس و احتمالͬ ͷریس ،l۱ ͷریس
و مین ماکس٣ مدل  دو ͬ شوند. م کمینه انتظار مورد بازده قرینه  و ͷریس حداکثر آن در که پرداخت دوهدفه بهینه سازی
دوهدفه بهینه سازی مساله حل برای مختلفͬ شیوه های هم چنین هستند. زمینه این در پرکاربردی مدل های ماکس مین۴

است. رفته کار به حاصل

دوهدفه. بهینه سازی کارا، مرز بازده، ،ͷریس مین ماکس، مدل میانگین‐واریانس، مدل سهام، سبد بهینه  انتخاب کلیدی. کلمات و عبارات
فخار مجید رابط: دبیرتخصصͬ
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تهران بورس بازار واقعͬ داده های از استفاده با بالا، در شده ذکر مدل های تحلیلͬ و نظری بررسͬ ضمن مقاله، این در
شده اند. مقایسه یͺدیͽر با گوناگون مدل های نتیجه  و شده تحلیل و ترسیم کارا مرز

شده اند. ارائه چهارم تا دوم بخش های در ترتیب به l∞ و احتمالͬ ،l۲ ریسͷ های از استفاده با سهام سبد بهینه  انتخاب
مقایسه است. شده آورده روش هر کارگیری به شیوه  روشن سازی برای تهران بورس داده های تحلیل از مثالͬ بخش، هر در

است. مقاله این آخر بخش شده، بیان مطالب از نتیجه گیری و بندی جمع و مدل ها

مارکویتز) میانگین‐واریانس (مدل l۲ ͷریس از استفاده با سهام سبد بهینه انتخاب .٢

احتمالا سرمايه گذاری موقعيت N در دارد قصد و است M۰ > ۰ اوليه سرمایه دارای سرمایه گذار ͷی کنید فرض
ͬ شود م گرفته نظر در اوليه سرمايه از کسری ،j = ۱, . . . , N ،xj کند. سرمايه گذاری ،j = ۱, . . . , N ،sj مخاطره آمیز
استقراضͬ فروش که ͬ کنیم م فرض اين، بر علاوه .

∑N
j=۱ xj = ۱ داریم شود. سرمايه گذاری sj موقعيت در است قرار که

متغیر کنيد فرض .j = ۱,۲, . . . , N هر برای xj ≥ ۰ ديͽر، عبارتͬ به نباشد. مجاز مخاطره آمیز موقعيت های محل از
x = (x۱, x۲, . . . , xN ) سهام سبد برای انتظار مورد بازده است. sj موقعیت بازده بیانگر rj ریاضͬ امید با Rj تصادفͬ

است: زیر به صورت

r(x۱, x۲, . . . , xN ) := E(

N∑
j=۱

Rjxj) =

N∑
j=۱

E(Rj)xj =

N∑
j=۱

rjxj .

واریانس از ͬ شود، م شناخته (M − V (مدل «میانگین‐واریانس» مدل عنوان تحت امروزه که مدلͬ در [۴] مارکویتز
ͬ نامیم. م l۲ ͷریس تابع را تابع این است. کرده  استفاده ͷریس اندازه گیری معیار عنوان به  سهام سبد بازده

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به l۲ ͷریس تابع [۴] .٢ . ١ تعریف

w۲(x۱, x۲, . . . , xN ) := E
([ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

]۲)
.

ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به سهام سبد بهینه انتخاب مساله

(١)

min w۲(x۱, x۲, . . . , xN )

s.t.
∑N

j=۱ rjxj ≥ ρ,∑N
j=۱ xj = ۱,

۰ ≤ xj ≤ uj , j = ۱,۲, . . . , N,

کسری حداکثر uj اسͺالر است. سرمایه گذار انتظار مورد بازده   حداقل دهنده نشان ρ > ۰ داده شده ی اسͺالر آن در که
کرد. سرمایه گذاری sj موقعیت در ͬ توان م که است سرمایه از
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و است تصادفͬ متغیر ͷی نیز
∑N

j=۱Rjxj آن گاه باشند، تصادفͬ متغیرهایی R۱, R۲, . . . , RN اگر .١ نکته

w۲(x۱, x۲, . . . , xN ) = var(
N∑

j=۱
Rjxj) =

N∑
j=۱

x۲j σ
۲
j + ۲

∑
۱≤i<j≤N

xixjσij

=

N∑
i=۱

N∑
j=۱

xixjσij

ͬ باشد. م Rj و Ri تصادفͬ متغیر دو بین کواریانس σij و است Rj تصادفͬ متغیر واریانس ،σ۲
j که

با است معادل (١) مساله بالا، نکته به توجه با

(٢)

min

N∑
i=۱

N∑
j=۱

σijxixj

s.t.
∑N

j=۱ rjxj ≥ ρ,∑N
j=۱ xj = ۱,

۰ ≤ xj ≤ uj , j = ۱,۲, . . . , N,

از (منظور ͬ کند م دنبال را ریسͷ گریز سرما یه گذار ͷی رویͺرد بالا، شده شناخته مدل ͬ باشد. م دوم درجه مساله ͷی که
باشد). کم او انتخابی سهام سبد بازده معیار انحراف ͬ دهد م ترجیح که است فردی این جا، در ریسͷ گریز سرمایه گذار

و M اسͺالرهای شده، داده  ثابت x ∈ RN نامنفͬ بردار و i, j = ۱,۲, . . . , N با (ri, σij) برای کارا. مرز .٢ . ١
صورت به را V

M :=

N∑
i=۱

rixi, V :=

N∑
i=۱

N∑
j=۱

xixjσij

سهام (شدنͬ) ممͺن ترکیبات را M,V)ها ) این مجموعه ͬ کند. م تغییر (M,V ) بردار ،x تغییر با ͬ کنیم. م تعریف
(M,V ) ترکیب ͷی با متناظر سهام سبد دنبال به سرمایه گذار که ͬ کند م بیان (M −V ) واریانس میانگین‐ مدل ͬ نامیم. م
را واریانس حداقل آن)، از بیش تر حتͬ (یا شده داده  بازده برای که است ترکیباتͬ دنبال به دیͽر، عبارتͬ به است. کارا
بهینه سازی با آشنایی عدم دلیل به مارکویتز دارند. را بازده حداکثر آن)، از کم تر حتͬ (یا شده داده  واریانس برای یا دارند
کارا مرز رسم برای هندسͬ رویͺرد کرد. ترسیم هندسͬ صورت به را کارا مرز کارا، (M,V ) ترکیبات ͷکم به دوهدفه،
همه بررسͬ با کارا مرز هندسͬ رسم زیرا باشد، کم سرمایه گذاری موقعیت های تعداد که است کارساز مواردی برای فقط
هندسͬ صورت به کارا مرز ترسیم ایرادات جمله از موضوع این ببینید). را [١] (مرجع ͬ گیرد م صورت ممͺن حالت های

ͬ نماید. م معرفͬ دقیق طور به را کارا مرز و کارا جواب زیر تعریف ͬ باشد. م

بͽیرید: نظر در را زیر هدفه چند بهینه سازی مساله [٣] .٢ . ٢ تعریف

(٣)
min (f۱(x), f۲(x), . . . , fp(x))

s.t. x ∈ S.

۵١ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332
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ͷی را x̄ ∈ S بردار است. شدنͬ ناحیه S ⊂ Rn و هستند هدف توابع j = ۱,۲, . . . , p برای fj : Rn −→ R آن در که
fj(x) ≤ fj(x̄) که باشد نداشته وجود x ∈ S مانند برداری هرگاه ͬ نامیم م (٣) مساله برای ۶ پارتو بهینه یا ۵ کارا نقطه
مرز را هدفه چند بهینه سازی مساله ͷی کارای جواب های مجموعه تصویر .j برخͬ برای fj(x) < fj(x̄) و j هر برای

ͬ نامند. م مساله آن کارای

بازدهͬ وجود با سبد ͷریس نگرفتن نظر در زیرا نیست، پذیرفتنͬ تنهایی به انتظار مورد بازده رساندن حداکثر به .٢ نکته
سبد بودن متنوع تنهایی، به بازده گرفتن نظر در دیͽر، طرف از شود. نامطلوب (سبدهایی) نتایج به منجر ͬ تواند م بالا
است، زیاد سرمایه گذاری موقعیت های تعداد ͬ که مادام را سهام سبد بودن متنوع ،M −V مدل ͬ کند. نم تضمین را سهام
موقعیت ها سایر به نسبت کم واریانس و بالا بسیار بازده دارای سرمایه گذاری موقعیت ͷی است ممͺن ͬ دهد. م نشان
و ri مقادیر از گسترده  طیف ͷی برای اما شود؛ پایین واریانس و بالا بازده با غیرمتنوع سهام سبد ͷی به منجر و باشد،

ͬ دهد. م را متنوعͬ تقریبا کارای سهام سبدهای معمولا M − V مدل ،σij

در سرمایه گذاری از است لازم نیست. کافͬ واریانس، رساندن حداقل به برای تلاش موارد، از بسیاری در .٣ نکته
توصیه معمولا شود. خودداری بالاست، آن ها میان همبستگͬ) اندازه گیری برای (معیاری کوواریانس که موقعیت هایی
در حاضر شرکت های زیرا باشد طلب تنوع سرمایه گذاری، برای (موقعیت ها) صنایع انتخاب در سرمایه گذار ͬ شود م
صنعت، ͷی در موجود شرکت های به نسبت دارند، متفاوتͬ اقتصادی ͬ های ویژگ که صنایعͬ بویژه مختلف، صنایع

ͬ آورند. م پایین را سهام سبد ͷریس و دارند کم تری همبستگͬ

ضریب یا σ =
√

var(R) معیار انحراف از استفاده به واریانس، از استفاده جای به سرمایه گذار اگر [١ ،٢ ،۵] .۴ نکته
گرفت. خواهد قرار کارا سهام سبد مجموعه در هم چنان او انتخاب باشد، علاقه مند µ = E(R) با σ

µ پراکندگͬ

:[١ ،٢ ،۵] است زیر شرح به شده، M − V مدل ناکارآمدی موجب که دلایلͬ مهم ترین از برخͬ .۵ نکته

نظر از بزرگ، مقیاس در مساله ها این حل و ͬ شود م دوم درجه بهینه سازی مساله ͷی به منجر M − V مدل •
باشد. پیچیده بسیار ͬ تواند م محاسباتͬ

به توجه با σij ثابت N(N+۱)
۲ باید زیرا دارد، زیادی محاسباتͬ بار M −V مدل در بهینه سازی مساله طراحͬ •

سرمایه گذاری موقعیت های تعداد که مواردی در موضوع این اهمیت شوند. محاسبه شده آوری جمع داده های
ͬ شود. م نمایان است، زیاد بسیار

ناصفر مولفه های ͬ تواند م بزرگ، مقیاس در دوم درجه مساله برای x∗ = (x∗۱, x
∗
۲, . . . , x

∗
N ) بهینه جواب ͷی •

سرمایه گذاری بسیاری، متفاوت موقعیت های در باید سرمایه گذار که معناست بدین این باشد. داشته زیادی
کارمزد توجهͬ قابل مبلغ باید زیرا نیست، خوشایند (سرمایه گذاران) کارشناسان برای موضوع این کند.
عمل در است ممͺن این، بر علاوه کنند. صرف کم مقادیر با سهام زیادی تعداد خرید برای معاملات،
اعداد باید بنابراین نباشند. موقعیت ͷی در معامله واحد حداقل از کم تر مقداری با سرمایه گذاری به مجاز
چنین که کنیم حل را صحیح دوم درجه مساله ͷی یا کنیم گرد معامله، واحد حداقل صحیح مضرب به را
موقعیت هایی از مجبوریم بنابراین است. سخت بسیار نباشد، حل غیرقابل اگر بزرگ مقیاس در نیز مساله ای
ͬ تواند م عمل، این اما شود؛ برطرف مشͺل این تا کنیم صرف نظر است کم آن ها در سرمایه گذاری مقدار که

شود. بهینه جواب از سهام سبد انحراف به منجر

5Efficient point 6Pareto optimal
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خواسته منفͬ) (سود ضرر خاص موارد در یا کم سود و هستند زیاد سود خواهان طبیعͬ به طور سرمایه گذاران •
عمل در معمولا بازده، بودن مثبت برای سرمایه گذار خواسته به توجه با بنابراین نیست. سرمایه گذاری هیچ
را توزیع ͬͽچول واریانس، و میانگین مولفه های بر علاوه باید لذا نیست. متقارن میانگین حول بازده توزیع
بودن بیش تر احتمال ،ͷریس اگر ͬ گیرد. نم صورت کار این M − V مدل در حالیͺه در بͽیریم، نظر در نیز

برابر یعنͬ شده، تعیین پیش از سطح ͷی از انتظار، مورد کل بازده با واقعͬ کل بازده اختلاف

P
(∣∣∣ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)

داریم: مارکوف٧ نامساوی از استفاده با شود. ͷکوچ امͺان حد در باید احتمال این باشد،

P
(∣∣∣ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)
≤ ۱

ξ۲
E
([ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

]۲)
.

داریم کلͬ حالت در کرد. کمینه ،ͷریس بالای کران عنوان به را، واریانس ͬ توان م پس

P
(∣∣∣ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)
= P

( N∑
j=۱

Rjxj ≥
N∑

j=۱
rjxj + ξ

)
+ P

( N∑
j=۱

Rjxj ≤
N∑

j=۱
rjxj − ξ

)
.

زیان احتمال بیانگر P
(∑N

j=۱Rjxj ≤
∑N

j=۱ rjxj − ξ
)

بالا، تساوی راست سمت عبارت دو بین از
داریم: باشد، متقارن توزیع اگر گرفت. نظر در ͷریس عنوان به را آن ͬ توان م و است

P
(∣∣∣ N∑

j=۱
Rjxj −

N∑
j=۱

rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)
= ۲P

( N∑
j=۱

Rjxj ≤
N∑

j=۱
rjxj − ξ

)
در است. منطقͬ ͷریس عنوان به P

(∣∣∣∑N
j=۱Rjxj −

∑N
j=۱ rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)

گرفتن نظر در ͬ دهد م نشان که
باشد. ͷریس برای مناسبی معیار ͬ تواند م شده گفته احتمال برای بالا کران ͷی عنوان به واریانس حالت، این

داریم راست، به چوله توزیع ͷی برای

P
( N∑

j=۱
Rjxj ≥

N∑
j=۱

rjxj + ξ
)
> P

( N∑
j=۱

Rjxj ≤
N∑

j=۱
rjxj − ξ

)
,

بنابراین، و

۱
ξ۲E

([∑N
j=۱Rjxj −

∑N
j=۱ rjxj

]۲)
≥ P

(∣∣∣∑N
j=۱Rjxj −

∑N
j=۱ rjxj

∣∣∣ ≥ ξ
)

> ۲P
(∑N

j=۱Rjxj ≤
∑N

j=۱ rjxj − ξ
)

نامتقارن صورت در بنابراین، باشد. (زیان) ͷریس معیار از دور نسبتا بالای کران ͷی ͬ تواند م واریانس لذا
باشد. ͷریس برای مناسبی چندان معیار ͬ تواند نم واریانس بازده، (تغییرات) توزیع بودن

7Markov inequality
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

حاکͬ تجربی داده های ولͬ ͬ کند؛ م تولید مناسبی نتایج بازده توزیع بودن نرمال فرض تحت M − V مدل •
دم سنگین و نامتقارن توزیع های از امروزه نیست. بازده توزیع برای مناسبی مدل نرمال توزیع که است آن از

ͬ شود. م استفاده کار این برای

از استفاده با کارا مرز ترسیم شد بیان که همان طور تهران. بورس داده های برای کارا مرز رسم و تحلیل .٢ . ٢
آوردن بدست برای هدفه، چند بهینه سازی کردن لحاظ با .[١] نیست آسانͬ کار مارکوویتز (هندسͬ) ساختاری رویͺرد

دوهدفه مساله است  ͬ کاف کارا مرز

min (

N∑
i=۱

N∑
j=۱

σijxixj ,−
N∑

j=۱
rjxj)

s.t.
∑N

j=۱ xj = ۱,

xj ≥ ۰ j = ۱,۲, . . . , N,

کنیم. حل را
استفاده با را M−V مدل کارای مرز ٨ تهران» بهادار اوراق «بورس سایت از داده هایی گرفتن نظر در با بخش، این در

داده ایم: قرار تحلیل مورد و نموده محاسبه متلب در زیر دستور از

portopt(Return,Covariance, k)

گرفته کاربر از که هستند کوواریانس‐واریانس ماتریس و بازده بردار ترتیب به Covariance و Return بالا دستور در
رسم برای که است کارایی نقاط تعداد k عدد ͬ شوند). م داده قرار بالا دستور اختیار در و استخراج داده ها (از ͬ شوند م

ͬ شوند. م تولید کارا مرز

موقعیت های سهام پایانͬ قیمت ایم. کرده انتخاب دلخواه به را تهران بورس بازار از سرمایه گذاری موقعیت ۱۰ .٢ . ٣ مثال
برای گرفته شده است. نظر در (۱۳۹۷ مهر تا ۱۳۹۳ (فروردین سال ۵ مدت به ماهه سه زمانͬ بازه های در مذکور
موقعیت ͷی پایانͬ قیمت اگر مثال، طور به ͬ کنیم. م محاسبه را پایانͬ قیمت های نسبی تغییرات داده ها، این از استفاده
ͬ شود. م محاسبه P̂−P

P صورت به نسبی تغییر باشد، P̂ موقعیت، همان پایانͬ قیمت بعد ماه سه در و P ماه، ͷی در
کوواریانس و نسبی تغییرات این معیار انحراف  و میانگین آمده است. ١ جدول در داده ها این به مربوط نسبی تغییرات

شده اند. داده  نمایش ٣ و ٢ جدول های در ترتیب به آن ها بین
عنوان به گرفته ایم. نظر در ۲۰ برابر را k این جا در است. ١ شͺل در شده داده نمایش صورت به حاصل کارای مرز
بزرگ تر A نقطه بازده از آن بازده که ندارد وجود شدنͬ سهام سبد هیچ بͽیرید. نظر در را ١ شͺل در A نقطه مثال،
و است متفاوت موضوع B نقطه برای ولͬ باشد. کم تر نقطه این ͷریس از آن ͷریس حال عین در و باشد مساوی یا

است. کم تر B ͷریس از آن ها ͷریس و بیش تر B بازده از آن ها بازده های که دارند وجود متعددی سهام سبدهای
ببینید)، را (٢) (مساله است دوم درجه بهینه سازی مساله ͷی مارکویتز مدل که نکته این کردن لحاظ با اکنون
موقعیت های از ͷی هر به یافته تخصیص درصد و ͷریس متفاوت، انتظار مورد بازده های حداقل گرفتن نظر در با

دستور از منظور، بدین ͬ آوریم. م بدست را سرمایه گذاری

x = quadprog(H,۰,−A,−b, Aeq, beq, lb, ub)

8http://www.tse.ir
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

سرمایه گذار، انتظار مورد بازده حداقل b بازده، بردار A کوواریانس‐واریانس، ماتریس H آن در که ͬ گیریم م بهره متلب در
و پایین کران های ترتیب به ub و lb علاوه، به ͬ باشند. م ۱ برابر اسͺالر beq و ۱ مولفه های با Nتایی برداری Aeq

به تخصیص میزان بالای کران این جا، در ͬ باشند. م سرمایه گذاری موقعیت های از ͷی هر به تخصیص میزان برای بالا
تابع خطͬ قسمت به مربوط A و H بین پارامتر گرفته ایم. نظر در صفر را آنها پایین کران و ۱ را موقعیت ها از ͷهری
بازده های حداقل برای را حاصل نتایج ۴ جدول ͬ باشد. م صفر Nتایی بردار این جا در که است دوم درجه مساله هدف
آن سر دو که را بازه ای مختلف، انتظار مورد بازده های حداقل گرفتن نظر در برای ͬ دهد. م نشان مختلف انتظار مورد
مساوی قسمت ۱۰ به را هستند، (٢ جدول از (مستخرج مثبت بازده های میانگین ماکزیمم و ͬ نیمم م گرد شده مقادیر

آورده ایم. بدست را ۰٫۱۳۰ و . . . و ۰٫۰۵۸ ،۰٫۰۴۹ اعداد و کرده تقسیم
نیست. بزرگ چندان شرکت ها از بعضͬ سهم ولͬ هستند متنوع نسبتا ͬ شوند، م دیده ۴ جدول در که سبدهایی اکثر
xj که استثنایی بسیار مواردی جز (به است صفر است، منفͬ آن ها بازده میانگین که شرکت هایی با متناظر xj علاوه، به
با که ͬ شود م ملاحظه و است؛ ایران“ ”فیبر با متناظر متوسط، بازده ماکزیمم است). صفر به ͷنزدی بسیار متناظرشان
که است این دارد، اهمیت که دیͽری نکته  ͬ کند. م رشد سهام بهینه سبد در شرکت این سهم انتظار، مورد بازده افزایش

است. افزایش حال در نیز سرمایه گذاری ͷریس انتظار، مورد بازده افزایش با

٢ . ٣ مثال در سال ۵ مدت در ماهه سه بازه های در موقعیت ها سهام پایانͬ قیمت نسبی تغییرات :١ جدول

ایران تراکتورسازی مسͺن گذاری سرمایه ایران مخابرات ایران فیبر فارس خلیج پتروشیمͬ ابوریحان سازی دارو ایران پردازی داده خزر پارس آسیا بیمه خودرو ایران
۰٫۱۷۲۶ −۰٫۱۶۰۵ −۰٫۲۴۰۸ −۰٫۱۸۲۷ −۰٫۰۹۱۷ −۰٫۲۳۹۷ −۰٫۳۳۰۹ −۰٫۰۰۰۸ −۰٫۰۳۷۷ ۰٫۱۲۴۴
۰٫۱۳۷۰ −۰٫۰۲۲۰ −۰٫۰۳۷۰ ۰٫۲۵۱۷ −۰٫۰۲۰۹ ۰٫۰۹۱۴ ۰٫۱۰۳۹ −۰٫۲۹۴۴ −۰٫۱۷۹۷ −۰٫۰۲۸۲
۰٫۱۶۹۶ ۰٫۰۴۱۱ −۰٫۰۲۵۲ −۰٫۲۵۲۹ −۰٫۲۸۰۰ ۰٫۰۹۹۹ −۰٫۰۹۷۴ ۰٫۰۲۲۴ ۰٫۳۰۴۷ −۰٫۰۵۶۵
−۰٫۰۵۶۷ −۰٫۰۰۶۱ ۰٫۱۸۰۱ −۰٫۰۲۷۹ ۰٫۰۶۳۹ −۰٫۲۲۴۸ −۰٫۱۳۱۸ −۰٫۰۹۳۹ −۰٫۰۳۱۰ ۰٫۱۳۱۸
۰٫۰۳۵۳ ۰٫۰۰۳۱ −۰٫۲۲۰۲ −۰٫۲۲۵۰ ۰٫۰۱۶۰ −۰٫۲۵۸۸ ۰٫۰۸۴۹ −۰٫۱۳۲۵ ۰٫۰۵۸۲ ۰٫۰۴۴۸
−۰٫۶۱۱۹ −۰٫۲۴۱۷ −۰٫۰۴۵۴ −۰٫۲۲۸۸ −۰٫۰۲۰۴ ۰٫۰۰۹۶ −۰٫۲۱۰۵ ۰٫۲۸۸۶ −۰٫۲۲۷۱ −۰٫۳۸۲۹
۰٫۱۳۵۶ ۰٫۰۱۲۲ ۰٫۰۷۵۳ ۰٫۲۳۹۳ −۰٫۵۰۸۳ −۰٫۰۷۷۷ ۰٫۰۵۳۰ ۰٫۳۷۷۷ ۰٫۲۹۹۱ −۰٫۰۱۶۸
۰٫۰۴۶۰ ۰٫۰۰۰۸ ۰٫۱۷۰۴ ۲٫۱۲۸۳ ۰٫۰۵۹۶ ۰٫۰۸۲۷ ۰٫۶۶۵۱ ۰٫۰۴۲۹ ۰٫۰۲۸۷ ۱٫۲۶۵۸
۰٫۰۲۹۲ −۰٫۱۰۰۸ −۰٫۲۴۹۴ −۰٫۲۴۵۱ −۰٫۰۸۰۳ ۰٫۰۳۷۱ −۰٫۰۰۵۱ −۰٫۲۹۷۷ −۰٫۱۶۹۲ −۰٫۲۶۵۸
۰٫۱۶۵۱ −۰٫۰۹۳۳ ۰٫۱۳۵۴ ۰٫۰۹۳۴ ۰٫۰۱۸۹ ۰٫۰۰۳۹ ۰٫۲۹۳۰ ۰٫۱۷۳۳ ۰٫۰۳۹۲ ۰٫۱۲۴۳
−۰٫۰۰۶۵ −۰٫۱۵۶۴ −۰٫۰۵۶۶ −۰٫۱۷۵۴ −۰٫۱۱۲۰ ۰٫۰۰۳۴ −۰٫۲۲۲۹ ۰٫۱۱۹۰ ۰٫۳۴۳۳ −۰٫۲۶۶۷
۰٫۰۰۴۰ ۰٫۰۹۵۰ ۰٫۰۴۱۷۰ ۰٫۴۵۴۲ −۰٫۰۹۱۶ −۰٫۴۳۸۲ ۰٫۳۴۴۶ ۰٫۰۲۵۹ ۰٫۰۲۴۱ ۰٫۱۳۴۸
−۰٫۰۱۶۰ −۰٫۱۳۱۸ −۰٫۱۶۲۷۲ −۰٫۱۶۲۴ ۰٫۰۸۰۹ −۰٫۰۴۹۷ ۰٫۴۷۰۵ −۰٫۱۵۵۵ ۰٫۰۵۸۸ −۰٫۱۰۵۰
−۰٫۱۸۸۸ −۰٫۱۱۷۲ ۰٫۰۷۳۵ −۰٫۱۵۸۹ ۰٫۱۲۷۴ ۰٫۰۲۷۰ −۰٫۱۶۳۴ −۰٫۰۳۸۲ −۰٫۱۸۴۸ −۰٫۰۳۹۶
۰٫۲۳۸۸ ۰٫۱۴۸۲ ۰٫۰۷۵۱ −۰٫۳۵۶۱ ۰٫۱۰۲۴ −۰٫۰۴۹۸ −۰٫۲۶۴۴ −۰٫۱۰۰۷ ۰٫۰۴۴۱ ۰٫۱۶۳۸
−۰٫۰۴۵۷ −۰٫۱۵۱۰ −۰٫۰۰۷۱ −۰٫۰۴۴۵ −۰٫۰۲۴۹ −۰٫۱۰۷۷ −۰٫۰۶۳۵ ۰٫۰۱۹۵ −۰٫۰۵۶۶ −۰٫۱۵۷۶
−۰٫۰۷۹۱ ۰٫۱۲۱۹ −۰٫۱۵۲۰ ۰٫۶۰۱۵ ۰٫۱۵۴۳ −۰٫۰۴۱۲ −۰٫۰۱۵۷ ۰٫۱۳۱۴ −۰٫۱۳۹۱ −۰٫۰۲۸۲
۰٫۶۹۵۰ ۰٫۷۴۶۸ ۰٫۲۳۴۳ ۰٫۶۳۸۷ ۰٫۴۱۹۸ ۰٫۴۹۹۴ ۰٫۲۶۹۹ ۰٫۵۶۷۱ ۰٫۸۷۲۰ ۰٫۱۴۶۳

٢ . ٣ مثال در موقعیت ها پایانͬ قیمت نسبی تغییرات معیار انحراف و میانگین :٢ جدول

ایران تراکتورسازی مسͺن گذاری سرمایه ایران مخابرات ایران فیبر فارس خلیج پتروشیمͬ ابوریحان داروسازی ایران پردازی داده خزر پارس آسیا بیمه خودرو ایران
میانگین ۰٫۰۴۵۷۶۱ −۰٫۰۰۰۶۶۵ −۰٫۰۱۱۷۰۴ ۰٫۱۳۰۴۱۳ −۰٫۰۱۰۳۸۵ −۰٫۰۳۵۱۷۱ ۰٫۰۴۳۲۸۹ ۰٫۰۳۶۳۴۹ ۰٫۰۵۸۱۸۵ ۰٫۰۴۳۸۱۲

معیار انحراف ۰٫۲۴۸۷۳۲ ۰٫۲۱۵۲۳۴ ۰٫۱۴۸۸۱۳ ۰٫۵۸۴۲۰۷ ۰٫۱۹۰۰۲۷ ۰٫۱۹۴۹۳۳ ۰٫۲۷۲۲۲۱ ۰٫۲۲۰۴۶۶ ۰٫۲۶۳۸۲۴ ۰٫۳۴۴۳۲۸
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

٢ . ٣ مثال در موقعیت ها سهام پایانͬ قیمت نسبی تغییرات بین کوواریانس :٣ جدول

ایران تراکتورسازی مسͺن گذاری سرمایه ایران مخابرات ایران فیبر فارس خلیج پتروشیمͬ ابوریحان داروسازی ایران پردازی داده خزر پارس اسیا بیمه خودرو ایران
۰٫۰۲۳۹۴ ۰٫۰۱۷۴۳ ۰٫۰۲۲۰۹ ۰٫۱۵۹۹۴ ۰٫۰۱۲۲۱ ۰٫۰۰۳۸۱ ۰٫۰۵۲۳۷ ۰٫۰۰۲۶۳ ۰٫۰۰۹۱۳ ۰٫۱۱۱۹۷ خودر ایران
۰٫۰۴۵۶۱ ۰٫۰۳۹۳۰ ۰٫۰۱۵۲۷ ۰٫۰۲۲۰۲ ۰٫۰۰۵۰۷ ۰٫۰۲۵۰۲ ۰٫۰۱۳۴۶ ۰٫۰۳۵۱۶ ۰٫۰۶۵۷۳ ۰٫۰۰۹۱۳ آسیا بیمه
۰٫۰۱۱۰۲ ۰٫۰۲۱۵۲ ۰٫۰۱۵۱۶ ۰٫۰۳۱۷۲ ۰٫۰۰۲۴۹ ۰٫۰۱۶۴۹ ۰٫۰۰۴۰۱ ۰٫۰۴۵۹۰ ۰٫۰۳۵۱۶ ۰٫۰۰۲۶۳ خزر پارس
۰٫۰۱۵۸۴ ۰٫۰۱۴۹۲ ۰٫۰۱۰۹۷ ۰٫۱۰۵۸۱ ۰٫۰۰۹۷۵ ۰٫۰۰۷۷۷ ۰٫۰۶۹۹۸ ۰٫۰۰۴۰۱ ۰٫۰۱۳۴۶ ۰٫۰۵۲۳۷ ایران پردازی داده
۰٫۰۱۹۲۸ ۰٫۰۲۰۶۳ ۰٫۰۰۹۵۵ ۰٫۰۲۵۳۳ ۰٫۰۱۳۸۰ ۰٫۰۳۵۸۸ ۰٫۰۰۷۷۷ ۰٫۰۱۶۴۹ ۰٫۰۲۵۰۲ ۰٫۰۰۳۸۱ ابوریحان داروسازی
۰٫۰۰۹۲۵ ۰٫۰۱۹۰۴ ۰٫۰۰۶۲۶ ۰٫۰۲۲۳۹ ۰٫۰۳۴۱۰ ۰٫۰۱۳۸۰ ۰٫۰۰۹۷۵ ۰٫۰۰۲۴۹ ۰٫۰۰۵۰۷ ۰٫۰۱۲۲۱ فارس خلیج پتروشیمͬ
۰٫۰۲۶۳۳ ۰٫۰۳۹۱۹ ۰٫۰۳۶۳۰ ۰٫۳۲۲۳۳ ۰٫۰۲۲۳۹ ۰٫۰۲۵۳۳ ۰٫۱۰۵۸۱ ۰٫۰۳۱۷۲ ۰٫۰۲۲۰۲ ۰٫۱۵۹۹۴ ایران فیبر
۰٫۰۱۰۲۳ ۰٫۰۱۴۱۹ ۰٫۰۲۰۹۱ ۰٫۰۳۶۳۰ ۰٫۰۰۶۲۶ ۰٫۰۰۹۵۵ ۰٫۰۱۰۹۷ ۰٫۰۱۵۱۶ ۰٫۰۱۵۲۷ ۰٫۰۲۲۰۹ ایران مخابرات
۰٫۰۳۸۱۰ ۰٫۰۴۳۷۵ ۰٫۰۱۴۱۹ ۰٫۰۳۹۱۹ ۰٫۰۱۹۰۴ ۰٫۰۲۰۶۳ ۰٫۰۱۴۹۲ ۰٫۰۲۱۵۲ ۰٫۰۳۹۳۰ ۰٫۰۱۷۴۳ مسͺن گذاری سرمایه
۰٫۰۵۸۴۳ ۰٫۰۳۸۱۰ ۰٫۰۱۰۲۳ ۰٫۰۲۶۳۳ ۰٫۰۰۹۲۵ ۰٫۰۱۹۲۸ ۰٫۰۱۵۸۴ ۰٫۰۱۱۰۲ ۰٫۰۴۵۶۱ ۰٫۰۲۳۹۴ ایران تراکتورسازی

٢ . ٣ مثال در M − V مدل کارای مرز :١ شͺل

٢ . ٣ مثال در M − V مدل تحت موقعیت ها از ͷی هر به تخصیص درصد و ͷریس :۴ جدول

تراکتورسازی سرمایه گذاری مخابرات فیبر پتروشیمͬ داروسازی پردازی داده پارس بیمه ایران ͷریس بازده حداقل ردیف
ایران مسͺن ایران ایران فارس خلیج ابوریحان ایران خزر آسیا خودرو انتظار مورد

۰٫۳۰۷۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۷۶۹ ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۸۹۸ ۰٫۳۷۰۶ ۰٫۰۵۵۴ ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۱۵۵ ۰٫۰۴۹ ۱
۰٫۲۴۷۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۴۶۲ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۱۸۸ ۰٫۲۷۰۴ ۰٫۲۱۷۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۹۹ ۰٫۰۵۸ ۲
۰٫۱۸۶۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۱۵۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۴۷۷ ۰٫۱۷۰۱ ۰٫۳۷۹۸ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۲۵۴ ۰٫۰۶۷ ۳
۰٫۱۰۷۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۸۱۲ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۳۴ ۰٫۵۵۸۴ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۲۰ ۰٫۰۷۶ ۴
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۷۱۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۲۸۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۴۰۳ ۰٫۰۸۵ ۵
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۹۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۰۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۳۵ ۰٫۰۹۴ ۶
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۲۰۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۷۹۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۷۲۰ ۰٫۱۰۳ ۷
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۷۴۵۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۵۴۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹۵۸ ۰٫۱۱۲ ۸
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۸۶۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۳۰۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۲۵۰ ۰٫۱۲۱ ۹
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۹۴۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۵۹۵ ۰٫۱۳۰ ۱۰
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

احتمالͬ ͷریس با سهام سبد بهینه انتخاب .٣

بخش فرضیات حفظ با ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد سهام سبد بهینه انتخاب برای را ماکس مین مدل ͷی بخش این در
صورت به را سهام سبد بهینه انتخاب مساله شدنͬ ناحیه ͬ توان م قبل،

X =

{
x = (x۱, . . . , xN ) ∈ RN |

N∑
j=۱

xj = ۱, xj ≥ ۰, j = ۱, . . . , N
}

پيروی σj معيار انحراف و rj ميانگين با نرمال توزيع ͷي از Rj تصادفͬ متغير ͬ کنیم م فرض بخش این در گرفت. نظر در
ͬ کند. م

ͬ شود: م تعريف زیر رابطه اساس بر احتمالͬ، ͷريس [۵] .٣ . ١ تعریف

wp := min
۱≤j≤N

P (|Rjxj − rjxj | ≤ Θϵ)

رابطه از و است سهام سبد کل ͷريس متوسط ϵ و ͷريس سطح تنظيم برای ثابتͬ Θ احتمال، تابع ͷی P (·) آن در که
ͬ آید. م به دست ϵ = ۱

N

∑N
j=۱ σj

شود: مͬ فرمول بندی زیر صورت به دوهدفه بهینه سازی مساله ͷی قالب در سهام سبد بهینه انتخاب مساله

(۴)
max ( min

۱≤j≤N
fj(xj),

N∑
j=۱

rjxj)

s.t. x ∈ X,

به را بالا مساله محدوديت، N و ديͽر متغير ͷي کردن اضافه با ͬ توان م .fj(z) = P (|Rjz − rjz| ≤ Θϵ) آن در که
کرد: تبديل زير مساله

(۵)

max (y,
N∑

j=۱
rjxj)

s.t. y ≤ fj(xj), j = ۱, . . . , N,

x ∈ X,

است گونه ای به بهینه سازی فرایند (۵) مساله در این که به توجه با ͬ باشد. م ‐ام j احتمالͬ محدويت y ≤ fj(xj) که
توجه با معادلند. باهم (۵) و (۴) مساله های برسد، min

۱≤j≤N
fj(xj) به تا ͬ دهد م افزایش امͺان حد تا را y مقدار که

قرار ͬ کند. م پيروی σj معیار انحراف و صفر ميانگين با نرمال توزيع ͷي از Rj − rj که گفت ͬ توان م ،Rj تعريف به
داریم: نرمال، توزیع در احتمال چͽالͬ تابع به توجه با آن گاه، و Pj := Rj − rj ͬ دهیم م

fj(xj) =P (|Rjxj − rjxj | ≤ Θϵ) = P (|Rj − rj | ≤
Θϵ

xj
)

=P (|Pj | ≤
Θϵ

xj
) =

∫ Θϵ
xj

−Θϵ
xj

۱√
۲πσj

e
−

p۲j
۲σ۲

j dpj = ۲
∫ Θϵ

xj

۰

۱√
۲πσ۲

j

e
−

p۲j
۲σ۲

j dpj

۵٧ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

مثبت به توجه با و ͬ یابد م کاهش بالا انتگرال بالای کران xj افزایش با زیرا است، نزولͬ اکیدا xj به نسبت fj(xj) تابع
ͬ یابد. م کاهش نیز انتگرال مقدار انتگرال، زیر تابع بودن

پایین کران ͷی وجود ͬ توان م ،y ≤ fj(xj) به توجه با گردد، انتخاب ۱ و ۰ بين ثابت و دلخواه حقيقͬ عدد ͷي y اگر
به xj برای بالا کران ͷی ͬ توان م xj به نسبت fj(xj) یͺنوایی خاصیت به توجه با آن گاه و گرفت نتیجه را fj(xj) برای

کرد: تعریف زیر صورت

Uj = min{۱, f−۱
j (y)}.(۶)

ͬ شود: م تبدیل زير خطͬ برنامه ریزی مساله به (۵) بهينه سازی مساله ،y ثابت مقدار برای

(٧)

max

N∑
j=۱

rjxj

s.t
∑N

j=۱ xj = ۱,

۰ ≤ xj ≤ Uj , j = ۱, . . . , N,

ͬ آورد. م فراهم (٧) سهام سبد بهینه انتخاب مساله برای بهینه جواب ͷی فرضیاتͬ تحت زیر، قضیه

معیار انحراف و انتظار مورد بازده متوسط دارای که ندارند وجود متمایزی موقعیت دو هیچ کنید فرض [۵] .٣ . ٢ قضیه
یعنͬ: باشند، یͺسان

∄i, j ∈ {۱, . . . , N}; i ̸= j, ri = rj , σi = σj

k ≤ N صحیح عدد .r۱ ≥ r۲ ≥ · · · ≥ rN که شده اند مرتب گونه ای به سرمایه گذاری موقعیت های بازده متوسط و
به طوری که دارد وجود

k−۱∑
j=۱

Uj < ۱,
k∑

j=۱
Uj ≥ ۱

علاوه، به ͬ آید. م بدست  (۶) رابطه از و ͬ باشد م xj برای بالایی کران Uj که

x∗j =


Uj , j = ۱, . . . , k − ۱
۱−

∑k−۱
j=۱ Uj , j = k

۰, j > k

ͬ دهد. م (٧) مساله برای بهینه جواب ͷی

بر بخش این در شده مطرح مدل پیاده سازی با ادامه، در تهران. بورس داده های برای کارا مرز رسم و تحلیل .٣ . ١
احتمالͬ مدل این از ناشͬ سهام سبد های و کارا مرز شده ا ند)، استخراج تهران بورس بازار از (که ٢ . ٣ مثال داده های روی
که است این ما مطلوب (فرضͬ)، عدد این انتخاب با گرفته ایم. نظر در ۰٫۲۵ برابر را Θ این جا، در ͬ آوریم. م بدست را
ریسͷ پذیری سطح Θ پارامتر مقدار واقع، در باشد. کم تر سهام سبد کل ͷریس ۱

۴ از انتظار مورد بازده با بازده اختلاف
ͬ دهد. م نشان را سرمایه گذار (ریسͷ گریزی)
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

٢ . ٣ مثال داده های برای احتمالͬ مدل کارای مرز :٢ شͺل

چندان که دارد خطͬ) به ͷنزدی) دوم درجه نسبتا ساختاری ،(٢ (شͺل بررسͬ مورد داده های برای حاصل کارای مرز
موقعیت ها از ͷی هر در که اولیه سرمایه از درصدی هم چنین و بازده و ͷریس مقدار نیست. سازگار کاربردی ملاحظات با
سرمایه گذاری واقع، در نیستند. متنوع جدول، این در حاضر سهام سبدهای آورده ایم. ۵ جدول در را ͬ شود م سرمایه گذاری
بالا باعث موارد، عمده در موضوع، این که است گرفته صورت هستند، بازده بیش ترین دارای که موقعیتͬ دو در حداکثر
، ۲
۲۰ ، ۱

۲۰ ترتیب، به ،y به داده شده مقادیر ،۵ جدول در نیست. رضایت بخش سرمایه گذاران برای و شده ͷریس بودن
هستند. ۱۹

۲۰ ،. . .

(٢ . ٣ مثال داده های (برای احتمالͬ ͷریس تحت موقعیت ها از ͷی هر به تخصیص درصد و بازده ،ͷریس :۵ جدول

تراکتورسازی سرمایه گذاری مخابرات فیبر پتروشیمͬ داروسازی پردازی داده پارس بیمه ایران ͷریس بازده ردیف
ایران مسͺن ایران ایران فارس خلیج ابوریحان ایران خزر آسیا خودرو انتظار مورد

۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۱
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۲
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۳
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۴
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۵
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۴۷ ۰٫۱۳۰۴ ۶
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۸۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۰۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۵۰۰ ۰٫۱۲۲۸ ۷
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۷۷۴۴ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۲۵۶ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۰۰۰ ۰٫۱۱۴۱ ۸
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۷۹۴ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۲۰۶ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۵۰۰ ۰٫۱۰۷۳ ۹
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۰۲۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۹۷۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۰۰۰ ۰٫۱۰۱۷ ۱۰
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۳۷۶ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۶۲۴ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۵۰۰ ۰٫۰۹۷۰ ۱۱
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۸۲۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۱۷۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۰۰۰ ۰٫۰۹۳۰ ۱۲
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۴۳۴۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۵۶۵۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۵۰۰ ۰٫۰۸۹۶ ۱۳
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۹۱۸ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۰۸۲ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۰۰۰ ۰٫۰۸۶۵ ۱۴
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۵۳۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۴۷۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۵۰۰ ۰٫۰۸۳۷ ۱۵
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۳۱۶۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۸۳۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۰۰۰ ۰٫۰۸۱۱ ۱۶
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۸۲۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۷۱۷۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۵۰۰ ۰٫۰۷۸۶ ۱۷
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۴۶۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۷۵۳۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۰۰۰ ۰٫۰۷۶۰ ۱۸
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۲۰۷۲ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۷۹۲۸ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۰۰ ۰٫۰۷۳۲ ۱۹
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

l∞ ͷریس از استفاده با سهام سبد بهینه انتخاب .۴

مفروضات حفظ با ͬ کند. م استفاده ͷریس بیان برای l∞ تابع از ͬ پردازیم، م آن بررسͬ به نوشتار این در که مدلͬ آخرین
توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی است، sj سرمایه گذاری موقعیت بازده تصادفͬ متغیر که Rj ͬ کنیم م فرض قبل، بخش دو

ͬ دهیم: م قرار است. دلخواه

rj := E(Rj), qj := E(|Rj − rj |).

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به l∞ ͷریس تابع [٢] .١ . ۴ تعریف

w∞ := max
۱≤j≤N

E(|Rjxj − rjxj |).

واقع، در

w∞ = max
۱≤j≤N

E(|Rj −E(Rj)|)xj = max
۱≤j≤N

qjxj .

زیر صورت به دوهدفه بهینه سازی مساله ͷی قالب در l∞ ͷریس اندازه گیری معیار تحت سهام سبد بهینه انتخاب مساله
ͬ شود: م مدل

(٨)
min ( max

۱≤j≤N
qjxj ,−

N∑
j=۱

rjxj)

s.t. x ∈ X.

ͬ شود: م تبدیل زیر فرم به (٨) مساله محدودیت، N و متغیر ͷی کردن اضافه با

(٩)

min (y,−
N∑

j=۱
rjxj)

s.t. qjxj ≤ y, j = ۱, . . . , N

x ∈ X.

تبدیل پارامتری مساله ͷی به را (٩) مساله ،[٣] هدفه چند بهینه سازی در وزن دار مجموع روش از گرفتن ایده  با حال،
ͬ سازیم: م را زیر مساله و ͬ گیریم م نظر در را λ ∈ (۰,۱) پارامتر ͬ کنیم. م

(١٠)

min λy + (۱− λ)(−
N∑

j=۱
rjxj)

s.t. qjxj ≤ y, j = ۱, . . . , N

x ∈ X.

به باشد داشته  وجود λ ∈ (۰,۱) اگر تنها و اگر است (٩) مساله برای کارا جواب ͷی (x, y) بردار [٢] .٢ . ۴ قضیه
باشد. (١٠) مساله برای بهینه جواب ͷی (x, y) که طوری
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

موقعیت ها از ͷی هر در سرمایه گذاری ͬ کنیم م فرض زیربخش، این در موقعیت ها. تمام بودن پذیر مخاطره .١ . ۴
داشته همراه به را سرمایه گذار شدن متضرر احتمال آن ها، از کدام هر در سرمایه گذاری دیͽر، عبارت به باشد. ͷریس دارای

ͬ آورد. م فراهم (١٠) مساله برای تحلیلͬ جواب ͷی زیر قضیه باشد.

فرض دو تحت [٢] .٣ . ۴ قضیه
r۱ ≤ r۲ ≤ · · · ≤ rN

و
∄i ̸= j; ri = rj , qi = qj

است: زیر صورت به (١٠) مساله بهینه جواب ͷی ،λ ∈ (۰,۱) هر برای

(١١) x∗j =


۱
qj
(
∑ ۱

qi
i∈J∗(λ)

)−۱, j ∈ J∗(λ)

۰, j /∈ J∗(λ)

و

y∗ = (
∑ ۱

qi
i∈J∗(λ)

)−۱
(١٢)

مشخص زیر روند طبق و است گرفته صورت سرمایه گذاری آن ها در که است موقعیت هایی مجموعه J∗(λ) آن در که
ͬ گردد. م

و k ∈ [۰, N − ۲] که داشته باشد وجود k مانند صحیحͬ عدد اگر الف)
rN − rN−۱

qN
<

λ

۱− λ
,

rN − rN−۲
qN

+
rN−۱ − rN−۲

qN−۱
<

λ

۱− λ
,

· · · · · · · · ·
rN − rN−k

qN
+

rN−۱ − rN−k

qN−۱
+ · · ·+ rN−k+۱ − rN−k

qN−k+۱
<

λ

۱− λ
,

و
rN − rN−k−۱

qN
+

rN−۱ − rN−k−۱
qN−۱

+ · · ·+ rN−k+۱ − rN−k−۱
qN−k+۱

+
rN−k − rN−k−۱

qN−k
≥ λ

۱− λ
,

آن گاه
(١٣) J∗(λ) := {N,N − ۱, . . . , N − k}

آن گاه نباشد، برقرار k ∈ [۰, N − ۲] هیچ برای بالا شرایط اگر ب)

(١۴) J∗(λ) := {N,N − ۱ . . . ,۱}

:[١ ،٢ ،۵] دارد وجود ͬ شود، م تعیین بالا قضیه توسط که بهینه ای سرمایه گذاری سبد با رابطه در نکته دو .۶ نکته
۶١ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

با موقعیت ها اول، مرحله در که صورت به این ͬ دهد؛ م ارائه را مرحله ای دو گیری تصمیم ͷی نوعͬ به قضیه این •
موقعیت ها از ͷی هر به تخصیص یافته درصد دوم، مرحله در سپس و ͬ شوند م انتخاب آن ها بازده نرخ به توجه
موقعیت ͷی به سرمایه از کمͬ بسیار درصد تخصیص دوم، مرحله در ͬ گردد. م تعیین آن ها ͷریس اساس بر
بنابراین، شود. حذف سرمایه گذاری موقعیت های مجموعه از باید موقعیت این که باشد معنͬ این به ͬ تواند م

گردد. حذف دوم و اول مرحله دو از ͬͺی در است ممͺن موقعیت ͷی استراتژی این تحت
ͷریس میزان که کرد سرمایه گذاری را مقداری باید شده اند انتخاب سرمایه گذاری برای که موقعیت هایی در •

شود. y∗ موقعیت ها آن همه

ͬ کنیم: م تعریف (٩) مساله کارای مرز تعیین برای کارا: مرز

αk :=
۱
qN

+
۱

qN−۱
+ · · ·+ ۱

qN−k+۱
, k = ۱,۲, . . . , N − ۱

βk :=
rN − rN−k

qN
+

rN−۱ − rN−k

qN−۱
+ · · ·+ rN−k+۱ − rN−k

qN−k+۱
, k = ۱,۲, . . . , N − ۱

αkکه = αk−۱ + ۱
qN−k+۱

, k = ۱,۲, . . . , N − ۱
α۰ = ۰βk = βk−۱ + αk(rN−k+۱ − rN−k), k = ۱,۲, . . . , N − ۱

β۰ = ۰
که طوری  به  است k ∈ [۰, N − ۲] کردن پیدا با معادل ٣ . ۴ قضیه الف قسمت روابط

(١۵) β۱ <
λ

۱− λ
, · · · , βk <

λ

۱− λ
, βk+۱ ≥ λ

۱− λ

داریم: طرفͬ از
qj = E(|Rj − rj |) > ۰ ⇒ αk > ۰ k = ۱,۲, . . . , N − ۱

rj ≤ rj+۱ j = ۱,۲, . . . , N − ۱
ͬ دهند م نتیجه بالا رابطه دو

β۰ ≤ β۱ ≤ · · · ≤ βN−۱.

با است معادل (١۵) رابطه
βk <

λ

۱− λ
, βk+۱ ≥ λ

۱− λ
.

داریم ساده محاسباتͬ انجام با
βk

۱+ βk
< λ ≤ βk+۱

۱+ βk+۱
.

دادن قرار با
λk =

βk
۱+ βk

, λk =
βk+۱

۱+ βk+۱
,
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

با است معادل (١۵) شرایط

λ ∈ (λk, λk].

ازای به آیا که است این ͬ شود م مطرح که سوالͬ است. داده ارائه (١٠) مساله برای بهینه جواب ͷی ٣ . ۴ قضیه
ͬ دهیم. م پاسخ سوال این به ادامه، در دارد؟ وجود (٩) مساله برای دیͽری کارای نقاط λ ∈ (λk, λk]

بهینه جواب ،٣ . ۴ قضیه در داده شده جواب آن گاه ،λ ∈ (λk, λk) اگر ،k = ۰,۱, . . . , N −۱ ͷی برای [٢] .۴ . ۴ لم
است. (١٠) مساله یͺتای

که: است (٩) مساله برای کارا نقطه ͷی (y∗, z∗)

(١۶) z∗ = −(
∑

i∈J∗(λ)

ri
qi
)(

∑
j∈J∗(λ)

۱
qj
)−۱.

آن گاه ،λ = λk اگر k = ۰,۱, . . . , N − ۲ ͷی برای [٢] .۵ . ۴ لم

(y∗ −∆y, z
∗ +∆y

λk

۱− λk

)

کند صدق زیر رابطه در ∆y این که شرط به است (٩) مساله برای کارا نقطه ͷی

(١٧) ۰ ≤ ∆y ≤ y∗

۱+
∑

j∈J∗(λ)
qN−k−۱

qj

.

ͬ شود. م نتیجه بالا لم دو از زیر قضیه

و k = ۰,۱, . . . , N − ۱ ازای به (λk, λk) بازه N گرفتن نظر در با ͬ توان م را (٩) مساله کارای مرز [٢] .۶ . ۴ قضیه
شامل: کارا مرز کرد. تعیین k = ۰,۱, . . . , N − ۲ ازای به λk پایانͬ نقطه N − ۱ هم چنین

در ترتیب به z∗ و y∗ که ͬ باشد م k = ۰,۱, . . . , N − ۱ ازای به (λk, λk) بازه به مربوط (y∗, z∗) کارای نقطه (١
شده اند. ذکر (١۶) و (١٢) روابط

محدوده که ͬ باشد م k = ۰,۱, · · · , N − ۲ ازای به λk به مربوط (y∗ −∆y, z
∗ + λk

۱−λk
∆y) مانند کارایی نقطه (٢

است. شده  داده  (١٧) رابطه در ∆y تعریف

بدون موقعیتͬ سرمایه گذاری، موقعیت های بین در ͬ کنیم م فرض بخش، این در .ͷریس بدون موقعیتͬ وجود .٢ . ۴
داشته  را بازده میزان کم ترین ،ͷریس بدون موقعیت ͬ کنیم م فرض مساله، کلیت از کاستن بدون دارد. وجود نیز ͷریس
است کم تر si۰ موقعیت بازده از آن ها بازده که مخاطره آمیزی موقعیت های تمام (از ͬ نامیم م si۰ را موقعیت این و باشد
به  و بهینه سهام آوردن بدست برای .qi۰ = ۰ کرد فرض ͬ توان م بالا، توضیحات به توجه با کرد). چشم پوشͬ ͬ توان م
و است ͷکوچ کافͬ اندازه به عددی ϵ که ،qi۰ = ϵ > ۰ کرد فرض ͬ توان م (١٠) مساله برای بهینه جوابی عبارتͬ

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد si۰ موقعیت برای متفاوت حالت دو بدست آورد. ϵ → ۰+ با را دلخواه نتیجه ͬ توان م
صورت همان به (١٠) مساله بهینه جواب صورت این  در .i۰ /∈ J∗(λ) ،٣ . ۴ قضیه در شده بیان قاعده با مطابق الف)

ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون شد، بیان ٣ . ۴ قضیه در که
۶٣ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

ͬ گردد. م تعیین زیر صورت به (١٠) مساله برای بهینه جواب ͷی حالت، این در .i۰ ∈ J∗(λ) شده، ذکر قاعده طبق ب)

x∗j = ۰, j /∈ J∗(λ)

x∗j =
۱
qj
(
۱
ϵ
+

N∑
i=N−k
i ̸=i۰

۱
qi
)−۱, j ∈ J∗(λ)

y∗ = (
۱
ϵ
+

N∑
i=N−k
i ̸=i۰

۱
qi
)−۱.

داریم: صفر، سمت به ϵ دادن میل با

x∗j = ۰, j > ۱, x∗i۰ = ۱, y∗ = ۰.

که ͬ شود م انتخاب سرمایه گذاری برای si۰ موقعیت زمانͬ

(١٨) rN − ri۰
qN

+
rN−۱ − ri۰

qN−۱
+ · · ·+ r۲ − ri۰

q۲
<

λ

۱− λ
.

ͬ دهد. م بدست را زیر قضیه ب و الف حالت های ترکیب

ͷی و J∗(λ) مجموعه نباشد، برقرار (١٨) رابطه اگر شده باشد. داده λ ∈ (۰,۱) کنید فرض [٢] .٧ . ۴ قضیه
استراتژی باشد، برقرار (١٨) رابطه اگر ͬ گردد. م تعیین گفته شد ٣ . ۴ قضیه در آن چه مطابق (١٠) مساله بهینه جواب
سرمایه گذاری ͷریس بدون موقعیت در ،(M۰) اولیه سرمایه صد در صد که است بدین صورت بهینه سرمایه گذاری

ͬ شود. م

βN−i۰ < λ
۱−λ دیͽر عبارتͬ به یا و باشد، برقرار (١٨) رابطه هرگاه شد، گفته بالا قضیه در که همان طور کارا: مرز

اولیه سرمایه تمام که است گونه ای به ٣ . ۴ قضیه از حاصل (١٠) مساله بهینه جواب ،λ ∈ (λN−i۰ ,۱) با است معادل که
نتیجه در و xk > ۰ با دیͽری جواب هر که دید ͬ توان م به راحتͬ حالت این در ͬ شود. م داده  اختصاص si۰ موقعیت به
تخصیص و qk > qi۰ = ۰ اما rk ≤ ri۰ (زیرا نیست بهتر xi۰ = ۱ و xk = ۰ با جواب به نسبت ،k < i۰ که xi۰ < ۱
مساله بهینه جواب که معناست بدین این ͬ دهد). م افزایش را (١٠) مساله هدف تابع مقدار ،xk به M۰ از درصدی دادن
si۰ موقعیت ٣ . ۴ قضیه قاعده بنابر آن گاه ،λ /∈ (λN−i۰ ,۱) اگر بنابراین یͺتاست. λ ∈ (λN−i۰ ,۱) حالت در (١٠)

است. معتبر اول حالت در صورت گرفته تحلیل و تجزیه و ͬ گردد، نم انتخاب سرمایه گذاری برای
داشته وجود سرمایه گذاری کاندیدای موقعیت های بین در ͷریس بدون موقعیت که حالتͬ برای کارا مرز زیر، قضیه

ͬ کند. م تعیین را باشد

k = ۰,۱, · · · , N− i۰−۱ ازای به (λk, λk) بازه N− i۰+۱ گرفتن نظر در با (٩) مساله کارای مرز [٢] .٨ . ۴ قضیه
بنابراین ͬ شود. م تعیین k = ۰,۱, · · · , N − i۰ + ۱ ازای به λk پایانͬ نقطه N − i۰ هم چنین و (λN−i۰ ,۱) بازه و

شامل: کارا مرز
ͬ باشد م (λN−i۰ ,۱) بازه یا و k = ۰,۱, · · · , N − i۰ − ۱ ازای به (λk, λk) بازه به مربوط (y∗, z∗) کارای نقطه (١

شده اند. بیان (١۶) و (١٢) روابط در ترتیب به z∗ و y∗ که
که ͬ باشد م k = ۰,۱, · · · , N − i۰ − ۱ ازای به λk به مربوط (y∗ − ∆y, z

∗ + λk

۱−λk
∆y) مانند کارایی نقاط (٢

است. شده  داده  (١٧) رابطه در ∆y تعریف محدوده
DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332 ۶۴
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه گوناگون، ریسͷ های مبنای بر سهام سبد بهینه انتخاب

داده های روی بر l∞ مدل پیاده سازی با بخش، این در تهران. بورس داده های برای کارا مرز رسم و تحلیل .٣ . ۴
نموده ایم. ترسیم ٣ شͺل در را مدل این کارای مرز (مثال٢ . ٣)، تهران بورس

٢ . ٣ مثال داده های برای l∞ مدل کارای مرز :٣ شͺل

(٢ . ٣ مثال داده های (برای l∞ مدل تحت موقعیت ها از ͷی هر به تخصیص درصد و بازده ،ͷریس :۶ جدول

تراکتورسازی سرمایه گذاری مخابرات فیبر پتروشیمͬ داروسازی پردازی داده پارس بیمه ایران ͷریس بازده ردیف
ایران مسͺن ایران ایران فارس خلیج ابوریحان ایران خزر آسیا خودرو حاصل انتظار مورد

۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۱
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۲
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۳
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۴
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۵
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۶
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۹۴۵۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۱ ۷
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۸
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۹
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۱۰
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۱۱
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۱۲
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۱۳
۰٫۲۶۵۳ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۶۹۵۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۵۷۸ ۱۴
۰٫۰۷۳۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۱۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۳۸ ۰٫۶۷۱۹ ۰٫۱۹۳۶ ۰٫۰۱۵۸ ۰٫۰۰۱۴ ۰٫۰۴۲۷ ۱۵
۰٫۰۷۳۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۱۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۳۸ ۰٫۶۷۱۹ ۰٫۱۹۳۶ ۰٫۰۱۵۸ ۰٫۰۰۱۴ ۰٫۰۴۲۷ ۱۶
۰٫۰۶۷۱ ۰٫۰۹۲۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۰۷ ۰٫۶۱۰۰ ۰٫۱۷۵۷ ۰٫۰۱۴۳ ۰٫۰۰۱۳ ۰٫۰۳۸۷ ۱۷
۰٫۰۶۷۱ ۰٫۰۹۲۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۰۷ ۰٫۶۱۰۰ ۰٫۱۷۵۷ ۰٫۰۱۴۳ ۰٫۰۰۱۳ ۰٫۰۳۸۷ ۱۸
۰٫۰۶۷۱ ۰٫۰۹۲۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۱۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۰۷ ۰٫۶۱۰۰ ۰٫۱۷۵۷ ۰٫۰۱۴۳ ۰٫۰۰۱۳ ۰٫۰۳۸۷ ۱۹

از کسری هم چنین و بازده و ͷریس مقدار ،٢ . ٣ مثال داده های برای متلب در مربوطه مدل پیاده سازی با علاوه، به
به داده شده مقادیر جدول، این در آورده ایم. ۶ جدول در را ͬ شود م سرمایه گذاری موقعیت ها از ͷی هر در  که اولیه سرمایه

۶۵ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118340.1332
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۴٩–۶٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ دامنه، سلیمان م. و جوادی س. امینͬ، م. س.

افزایش هدف تابع در ͷریس اثر ͬ یابد، م افزایش λ چه هر ،(١٠) مدل به توجه با هستند. ۱۹
۲۰ ،. . . ، ۲

۲۰ ، ۱
۲۰ ترتیب، به ،λ

متناظر سهام سبد در بازده، متوسط ماکزیمم با ، ایران“ ”فیبر شرکت سهم دلیل، همین به ͬ یابد. م کاهش آن در بازده اثر و
نیز ͷریس ͬ یابد، م کاهش بازده چه هر که ͬ شود م دیده اشاره مورد جدول از علاوه، به است. بیش تر ،ͷکوچ λهای با
ردیف سبدهای مجموع، در است. پایین تر ͷریس و هستند متنوع تر سهام سبدهای پایین، بازده های برای ͬ یابد. م کاهش
بازده با را متنوعͬ سهام سبدهای ͬ تواند م مدل این که، ͬ شود م دیده جدول این از هستند. متنوع تری سبدهای بعد به ۱۵
آن ها بین از انتخاب به خود، ریسͷ پذیری با مطابق سرمایه گذار هر تا دهد قرار سرمایه گذار اختیار در متنوع ریسͷ های و

داده هاست. توزیع از مستقل l∞ ͷریس با شده مطرح مدل که کنید توجه پایانͬ، نکته عنوان به بپردازد.

نتیجه گیری و مدل ها مقایسه .۵

اقتصاد‐ نوبل (دارنده مارکوویتز رود. مͬ شمار به سهام سبد بهینه انتخاب در عطفͬ نقطه ،M − V ͷکلاسی مدل
ایراد از خالͬ ایشان مدل ولͬ است برداشته را سهام سبد بهینه انتخاب ریاضͬ نظریه در گام اولین مدل این ارائه با (۱۹۹۰
واریانس‐کوواریانس بر مبتنͬ ͷریس از استفاده داده ها، توزیع به آن کارکرد وابستگͬ مدل، این ایرادات مهم ترین نیست.
در شده بررسͬ دیͽر مدل دو در است. سهام بهینه سبد آوردن بدست برای دوم درجه برنامه ریزی از استفاده هم چنین و

است. شده مدل دوهدفه بهینه سازی مساله ͷی قالب در سهام سبد بهینه انتخاب مساله نوشتار، این
هر به تخصیص یافته درصد و ͷریس بازده، تهران، بورس از داده هایی روی بر شده بررسͬ مدل سه سازی پیاده با
ͷریس تعریف چͽونگͬ این که به توجه با است. آمده ۶ و ۵ ،۴ جدول های در نتایج آوردیم. بدست را موقعیت ها از ͷی
مقایسه مستقیم طور به بازده و ͷریس منظر از را جدول سه این نتایج ͬ توان نم است، متفاوت شده بررسͬ مدل سه در
نظر در مدل ها نسبی عملͺرد بررسͬ برای را ͷریس نسبی افزایش به بازده نسبی افزایش نسبت ͬ توان م حال این با کرد.
با متناظر ͷریس و بازده دو بیش ترین گرفتن نظر در با جدول هر برای ͬ نامیم، م نسبی کارایی که را، شاخص این گرفت.
آمده بدست ۰٫۲۱ و ۱٫۱۷ ،۰٫۲۷ با برابر ترتیب به ۶ و ۵ ،۴ جدول های برای نسبی کارایی کرده ایم. محاسبه آن ها
عملͺرد دیͽر مدل دو به نسبت گرفته شده، نظر در داده های برای نسبی، کارایی منظر از دوم مدل ͬ دهد م نشان که است،

است. داشته بهتری
که موقعیت دو در حداکثر سرمایه گذاری دوم، مدل نتایج در که ͬ شود م مشاهده ،۵ جدول به توجه با دیͽر، طرفͬ از
شده بررسͬ مین ماکس مدل پیاده سازی است. کم سرمایه گذاری تنوع یعنͬ است. گرفته صورت دارند را بازده بیش ترین
کردیم مشاهده ۶ جدول در که همان طور داشت. همراه به را ۶ جدول در شده ذکر نتایج داده ها، این روی بر ۴ بخش در
در تنوع و گرفته انجام متنوع تری موقعیت های در سرمایه گذاری حاصل، بازده و ͷریس به توجه با مختلف حالت های در

است. مشهود خوبی به مدل آخرین از آمده بدست سهام سبد

وقدردانͬ تشͺر

بهبود به منجر که ارزشمندشان نظرات و کرده اند مقاله مطالعه صرف که وقتͬ دلیل به محترم، داور از نویسندگان
ͬ نمایند. م قدردانͬ و تشͺر گردید، مقاله
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کامپیوتر وعلوم آمار ریاضͬ، دانشͺده علوم، پردیس تهران، دانشͽاه انقلاب، خیابان تهران،
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١٣٩٠ و ١٣٨۴ های سال در مشهد فردوسͬ دانشͽاه از آمار دکتری و ارشد کارشناسͬ التحصیل فارغ امینͬ مرتضͬ سید
مجلات در مقاله ٢٠ از بیش تاکنون او است. تهران دانشͽاه علمͬ هیات عضو و استادیار حاضر حال تا ١٣٩٠ سال از و
او پژوهشͬ علایق است. رسانیده چاپ به رگرسیون حوزه در فارسͬ زبان به درسͬ کتاب دو و شده داوری بین المللͬ
و ماشین یادگیری پژوهشͬ هسته دبیر اکنون هم وی است. رگرسیون و آماری بندی مدل آماری، استنباط و یادگیری

است. مشغول زمینه این در پژوهشͬ و ترویجͬ های فعالیت به و بوده تهران دانشͽاه سیͽنال پردازش

جوادی ساجده
کامپیوتر علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده علوم، پردیس تهران، دانشͽاه انقلاب، خیابان تهران،

sajedehjavadi٣@gmail.com

رشته در را ارشد کارشناسͬ دوره و کاشان دانشͽاه در کاربردها و ریاضیات رشته در را کارشناسͬ دوره جوادی ساجده
از ١٣٩٧ زمستان در وی است. رسانده پایان به تهران دانشͽاه در عملیات) در تحقیق و (بهینه سازی کاربردی ریاضͬ
دیͽر مولف دو راهنمایی تحت ماکس” مینͬ ͷریس پایه بر سهام سبد ”انتخاب عنوان با خود ارشد کارشناسͬ نامه پایان

است. نموده دفاع حاضر، مقاله

دامنه سلیمانͬ مجید
کامپیوتر علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده علوم، پردیس تهران، دانشͽاه انقلاب، خیابان تهران،

soleimani@khayam.ut.ac.ir

حال در و تهران خوارزمͬ دانشͽاه از کاربردی ریاضͬ دکتری و ارشد کارشناسͬ التحصیل فارغ دامنه، سلیمانͬ مجید
بهینه سازی و عملیات در تحقیق وی، پژوهشͬ علایق است. دانشیاری) مرتبه (با تهران دانشͽاه علمͬ هیات عضو حاضر
بین المللͬ مجلات در زمینه ها این در متعددی مقالات و است مالͬ مدیریت و ریاضیات مدلسازی، کاربردی)، و (نظری
پژوهشͬ معاون حاضر حال در و تهران دانشͽاه علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده سابق رییس ایشان است. رسانده چاپ به

است. دانشͽاه همین علوم پردیس
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