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کیلͬ نمودار با گروه ها کردن مصور

محمود رباطͬ سجاد

قرار مطالعه مورد را گروه ها نظریه در شده تعریف ساختارهای از برخͬ کیلͬ نمودارهای ساخت فرایند مقاله این در چͺیده.
ͬ دهیم. م

مقدمه .١

حساب معلمان ͬ گیرند. م ͷکم مفاهیم شان آسانتر انتقال برای شͺل ها و تصاویر از ریاضͬ شاخه های بیشتر
با توپولوژی اساتید ͬ کنند. م استفاده ریمان مجموع توجیه برای منحنͬ ͷی زیر مستطیل های از انتگرال، و دیفرانسیل
برای چرا پس ͬ دهند. م توضیح را نظرشان مورد مطالب صفحه روی نقطه ͷی مرکز به ε شعاع به دایره ای از استفاده

ͬ کنیم؟ نم استفاده تصاویر از مقدماتͬ مجرد جبر درس
شهودی ترین و مهمترین Cayley diagram کیلͬ نمودار دارد. وجود گروه ͷی تصویر کشیدن به برای زیادی روش های
گروه ͷی کیلͬ نمودار کلͬ، حالت در گردید. ابداع نوزدهم قرن انگلیسͬ ریاضیدان کیلͬ آرتور توسط که است روش
داراست. را زیر ͬ های ویژگ و شده متصل هم به دار) (برچسب رنگͬ جهت دار یال های توسط که است رئوسͬ شامل متناهͬ

است. گروه برای خاص مولد ͷی نمایانگر خاص رنگ ͷی با جهت دار یال هر (١)
ͬ شود. م داده نمایش راس ͷی توسط کیلͬ نمودار در گروه عضو هر (٢)

و دهد مͬ نتیجه را b ،a روی g عمل یعنͬ کند متصل b به را a راس g مولد با متناظر جهت دار یال ͷی اگر (٣)
.a.g = b دیͽر عبارت به

رسم غیرجهت دار یال ،b و a رئوس بین دوطرفه جهت دار یال جای به اینصورت در ،b.g = a و a.g = b اگر (۴)
ͬ کنیم. م

را G ،A از سره ای زیرمجموعه هیچ بطوریͺه باشد G گروه برای مولد مجموعه ͷی A = {a۱, a۲, ..., an} کنیم فرض
راس از جهت دار یال ͷی و کرده رسم را گروه همانͬ راس ابتدا متناهͬ، گروه این کیلͬ نمودار رسم برای نیاورد. پدید
صورتیͺه در و داده اثر موجود غیرهمانͬ رئوس تمامͬ بر را ai مولد هر سپس، ͬ کنیم. م متصل ai راس هر به همانͬ
گروه کیلͬ نمودار روند این ادامه با ͬ کنیم. م رسم c راس به b راس از ai مولد با متناظر جهت دار یال ͷی ،b.ai = c

را گروه ها نظریه در موجود ساختارهای از برخͬ کیلͬ نمودارهای بعد، بخش های در ترتیب، بدین ͬ آید. م بدست مذکور
است. [١] کتاب از برگرفته مقاله این مطالب تمامͬ است ذکر به لازم ͬ کنیم. م رسم
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دوری گروه های .٢

دورانͬ تقارن دارای فقط و فقط که کنند مͬ توصیف را اجسامͬ دوری، گروه های گروه ها، خانواده عضو ابتدایی ترین
جسم آن تقارن تنها اگر فقط و اگر است دوری ͬͺفیزی جسم ͷی تقارنͬ گروه دیͽر، عبارت به هستند. محور ͷی حول

باشد. محور ͷی حول دوران

B(OH)۳ ͷاسیدبوری مولͺول :١ شͺل

رفتار بر گروه ها این زیرا ͬ کنند، م طبقه بندی مولͺول آن تقارنͬ گروه براساس را مولͺول ها شیمیدان ها ͬ دانیم م
به ساعتگرد دوران ͬ بینیم م است. کشیده تصویر به را ͷاسیدبوری مولͺول ͷی ،١ شͺل در ͬ گذارد. م تاثیر مولͺول ها

نمایید. مشاهده را ٢ شͺل کند، مͬ حفظ را مولͺول شͺل ۲π/۳ اندازه

۲π و ۴π/۳ ،۲π/۳ اندازه های به ساعتگرد دورانهای :٢ شͺل
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کننده توصیف گروه بنابراین، نیست. B(OH)۳ مولͺول تقارن ͷی بازتابی تقارن ،٣ شͺل به بنا حال، این با
C۳ با را آن و ͬ باشد م ،۲π و ۴π/۳ ،۲π/۳ اندازه های به دوران عنصر، سه با دوری گروه ͷی B(OH)۳ تقارن های
ͬ دهیم. م نمایش Cn با را آن و نامیده n مرتبه دوری گروه عنصر، n شامل دوری گروه کلͬ، حالت در ͬ دهیم. م نمایش

عمودی محور حول بازتاب :٣ شͺل

همین به و ۲ با را ساعتگرد دوران بار دو ،۱ با را ساعتگرد دوران ͷی ،۰ با را عنصرهمانͬ ،Cn عناصر نمایش برای
نشان Cn C۵و ،C۳ کیلͬ های نمودار ، ۴ شͺل در ͬ دهیم. م نمایش n − ۱ با را ساعتگرد دوران بار n − ۱ تا ترتیب

ͬ باشد. م دور ͷی همیشه دوری گروه ͷی کیلͬ نمودار که است روشن است. شده داده

Cn C۵و ،C۳ کیلͬ های نمودار :۴ شͺل

گروه ها مستقیم حاصلضرب .٣

مستقیم حاصلضرب برای کیلͬ نمودار ͷی ،B و A گروه های کیلͬ نمودارهای از استفاده با خواهیم مͬ بخش این در
به B = C۴ و A = C۲ برای زیر تعریف فرایند از مرحله هر ،۵ شͺل در نمونه طور به بسازیم. A×B یعنͬ گروه ها این

است. شده کشیده تصویر
٢١ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336
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C۴ و C۲ گروه های کیلͬ نمودارهای از استفاده با C۲ × C۴ کیلͬ نمودار ساخت فرایند :۵ شͺل

ͬ کنیم: م دنبال را زیر مراحل ،B و A کیلͬ نمودارهای از A×B کیلͬ نمودار ساختن برای .٣ . ١ تعریف
ͬ کنیم. م رسم را A کیلͬ نمودار (١)

است. شده رسم چپ سمت در A = C۲ کیلͬ نمودار ،۵ شͺل در
ͬ دهیم. م قرار A کیلͬ نمودار از راس هر درون در را B کیلͬ نمودار از کپی ͷی (٢)

است. شده داده قرار C۴ کیلͬ نمودار ،C۲ راس دو هر درون در ،۵ شͺل وسط در
کیلͬ نمودارهای از کپی هر متناظر راس های ،A یال های از استفاده با و کرده پاک را A کیلͬ نمودار رئوس (٣)

ͬ کنیم. م متصل هم به را B

استفاده با ͬ نامیم. م B و A گروه های مستقیم حاصلضرب را ͬ شود م نتیجه ٣ . ١ تعریف از آن کیلͬ نمودار که گروهͬ
همانطور ͬ باشد؛ م b ∈ B و a ∈ A آن در که است (a, b) بصورت A×B گروه عنصر ͷی ،٣ . ١ تعریف در ٢ مرحله از
نمودار بر A×B کیلͬ نمودار که کنیم مͬ مشاهده نمونه طور به شͺل این در بعلاوه، ͬ نمایید. م مشاهده ۶ شͺل در که

است. منطبق B ×A کیلͬ

C۲ × C۴ گروه عناصر :۶ شͺل

DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336 ٢٢

 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336


٢٨–١٩ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کیلͬ، نمودار با گروه ها کردن مصور

آبلͬ گروه های .۴

گروه های اساسͬ قضیه حقیقت، این است. دوری گروه های به آن کردن تقسیم آبلͬ گروه ͷی ساختن برای راه ͷی
استفاده با راحتͬ به نتیجه در است. دوری اش زیرگروه های مستقیم حاصلضرب آبلͬ گروه هر ͬ کند م بیان که دارد نام آبلͬ
ͷی C۲ × C۲ × C۲ گروه مثال، طور به نمائیم. رسم را آبلͬ گروه ͷی کیلͬ نمودار ͬ توانیم م قبل بخش های نتایج از
تعریف از استفاده با و گرفته نظر در (C۲ ×C۲)×C۲ بصورت آنرا ، گروه این کیلͬ نمودار رسم برای است. آبلͬ گروه

ͬ کنیم. م رسم را نظر مورد کیلͬ نمودار سپس کرده رسم را C۲ × C۲ نمودار ابتدا ،٧ شͺل مانند و ٣ . ١

گروه سه مستقیم حاصلضرب کیلͬ نمودار ساخت فرایند :٧ شͺل

گروهͬ همریختͬ .۵

ͬ پردازیم: م همریختͬ تعریف به ابتدا

کند. صدق زیر معادل شرایط از ͬͺی در اگر است H گروه به G گروه از ϕ تابع ͷی همریختͬ، ͷی .١ . ۵ تعریف
جهت دار یال اینصورت در کند، متصل c عنصر به را a عنصر G در b جهت دار یال اگر کیلͬ، نمودار در (١)

کند. متصل ϕ(c) عنصر به را ϕ(a) عنصر باید H در ϕ(b)

معادله ،H جدول در اینصورت در باشد، برقرار a.b = c معادله ،G ضرب جدول در اگر ضرایب، جدول در (٢)
باشد. برقرار باید نیز ϕ(a).ϕ(b) = ϕ(c)

(٩ ٨و باشد.(شͺل برقرار G در a, b, c هر برای باید گزاره ها این
٢٣ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336
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همریختͬ تعریف در معادل شرایط تصویری نمایش :٨ شͺل

ͬ های خودریخت تمام مجموعه ͬ نامیم. م خودریختͬ ͷی را خودش به گروه ͷی از پوشا و ͷی به ͷی همریختͬ ͷی
ͬ دهد. م گروه ͷی تشͺیل ترکیب عمل با مجموعه این که ͬ دهیم م نمایش Aut(G) با را گروه ͷی

C۶ به C۳ از همریختͬ ͷی :٩ شͺل

بعلاوه، ͬ کند. م حفظ را گروه ساختار که است G مولدهای بین جایͽشت ͷی G گروه روی خودریختͬ هر ͬ دانیم م
G گروه برای جدید کیلͬ نمودار ͷی G گروه مولدهای بین جایͽشت هر پس است، مولدها به وابسته کیلͬ نمودار چون

است. شده داده نمایش C۳ دوری گروه کیلͬ نمودارهای تمام ، ١٠ شͺل در نمونه برای ͬ آورد. م پدید

C۳ گروه برای کیلͬ نمودار دو :١٠ شͺل
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گروه ها مستقیم نیم حاصلضرب .۶

ͬ باشد. م مستقیم حاصلضرب از پیچیده تر عملͽری که ͬ کنیم م معرفͬ را گروه ها نیم مستقیم حاصلضرب بخش، این در
عامل کیلͬ نمودار برطبق عامل ͷی کپی های متناظر عناصر اتصال از مستقیم حاصلضرب که آموختیم قبل بخش های در
عناصر اتصال نقشه ͬͺی که دارد، وجود عامل دو نیز آن در است، ساده نیز نیم مستقیم حاصلضرب ͬ آید. م بدست دیͽر

نیستند. ͬͺی الزاما ها کپی این که تفاوت این با ͬ کند. م مشخص را دیͽر عامل کپی های در متناظر

قطر d و عمودی خط v افقͬ، خط h آن در که .(h v d), (h v) جایͽشت های توسط آمده پدید V۴ برای کیلͬ نمودار دو :١١ شͺل
باشد. مͬ مستطیل

گروه عناصر e, h, v, d کنیم فرض آوریم. بدست را V۴ کلاین چهارتایی گروه ͬ های خودریخت گروه ͬ خواهیم م حال
از زیرگروهͬ Aut(V۴) پس هستند، V۴ گروه مولدهای h, v, d عناصر چون .h۲ = v۲ = d۲ = e بطوریͺه باشند V۴

است. S۳ متقارن گروه همان یا h, v, d حرفِ سه روی های جایͽشت تمام گروه

مذکور جایͽشت دو توسط پدیدآمده V۴ کیلͬ های نمودار تمام گروه :١٢ شͺل

٢۵ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336


٢٨–١٩ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، محمود رباطͬ س.

نمودار دو نتیجه در و ͬ کنند م القا را V۴ گروه خودریختͬ دو (h v d) و (h v) جایͽشت دو که کنیم بررسͬ توان مͬ
نتیجه در و S۳ جایͽشت ها این که کنیم بررسͬ توان مͬ براحتͬ بعلاوه .(١١ ͬ سازند(شͺل م گروه این برای جدید کیلͬ
شده داده نمایش را آنها بین رابطه و V۴ گروه کیلͬ نمودارهای تمامͬ مجموعه ،١٢ شͺل در ͬ کنند. م تولید را Aut(V۴)

است.
استفاده با حال .(١٣ (شͺل θ(۱) = (h v d) بطوریͺه باشد Aut(V۴) به C۳ از همریختͬ ͷی θ کنیم فرض حال
مرحله هر ،١۴ شͺل در نمونه برای ͬ آوریم. م بدست G⋊θ H مستقیم نیم حاصلضرب ساختار ،θ همریختͬ تعریف از
شͺل در شده تعریف همریختͬ θ آن در که است شده کشیده تصویر به H = C۳ و G = V۴ برای زیر تعریف فرایند از

است. ١٣

دیͽر گروه ͷهای ͬ خودریخت گروه ͷی به گروه ͷی از همریختͬ ͷی :١٣ شͺل

ͬ کنیم: م دنبال را زیر مراحل ،H و G کیلͬ نمودارهای از G⋊θ H کیلͬ نمودار ساختن برای .١ . ۶ تعریف

ͬ کنیم. م رسم را H کیلͬ نمودار (١)
است. شده رسم چپ سمت در H = C۳ کیلͬ نمودار ،١٣ شͺل در

ͬ دهیم. م قرار را θ(h) کیلͬ نمودار ،H کیلͬ نمودار از h راس هر درون در (٢)
را θ(h) کیلͬ نمودار از کپی ͷی ،h ∈ C۳ راس سه هر در ١٣ شͺل از استفاده با ،١۴ شͺل وسط در

است. شده داده قرار
از کدام هر متناظر راس های ،H جهت دار یال های از استفاده با و کرده پاک را H کیلͬ نمودار رئوس (٣)
بدست V۴ ⋊θ C۳ نیم مستقیم حاصلضرب کیلͬ نمودار حال ͬ کنیم. م متصل هم به را V۴ کیلͬ نمودارهای

ͬ آید. م
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١٣ شͺل در شده تعریف θ با V۴ ⋊θ C۳ کیلͬ نمودار ساخت فرایند :١۴ شͺل

هستند. منطبق هم بر V۴⋊θC۳ و A۴ کیلͬ نمودارهای که کنیم بررسͬ توانیم مͬ A۴ کیلͬ نمودار کشیدن با براحتͬ

دووجهͬ گروه های .٧

ͷی دورانͬ(حول تقارن ͷی و بازتابی تقارن ͷی دارای فقط که ͬ کند م توصیف را اجسامͬ دووجهͬ گروه های
ͷی هستند. منتظم ͬ های ضلع چند دارند، را دورانͬ و بازتابی تقارن دو هر که هندسͬ اشͺال راحتترین هستند. محور)
D۲n با را ͬ کند م توصیف را منتظم n‐گونای ͷی تقارن های که گروهͬ و نامیم n‐گونا را ضلع n با منتظم چندضلعͬ

ͬ دهیم. م نمایش

مثلث بازتابی تقارن و ساعتگرد دوران :١۵ شͺل

تقارن های که کرد بررسͬ ͬ توان م براحتͬ دهیم. نمایش f با را بازتابی تقارن و r با را ساعتگرد دوران کنیم فرض
نمودار این، به توجه با کنید. مشاهده را ١۵ شͺل است، D۶ عناصر تمام یا مثلث ͷی تقارن های تمام r, r, r۲, f, rf, r۲f
نیم مستقیم حاصلضرب کیلͬ نمودار با کیلͬ نمودار این که آنجاست جالب است. شده رسم ،١۶ شͺل در D۶ کیلͬ

دارد. انطباق C۳ ⋊ C۲

٢٧ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.118734.1336
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٢٨–١٩ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، محمود رباطͬ س.

D۲n و D۱۰ D۶و وجهͬ دو های گروه کیلͬ نمودار :١۶ شͺل

است. شده رسم کلͬ حالت در D۲n کیلͬ نمودار ،١۶ شͺل راست سمت در
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