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جهت هایی ردیابی به منجر شعله، انتشار و کریستال رشد مثل ،ͬͺفیزی پدیده های از گسترده رسته ی ͷی مدل سازی چͺیده.
دیفرانسیل معادلات از ͬͺی به منجر است، خمیدگͬ سرعت که وقتͬ ͬ کنند. م حرکت خمیدگͬ به وابسته سرعت با که ͬ شود م
منظم چͽونگͬ شود، مͬ مطرح طبیعͬ صورت به که سوالͬ ͬ شود. م اقلیدسͬ فضای در ͷکلاسی تبهͽون خطͬ غیر دوم مرتبه
جواب های که ͬ شوند م این به منجر اما ͬ شوند، م ضعیف تعریف مفهوم در تنها ͷتئوری جواب های است. جواب ها بودن
در که است پیوسته وقتͬ فقط آنها دوم مرتبه مشتق است؛ بهینه نتیجه این باشند. مشتق پذیر بار دو همواره ͷکلاسی
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Level Set Method
For Motion byMean Curvature

Tobias Holck Colding and William P. Minicozzi II

Aˁ˒˓ˑˀ˂˓. Modeling of a wide class of physical phenomena,
such as crystal growth and Ǝame propagation, leads to tracking
fronts moving with curvature-dependent speed. When the speed
is the curvature this leads to one of the classical degenerate non-
linear second-order diƌerential equations on Euclidean space.
One naturally wonders, “What is the regularity of solutions?” A
priori solutions are only deƍned in a weak sense, but it turns
out that they are always twice diƌerentiable classical solutions.
This result is optimal; their second derivative is continuous only
in very rigid situations that have a simple geometric interpreta-
tion. The proof weaves together analysis and geometry. Without
deeply understanding the underlying geometry, it is impossible
to prove ƍne analytical properties.

Figure 1. Oil droplets in water can be modeled by the
level set method.
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The spread of a forest ʱre, the growth of a crystal,
the inʲation of an airbag, and a droplet of oil
ʲoating in water can all be modeled by the level
set method. See Figure 1. One of the challenges
for modeling is the presence of discontinuities.

For example, two separate ʱres can expand over time and
eventually merge to one, as in Figure 2, or a droplet of
liquid can split as in Figure 3. The level set method allows
for this.

Figure 2. After two ƌres merge the evolving front is
connected.

Figure 3. Water separates into droplets.

The level set method has been used with great success
over the last thirty years in both pure and applied mathe-
matics. Given an initial interface or front �0 bounding a
region in R�+1, the level set method is used to analyze its
subsequent motion under a velocity ʱeld. The idea is to
represent the evolving front as a level set of a functionࣆ(�, ,(ࣄ where � is in R�+1 and ࣄ is time. The initial front�0 is given by �0 = ,�)ࣆ|�} 0) = 0},
and the evolving front is described for all later time ࣄ
as the set where ,�)ࣆ (ࣄ vanishes, as in Figure 4. There
are many functions that have �0 as a level set, but the
evolution of the level set does not depend on the choice
of the function ,�)ࣆ 0).

In mean curvature ʲow, the velocity vector ʱeld is the
mean curvature vector, and the evolving front is the level
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کرد. مدل سازی تراز سطح روش با ͬ توان م را آب در روغن قطره های :١ شͺل
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ͬ گردد. م همبند یافته گسترش جبهه ͬ شود، م ادغام آتش دو اینکه از بعد :٢ شͺل
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ͬ شود. م تقسیم قطره ها به آب :٣ شͺل

فرض است. شده گرفته بͺار اخیر سال سͬ در عظیمͬ موفقیت با کاربردی و محض ریاضیات در تراز سطح روش
حرکت تحلیل به تا ͬ شود م استفاده تراز سطح روش احاطه کند، را Rn+۱ در ناحیه ͷی M۰ جبهه یا اولیه رابطه ͷی کنید
ν(x, t) تابع ͷی تراز سطح عنوان به را یافته گسترش جبهه که است این ایده بپردازد. سرعت میدان ͷی تحت شده انجام
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ͬ شود م داده زیر رابطه با M۰ اولیه جبهه است. زمان t و Rn+۱ در x که شود داده نشان

M۰ = {x|ν(x,۰) = ۰},

شͺل نظیر ͬ شود م صفر ν(x, t) که مجموعه ای ͷی بمانند ͬ شود م تشریح t از بعد زمان تمام برای یافته گسترش جبهه و
ν(x,۰) تابع انتخاب به وابسته تراز سطح گسترش اما دارند، تراز سطح عنوان به را M۰ که دارد وجود بسیاری توابع .۴

نیست.

Figure 4. The gray areas represent trees that a forest
ƌre has not yet reached. The edge is the burning ƌre
front that is moving inward as time propagates left
to right in the upper part of the ƌgure. The propaga-
tion of the ƌre front is given as a level set of an
evolving function in the second line.

Figure 5. The red curves represent the evolving front
at three diƋerent times. Each is the zero level set of
the evolving function. The front here is moving
outward as in Figure 2. In Figures 3 and 4, the front
is moving inward.

set of a function that satisʱes a nonlinear degenerate
parabolic equation. Solutions are deʱned in a weak, so-
called “viscosity,” sense; in general, they may not even
be diʰerentiable (let alone twice diʰerentiable). However,
it turns out that for a monotonically advancing front
viscosity solutions are in fact twice diʰerentiable and
satisfy the equation in the classical sense. Moreover, the
situation becomes very rigid when the second derivative
is continuous.

Suppose Σ ⊂ R�+1 is an embedded hypersurface and n
is the unit normal of Σ. The mean curvature is given by� = divΣ(n). Here

divΣ(n) = �∑�=1⟨∇��n, ��⟩,
where �� is an orthonormal basis for the tangent space
of Σ. For example, at a point where n points in the ��+1
direction and the principal directions are in the other axis
directions,

divΣ(n) = �∑�=1
�n����

is the sum (� times the mean) of the principal curvatures.
If Σ = (ࣃ)1−ࣅ is the level set of a function ࣅ on R�+1 and

ࣃ is a regular value, then n= |ࣅ∇|ࣅ∇ and
� = �∑�=1⟨∇��n, ��⟩ = divR�+1 ( (|ࣅ∇|ࣅ∇ .

The last equality used that ⟨∇nn,n⟩ is automatically 0
because n is a unit vector.

A one-parameter family of smooth hypersurfaces�ࣄ ⊂
R�+1 ʲows by the mean curvature flow if the speed is
equal to the mean curvature and points inward:�ࣄ = −�n ,
where� and n are the mean curvature and unit normal of�ࣄ at the point �. Our ʲows will always start at a smooth
embedded connected hypersurface, even if it becomes
disconnected and nonsmooth at later times. The earliest
reference to the mean curvature ʲow we know of is in the
work of George Birkhoʰ in the 1910s, where he used a
discrete version of this, and independently in thematerial
science literature in the 1920s.

Two Key Properties• � is the gradient of area, somean curvature ʲow is the
negative gradient ʲow for volume (Vol�ࣄ decreases
most eʳciently).• Avoidance property: If �0 and �0 are disjoint, then�ࣄ and ࣄ� remain disjoint.
The avoidance principle is simply a geometric formu-

lation of the maximum principle. An application of it is
illustrated in Figure 6, which shows that if one closed
hypersurface (the red one) encloses another (the blue
one), then the outer one can never catch up with the inner
one. The reason for this is that if it did there would be a
ʱrst point of contact and right before that the inner one
would contract faster than the outer one, contradicting
that the outer was catching up.

Curve Shortening Flow
When � = 1 and the hypersurface is a curve, the ʲow is the
curve shortening ʲow. Under the curve shortening ʲow,
a round circle shrinks through round circles to a point
in ʱnite time. A remarkable result of Matthew Grayson
from 1987 (using earlier work of Richard Hamilton and
Michael Gage) shows that any simple closed curve in the
plane remains smooth under the ʲow until it disappears

Figure 6. Disjoint surfaces avoid each other; contact
leads to a contradiction.
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داخل سمت به سوزان آتش جبهه لبه است. نرسیده آنها به هنوز جنگل آتش که ͬ دهد م نشان را درختانͬ خاکستری مناطق :۴ شͺل
تابع از تراز سطح ͷی عنوان به آتش جبهه افزایش ͬ شود. م زیاد شͺل بالای بخش در راست به چپ از زمان که وقتͬ ͬ کند م حرکت
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گسترش تابع از صفر تراز سطح کدام هر هستند. مختلف زمان سه در یافته گسترش جبهه ͷی دهنده نشان قرمز ͬ های منحن :۵ شͺل
ͬ کند. م حرکت داخل سمت به جبهه ،۴ و ٣ شͺل های در .٢ شͺل مانند ͬ کند م حرکت خارج سمت به جبهه اینجا در هستند. یافته

ͷی تراز سطح یافته گسترش جبهه و است میانگین خمیدگͬ بردار سرعت، برداری میدان میانگین، خمیدگͬ شار در
”چسبندگͬ“ مفهوم در ضعیف صورت به ها جواب ͬ کند. م صدق خطͬ غیر تبهͽون سهموی معادله ͷی در که است تابع
به هرحال، کنید). مستثنͬ را مشتق پذیری بار (دو نباشند مشتق پذیر است ممͺن حتͬ کلͬ، حالت در که اند؛ شده تعریف
مفهوم در و مشتق پذیرند بار دو حقیقت در چسبنده جواب های ͬ یابد، م گسترش یͺنواخت بطور که جبهه ͷی برای

است. پیوسته دوم مشتق که وقتͬ ͬ شود م صلب بسیار وضعیت علاوه به ͬ کنند. م صدق معادله در ͷکلاسی
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با میانگین خمیدگͬ باشد. Σ بر یͺه قائم −→n و باشد شده نشانده ابررویه ͷی Σ ⊂ Rn+۱ کنید فرض
اینجا ͬ شود. م داده H = divΣ(

−→n )

divΣ(
−→n ) =

n∑
i=۱

⟨∇ei
−→n , ei⟩,

و است xn+۱ جهت در −→n که نقطه ͷی در مثال، برای است. Σ مماس فضای برای یͺه متعامد کنج ͷی ei که است
هستند، دیͽر محورهای جهت در همه اصلͬ جهت های

divΣ(
−→n ) =

n∑
i=۱

∂−→n i

∂xi
,

ͷی s و باشد Rn+۱ در u تابع تراز سطح Σ = u−۱(s) اگر است. اصلͬ ͬ های خمیدگ میانگین) بار n) مجموع همان
و −→n = ∇u

|∇u| آنگاه  باشد، منظم مقدار

H =
n∑

i=۱
⟨∇ei

−→n , ei⟩ = divRn+۱

(
∇u

|∇u|

)
.

ͷی خانواده ͷی است. واحد بردار −→n چون است صفر همواره ،⟨∇−→n
−→n ,−→n ⟩ که است علت این به تساوی آخرین

خمیدگͬ برابر سرعت اگر ͬ یابند م جریان میانگین، خمیدگͬ شار توسط Mt ⊂ Rn+۱ هموار ابررویه های از پارامتری
باشد: داخل سمت به و میانگین

xt = −H−→n ,

هموار ابررویه ͷی در همواره شار، این هستند. x نقطه در Mt بر یͺه قائم و میانگین خمیدگͬ ترتیب به ،−→n و H که
خمیدگͬ شار برای مرجع اولین گردد. ناهموار و ناهمبند بعدی زمان های در اگر حتͬ ͬ شود، م آغاز شده نشانده همبند
و کرد استفاده را آن گسسته نسخه روی که است، ١٩١٠ دهه در ١ بیرکف جرج کار در دانیم، مͬ که آنجا تا میانگین

است. شده استفاده ١٩٢٠ دهه در مواد علم ادبیات در مستقل بطور

کلیدی ویژگͬ دو

موثر بطور Vol Mt) است حجم برای منفͬ گرادیان شار میانگین، خمیدگͬ شار لذا است، ناحیه گرادیان H •
ͬ یابد). م کاهش

ͬ مانند. م باقͬ مجزا Nt و Mt آنگاه باشند، مجزا N۰ و M۰ اگر بازدارندگͬ: ویژگͬ •

ͬ دهد م نشان که ͬ شود، م تشریح ۶ شͺل در آن از کاربردی است. ماکزیمم اصل هندسͬ فرمول سادگͬ به بازدارندگͬ اصل
تماس داخلͬ با ͬ تواند نم هرگز بیرونͬ ابررویه آنگاه آبی)، (شͺل کند احاطه را دیͽری قرمز) (شͺل بسته ابررویه ͷی اگر
ابررویه آن، از قبل درست و ͬ شود م حاصل تماس نقطه اولین آنگاه شود، انجام کار این اگر که است این دلیلش بͽیرد.

است. بوده گرفتن تماس در بیرونͬ ابررویه که است این با متناقض این و است شده منقبض بیرونͬ از سریع تر داخلͬ

1George Birkhof
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Figure 4. The gray areas represent trees that a forest
ƌre has not yet reached. The edge is the burning ƌre
front that is moving inward as time propagates left
to right in the upper part of the ƌgure. The propaga-
tion of the ƌre front is given as a level set of an
evolving function in the second line.

Figure 5. The red curves represent the evolving front
at three diƋerent times. Each is the zero level set of
the evolving function. The front here is moving
outward as in Figure 2. In Figures 3 and 4, the front
is moving inward.

set of a function that satisʱes a nonlinear degenerate
parabolic equation. Solutions are deʱned in a weak, so-
called “viscosity,” sense; in general, they may not even
be diʰerentiable (let alone twice diʰerentiable). However,
it turns out that for a monotonically advancing front
viscosity solutions are in fact twice diʰerentiable and
satisfy the equation in the classical sense. Moreover, the
situation becomes very rigid when the second derivative
is continuous.

Suppose Σ ⊂ R�+1 is an embedded hypersurface and n
is the unit normal of Σ. The mean curvature is given by� = divΣ(n). Here

divΣ(n) = �∑�=1⟨∇��n, ��⟩,
where �� is an orthonormal basis for the tangent space
of Σ. For example, at a point where n points in the ��+1
direction and the principal directions are in the other axis
directions,

divΣ(n) = �∑�=1
�n����

is the sum (� times the mean) of the principal curvatures.
If Σ = (ࣃ)1−ࣅ is the level set of a function ࣅ on R�+1 and

ࣃ is a regular value, then n= |ࣅ∇|ࣅ∇ and
� = �∑�=1⟨∇��n, ��⟩ = divR�+1 ( (|ࣅ∇|ࣅ∇ .

The last equality used that ⟨∇nn,n⟩ is automatically 0
because n is a unit vector.

A one-parameter family of smooth hypersurfaces�ࣄ ⊂
R�+1 ʲows by the mean curvature flow if the speed is
equal to the mean curvature and points inward:�ࣄ = −�n ,
where� and n are the mean curvature and unit normal of�ࣄ at the point �. Our ʲows will always start at a smooth
embedded connected hypersurface, even if it becomes
disconnected and nonsmooth at later times. The earliest
reference to the mean curvature ʲow we know of is in the
work of George Birkhoʰ in the 1910s, where he used a
discrete version of this, and independently in thematerial
science literature in the 1920s.

Two Key Properties• � is the gradient of area, somean curvature ʲow is the
negative gradient ʲow for volume (Vol�ࣄ decreases
most eʳciently).• Avoidance property: If �0 and �0 are disjoint, then�ࣄ and ࣄ� remain disjoint.
The avoidance principle is simply a geometric formu-

lation of the maximum principle. An application of it is
illustrated in Figure 6, which shows that if one closed
hypersurface (the red one) encloses another (the blue
one), then the outer one can never catch up with the inner
one. The reason for this is that if it did there would be a
ʱrst point of contact and right before that the inner one
would contract faster than the outer one, contradicting
that the outer was catching up.

Curve Shortening Flow
When � = 1 and the hypersurface is a curve, the ʲow is the
curve shortening ʲow. Under the curve shortening ʲow,
a round circle shrinks through round circles to a point
in ʱnite time. A remarkable result of Matthew Grayson
from 1987 (using earlier work of Richard Hamilton and
Michael Gage) shows that any simple closed curve in the
plane remains smooth under the ʲow until it disappears

Figure 6. Disjoint surfaces avoid each other; contact
leads to a contradiction.

NoƱembeƭ 2016 NoƯiceƮ of Ưhe AMS 1149

ͬ شود. م تناقض به منجر تماس ͬ کنند؛ م اجتناب یͺدیͽر از مجزا رویه های :۶ شͺل

منحنͬ منقبض کننده شار

منحنͬ، منقبض کننده شار تحت است. منحنͬ منقبض کننده شار ͷی شار، است، منحنͬ ͷی ابررویه و ،n = ۱ وقتͬ
گریسون متیو از برجسته نتیجه ͷی ͬ شود. م منقبض نقطه ͷی به متناهͬ زمان ͷی در گرد دایره های طریق از گرد دایره ͷی
در ساده بسته منحنͬ هر ͬ دهد م نشان ( ۴ گیج میͺائیل و ٣ همیلتون ریچارد قبلͬ کار از استفاده (با ١٩٨٧ سال در ٢

محو که آن از قبل درست ͬ شود. م محو نقطه ͷی در متناهͬ زمان در که وقتͬ تا ͬ ماند م باقͬ هموار شار تحت صفحه،
بود. خواهد گرد دایره ͷی تقریبا منحنͬ بشود،

زمان عکس های شͺل، (هشت ͬ کند م تشریح را برجسته واقعیت این ٧ شͺل در مانند مار بسته منحنͬ شͺل تغییر
هستند). تکامل

Figure 7. Grayson proved that even a tightly wound
region becomes round under curve shortening ƍow.

in ʱnite time in a point. Right before it disappears, the
curve will be an almost round circle.

The evolution of the snake-like simple closed curve in
Figure 7 illustrates this remarkable fact. (The eight ʱgures
are time shots of the evolution.)

Level Set Flow
The analytical formulation of the ʲow is the level set
equation that can be deduced as follows. Given a closed
embedded hypersurface Σ ⊂ R�+1, choose a function0ࣆ ∶ R�+1 → R that is zero on Σ, positive inside the domain
boundedbyΣ, andnegative outside. (Alternatively, choose
a function that is negative inside and positive outside.)• If we simultaneously ʲow 0ࣆ} = {1ࣃ and 0ࣆ} = {2ࣃ for1ࣃ ≠ ,2ࣃ then avoidance implies they stay disjoint.• In the level set ʲow, we look for ࣆ ∶ R�+1 ×[0,∞) → R

so that each level set ࣄ → ,⋅)ࣆ} (ࣄ = {ࣃ ʲows by mean
curvature and ,⋅)ࣆ 0) = •.0ࣆ If ࣆ∇ ≠ 0 and the level sets of ࣆ ʲow by mean
curvature, then

ࣄࣆ = )div|ࣆ∇| (|ࣆ∇|ࣆ∇ .
This is degenerate parabolic and undeʱned when ࣆ∇ = 0.
It may not have classical solutions.

In a paper cited more than 12, 000 times from 1988,
Stanley Osher and James Sethian studied this equation
numerically. The analytical foundation was provided by
Craig Evans and Joel Spruck in a series of four papers
in the early 1990s and, independently and at the same
time, by Yun Gang Chen, Yoshikazu Giga, and Shunichi
Goto. Both of these two groups constructed (continuous)
viscosity solutions and showed uniqueness. The notion
of viscosity solutions had been developed by Pierre-Louis
Lions and Michael G. Crandall in the early 1980s. The
work of these two groups on the level set ʲow was one of
the signiʱcant applications of this theory.

Examples of Singularities
Undermean curvature ʲow a round sphere remains round
but shrinks and eventually becomes extinct in a point. A
round cylinder remains round and eventually becomes
extinct in a line. The marriage ring is the example of a thin
torus of revolution in R3. Under the ʲow the marriage
ring shrinks to a circle, then disappears. See Figure 8.

Dumbbell
Figure 9 shows the evolution of a rotationally symmetric
mean convex dumbbell in R3. If the neck is suʳciently
thin, then the neck pinches oʰ ʱrst, and the surface
disconnects into two components. Later each component
(bell) shrinks to a round point. This example falls into a
larger category of surfaces that are rotationally symmetric
around an axis. Because of the symmetry, the solution
reduces to a one-dimensional heat equation. This was
analyzed in the early 1990s by Sigurd Angenent, Steven
Altschuler, and Giga; cf. also with work of Halil Mete Soner
and Panagiotis Souganidis from around the same time. A
key tool in the arguments of Angenent-Altschuler-Giga
was a parabolic Sturm-Liouville theorem of Angenent that
holds in one spatial dimension.

Singular Set
Undermean curvature ʲow closed hypersurfaces contract,
develop singularities, and eventually become extinct. The
singular set � is the set of points in space and time where
the ʲow is not smooth.

In the ʱrst three examples—the sphere, the cylinder,
and the marriage ring—� is a point, a line, and a closed
curve, respectively. In each case, the singularities occur
only at a single time. In contrast, the dumbbell has two
singular times with one singular point at the ʱrst time
and two at the second.

Mean Convex Flows
A hypersurface is convex if every principal curvature is
positive. It is mean convex if � > 0, i.e., if the sum of
the principal curvatures is positive at every point. Under
the mean curvature ʲow, a mean convex hypersurface
moves inward, and, since mean convexity is preserved,
it will continue to move inward and eventually sweep
out the entire compact domain bounded by the initial
hypersurface.

Inmany applications, the speed of themoving interface
does not change sign and the front moves monotonically.
This corresponds to positive mean curvature in our
case. Monotone movement can be modeled particularly

Figure 8. The marriage ring shrinks to a circle under
mean curvature ƍow.
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ͬ شود. م گرد منحنͬ کننده منقبض شار تحت خورده، پیچ محͺم ناحیه ͷی حتͬ که کرد ثابت گریسون :٧ شͺل

تراز سطح شار

شده نشانده رویه ابر ͷی شود. استنباط زیر شرح به ͬ تواند م که است تراز سطح معادله شار، از تحلیلͬ بندی صورت
ناحیه ای داخل است، صفر Σ روی که کنید انتخاب ν۰ : Rn+۱ → R تابع ͷی بͽیرید، نظر در را Σ ⊂ Rn+۱ بسته
و منفͬ داخل که کنید انتخاب را تابع ͷی دیͽر، سوی (از است. منفͬ آن خارج و است مثبت شده احاطه Σ توسط که

است.) مثبت خارج
بازدارندگͬ آنگاه بیاندازیم، جریان به را {ν۰ = s۲} و {ν۰ = s۱} ،s۱ ̸= s۲ برای همزمان بطور ما اگر •

بمانند. باقͬ مجزا آنها که ͬ کند م ایجاب
2Matthew Grayson 3Richard Hamilton 4Michael Gage
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t → {ν(·, t) = s} تراز سطح هر که ͬ کنیم م جستجو را ای ν : Rn+۱ × [۰,∞) → R تراز، سطح شار در •
ͬ یابد. م جریان ν(·,۰) = v۰ و میانگین خمیدگͬ توسط

آنگاه یابند، جریان میانگین خمیدگͬ توسط ν تراز سطوح و ∇ν ̸= ۰ اگر •

νt = |∇ν|div
(

∇ν

|∇ν|

)
.

نداشته ͷکلاسی جواب های است ممͺن حالت این در و است نشده تعریف و تبهͽون سهموی آنگاه ،|∇ν| = ۰ اگر
معادله این ۶ سشیان جیمز و ۵ اوشر استنلͬ است، شده ارجاع ١٩٨٨ سال از بار ١٢٠٠٠ از بیش که مقاله ای در باشد.
چهار از سری ͷی در ٨ اسپراک جوئل و ٧ ایونز ͹کرای توسط تحلیلͬ اساس و پایه کرده اند. مطالعه عددی لحاظ به را
گوتر شونیچͬ و ، ١٠ گیͽا یوشیͺازو ، ٩ چن گانگ یون توسط زمان همان در مستقل بطور و ،١٩٩٠ دهه اوایل در مقاله
جواب های مفهوم دادند. نشان را یͺتایی و ساختند (پیوسته) چسبنده جواب های گروه دو این دوی هر شد. انجام ، ١١

بر گروه دو این کار بود. یافته توسعه ١٩٨٠ دهه اوایل در ١٣ کراندال جͬ. میͺائیل و ١٢ لاینز پیر‐لویس توسط چسبنده
بود. نظریه این برجسته کاربردهای از ͬͺی تراز، سطح شار روی

تکینگͬ از مثال هایی

معدوم نقطه ͷی در سرانجام و ͬ شود م منقبض اما ͬ ماند م باقͬ گرد گرد، کره ͷی میانگین خمیدگͬ شار تحت
چنبره از مثال ͷی ازدواج حلقه ͬ شود. م معدوم خط ͷی در نهایت در و ͬ ماند م باقͬ گرد گرد، استوانه ͷی ͬ شود. م
را ٨ شͺل ͬ گردد. م ناپدید سپس ͬ گردد، م منقبض دایره ͷی به ازدواج حلقه شار تحت است. R۳ در دورانͬ ضخیم

ببینید.

Figure 7. Grayson proved that even a tightly wound
region becomes round under curve shortening ƍow.

in ʱnite time in a point. Right before it disappears, the
curve will be an almost round circle.

The evolution of the snake-like simple closed curve in
Figure 7 illustrates this remarkable fact. (The eight ʱgures
are time shots of the evolution.)

Level Set Flow
The analytical formulation of the ʲow is the level set
equation that can be deduced as follows. Given a closed
embedded hypersurface Σ ⊂ R�+1, choose a function0ࣆ ∶ R�+1 → R that is zero on Σ, positive inside the domain
boundedbyΣ, andnegative outside. (Alternatively, choose
a function that is negative inside and positive outside.)• If we simultaneously ʲow 0ࣆ} = {1ࣃ and 0ࣆ} = {2ࣃ for1ࣃ ≠ ,2ࣃ then avoidance implies they stay disjoint.• In the level set ʲow, we look for ࣆ ∶ R�+1 ×[0,∞) → R

so that each level set ࣄ → ,⋅)ࣆ} (ࣄ = {ࣃ ʲows by mean
curvature and ,⋅)ࣆ 0) = •.0ࣆ If ࣆ∇ ≠ 0 and the level sets of ࣆ ʲow by mean
curvature, then

ࣄࣆ = )div|ࣆ∇| (|ࣆ∇|ࣆ∇ .
This is degenerate parabolic and undeʱned when ࣆ∇ = 0.
It may not have classical solutions.

In a paper cited more than 12, 000 times from 1988,
Stanley Osher and James Sethian studied this equation
numerically. The analytical foundation was provided by
Craig Evans and Joel Spruck in a series of four papers
in the early 1990s and, independently and at the same
time, by Yun Gang Chen, Yoshikazu Giga, and Shunichi
Goto. Both of these two groups constructed (continuous)
viscosity solutions and showed uniqueness. The notion
of viscosity solutions had been developed by Pierre-Louis
Lions and Michael G. Crandall in the early 1980s. The
work of these two groups on the level set ʲow was one of
the signiʱcant applications of this theory.

Examples of Singularities
Undermean curvature ʲow a round sphere remains round
but shrinks and eventually becomes extinct in a point. A
round cylinder remains round and eventually becomes
extinct in a line. The marriage ring is the example of a thin
torus of revolution in R3. Under the ʲow the marriage
ring shrinks to a circle, then disappears. See Figure 8.

Dumbbell
Figure 9 shows the evolution of a rotationally symmetric
mean convex dumbbell in R3. If the neck is suʳciently
thin, then the neck pinches oʰ ʱrst, and the surface
disconnects into two components. Later each component
(bell) shrinks to a round point. This example falls into a
larger category of surfaces that are rotationally symmetric
around an axis. Because of the symmetry, the solution
reduces to a one-dimensional heat equation. This was
analyzed in the early 1990s by Sigurd Angenent, Steven
Altschuler, and Giga; cf. also with work of Halil Mete Soner
and Panagiotis Souganidis from around the same time. A
key tool in the arguments of Angenent-Altschuler-Giga
was a parabolic Sturm-Liouville theorem of Angenent that
holds in one spatial dimension.

Singular Set
Undermean curvature ʲow closed hypersurfaces contract,
develop singularities, and eventually become extinct. The
singular set � is the set of points in space and time where
the ʲow is not smooth.

In the ʱrst three examples—the sphere, the cylinder,
and the marriage ring—� is a point, a line, and a closed
curve, respectively. In each case, the singularities occur
only at a single time. In contrast, the dumbbell has two
singular times with one singular point at the ʱrst time
and two at the second.

Mean Convex Flows
A hypersurface is convex if every principal curvature is
positive. It is mean convex if � > 0, i.e., if the sum of
the principal curvatures is positive at every point. Under
the mean curvature ʲow, a mean convex hypersurface
moves inward, and, since mean convexity is preserved,
it will continue to move inward and eventually sweep
out the entire compact domain bounded by the initial
hypersurface.

Inmany applications, the speed of themoving interface
does not change sign and the front moves monotonically.
This corresponds to positive mean curvature in our
case. Monotone movement can be modeled particularly

Figure 8. The marriage ring shrinks to a circle under
mean curvature ƍow.
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ͬ گردد. م منقبض دایره ͷی به میانگین خمیدگͬ شار تحت ازدواج حلقه :٨ شͺل

دمبل

کافͬ اندازه ی به گردن اگر ͬ دهد. م نشان R۳ در را میانگین محدب متقارن دورانͬ دمبل ͷی شͺل تغییر ،٩ شͺل
نقطه ͷی به (زنگ) مولفه هر سپس ͬ گردد. م ناهمبند مولفه، دو به رویه و ͬ شود م قاپیده گردن ابتدا در آنگاه باشد، ͷباری
تقارن، دلیل به دارد. قرار محور ͷی حول دورانͬ متقارن رویه های از بزرگتری رسته زمره در مثال این ͬ شود. م منقبض
استیون ، ١۴ آنگنت سیͽارد توسط ١٩٩٠ دهه اوایل در مورد این ͬ شود. م تبدیل گرما بعدی ͷی معادله ͷی به جواب
5Stanley Osher 6James Sethian 7Craig Evans 8Joel Spruck 9Yun Gang Chen 10Yoshikazu Giga 11Shunichi Goto
12Pierre-Louis Lions 13Michael G. Crandall 14Sigurd Angenent
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١٧–٧ (١٣٩٨) ١ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه میانگین، خمیدگͬ توسط حرکت برای تراز سطح روش

همان محدوده در ١٧ سوگانیدیز پاناگیوتیز و ١۶ سانر میت هلیل کار با همچنین شد؛ تحلیل و تجزیه گیͽا و ، ١۵ آلتشولر
است آنگنت از سهموی استورم‐لیوویل قضیه آنگنت‐آلتشولر‐گیͽا، مباحث در کلیدی ابزار ͷی کنید. مقایسه زمان

است. برقرار فضایی بعد ͷی در که

Figure 9. A narrow neck on a dumbbell pinches oƋ,
and then each half shrinks to a point.

eʳciently numerically by the Fast Marching Method of
James Sethian.

Level Set Flow for Mean Convex Hypersurfaces
When the hypersurfaces are mean convex, the equation
can be rewritten as a degenerate elliptic equation for a
function ࣅ deʱned byࣅ(�) = ࣄ} | � ∈ .{ࣄ�
We say that ࣅ is the arrival time, since it is the time the
hypersurfaces ࣄ� arrive at � as the front sweeps through
the compact domain bounded by the initial hypersurface.
The arrival time has a game theoretic interpretation by
work of Robert Kohn and Sylvia Serfaty. It follows easily
that if we setࣆ(�, (ࣄ = ,ࣄ−(�)ࣅ thenࣆ satisʱes the level set
ʲow. Now the level set equation ࣄࣆ = (|ࣆ∇|/ࣆ∇)div|ࣆ∇|
becomes −1 = )div|ࣅ∇| (|ࣅ∇|ࣅ∇ .
This is a degenerate elliptic equation that is undeʱned
when ࣅ∇ = 0. Note that if ࣅ satisʱes this equation, then
so does ࣅ plus a constant. This just corresponds to
shifting the time when the ʲow arrives by a constant. A

particular example of a solution to this equation is the
function ࣅ = − 12 (�21 + �22), which is the arrival time for
shrinking round cylinders in R3. In general, Evans-Spruck
(cf. Chen-Giga-Goto) constructed Lipschitz solutions to
this equation.

Singular Set of Mean Convex Level Set Flow
The singular set of the ʲow is the critical set of .ࣅ Namely,(�, ((�)ࣅ is singular if and only if ࣅ�∇ = 0. For instance,
in the example of the shrinking round cylinders in R3,
the arrival time is given by ࣅ = − 12 (�21 +�22), and the ʲow
is singular in the line �1 = �2 = 0, that is, exactly where∇ࣅ = 0.

We will next see that even though the arrival time was
only a solution to the level set equation in a weak sense,
it turns out to be always a twice diʰerentiable classical
solution.

DiƋerentiability
From [CM2]:• ࣅ is twice diʰerentiable everywhere, with bounded

second derivatives, and smooth away from the critical
set.• ࣅ satisʱes the equation everywhere in the classical
sense.• At each critical point the Hessian is symmetric and has
only two eigenvalues, 0 and − 1� ; − 1� has multiplicity� + 1.
This result is equivalent to saying that at a critical

point, say � = 0 and (�)ࣅ = 0, the function ࣅ is (after
possibly a rotation of R�+1) up to higher-order terms
equal to the quadratic polynomial

−1� (�21 +⋯+ �2�+1) .
This second-order approximation is simply the arrival
time of the shrinking round cylinders. It suggests that the
level sets of ࣅ right before the critical value and near the
origin should be approximately cylinders (with an � − �
dimensional axis). This has indeed been known for a long
timeand isdue toHuisken,White, Sinestrari,Andrews, and
Haslhofer-Kleiner. It also suggests that those cylinders
should be nearly the same (after rescaling to unit size).

This kind of
uniqueness is a

famously diƏcult
problem in

geometric analysis

That is, the axis of the
cylinders should not
depend on the value
of the level set. This
last property, however,
was only very recently
established in [CM1]
and is the key to prov-
ing that the function is
twice diʰerentiable.1
The proof that the axis
is unique, independent
on the level set, relies on a key new inequality that draws

1Uniqueness of the axis is parallel to the fact that a function is dif-
ferentiable at a point precisely if on all suƏciently small scales at
that point it looks like the same linear function.
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ͬ شود. م منقبض نقطه ͷی به نیمه هر سپس و ͬ شود م قاپیده دمبل ͷی از نازک گردن :٩ شͺل

تکین مجموعه

معدوم نهایت در و ͬ دهند م گسترش را ͬ ها تکینگ ͬ شوند، م منقبض بسته ابررویه های میانگین خمیدگͬ شار تحت
و استوانه کره، اول مثال سه در نیست. هموار شار که است زمان و فضا در نقاطͬ مجموعه ،S تکین مجموعه ͬ شوند. م
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رخ زمان ͷی در تنها ͬ ها تکینگ حالت، هر در است. بسته منحنͬ ͷی و خط، ͷی نقطه، ͷی S ترتیب به ازدواج حلقه
زمان. دومین در دوتا و زمان اولین در تکین نقطه ͷی با همراه است تکینگͬ زمان دو دارای دمبل مقابل در ͬ دهند. م

میانگین محدب شارهای

اگر یعنͬ ،H > ۰ اگر است میانگین محدب ابررویه باشد. مثبت اصلͬ خمیدگͬ هر اگر است محدب ابررویه ͷی
سمت به میانگین محدب ابررویه ͷی میانگین، خمیدگͬ شار تحت باشد. مثبت نقطه هر در اصلͬ ͬ های خمیدگ مجموع
فشرده قلمرو نهایت در و ͬ یابد م ادامه داخل سمت به حرکتش ͬ شود م حفظ میانگینͬ محدب چون و ͬ کند، م حرکت داخل
تغییر متحرک رابط سرعت کاربردها، از بسیاری در ͬ کند. م جاروب را است شده احاطه اولیه ابررویه توسط که را کاملͬ
حرکت است. ما حالت در مثبت میانگین خمیدگͬ با مطابق امر این ͬ کند. م حرکت یͺنوا بطور جبهه و ͬ دهد نم علامت

کرد. مدل سازی شسیان جیمز از سریع روی پیاده روش توسط کارایی عددی روش ͷی به صورت ͬ توان م را یͺنوا

میانگین محدب ابررویه های برای تراز سطح شار

شده تعریف u تابع برای تبهͽون بیضوی معادله ͷی فرم به ͬ توان م را معادله هستند، میانگین محدب ابررویه ها وقتͬ
زیر بصورت

u(x) = {t|x ∈ Mt},

که وقتͬ ͬ رسند م x به Mt ابررویه های که است زمانͬ چون ͬ گوییم، م رسیدن زمان را u حالت این در کرد. بازنویسͬ
کار با بازی نظریه تعبیر ͷی دارای رسیدن زمان ͬ کند. م جاروب را اولیه ابررویه توسط شده احاطه فشرده قلمرو جبهه،
شار در ν آنگاه ،ν(x, t) = u(x)− t کنیم فرض اگر ͬ شود م نتیجه آسانͬ به است. ١٩ سرفاتͬ سیلویا و ١٨ کهن رابرت

به νt = |∇ν|div
(

∇ν
|∇ν|

)
تراز سطح معادله اکنون ͬ کند. م صدق تراز سطح

−۱ = |∇u|div
(

∇u

|∇u|

)
,

اگر که کنید توجه است. نشده تعریف و تبهͽون بیضوی معادله ͷی ،∇u = ۰ که وقتͬ معادله، این ͬ شود. م تبدیل
وقتͬ است زمان انتقال با مطابق درست این ͬ کند. م صدق نیز ثابت ͷی اضافه به u آنگاه کند، صدق معادله این در u

زمان که است، u = ۱
۲(x

۲
۱ + x۲۲) تابع معادله، این به جواب ͷی از خاص مثال ͷی ͬ رسد. م ثابت ͷی توسط شار که

چن‐گیͽا‐گوتر) کنید (مقایسه ایونز‐اسپراک کلͬ، بطور ͬ باشد. م R۳ در شونده منقبض گرد استوانه های برای رسیدن
ساخته اند. را معادله این برای لیپشیتز جواب های

میانگین محدب تراز سطح شار از تکین مجموعه

برای .∇xu = ۰ اگر تنها و اگر است تکین (x, u(x)) یعنͬ، است. u بحرانͬ نقاط مجموعه شار، تکین مجموعه
شار و است، شده داده ،u = −۱

۲ (x۲۱ + x۲۲) توسط رسیدن زمان ،R۳ در منقبض شونده گرد استوانه های مثال در نمونه،
رسیدن زمان اگر حتͬ که دید خواهیم درآینده .∇u = ۰ که جایی دقیقا یعنͬ است، تکین x۱ = x۲ = ۰ خط در
بار دو ͷکلاسی جواب ͷی دارای همواره که ͬ شود م نتیجه باشد، ضعیف مفهوم در تراز سطح معادله به جواب ͷی تنها

است. مشتق پذیر

18Robert Kohn 19Sylvia Serfaty
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مشتق پذیری

:[٢] از
است. هموار بحرانͬ نقاط مجموعه از خارج و است کراندار دوم مشتقات با مشتق پذیر، بار دو جا، همه u •

ͬ کند. م صدق معادله در ͷکلاسی مفهوم در جا همه u •
چندگانگͬ دارای −۱

k که ۱−؛
k و ۰ ویژه، مقدار دو دارای فقط و است متقارن هسیان بحرانͬ نقطه هر در •

است. k + ۱
دوران ͷی احتمالا از (بعد u تابع ،u(x) = ۰ و x = ۰ گیریم بحرانͬ، نقطه در بͽوییم که است این با معادل نتیجه این

دوم درجه چندجمله ای با برابر بالاتر مرتبه ترم های تقریب با (Rn+۱ از
−۱
k

(x۲۱ + · · ·+ x۲k+۱),

سطوح که ͬ دهد م نشان موضوع این است. منقبض شونده استوانه های رسیدن زمان سادگͬ به دوم مرتبه تقریب این است.
این بعدی). n − k محور ͷی همراه (به باشند استوانه تقریبا باید مبدأ ͷنزدی و بحرانͬ مقدار از قبل درست ،u تراز
هاسلهوفر‐کلینر و ٢٣ اندروز ، ٢٢ استراری سین ، ٢١ وایت ، ٢٠ هریسͺن به و بود شده شناخته طولانͬ مدت برای مطلب
دوباره از (بعد باشند یͺسان تقریبا باید استوانه ها آن که ͬ شود م آشͺار همچنین مطلب این از است. شده داده نسبت ٢۴

حال، هر به آخر، ویژگͬ این باشد. تراز سطح مقدار به وابسته نباید استوانه ها محور یعنͬ، واحد). اندازه به مقیاس بندی
است.١ تابع مشتق پذیری بار دو اثبات کلید و است شده ثابت در[١] اخیرا

هندسه از که است استوار کلیدی جدید نامساوی ͷی پایه بر است، تراز سطح روی مستقل و یͺتا محور که آن اثبات
آنالیز در مشهور سخت مسأله ͷی یͺتایی، نوع این است. جدید کاملا اثبات گرچه است، شده گرفته الهام حقیقͬ جبری

نبود. شده شناخته کلͬ حالت آن از قبل و است هندسͬ

Figure 10. The ƌgure illustrates a situation that turns
out to be impossible, where the axes of the cylinders
for three diƋerent level sets near the critical point are
radically diƋerent. Instead, as the level sets approach
the critical point, the axes go to a unique limit.

its inspiration from real algebraic geometry, although
the proof is entirely new. This kind of uniqueness is a
famously diʳcult problem in geometric analysis, and no
general case had previously been known.

Regularity of Solutions
We have seen that the arrival time is always twice dif-
ferentiable, and one may wonder whether there is even
more regularity. Gerhard Huisken showed already in 1990
that the arrival time is �2 for convex �0. However, in
1992 Tom Ilmanen gave an example of a rotationally
symmetric mean convex �0 in R3 where ࣅ is not �2. This
result of Ilmanen shows that the above theorem about
diʰerentiability cannot be improved to �2. We will see
later that in fact one can entirely characterize when the
arrival time is �2. In the plane, Kohn and Serfaty (2006)
showed that ࣅ is �3, and for � > 1 Natasa Sesum (2008)
gave an example of a convex �0 where ࣅ is not �3. Thus
Huisken’s result is optimal for � > 1.

Thenext result shows that one can entirely characterize
when the arrival time is �2.
Continuous DiƋerentiability
[CM3]: ࣅ is �2 if and only if:• There is exactly one singular time (where the ʲow

becomes extinct).• The singular set � is a �-dimensional closed connected
embedded �1 submanifold of cylindrical singularities.

Moreover, the axis of each cylinder is the tangent plane
to �.

When ࣅ is �2 in R3, the singular set � is either:

(1) a single point with a spherical singularity or
(2) a simple closed �1 curve of cylindrical singularities.

The examples of the sphere and themarriage ring show
that each of these phenomena can happen, whereas the
example of the dumbbell does not fall into either case,
showing that in that case the arrival time is not �2.

We can restate this result for R3 in terms of the
structure of the critical set and Hessian: ࣅ is �2 if and
only if ࣅ has exactly one critical value and the critical set
is either:

(1) a single point where Hessࣅ is − 12 times the identity
or

(2) a simple closed �1 curve where Hessࣅ has eigen-
values 0 and −1 with multiplicities 1 and 2,
respectively.

In case (2), the kernel of Hessࣅ is tangent to the curve.

Concluding Remarks
We have seen that for one of the classical diʰerential
equations, in order to understand the analysis it is nec-
essary to understand the underlying geometry. There are
many tantalizing parallels to other diʰerential equations,
both elliptic and parabolic.

For references about mean curvature ʲow, see the
survey [CMP] and [CM1]–[CM3].
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تراز سطح سه برای استوانه ها محورهای جایی که ͬ شود م موجب را امͺان پذیری عدم که ͬ کند م تشریح را وضعیتͬ شͺل :١٠ شͺل
به محورها ͬ شوند، م بحرانͬ نقطه به ͷنزدی تراز سطوح که وقتͬ عوض در متفاوتند. اساسͬ بطور بحرانͬ، نقطه ͷنزدی مختلف

ͬ کنند. م میل یͺتایی حد

آید. نظر به یͺسان خطͬ تابع ͷی شبیه نقطه آن در ،ͷکوچ کافͬ اندازه به مقادیر تمام برای اگر دقیقا است، مشتق پذیر نقطه ͷی در تابع ͷی که است واقعیت این با معادل محور ١یͺتایی
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جواب ها بودن منظم

نظم آیا که کند تعجب است ممͺن شخص و است، مشتق پذیر بار دو همواره رسیدن زمان که کردیم مشاهده قبلا́
هر به است. C۲ محدب، M۰ برای رسیدن زمان که داد نشان ١٩٩٠ سال در ٢۵ هویسͺن گرهارد دارد. وجود بیشتری
نبود. C۲ ،u که داد ارائه R۳ در دورانͬ و متقارن میانگین، محدب M۰ ͷی از مثالͬ ٢۶ ایلمانن تام ،١٩٩٢ سال در حال
دید خواهیم درآینده یابد. بهبود C۲ به ͬ تواند نم مشتق پذیری مورد در بالا قضیه که ͬ دهد م نشان ایلمانن از نتیجه این
سرفاتͬ و کهن صفحه، در است. C۲ رسیدن زمان وقت چه که کند مشخص کامل بطور ͬ تواند م شخص واقع در که
،u که داد ارائه محدب M۰ از مثال ͷی (٢٠٠٨) ٢٧ سوزان ناتاشا ،n > ۱ برای و است، C۳ ،u دادند، نشان (٢٠٠۶)

است. مطلوب n > ۱ برای هویسͺن، نتیجه بنابراین نیست. C۳

است. C۲ رسیدن زمان وقت چه که کند تعیین کامل بطور ͬ تواند م شخص که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجه

پیوسته مشتق پذیری

اگر: تنها و اگر است C۲ ،u :[٣]
ͬ رود). م بین از شار که (جایی باشد داشته وجود تکین زمان ͷی دقیقاً •

است. استوانه ای ͬ های تکینگ از k‐بعدی و بسته همبند، شده، نشانده C۱ زیرخمینه ͷی ،S تکینگͬ مجموعه •

است. S به مماس صفحه استوانه، هر محور بعلاوه،
است: زیر حالت دو از ͬͺی S تکینگͬ مجموعه است، R۳ در C۲ ،u وقتͬ

کروی؛ تکینگͬ ͷی با تنها نقطه ͷی (١)
استوانه ای. ͬ های تکینگ از C۱ ساده بسته منحنͬ ͷی (٢)

ͷی هیچ دمبل مثال که حالͬ در دهد، رخ ͬ تواند م پدیده ها این از ͷی هر ͬ دهد م نشان ازدواج حلقه و کره مثال های
R۳ برای را نتیجه این ͬ توانیم م ما نیست. C۲ رسیدن زمان حالت، آن در که ͬ دهد م نشان و نیست، حالت دو این از
داشته بحرانͬ مقدار ͷی دقیقا u اگر تنها و اگر است C۲ ،u کنیم: بیان دوباره هسیان و بحرانͬ مجموعه ساختار براساس

باشد: زیر حالت دو از ͬͺی بحرانͬ مجموعه و باشد
است؛ همانͬ ضربدر −۱

۲ ،Hessu که تنها نقطه ͷی (١)
است. ٢ و ١ چندگانگͬ با ترتیب به −١ و ٠ ویژه مقادیر دارای Hessu که C۱ بسته  ساده منحنͬ ͷی (٢)

است. منحنͬ بر مماس ،Hessu هسته ،(٢) حالت در

پایانͬ تبصره های

و پایه هندسه که است لازم تحلیل، فهم منظور به ،ͷکلاسی دیفرانسیل معادلات از ͬͺی برای که کردیم مشاهده قبلا́
سهموی هم و بیضوی هم که دارد، وجود دیͽر دیفرانسیل معادلات برای بسیاری پیچیده معادل های شود. شناخته اساس

هستند.
ببینید. را [٣]‐[١] و [۴] مقاله های میانگین خمیدگͬ شار مورد در مرجع برای
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نویسندگان مورد در
کامل کروک کریستوفر راهنمایی تحت ١٩٩٢ سال در پنسیلوانیا دانشͽاه از را خود دکتری ،٢٨ کولدینگ ͷهول توبیاس
خارجͬ اعضای از وی است. بوده استاد نیویورک دانشͽاه کورانت موسسه در ام آی تͬ، به پیوستن از قبل ایشان کرد.
جایزه ٢٠١٠ سال در وی است. آمریͺایی علوم و هنر کادمͬ آ همͺاران از و دانمارک سلطنتͬ های نامه و علوم کادمͬ آ

کرد. دریافت را کارلسبرگ تحقیقات بنیاد جایزه ٢٠١۶ سال در و هندسه در را وبلن اسوالد

دریافت اسͺوئن ͷری راهنمایی تحت ١٩٩۴ سال در استنفورد دانشͽاه از را خود دکتری ،٢٩II مینیͺوزی پی. ویلیام
آمریͺایی علوم و هنر کادمͬ آ همͺاران از وی کرد. دریافت هندسه در را وبلن اسوالد جایزه ٢٠١٠ سال در ایشان کرد.

است. گشته برگزیده ٢٠١۵ سال در

امینیان مهران
ریاضͬ دانشͺده (عج)، ͬ عصر ول دانشͽاه رفسنجان،

mehran.aminian@vru.ac.ir

محض رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨٠ سال در وی است. رفسنجان شهر در ١٣۶١ ماه اسفند متولد امینیان مهران
در و شد شریف صنعتͬ دانشͽاه محض رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨۴ سال در و شد باهنر شهید دانشͽاه

کرد. دریافت مدرس تربیت دانشͽاه از هندسه گرایش ریاضͬ رشته در را دکتری مدرک ١٣٩٠-١٣٩٣ سال های

نامجو مهران
ریاضͬ دانشͺده (عج)، ͬ عصر ول دانشͽاه رفسنجان،
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کاربردی رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧٠ سال در وی است. زاهدان شهر در ١٣۵١ ماه شهریور متولد نامجو مهران
بلوچستان و سیستان دانشͽاه کاربردی رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧۵ سال در و شد باهنر شهید دانشͽاه
بلوچستان و سیستان دانشͽاه از عددی آنالیز گرایش ریاضͬ رشته در را دکتری مدرک ١٣٨۶-١٣٨٠ های سال در و شد

کرد. دریافت
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