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فشرده سازی نظریه تاریخچه و فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های

انجیدنͬ احسان

ورود برای مفهوم این مناسب و درست درک اهمیت و پیشرفته ریاضیات در فشردگͬ مفهوم به سزای تاثیر به توجه با چͺیده.
ابتدا مقاله، این در باشد. مفید و لازم آن، توسعه مسیر و شͺل گیری آغاز ریشه ها، مطالعه ͬ رسد م نظر به مدرن، ریاضیات به
پوشش ͷی از رسیدن امͺان راه گشای و مهم تاثیر سپس، ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های
فشردگͬ، تعریف پشت فلسفه  تا ͬ شود م مطالعه آنالیز از مهم حͺمͬ امروزی اثبات در متناهͬ، زیرپوشش ͷی به دلخواه باز
بررسͬ استون‐چخ و نقطه ای تک فشرده سازی های بر تمرکز با فشرده سازی نظریه از تاریخچه ای پایان، در گردد. آشͺارتر

ͬ شود. م

مقدمه .١

تعیین را آن ارزش میزان علمͬ، مفهوم ͷی اندک یا فراوان تاثیر ͬ گوید م نوزدهم قرن آلمانͬ ریاضیدان ددکیند١،
است. داده قرار توجه مورد را ارزشمند تعاریف و مفاهیم مساله قرن، همان در آلمانͬ، ریاضیدان و فیلسوف فرگه٢ ͬ کند. م
که داشتند وجود رویͺرد این در بسیاری انگیز وسوسه نکات اما نداد، توسعه را ایده این دستگاهمند، طور به وی اگرچه

ببینید). را [١٧] (مرجع ͬ نمود م برانگیخته تعاریف، پشت فلسفه و قواعد اصول، یافتن منظور به را تلاش ها
ارزش های میان در را نظریه انتخاب در ٣ بخشͬ نتیجه موضوع ،١٩٧٧ در آمریͺایی فیزیͺدان و علم فیلسوف کوهن،
(مرجع است گرفته قرار مطالعه مورد کمتر بحث این آن، اهمیت وجود با که ساخت نشان خاطر و کرد فهرست علم نظری

ببینید). را [١٠]
اشاره پیشرفته، ریاضیات در موثر و سودمند مفاهیم از ͬͺی عنوان به فشردگͬ مفهوم به ͬ توان م خصوص، این در

بپردازیم. آن پیدایش دلایل و ریشه ها به مقاله، این در داریم قصد که نمود
موضوعاتͬ از ͬͺی را آن ͬ توان م که طوری به ͬ باشد؛ م پیشرفته ریاضیات در مفاهیم مفیدترین از ͬͺی فشردگͬ واقع، در
مفاهیم سایر و فشردگͬ مفهوم تدریس هنگام در معمولا کرد. درک را آنها باید نوین، ریاضیات به ورود برای که نمود تلقͬ
کتاب های در همچنین دارد. وجود مفهوم آن پیدایش تاریخͬ روایت برای کمͬ انگیزه برخوردارند؛ مشابهͬ اهمیت از که
مطالعه و بررسͬ ͬ رسد م نظر به که است حالͬ در این ͬ شود. م پرداخته کمتر موضوع این به نیز، مربوطه استاندارد و اصلͬ

. استون‐چخ فشرده سازی نقطه ای؛ تک فشرده سازی هاینه‐بورل؛ قضیه دنباله ای؛ فشردگͬ فشردگͬ؛ کلیدی. کلمات و عبارات
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٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه انجیدنͬ، احسان

به تا نموده سپری تاریخͬ لحاظ به را مسیری چه و گردیده آغاز مبدایی و نقطه چه از ریاضͬ، مهم مفهوم ͷی که امر این
بود. خواهد سودمند بسیار دانشجویان، برای موضوع فهم در است؛ رسیده امروزی نهایی شͺل

ریاضیدانانͬ اندیشه های در ناکامل، درکͬ و متفاوت شͺلͬ با احتمالا البته مفهوم ͷی که است ممͺن تاریخͬ، نگاه در
کامل طور به اول، اعداد مفهوم اینکه از قبل دیͽران، و گاوس۵ اویلر۴، مثال، عنوان به گردد. ردیابی گذشته قرون در
به ͬ توان م زمینه، این در دیͽر مثالͬ برای .[٢٧١ ص ،١١] داشته اند اعداد این درباره درستͬ اندیشه های شود؛ تعریف
نیوتون٧ نمایش های با نوزدهم قرن در δ−ϵیی تعاریف بین ارتباط آن، در که نمود اشاره بریتانیایی، فیلسوف پیͺاک۶ مقاله
فشردگͬ مفهوم خصوص در موضوعͬ چنین ببینید). را [١۴] و [١٣] (مراجع است شده کاوش حسابان، در لایبنیز٨ و
از قبل دهه چند به که قرن چند به نه امروزیش، و دقیق تعریف از قبل آن ریشه های که تفاوت این با ͬ کند؛ م صدق نیز
این در تاریخͬ متون فشردگͬ، با مرتبط اصلͬ ایده های ساختن روشن هدف با ،[١۵] مقاله در ͬ گردد. م باز تعریفش،
یعنͬ فشردگͬ، از گوناگون مفهوم دو توسعه مسیر و ریشه ها خصوص در مقاله، آن در است. گشته تحلیل و مطالعه زمینه،
مطلوبیت علت و شده بحث معادلند)، هم با متری فضاهای روی البته (که دنباله ای١٠ فشردگͬ و پوشش‐باز٩ فشردگͬ
[١۵] مقاله از عمدتا را فشردگͬ مفهوم ریشه های مقاله، این دوم بخش در است. گردیده مطالعه پوشش‐باز، فشردگͬ

ͬ کنیم. م مرور
در متناهͬ، زیرپوشش ͷی به دلخواه باز پوشش ͷی از رسیدن امͺان راه گشای و مهم تاثیر مقاله، این سوم بخش در
هدف، بخش، این در گردد. آشͺارتر فشردگͬ، تعریف پشت فلسفه  تا ͬ شود م مطالعه آنالیز از مهم حͺمͬ امروزی اثبات

است. فشردگͬ مفهوم به نسبت آموزشͬ نگرشͬ که تاریخͬ نگاهͬ نه
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را ͷتوپولوژی فضاهای فشرده سازی١١ نظریه پیدایش تاریخچه و ریشه ها چهارم، بخش در

بود. خواهد استون‐چخ١٣ فشرده سازی و نقطه ای١٢ تک فشرده سازی بر اصلͬ تمرکز مطالعه، این در

فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های .٢

اواخر در اصلͬ نتیجه دو ͬ گیرد. م قرار مطالعه مورد فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های و سرآغاز بخش، این در
و بولزانو‐وایراشتراس قضیه دارند: قرار فشردگͬ امروزی تعریف سرشت و نهاد در بیستم، قرن اوایل و نوزدهم قرن
فضای ͷی برای زیر، شرط سه که کردند ثابت [٣] در اوریسون١۵ و الͺساندروف١۴ .[۶٣٣ ص ،۵] ͹بورل‐لب لم

معادلند: یͺدیͽر با X ͷتوپولوژی
مجموعه برای کامل حدی نقطه از (منظور دارد کامل١۶ حدی نقطه ͷی حداقل ،X در نامتناهͬ مجموعه هر •
است)؛ همعدد ،A مجموعه با حاصل، اشتراک و ͬ کند م قطع را A آن، از ͬͽهمسای هر که است نقطه ای ،A

است؛ ناتهͬ اشتراک دارای متناهͬ، اشتراک خاصیت با X بسته مجموعه های از نامتناهͬ خانواده هر •
همان با مجموعه متناهͬ تعدادی دارای ͬ دهد، م پوشش را X که باز مجموعه های از نامتناهͬ خانواده هر •

است. خاصیت
داشت. ٢٠͹بورل١٩‐لب لم در ریشه سوم، خاصیت و شد گرفته الهام بولزانو١٧‐وایراشتراس١٨ قضیه از اول خاصیت
قضیه ͬ ساخت، م را فشرده فضاهای نظریه اوریسون، همراه به که وقتͬ سال ها آن در که ͬ کند م اشاره [٢] در الͺساندروف
کامل حدی نقطه حسب بر که تعریفͬ دلیل، همین به و ͬ رسید م نظر به ͹بورل‐لب لم از مهمتر بسیار بولزانو‐وایراشتراس
ریاضیدانان کامل تر درک با و سال ها گذشت از پس اگرچه .[۶٣۴ ص ،۵] شد گرفته نظر در فشردگͬ اصلͬ تعریف بود،

4 Euler 5 Gauss 6 Peacocke 7 Newton 8 Leibniz 9 Open-Cover Compactness 10 Sequential Compactness 11 Compactification
12 One-Point Compactification 13 Stone-Čech Compactification 14 Alexandroff 15 Urysohn 16 Complete Accumulation Point
17 Bolzano 18 Weierstrass 19 Borel 20 Lebesgue

DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.111298.1280 ١۴

 http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.111298.1280


٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فشرده سازی، نظریه تاریخچه و فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های

در را پوشش‐باز فشردگͬ تعریف که قضیه ای شد. برده پی بیشتر ،͹بورل‐لب لم اهمیت به حقیقͬ، اعداد دستگاه از
ͬ کنیم. م بررسͬ را قضیه دو این تاریخچه بیشتری جزئیات با اینجا، در داشت. پی

دو به کار، این پرداختند. حقیقͬ اعداد اساسͬ خواص درک و بررسͬ به ریاضیدانان بعد، به نوزدهم قرن اواسط از
ͬ شود. م نامیده فشردگͬ عنوان به اکنون که گردید منجر مفهومͬ از گوناگون مشخص سازی

منشا شد. انجام وایراشتراس، و بولزانو توسط که بود حقیقͬ اعداد در دنباله ها مطالعه حاصل مشخص سازی، ͷی
واقع، در البته، گردید. اثبات وایراشتراس توسط ١٨٧٧ سال در که ͬ شود م ردیابی قضیه ای در دنباله ای فشردگͬ
انتشار زمان اولین اما داد ارائه شفاهͬ طور به ͬ ها سخنران در و اثبات را قضیه این زودتر سال ١٠ حدود وایراشتراس
در کراندار و بسته بازه های روی پیوسته توابع رفتار به قضیه، این .[۶٢٠ ص ،١۵] است بوده ١٨٧٧ سال قضیه، این

ͬ شود: م نقل زیر صورت به ١٩٠۶ در فرشه٢١ توسط معروف، قضیه این ͬ شود. م مربوط حقیقͬ اعداد مجموعه
ͬ رسد.“ م خود ماکسیمم مقدار به نقطه ͷی در حداقل کراندار، و بسته بازه ͷی در پیوسته تابع ”هر

فضای ͷی .[۴٣ ص ،١٨] کرد تعریف ١٩٠۶ در را دنباله ای فشردگͬ مجرد، فضاهای به قضیه این تعمیم در فرشه
ͬ توان م فرشه از که است ذکر به لازم باشد. داشته همͽرا زیردنباله آن، در هردنباله اگر است دنباله ای فشرده ،ͷتوپولوژی

کرد. نامͽذاری را مفهوم این ،[٧] مقاله در بار اولین وی، برد. نام فشردگͬ مفهوم پدر عنوان به
سال در بولزانو توسط که ͬ آید م گزاره ای اثبات از وایراشتراس، قضیه اثبات در شده استفاده اساسͬ ایده های البته
لم این ͬ شود. م شناخته حقیقͬ اعداد برای ٢٢ بالا کران کوچͺترین خاصیت عنوان تحت امروزه و گردید بیان ١٨١٧
مشخص عدد ͷی از کوچͺتر اعداد همه برای اما نباشد برقرار حقیقͬ اعداد همه برای که باشد خاصیتͬ M اگر که ͬ گوید م
برقرار آن از کوچͺتر اعداد همه برای M خاصیت که طوری به است موجود U مانند عدد بزرگترین آنگاه باشد، برقرار u
که بود قسمتͬ انتخاب و قسمت دو به کراندار بازه ͷی کردن تقسیم شده، گفته لم برای بولزانو اثبات پشت ایده است.
نهایت در و شده کوچͷ تر و ͷکوچ بازه روند، این تکرار با دارد. را بررسͬ مورد مجموعه اعضای از نامتناهͬ تعداد
اثبات در شده گرفته به کار حدی روند ͬ آید. م دست به ͬ باشد؛ م شده داده مجموعه برای بالا کران کوچͺترین که عددی
اینجا، گردید. استفاده ͬ شود؛ م نامیده میان٢٣ͬ مقدار قضیه امروزه که مهمͬ قضیه اثبات برای بعد سال های در گزاره، این

ͬ کنیم. م بررسͬ بازه ها، کردن تقسیم روش به را قضیه این اثبات میانͬ، مقدار قضیه اهمیت دلیل به

باشند، متفاوت f(b) و f(a) علامت های و بوده پیوسته [a, b] بسته بازه ͷی روی f حقیقͬ‐مقدار تابع اگر .٢ . ١ قضیه
.f(c) = ۰ که طوری به است موجود (a, b) در c نقطه آنگاه

با ͬ گیریم. م نظر در [a, b] برابر را [a۱, b۱] بازه نباشد. برقرار حͺم، کنیم فرض .f(a) < ۰ < f(b) گیریم برهان.
این دارای جدید، بازه دو این از ͬͺی ͬ کنیم. م تقسیم مساوی قطعه دو به را بازه این ،[a۱, b۱] وسط نقطه  گرفتن نظر در
ادامه را کار این ͬ نامیم. م [a۲, b۲] را بازه این است. مثبت انتهایش، در و منفͬ آن، ابتدای در f تابع که است خاصیت
[an, bn] بازه ͬ توان م .f(an) < ۰ < f(bn) که طوری به داریم را [an, bn] بازه ،n مرحله در کنید فرض ͬ دهیم. م
به ترتیب، این به .f(an+۱) < ۰ < f(bn+۱) که آنطور آورد دست به را [an+۱, bn+۱] بازه و کرد نصف وسط از را
f(an) < ۰ < f(bn) ،n هر ازای به که طوری به داشت خواهیم را تودرتو بازه های از {[an, bn]} دنباله استقرا وسیله
c مانند نقطه ای حقیقͬ، اعداد برای بالا کران کوچͺترین خاصیت از استفاده با . b−a

۲n−۱ با است برابر [an, bn] طول و
داریم و هستند نزولͬ و صعودی دنباله هایی ترتیب، به {bn}و {an} دنباله های و است موجود [an, bn] بازه های همه در

داریم پس است، پیوسته f چون .bn → c و an → c

lim
n→∞

f(an) = f(c) = lim
n→∞

f(bn).
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٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه انجیدنͬ، احسان

،f(bn) > ۰ ،n هر ازای به چون مشابه، طور به .f(c) = limn→∞ f(an) ≤ ۰ پس ،f(an) < ۰ ،n هر ازای به چون
است. تناقض در خلف فرض با که f(c) = ۰ داریم لذا .f(c) = limn→∞ f(bn) ≥ ۰ پس

وایراشتراس، توسط ماکسیمم مقدار قضیه اثبات در که است فرآیندی همان بولزانو، اثبات در بازه ها تقسیم فرآیند
برای را حدی٢۴ نقطه وجود تا برد کار به را روش همین وایراشتراس همچنین، .[٩۵٣ ص ،٩] گرفت قرار استفاده مورد
قضیه تعمیم هنگام فرشه، که است خاصیتͬ همان این کند. اثبات حقیقͬ، اعداد از کراندار و نامتناهͬ مجموعه ͷی
فشردگͬ یا بولزانو‐وایراشتراس خاصیت عنوان تحت خاصیت، این امروزه برد. کار به مجرد، فضاهای به وایراشتراس
از نامتناهͬ زیرمجموعه هر اگر ͬ شود م نامیده حد‐نقطه فشرده ،ͷتوپولوژی فضای ͷی ͬ شود. م شناخته حد‐نقطه٢۵

باشد. داشته حدی نقطه آن،
همانطور خود، مهم نقش و اهمیت کنار در ͬ خورد، م چشم به حدی روندهای از رگه هایی آنها همه در که تلاش ها این

گردید. منجر دنباله ای فشردگͬ مفهوم تعریف به گفتیم که
کنند؛ مشخص سازی دنباله ها، به نسبت را حقیقͬ اعداد خواص ͬ کردند م تلاش وایراشتراس و بولزانو که حالͬ در

داشتند. باز پوشش های حسب بر حقیقͬ خط خواص بررسͬ در سعͬ ،͹لب و بورل همچون دیͽری ریاضیدانان
فرمول بندی هاینه٢۶ توسط ،ϵ− δ حسب بر یͺنواخت پیوستگͬ تعریف و پیوستگͬ شرط ،١٨٧٢ سال در مقاله ای در
پیوسته تابع هر ͬ گوید م که یͺنواخت٢٧ پیوسته توابع قضیه مقاله، همان در همچنین، ببینید). را [١۶] (مرجع گردید
این هاینه، نوشته به بنا البته .[۶٢١ ص ،١۵] شد اثبات وی توسط است؛ یͺنواخت پیوسته کراندار، و بسته بازه ͷی روی

.[١۶] است شده معروف کانتور‐هاینه قضیه به دلیل، همین به و بود شده صورت بندی کانتور٢٨ توسط ابتدا قضیه
آن از بورل لم عنوان به که کرد ثابت را مهم قضیه ͷی شد، منتشر ١٨٩۴ سال در که رساله اش در بورل، آن، از بعد
در یͺنواخت پیوسته توابع قضیه اثبات خلال در هاینه که بود روشͬ مشابه لم، این اثبات برای بورل روش ͬ شود. م یاد
بازه ها از متناهͬ تعداد ͷی انتخاب اهمیت به که بود بورل این واقع، در .[۶٢١ ص ،١۵] بود برده کار به ١٨٧٢ سال
ص ،٩] ͬ کند م بیان مستقل، قضیه ͷی در را ویژگͬ این که است کسͬ اولین وی برد. پی بازه ها از گردایه ͷی بین از

ͬ گوید: م امروزی زبان به بورل لم .[٩۵٩-٣۵۴
درونͬ نقطه بازه، آن از نقطه هر که طوری به باشیم داشته زیربازه نامتناهͬ تعدادی کراندار، و بسته بازه ͷی روی ”اگر
نقطه اولیه، بازه از نقطه هر که قسمͬ به موجودند زیربازه ها آن از متناهͬ تعدادی آنگاه باشد، زیربازه ها از ͬͺی حداقل

ͬ باشد.“ م آنها از ͬͺی حداقل درونͬ
علمͬ سخنرانͬ ͷی در دیریͺله٢٩ توسط ١٨۵٢ سال در بار اولین یͺنواخت، پیوسته توابع قضیه که است ذکر به لازم
شده استفاده هاینه اثبات از واضح تر و صریح تر زیرپوشش ها، و پوشش ها دیریͺله، اثبات در علاوه، به بود. شده ثابت
ͬ شود؛ م یاد آن از هاینه‐بورل قضیه عنوان تحت امروزه که بورل لم یافته تعمیم نسخه در اینکه دلیل .[٩١ ص ،۶] بودند
بورل قضیه به هاینه نام شدن اضافه نشدند. منتشر ١٩٠۴ سال تا وی یادداشت های که است این ندارد وجود دیریͺله نام
اشاره آن به بالا در که دارد یͺنواخت پیوسته توابع قضیه در هاینه اثبات روش با بورل اثبات که است ارتباطͬ دلیل به نیز
مورد ،١٩٠٠ در ٣٠ شون فلایز نام به وایراشتراس دانشجویان از ͬͺی بار، اولین را اثبات روش در شباهت این کردیم.
یاد هاینه‐بورل قضیه عنوان به آن از که بورل لم امروزی و یافته تعمیم شͺل حال، هر به .[۶٢١ ص ،١۵] داد قرار توجه

است: زیر صورت به ͬ شود؛ م
باشد.“ کراندار و بسته اگر فقط و اگر است فشرده ،R از زیرمجموعه ͷی”

24 Limit point 25 Limit-point compactness 26 Heine 27 Uniformly continuous functions theorem 28 Cantor 29 Dirichlet
30 Schönflies
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٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فشرده سازی، نظریه تاریخچه و فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های

کرد، اثبات او که لمͬ روی بر کوسین٣١ نام نگردید؛ اثبات او توسط که شد نهاده قضیه ای بر هاینه نام که حالͬ در
بسته بازه ͷی از شمارا باز پوشش های برای ،١٨٩۴ در بورل لم واقع، در که است قرار این از داستان شد. گرفته نادیده
سال در ͹لب اما کرد. ثابت دلخواه اقلیدسͬ فضاهای برای را نتیجه ،١٩٠٣ در بورل بود. گردیده اثبات R در کراندار و
در این .[۶٣۴ ص ،۵] نمود ثابت دلخواه پوشش های برای را قضیه و کرد حذف را پوشش بودن شمارا لزوم ،١٩٠۴
پوشش های به را بورل لم ،١٨٩۵ سال در آن، از قبل که بود کوسین این که دارند دلالت امر این بر منابع که است حالͬ

:[۶٢٢ ص ،١۵] است زیر صورت به امروزی زبان به کوسین لم داد. تعمیم R۲ فضای در دلخواه
گرفته نظر در نقطه آن مرکز به دایره ای ،S از نقطه هر در و باشد R۲ در کراندار و بسته مجموعه ͷی S کنید فرض
آنها از ͷی هر که طوری به کرد تقسیم کراندار و بسته مجموعه متناهͬ تعدادی به را S ͬ توان م صورت این در شود.

باشند. اشاره مورد دایره های از ͬͺی از زیرمجموعه ای
،R در کراندار و بسته مجموعه هر که مطلب این و ͬ شود م داده نسبت ͹لب به عموما کوسین لم صورت، هر در

.[۶٢٢ ص ،١۵] ͬ شود م نامیده ͹بورل‐لب خاصیت عنوان تحت دارد، پوشش‐باز٣٢ خاصیت
الͺساندروف توسط انتشارش از پس سال ١۵ حدود تا شد، اشاره آن به بخش این ابتدای در که معادلͬ خاصیت سه
ص ،۵] در گرفتند. قرار استفاده مورد فشردگͬ تعریف عنوان به تاثیرگذاری، و مهم کارهای در کدام هر اوریسون، و
آمده رفته، کار به فشردگͬ تعریف عنوان به مقالات آن در که خاصیتͬ همراه به کارها این از کوتاهͬ فهرست [۶٣۵
تعریف عنوان به ویژه ای خاصیت انتخاب لذا و بودند گاه آ خواص این ارزی هم از کارها این نویسندگان مسلما، است.

ͬ دهد. م بازتاب زمان، آن در را نویسندگان شخصͬ گرایش و تمایل فشردگͬ،
فضای ͷی امروزه دادند. قرار توجه مورد پیش از بیش را سوم خاصیت توپولوژیست ها، بعدی نسل های البته
[۶٣۵ ص ،۵] در که همانطور باشد. داشته متناهͬ زیرپوشش آن، باز پوشش هر اگر ͬ شود م نامیده فشرده ،ͷتوپولوژی
گردیده دنباله ای فشردگͬ یا شمارا٣٣ فشردگͬ به نسبت تعریف این مطلوبیت باعث که عاملͬ شاید است، شده اشاره
در قضیه مهمترین را آن بتوان شاید که قضیه این است. یافته بازتاب تیخونوف٣۴ قضیه در که باشد مهمͬ ویژگͬ است،
فصل در است. فشرده فشرده، فضاهای از دلخواه خانواده ͷی دکارتͬ ضرب که ͬ کند م بیان دانست، عمومͬ توپولوژِی

کرد. خواهیم اشاره قضیه این تاریخچه به ͬ پردازیم، م فشرده سازی نظریه پیدایش ریشه های به آن در که چهارم

فشردگͬ مفهوم بهتر درک برای یͺنواخت پیوسته توابع قضیه بررسͬ .٣

زیرپوشش ،ͷتوپولوژی فضای ͷی از باز پوشش هر این که امروزه کردیم، اشاره دوم بخش انتهای در که همانطور
امر، ابتدای در مفهومͬ، چنین ͬ شود. م گرفته نظر در فضا آن فشردگͬ استاندارد تعریف عنوان به باشد، داشته متناهͬ
به که ͬ شود م تشدید هنگامͬ مشͺل بود. خواهد سخت آن درک و پذیرش و است ناملموس و غیرشهودی دانشجو برای
همچنان که است حالͬ در این ͬ شود. م استفاده قضایا اثبات در آن از تعریف، از بعد بلافاصله مفهوم، این اهمیت دلیل
خواهد بعدی گزاره های و قضایا فهم برای جدی مانعͬ است، آمده شͺل این به چرا و کجا از تعریفͬ چنان که ابهام این

بود.
و فشردگͬ مفهوم بهتر درک جهت اینجا، داشتیم. یͺنواخت پیوسته توابع قضیه به تاریخͬ نگاهͬ دوم، بخش در
حفظ با متناهͬ، تعدادی به باز مجموعه های از دلخواه گردایه ͷی از رسیدن امͺان اهمیت آن، پشت فلسفه از گاهͬ آ
رویͺرد این ͬ کنیم. م مرور قضیه این امروزی اثبات در را فضا بودن فشرده خاصیت همان یعنͬ دهندگͬ، پوشش خاصیت

باشد. موثر فشردگͬ، همچون ناملموسͬ مفاهیم آموزش در است ممͺن

31 Cousin 32 Open-cover property 33 Countable Compactness 34 Tychonoff
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٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه انجیدنͬ، احسان

x در f : X → Y تابع صورت، این در باشند. متری فضاهای (Y, d۲) و (X, d۱) کنید فرض یادآوری، جهت
آنگاه ،d۱(y, x) < δ اگر ،y ∈ X هر ازای به که طوری به باشد موجود δ > ۰ ،ϵ > ۰ هر ازای به اگر است پیوسته

.d۲(f(y), f(x)) < ϵ

پیوسته f تابع گفت ͬ توان م دیͽر، عبارت به باشد. پیوسته ،X نقاط همه در f اگر گوییم پیوسته X روی را f تابع
اگر است

∀x ∈ X ∀ϵ > ۰ ∃δx,ϵ > ۰ ∀y ∈ X (d۱(y, x) < δ ⇒ d۲(f(y), f(x)) < ϵ).

داشته بستگͬ ϵ به تنها که کرد انتخاب گونه ای به را δ بتوان بالا، رابطه در که کند صدق خاصیت این در f اگر حال
پیوسته f تابع دیͽر بیان به است. یͺنواخت پیوسته X روی f گوییم آنگاه نباشد، وابسته x به δ عبارتͬ، به و باشد

اگر است یͺنواخت

∀ϵ > ۰ ∃δϵ > ۰ ∀x ∈ X, ∀y ∈ X (d۱(y, x) < δ ⇒ d۲(f(y), f(x)) < ϵ).

f(x) = x۲ چون مهمͬ توابع که ͬ دانیم م همچنین است. پیوستگͬ از قوی تر مفهومͬ یͺنواخت، پیوستگͬ که است واضح
آشͺارتر پیوستگͬ، با را یͺنواخت پیوستگͬ مفهوم تفاوت مطلب، این اثبات شاید نیستند. یͺنواخت پیوسته اما بوده پیوسته
را δ > ۰ ͬ توان نم ،ϵ = ۱ برای مثلا که نیست یͺنواخت پیوسته دلیل این به R روی f(x) = x۲ تابع واقع، در سازد.
نگه ثابت وجود با دیͽر، عبارت به .|x۲ − y۲| < ۱ آنگاه ،|x − y| < δ اگر ،R در y و x هر برای که طوری به یافت
بیان به باشد. بزرگ تر عددی، هر از ͬ تواند م بزرگ)، yهای و x انتخاب (با y۲ و x۲ فاصله ،y و x بین فاصله داشتن
.|x۲ − y۲| < ۱ آنگاه ،|x − y| < δ اگر ،x, y ∈ R هر ازای به که طوری به است موجود δ > ۰ کنید فرض دقیق تر،

نیز و |x− y| < δ که است واضح .y = n+ δ
۲ و x = n ͬ دهیم م قرار ،n دلخواه طبیعͬ عدد هر برای اکنون

|x۲ − y۲| = nδ +
δ۲

۴ < ۱.

است. تناقض در طبیعͬ، اعداد بودن کران بی یا حقیقͬ اعداد ارشمیدسͬ خاصیت با اخیر، رابطه که است روشن
که مهمͬ سوال انتگرال، نظریه در مثلا آنالیز، و ریاضیات در یͺنواخت پیوستگͬ مفهوم زیاد بسیار اهمیت به توجه با

بود؟ خواهند یͺنواخت پیوسته پیوسته، توابع از دسته کدام که است این ͬ شود م مطرح رابطه این در
باشیم، مطمئن ،f یͺنواخت پیوستگͬ از اینکه برای ببینیم ͬ خواهیم م باشد. پیوسته تابعͬ f : X → Y کنید فرض

کنیم؟ اضافه مساله به باید را شرایطͬ یا شرط چه
به است موجود δp شعاع به p ͬͽهمسای ͷی پس است، پیوسته p در f چون ،p ∈ X هر ازای به .ϵ > ۰ گیریم

که طوری
f
(
Bd۱(p, δp)

)
⊆ Bd۲(f(p), ϵ),

بستگͬ p به δp هر که است روشن ͬ دهد. م نشان را d متر به نسبت r شعاع به p ͬͽهمسای ،Bd(p, r) نماد آن، در که
صدق یͺنواخت پیوستگͬ شرط در که کنیم پیدا ،p نقاط از مستقل ،δ > ۰ ͷی ͬ توانیم نم موجود، شرایط با لذا دارد.
مینیمم سازد؛ برآورده نقاط همه برای را پیوستگͬ شرط که یͺسان شعاع ͷی به رسیدن برای که است این ایده ͷی کند.
عدد است ممͺن که ͬ کند م برخورد مشͺل این به بلافاصله ایده این آوریم. دست به را δpها همه اینفیمم دقیقتر، بیان با یا
نتیجه این به مشͺل، این رفع برای هستیم! مثبت شعاع ͷی به رسیدن دنبال به ما که حالͬ در شود؛ صفر آمده، دست به
است ممͺن که یافت دست شعاعͬ به ͬ توان م آنها، از گرفتن مینیمم با آنگاه باشد، متناهͬ δpها، تعداد اگر که ͬ رسیم م
ͬ باشد! م ͬͽهمسای متناهͬ تعداد ͷی به ،ͬͽهمسای نامشخص تعداد ͷی از رسیدن هدف، پس برساند! مقصود به را ما

ͬ کند: م فراهم را امͺانͬ چنین ،X فضای برای زیر ویژگͬ بحث، این به توجه با
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٢–١٣۴ (١٣٩٧) ۴ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه فشرده سازی، نظریه تاریخچه و فشردگͬ مفهوم پیدایش ریشه های

ͬ ها، ͽهمسای همان از متناهͬ تعدادی که گرفت نتیجه ͬ توان م آنگاه دهد، پوشش را X ͬ ها، ͽهمسای از گردایه ͷی اگر
ͬ پوشاند! م را آن نیز

یعنͬ ͬ پوشاند؛ م را X فضای ،
{
B
(
p,

δp
۲
)
: p ∈ X

}
گردایه که است واضح حال،

X ⊆
∪
p∈X

B

(
p,

δp
۲

)
.

وجود p۱, . . . , pn ∈ X نقاط یعنͬ ͬ پوشاند؛ م را X نیز ͬ ها ͽهمسای این از متناهͬ تعدادی جدید، فرض به توجه با لذا
که طوری به دارند

(٣ . ١) X ⊆ B

(
p۱,

δp۱
۲

)
∪ . . . ∪B

(
pn,

δpn
۲

)
.

ͬ دهیم م قرار گفته، پیش حدس طبق اکنون

δ = min

{
δp۱
۲ , . . . ,

δpn
۲

}
.

همچنین .d۱(y, pi) < δpi
۲ که طوری به دارد وجود ۱ ≤ i ≤ n ،(٣ . ١) طبق آنگاه ،d۱(x, y) < δ و x, y ∈ X اگر حال

داریم

d۱(x, pi) ≤ d۱(x, y) + d۱(y, pi) < δ +
δpi
۲ ≤ δpi .

گرفتیم.) نظر در δp
۲ شعاع های با را ͬ ها ͽهمسای گردایه شود، کمتر δpi از d۱(x, pi) اینکه برای ͬ کنیم م (توجه

ͬ آوریم م دست به ،pi نقطه در f پیوستگͬ تعریف گرفتن نظر در با اکنون

d۲(f(y), f(pi)) < ϵ , d۲(f(x), f(pi)) < ϵ,

.d۲(f(y), f(x)) < ۲ϵ داشت خواهیم مثلث، نامساوی از استفاده با نتیجه در که
آنگاه ،d۱(x, y) < δ اگر که طوری به کردیم پیدا δ > ۰ ͷی ،ϵ > ۰ برای پس

d۲(f(x), f(y)) < ۲ϵ.

پیوسته تابع، آن آنگاه باشد، داشته را فوق ویژگͬ پیوسته، تابع ͷی دامنه اگر پس بود. خواهد یͺنواخت پیوسته f لذا
بود. خواهد یͺنواخت

پس ͬ رساند. م اثبات به را مهمͬ حͺم رسیدیم، آن به فوق بررسͬ در که خاصیتͬ چنین وجود که ͬ کنیم م ملاحظه
در مفهوم ͷی کارآیی صرفا البته ͬ باشد! م فشردگͬ نام، این شود. نهاده آن بر نامͬ که دارد را آن ارزش خاصیتͬ، چنین
یا مجموعه ها از مهمͬ مثال های باید نیست! کافͬ آن دانستن پراهمیت برای مهم، قضایای و گزاره ها آوردن دست به
فضاهای از مهمͬ بسیار رده های فشردگͬ، مفهوم خصوص در کنند. صدق ویژگͬ آن در که باشند داشته وجود عناصری
که هستند حقیقͬ اعداد در کراندار و بسته بازه های رده ها، این مهمترین از ͬͺی دارند. وجود فشرده ͬͺتوپولوژی و متری

دارد. دلالت آنها فشردگͬ بر هاینه‐بورل، قضیه
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سازی فشرده .۴

حائز همواره نیز فشرده فضایی در غیرفشرده فضای ͷی نشاندن اصطلاحا فشردگͬ، مفهوم کاربرد و اهمیت دلیل به
قرار بررسͬ مورد را نظریه این تاریخچه فصل، این در ͬ پردازد. م مبحث این به سازی فشرده نظریه است. بوده اهمیت

ͬ دهیم. م
دارند. را فشردگͬ از موضعͬ نسخه ای نیستند؛ فشرده اینکه وجود با توپولوژی، و آنالیز در مهم فضاهای از بسیاری
آن، از نقطه هر برای اگر است فشرده موضعا ͬͺتوپولوژی فضای ͷی ͬ شود. م نامیده موضع٣۵ͬ فشردگͬ مفهوم، این
فضاهای اهمیت به توجه با .[١٨٢ ص ،١٢] باشد داشته وجود نقطه، آن از باز مجموعه ͷی شامل فشرده مجموعه ͷی
ص ،۴] ͬ کنند م تعریف هاسدورف فضای ͷی روی ابتدا، همان از را فشردگͬ موضعا منابع، از بعضͬ هاسدورف٣۶،
موضعا فشرده، موضعا فضای ͷی از بسته زیرفضای هر همچنین است. فشرده موضعا فشرده، فضای هر وضوح، به .[٩٠
مثال مهمترین ͬ باشند. م فشرده موضعا که حالͬ در نیستند فشرده که دارند وجود مهمͬ فضاهای اما بود. خواهد فشرده

است. حقیقͬ اعداد فضای فضاها، این از
فشرده و هاسدرف فضاهای داریم، سروکار آنها با ریاضیات در که فضاهایی از کلاس ها رفتارترین خوش از ͬͺی
استفاده جدید ساختارهای ایجاد یا قضایا اثبات در آنها از ͬ توان م که دارند بسیاری خواص فضاها، این گونه ͬ باشند. م
که است این مفید حل های راه  از ͬͺی نباشد، فشرده و هاسدورف بحث، مورد فضای مساله ای، در اگر رو، این از نمود.
فشرده فضای ͷی زیرفضای آن که دلیل به باشد. آن زیرفضای نظر، مورد فضای که کنیم پیدا فشرده و هاسدورف فضایی

ͬ گردد: م مطرح زیر سوال و بوده منطقͬ کار این به پرداختن نباشد؛ فشرده است ممͺن هاسدورف، و
١٨٣]؟ ص ،١٢] بود خواهد یͺریخت فشرده، و هاسدورف فضای ͷی از زیرفضا ͷی با فضا ͷی شرایطͬ، چه تحت

آورد. به وجود بیستم قرن اوایل از ریاضیات، در را فشرده سازی نظریه پرسشͬ، چنین روی بر کار
(α, αX) زوج ͷی ،X ͷتوپولوژی فضای از فشرده سازی ͷی است: صورت این به فشرده سازی کلͬ تعریف امروزه
چͽال αX در α(X) و ͬ باشد م یͺریخت٣٧ͬ ͷی α : X → α(X) ⊆ αX و بوده فشرده فضای ͷی αX آن در که است
X فشرده سازی عنوان به αX و αX زیرفضای عنوان به X معمولا است، یͺریخت α(X) با X اینکه دلیل به است.

.[۶۴١-۶۴٢ صص ،۵] ͬ گردد م معرفͬ
توسط میلادی ١٩٣٠ دهه در عمدتا که است متکͬ مقالاتͬ به هاسدورف، فضاهای فشرده سازی مدرن نظریه مبانͬ
مقالات این از فهرستͬ شده اند. نگاشته ... و چخ٣٩ و استون٣٨ تیخونوف، اوریسون، الͺساندروف، همچون ریاضیدانانͬ

نمود. مشاهده [۶٣۶ ص ،۵] در ͬ توان م را
گردید. معرفͬ [١] در ١٩٢۴ سال در الͺساندروف توسط که بود نقطه ای تک فشرده سازی فشرده سازی، روش اولین
با که X از خارج عنصری ͬ شود: م تعریف صورت این به X فشرده موضعا و هاسدورف فضای روی فشرده سازی، این
تشͺیل ωX = X ∪ {∞} مجموعه تا ͬ کنیم م اضافه X به ͬ نامیم؛ م بینهایت در نقطه را آن و ͬ شود م داده نمایش ∞
ͬ باشند م ωX − K شͺل به یا هستند باز X در یا که ͬ کنیم م تعریف مجموعه هایی را ωX در باز مجموعه های شود.
X و بود خواهد هاسدورف و فشرده فضای ͷی ωX ترتیب، این به است. X از فشرده زیرمجموعه ͷی K آن، در که

.[١٨۴ ص ،١٢] بود خواهد چͽال ωX در X آنگاه نباشد، فشرده X اگر علاوه، به ͬ باشد. م ωX از زیرفضایی
شͺل های در که همان طور که نمود اشاره R۲ و R نقطه ای تک فشرده سازی های به ͬ توان م مشهور، مثال های عنوان به

ͬ باشند. م S۲ کره و S۱ دایره ترتیب، به ͬ بینیم، م ٢ و ١
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ͬ باشد. م فشرده سازی در شده اضافه عنصر (۰,۱) نقطه .R نقطه ای تک فشرده سازی :١ شͺل

است. فشرده سازی در شده اضافه عنصر (۰,۰,۱) نقطه .R۲ نقطه ای تک فشرده سازی :٢ شͺل

این در گردید. منتشر ١٩٣٠ سال در تیخونوف توسط که است [١٩] مقاله فشرده سازی، نظریه در مقاله بنیادی ترین
ͬ کند. م تعریف I = [۰,۱] فضاهای از دلخواه خانواده ͷی حاصلضرب روی را حاصلضربی توپولوژی تیخونوف مقاله،
ثابت مقاله همان در تیخونوف، ͬ شود. م داده نمایش و نامیده Iτ مͺعب عنوان تحت حاصلضربی، توپولوژی با فضا این
نامیده تیخونوف قضیه عنوان تحت امروزه که مهمͬ قضیه است. فشرده حاصلضربی، توپولوژی با فضا این که ͬ کند م
این است. فشرده حاصلضربی، توپولوژی با فشرده، فضاهای از دلخواه خانواده هر حاصلضرب که ͬ کند م بیان ͬ شود، م
١٩٣٠ مقاله در شد، گفته که همانطور .[۶٣۶ ص ،۵] گردید اثبات تیخونوف خود توسط ،١٩٣۵ سال در نیز قضیه

بود. گردیده اثبات و بیان تیخونوف قضیه از خاصͬ حالت
معرفͬ برای مبنایی که کرد ثابت را قضیه ای شده، ذکر اساسͬ کارهای ارائه ادامه در [١٩] مهم مقاله در تیخونوف
قضیه است. معروف استون‐چخ فشرده سازی به فشرده سازی این امروزه، گرفت. قرار فشرده سازی از مهم نوع ͷی
نشانده Iτ همچون مͺعبی در ͬ توانند م که هستند فضاهایی دقیقا منظم۴٠، کاملا فضاهای که ͬ کند م بیان تیخونوف
با مͺعب، این از زیرفضایی که طوری به دارد وجود Iτ مͺعب ͷی منظم، کاملا فضای هر برای دیͽر، عبارت به شوند.

.[۶٣۶ ص ،۵] است یͺریخت شده داده فضای
فضای شد. ارائه ١٩٢۵ سال در اوریسون توسط فضا، ͷی بودن منظم کاملا مفهوم که است یادآوری به لازم
تابع ،x ∈ X \ A هر و X از A بسته زیرمجموعه هر ازای به و باشد هاسدورف اگر است منظم کاملا X ͷتوپولوژی

.f(y) = ۱ ،y ∈ A هر برای و f(x) = ۰ که طوری به باشد موجود f : X → I پیوسته
تعداد که مͺعب ͷی در ͬ تواند م منظم، کاملا فضای ͷی که کرد اثبات تیخونوف شده، یاد مقاله در دقیق تر، بیانͬ با
نشانده Iℵ۰ مͺعب در ،N طبیعͬ اعداد مثلا شود. نشانده است؛ یͺسان شده، داده فضای اصلͬ عدد با آن عامل های
40 Completely regular spaces
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اعمال بدون اما تیخونوف، شیوه همان از استفاده با ،١٩٣٧ سال در چخ است. N اصلͬ عدد ،ℵ۰ از منظور ͬ شود. م
استون‐چخ فشرده سازی عامل ها، از ماکسیمالͬ تعداد از استفاده با واقع در و عامل ها تعداد روی شده ذکر محدودیت
βX با معمولا X فضای استون‐چخ فشرده سازی .[۶٣٧ ص ،۵] دارد ماکسیمال توسیع خاصیت که آورد دست به را
X فضای از دلخواه فشرده سازی ͷی γX اگر که است خاصیت این دارای استون‐چخ فشرده سازی ͬ شود. م داده نشان
نماد با معمولا خاصیت این .π ◦ β = γ که طوری به است موجود π : βX → γX پوشای و پیوسته تابع آنگاه باشد،

.[۶۴٢ ص ،۵] ͬ شود م داده نشان γX ≤ βX

حالͬ در گردید. ارائه استون توسط ١٩٣٧ سال همان در ،βX فشرده سازی ساختن برای متفاوت کاملا روش ͷی
استون واقع، در نبود. وابسته قضیه این به استون روش بود، وابسته تیخونوف حاصلضربی قضیه به کاملا چخ، شیوه که
آن، در که ،f−۱((a, b)) شͺل به عناصر حلقه در اول ایده آل های گردایه روی توپولوژی ͷی ،X منظم کاملا فضای برای
که آورد دست به فشرده فضایی ترتیب این به کرد. تعریف ͬ باشد، م X روی کراندار و پیوسته حقیقͬ‐مقدار، تابعͬ f

.[۶٣٩-۶۴٠ صص ،۵] بود X از βX فشرده سازی همان واقع در
نوشت. زیر صورت به را استون‐چخ فشرده سازی قضیه ͬ توان م ،١٩٣٧ سال در چخ و استون مستقل مقالات از

دارد: زیر معادل خواص با βX فشرده سازی ͷی ،X منظم کاملا ͷتوپولوژی فضای هر ص٨۶] ،٨] .١ . ۴ قضیه
Y به توی βX از G پیوسته توسیع ͷی دارای ،Y مانند فشرده ای فضای به توی X از g پیوسته نگاشت هر الف)

ͬ باشد؛ م
دارد. βX روی F پیوسته توسیع ͷی ،X روی f کراندار و پیوسته حقیقͬ‐مقدار، تابع هر ب)

استون‐چخ، فشرده سازی کشف و معرفͬ در تیخونوف و چخ استون، سهم میزان همچون پرسش هایی به پاسخ
”استون‐چخ“ نام گذاری دلیل و کرد استفاده استون‐چخ فشرده سازی عنوان تحت فشرده سازی، این از که منبعͬ اولین
و [۶٣٧-۶٣٨ صص ،۵] در ͬ توان م را دست این از دیͽری سوالات و ”چخ‐استون“ معمول الفبایی روش برخلاف

یافت. آن در شده اشاره مراجع
تحقیقاتͬ زمینه های مهمترین از ͬͺی بلͺه گرفت، قرار فشرده سازی نظریه مبنای نه تنها ١٩٣٧ سال در چخ مقاله
مطالعه و طبیعͬ اعداد فضای استون‐چخ فشرده سازی مطالعه شد: نهاده بنیان مقاله، این توسط عمومͬ، توپولوژی در
عدد تعیین مسائل، آن از ͬͺی نبود. آنها حل به قادر که کرد مطرح βN\N و βN خصوص در را مساله چند چخ .βN\N
١٩٣٧ سال همان در مساله، این است. ۲۲ℵ۰ و ۲ℵ۰ بین βN اصلͬ عدد که است کرده اشاره چخ البته بود. βN اصلͬ
عدد آنگاه باشد، α اصلͬ عدد با نامتناهͬ گسسته فضای ͷی T اگر که شد ثابت واقع، در شد. حل پوسپیسیل۴١ توسط

.[۶٣٨-۶٣٩ ،۵] ۲۲α با است برابر βT اصلͬ
z‐ابرفیلتر هر با متناظر جدید نقاط کردن اضافه با βX ساختن روش ،βX ساخت برای گوناگون روش های میان در
ͬ شود م ثابت فیلترها، مفهوم از استفاده با است. شده معرفͬ [۵٬۶ بخش ،٨] مرجع در ،X مجموعه به X روی آزاد۴٢
صص ،٨] ͬ گیرد م بر در را βN از کپی ͷی βN \N که معنͬ این به ͬ باشد؛ م βN با یͺریخت زیرفضایی شامل βN \N

.[٩١-٩٠
فضای ͬ شویم. م یادآور استون‐چخ، فشرده سازی خصوص در را دیͽری جالب نکات مثال، ͷی بررسͬ با پایان، در
به [۰,۱] فشرده فضای بازه، این به ۰ نقطه کردن اضافه با ͬ گیریم. م نظر در R از زیرفضایی توپولوژی با را (۰,۱]
لذا، ͬ باشد. م فشرده آنها، متمم یا هستند باز (۰,۱] در یا ،[۰,۱] در باز مجموعه های که است روشن ͬ آید. م دست
استون‐چخ فشرده سازی که آید نظر به ابتدا در است ممͺن .[۰,۱] با است برابر (۰,۱] فضای نقطه ای تک فشرده سازی
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ضابطه با f : (۰,۱] → [−۱,۱] تابع مثال، عنوان به نیست. درست مطلب، این ![۰,۱] با است برابر نیز (۰,۱] فضای
[۰,۱] روی پیوسته تابعͬ به توسیع قابل تابع، این که ͬ شود م ملاحظه اما است کراندار و پیوسته تابعͬ ،f(x) = sin ۱

x

نیست. [۰,۱] بازه ،(۰,۱] استون‐چخ فشرده سازی فشرده سازی، قضیه طبق لذا بود. نخواهد
یͺریخت نیز، آنها استون‐چخ فشرده سازی لذا است. یͺریخت [۰,∞) = R+ فضای با (۰,۱] که ͬ دانیم م واقع، در
و βR+ \ R+ یͺریخت مجموعه دو اجتماع ،βR \ R و است همبند و فشرده βR+ \ R+ که ͬ شود م ثابت ͬ باشد. م

داریم همچنین است. βR− \ R−

|βR| = |βN| = ۲c

.|βR+ \R+| = ۲c بنابراین .[٩٢-٩١ صص ،٨] |βR\R| = ۲c لذا ͬ باشد. م ۲ℵ۰ با برابر و R اصلͬ عدد c آن، در که
برای مشابه، طور به و βR \ R نقاط برای صریحͬ توصیف حقیقت، در .|β((۰,۱]) \ (۰,۱]| = ۲c دیͽر، عبارت به

ͬ شود. م ثابت انتخاب، اصل توسط نقاط، این وجود و ندارد وجود β((۰,۱]) \ (۰,۱]

وقدردانͬ تشͺر .۵

مقاله این بزرگوار داوران و تخصصͬ محترم دبیر به نسبت را خود قدردانͬ و سپاس مراتب است شایسته اینجا در
دارم. ابراز نمودند؛ شایانͬ ͷکم مقاله، کیفیت بهبود به خود، موثر پیشنهادهای با که
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