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مترجم مقدمه ی .١

از ͬͺی عنوان به هماهنگ١ͬ که کرد کشف ابتدا بشر دارند. بشر تاریخ درازای به قدیمͬ ارتباطͬ هنر و ریاضیات
در آن نقش و طلائͬ نسبت کشف به ͬ توان م جمله آن از دارد. عددی تناسب های رعایت در ریشه هنری، آثار مهم عناصر
که است ریاضͬ مفهوم مهمترین قولͬ به تقارن، کرد. اشاره معماری و هنر در آن کاربست برای تلاش و طبیعͬ جلوه های
هنرمندان و قافیه در شاعران هندسه، در را تقارن ریاضیدانان، شده است. استفاده هنری آثار در دیͽر عنصر ͷی عنوان به
اشͺال تکرار طریق از که ͬ باشد م هنر و هندسه در اساسͬ مفهوم ͷی الͽو٢، که آنجا از یافته اند. زیبایی و توازن خلق در
ریاضیات از کاربردی عنوان به ͬ تواند م متقارن هندسͬ الͽو های ایجاد لذا ͬ شود، م ایجاد هم کنار در نظم ͷی طبق هندسͬ
کم ͬ کاری های کاش همانند اسلامͬ، معماری در زینتͬ ͬ کاری های کاش انواع به ͬ توان م نمونه عنوان به شود. تلقͬ هنر در
نتیجه ی جاودانͬ، آثار چنین خلق و هنر و ریاضیات ارتباط برقراری کرد. اشاره اصفهان، جامع مسجد صفه های نظیر
بوزجانͬ محمد ابوالوفا ͬ شود. م اشاره مورد ͷی به شاهد عنوان به که است بوده متمادی سالیان طول در علمͬ تلاش
الهندسه‘ الاعمال من الصانع الیه یحتاج ’بما خود کتاب در ایرانͬ سرشناس منجم و ریاضیدان شمسͬ، هجری ٣١٩ متولد
گردهمایی های گویی است. کرده شرکت بغداد در هنرمندان و هندسه دانان٣ بین گردهمایی ͷی در که است داده گزارش

است. بوده رایج نیز امری اسلامͬ تمدن طلائͬ دوران در امروزی، متداول علمͬ
همنهشتͬ، مفهموم از استفاده با ͬ کاری کاش زیبای الͽوهای ایجاد آن در که ͬ شود م ارائه مقاله ای ترجمه ی ادامه، در

شود. گرفته نظر در هنر و ریاضیات ارتباط از مثالͬ عنوان به ͬ تواند، م الͽوهایی چنین است. گرفته قرار بحث مورد

همنهشتͬ. ،ͷموزائی ،p پیمانه ی به دوم ی درجه ی مانده مختلط، اعداد گاوسͬ، صحیح اعداد کلیدی. کلمات و عبارات
پوریای ولͬ محمدرضا رابط: تخصصͬ دبیر
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه قربانͬ، ح. مترجم:

مقاله چͺیده ی .٢

زیبای بسیار الͽوهای خودکار ایجاد برای روش ͷی تیل، نیͺولای توروالد دانمارکͬ بیمه  سنج۴ و آماردان ستاره شناس،
است. کرده ارائه گاوس صحیح اعداد مجموعه ی روی دوم درجه مانده ی مفهوم از استفاده با ،١ شͺل همانند ،ͷموزائی

شد. خواهد پرداخته الͽوهایی، چنین تولید چͽونگͬ به مقاله این در

مقدمه .٣

چینش که است مختلف مواد از رنگارنگ های قطعه یا و ͷکوچ مͺعب های از مجموعه ای ͬ کاری) (کاش ͷموزائی
عهد در ͷموزائی از استفاده با مجسمه یا و سقف دیوار، کف، تزئین ͬ شود. م زینتͬ الͽوی ͷی ایجاد باعث هم کنار آنها
بعد که ͬ کاری کاش هنر است. یافته ادامه رنسانس دوره ی و وسطͬ قرون طͬ زمان بستر در و بوده محبوب بسیار باستان
به معروف بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن هنری جنبش طͬ را خود محبوبیت دیͽربار شده بود، محو تقریباً دوره، ͷی از
(شاعران، هنرمندان از بسیاری و آورد وجود به عموم در شدید جذابیتͬ آن، از پس علمͬ اکتشافات بازیافت. ۵ نو‘ ’هنر
حاصل ظریف، نظم .[١] دادند انتقال خود کار به ریاضͬ ابعاد دادن با را جذابیت این غیره) و نقاشان موسیقیدانان،
ساختمان های و خانه ها برخͬ زینت بخش ͬ کاری، کاش الͽوی ͷی قالب در که هم کنار در کاشͬ زیادی تعداد چینش از

است. زیبایی شناختͬ تحقیقات چنین نتایج از ͬͺی فقط است، عمومͬ

.۴٣ پیمانه ی به دوم درجه مانده ی :١ شͺل

بار اولین برای که کرد ͷکم این صورت به نو هنر جنبش به خود سهم به (١٨٣٨-١٩١٠)۶ تیل نیͺولای توروالد
تولید زیبایی بسیار موزائیͷ های گاوسͬ صحیح اعداد مجموعه ی در همنهشتͬ از استفاده با ͬ توان م چͽونه داد، نشان
علوم دانشمندان کنفرانس در ١٨٧٣ سال در بار اولین برای او که ͬ دهد م نشان را ͬ کاری ای کاش الͽوهای ٢ شͺل کرد.
ورودی تالار در که اوست به منتسب نیز ،٣ شͺل سنگ فرش طرح داد. ارائه کپنهاگ در اسͺاندیناوی حوزه ی طبیعͬ
و ساده زیبا، نتایج تولید بر علاوه تیل، ͷموزائی ساخت ͷتکنی شده است. استفاده کپنهاگ، در دانمارک دفاع وزارت
هدف داد. خواهیم توضیح مرحله دو در را آن که است مختلط دوم درجه مانده ی مفهوم بر مبتنͬ خلاقانه ایده ای دارای
شده اند٧. طراحͬ ٣ شͺل سنگ فرش نظیر الͽوهایی چͽونه کنیم کشف تا است نشده حل پازل سه کردن فرموله و تدوین

گازی اجاق خانه اش، در ”تیل ͬ نویسد، م ١٩۴٢ سال به مربوط خاطرات اش دفتر در بود، دانشͽاه در تیل شاگرد همزمان و آرهوس شهر در دبیرستان ͷی معلم که لارسن اتو (مترجم: ٧

بیمه شرکت اولین اصلͬ تالارهای از ͬͺی ”سنگ فرش است، نوشته او همچنین شده بود.“ تزیین ،١٨٧٣ سال کنفرانس در ͬ اش سخنران در شده ارائه الͽوی شبیه الͽویی با که بود ساخته
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه تیل، ͷموزائی الͽوهای

تیل نیͺولای توروالد .۴

از ͬͽسال ٧١ سن در ١٩١٠ سپتامبر ٢۶ در و آمد دنیا به کپنهاگ در ١٨٣٨ دسامبر ٢۴ در تیل نیͺولای توروالد
ͷی از بعد شده است. گرفته است، بین المللͬ شهرت با دانمارکͬ مجسمه سازی که پدرخوانده اش٨ از او نام رفت. دنیا
مدیر همزمان و کپنهاگ دانشͽاه در نجوم استاد کرسͬ دارای ١٩٠٧ تا ١٨٧۵ سال های بین او درخشان، تحصیلͬ سابقه
٩ است داده ارائه را براونͬ حرکت نظریه که است فردی اولین و ریاضͬ آمار پیشͽامان از ͬͺی او بود. دانشͽاه رصد خانه ی
دانمارک در بیمه شرکت اولین موسسان از او . ١١ است کرده معرفͬ را درستنمایی تابع و انباشتک١٠ تابع وی همچنین .
تا ١٩٠٣ سال از شرکت این مدیره هیات رئیس همچنین و ١٩٠١ سال تا آن علمͬ مدیر و ١٨٧٢ سال به هفنیا١٢ نام به
که هولͽر١٣، پسرش توسط آنها از ͬͺی که شده است نامͽذاری او افتخار به سیارک دو بود. ١٩١٠ سال در مرگش هنگام

شده است. کشف است، مشهوری ستاره شناس خود

.١٨٧٣ کنفرانس در تیل توسط شده ارائه ͷموزائی دو :٢ شͺل

.٩ کانال هولمز کپنهاگ، در واقع دانمارک دفاع وزارت ورودی تالار در تیل سنگ فرش :٣ شͺل

دیͽر نمونه ی ͷی عنوان به کند. تولید را الͽوهایی چنین است، توانسته تیل چͽونه ͬ دهند، م توضیح مقاله، این نویسند گان شده است.“ ایجاد الͽویی چنین ͷکم به کپنهاگ در خصوصͬ
کرده اند.) اشاره آن به مقاله نویسندگان که است پازلͬ سه کشف همان الͽوها، این گشایی رمز کنید. ملاحظه را ،٣ شͺل سنگ فرش الͽوها، این از

در تاثیر گذار چهره ١٠٠ از ͬͺی عنوان به را تیل Thiele: Pioneer in Statistics, Oxford University Press, 2002 خود کتاب در مقاله، این نویسندگان از ͬͺی لائوریتزن، (مترجم: ٩

است.) کرده معرفͬ بیستم قرن در ریاضͬ آمار زمینه
و پیرسون گاوس، لاپلاس، بیز، شامل دیͽر نفر پنج همراه به را تیل Statistical Methods for Research Workers, 11th ed., (1950) خود کتاب ٢٠ صفحه ی در فیشر (مترجم: ١١

است.) کرده معرفͬ آمار علم چهره های تاثیرگذارترین عنوان به (استیودنت) گوست
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه قربانͬ، ح. مترجم:

Z در همنهشتͬ و دوم درجه های مانده .۵

صحیح عدد دو باشد، صحیح عدد ͷی p ≥ ١ اگر

a, b ∈ Z = {٢±,١±,٠, · · · }

قسمͬ به باشد داشته وجود k ∈ Z اگر یعنͬ باشد، p از مضربی a−b تفاضل هرگاه ͬ نامیم، م p پیمانه به همنهشت را
ͬ نویسیم: م این صورت در .a− b = kp که

a ≡ b mod p.

.٢٨ ≡ ٠ mod ۴ و ١٧ ≡ ١ mod ۴ مثلا́ است، همنهشت p به آن تقسیم از حاصل مانده ی با a عدد خاص، طور به
x ∈ Z عدد اگر است، p پیمانه به دوم درجه مانده ی ͷی q ∈ N = {٠,١,٢, · · · } طبیعͬ عدد گوییم، علاوه به

که قسمͬ به باشد، داشته وجود

q ≡ x٢ mod p.

کنید: توجه ساده مثال چند به ادامه در است. p پیمانه به دوم درجه نامانده ی ͷی q گوییم، این صورت غیر در
زیرا است. ٢ پیمانه ی به دوم درجه مانده ی ͷی طبیعͬ عدد هر

،q ≡ ٠٢ mod ٢ آنگاه ،q ≡ ٠ mod ٢ یعنͬ باشد، زوج عدد اگر •
.q ≡ ١٢ mod ٢ آنگاه ،q ≡ ١ mod ٢ یعنͬ باشد، فرد عدد اگر •

مثال: برای است. p پیمانه به دوم درجه مانده ی ͷی باشد، همنهشت p پیمانه به ͷی یا صفر با که طبیعͬ عدد هر واقع در

،q ≡ ٠٢ mod ۴ آنگاه q ≡ ٠ mod ۴ اگر •
.q ≡ ١٢ mod ۴ آنگاه q ≡ ١ mod ۴ اگر •

این ،q ≡ x٢ mod ۴ که ندارد وجود x ∈ Z مانند صحیح عدد هیچ ،q ≡ ٣ mod ۴ یا q ≡ ٢ mod ۴ اگر حال، این با
داد: نشان است، فرد یا زوج x که حالت هایی برای جداگانه طور به نقض، مثال با ͬ توان م را

،x٢ = ۴n٢ ≡ ٠ mod ۴ آنگاه x = ٢n اگر •
.x٢ = ۴n٢ + ۴n+ ١ ≡ ١ mod ۴ آنگاه x = ٢n+ ١ اگر •

تیل پیاده روهای .۶

وقتͬ مانند افقͬ، جهت مثلا́ راستا، ͷی در فقط را تیل ͬ کاری کاش ایده شروع، برای بͽیرید. نظر در را ۴ شͺل
مانند راستا، دو در سنگ فرش برای را آن سپس و ͬ دهیم م توضیح تیل’)، (’پیاده روی ͬ شود م سنگ فرش رو پیاده ͷی

داد. خواهیم تعمیم عمودی)، و افقͬ جهت های (یعنͬ صاف سطح ͷی سنگ فرش
مختصات در که شده است تشͺیل ͷی ضلع به شͺل مربعͬ ͬ های کاش از p پیمانه ی به تیل پیاده روی کلͬ طور به
ͬ شود: م رنگ آمیزی زیر صورت به (q,٠) مختصات در گرفته قرار کاشͬ ͬ گیرند. م قرار آخر، الͬ و (٢,٠) ،(١,٠) ،(٠,٠)

باشد، همنهشت p پیمانه ی به صفر با q اگر قرمز، •
،(q ̸≡ ٠ mod p (ولͬ باشد p پیمانه ی به دوم درجه مانده ی ͷی q اگر آبی، •

باشد. p پیمانه ی به دوم درجه نامانده ی ͷی q اگر سفید، •
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه تیل، ͷموزائی الͽوهای

.۴ پیمانه ی به تیل پیاده روی :۴ شͺل

صورت به ترتیب به هستند (٣,٠) و (٢,٠) ،(١,٠) ،(٠,٠) مختصات در که ͬ هایی کاش ،p = ۴ برای مثال عنوان به
در ͬ شود. م تکرار بی نهایت تا ۴ تناوب دوره با ترتیب بهمین الͽو، این  و ͬ شوند م رنگ آمیزی سفید، و سفید آبی، قرمز،
مختصات در گرفته قرار ͬ های کاش رنگ که مادامͬ تیل، پیاده روی رنگ آمیزی تکمیل ،p > ١ دیͽر مقدار هر برای واقع،

است. p رنگ آمیزی این تناوب دوره زیرا است، آسان بدانیم، را (p− ١,٠) و . . . ،(١,٠) ،(٠,٠)
فرض با ͬ باشد. م مشابه اصل ͷی اساس بر تیل، روش به سطح ͷی ͬ کاری کاش برای بالا، رنگ آمیزی قاعده ی تعمیم
درجه مانده ͷی q اینکه به بسته ،q = (q١, q٢) مختصات در گرفته قرار کاشͬ ،p = (p١, p٢) صحیح عدد جفت ͷی
از دوتایی بردارهای بین همنهشتͬ مفهوم ابتدا است، لازم بنابراین ͬ شود. م رنگ آمیزی خیر، یا هست p پیمانه به دوم

کنیم. تعریف را صحیح اعداد

گاوسͬ اعداد مجموعه ی به تعمیم .٧

گاوس فردریش کارل آلمانͬ شاخص فیزیͺدان و ستاره شناس ریاضیدان، از ١٨٠١ سال به شده منتشر اثر در
اعداد از زوج هایی مجموعه ی روی جمله از ،Z از غیر مجموعه هایی روی همنهشتͬ تعریف به (١٨۵۵-١٧٧٧)١۴

است. داده نشان علاقه ،(a١, a٢) ∈ Z٢ = Z× Z بردارهای یعنͬ صحیح،
کرده تعریف زیر صورت به را a = (a١, a٢), b = (b١, b٢) ∈ Z٢ عنصر دو هر حاصل ضرب و مجموع گاوس،

است:

(a١, a٢) + (b١, b٢) = (a١ + b١, a٢ + b(١),(٢

(a١, a٢)× (b١, b٢) = (a١b١ − a٢b٢, a١b٢ + a٢b١),

مختلط اعداد مبحث در ریشه جالبی صورت به ضرب، ولͬ است، بردار دو مجموع همان شده، تعریف مجموع آن، در که
همه شود، تجهیز عملͽر دو این با گاوسͬ، اعداد مجموعه ی به معروف ،Z٢ مجموعه ی هرگاه ببینید). را ٨ (بخش دارد

خواهد بود. دارا را شد، تعریف Z برای آنچه شبیه دوم، درجه ی مانده ی و همنهشتͬ مفهوم تعریف برای لازم خواص
پیمانه ی به همنهشت را a, b ∈ Z٢ عضو دو نیستند، صفر همزمان دو هر که p٢ و p١ مثبت صحیح اعداد برای
دیͽر عبارت به .a − b = kp که باشد داشته وجود قسمͬ به k = (k١, k٢) ∈ Z٢ عدد اگر ͬ گوییم، م p = (p١, p٢)

اگر: تنها و اگر ،a ≡ b mod p

(a١, a٢)− (b١, b٢) = (k١p١ − k٢p٢, k١p٢ + k٢p١).

x = (x١, x٢) ∈ Z٢ هرگاه است، p = (p١, p٢) پیمانه ی به دوم درجه مانده ی ͷی q = (q١, q٢) زوج گوییم علاوه، به
داشته تا بیابیم، طوری را x٢ و x١ صحیح اعداد باید دیͽر عبارت به .q ≡ x٢ mod p که قسمͬ به باشد، داشته وجود

باشیم:
(q١, q٢) ≡ (x٢١x

٢
٢,٢x١x٢) mod p.

14Carl Friedrich Gauss
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه قربانͬ، ح. مترجم:

مختلط اعداد با ارتباط .٨

راست). (سمت i عدد در آن ضرب تاثیر و چپ) (سمت R٢ در (a, b) بردار صورت به ،a+ bi مختلط عدد نمایش :۵ شͺل

مختلط عدد هر ͬ دانیم، م دارد. مختلط اعداد مفهوم با ͬͺنزدی ارتباط ،Z٢ روی گاوس توسط شده تعریف عملͽر
دادن قرار با ،R٢ در ͬ توان م را مختلط عدد ͷی واقع در ͬ باشد. م i =

√
−١ آن در که است، a١ + a٢i صورت به

سردرگمͬ، از نگرانͬ بدون نیز، آن را که داد، نمایش (a١, a٢) = a١١+ a٢i بردار صورت به  i = (٠,١) و ١ = (١,٠)
.(۵ شͺل چپ (سمت نوشت a١ + a٢i صورت به ͬ توان م

داریم: ،b١ + b٢i و a١ + a٢i جبری عبارات روی معمولͬ ضرب و جمع اعمال با

(a١ + a٢i) + (b١ + b٢i) = (a١ + b١) + (a٢ + b٢)i,

(a١ + a٢i)× (b١ + b٢i) = a١b١ + (a١b٢ + a٢b١)i+ a٢b٢i
٢

= (a١b١ − a٢b٢) + (a١b٢ + a٢b١)i,

شده است. استفاده i٢ = −١ تساوی از آن در که
عقربه های عکس جهت در ،π٢ اندازه ی به آن دوران باعث گاوسͬ، عدد ͷی نظیر بردار در i ضرب است، ذکر به لازم

یعنͬ: ، (۵ شͺل راست (سمت ͬ شود م متفاوت، طولͬ با بردار ͷی ایجاد و ساعت

(a١ + a٢i)× i = a١i+ a٢i
٢ = −a٢ + a١i,

است. ١۵ انگاری عدد ͷی  ،a٢ = ٠ ازای به و حقیقͬ عدد ͷی ،a١ = ٠ ازای به بالا، حاصلضرب که
Z٢ روی (١) رابطه ی در پیش تر که هستند همانهایی دقیقا مختلط، اعداد مجموعه روی شده تعریف عملͽرهای

ͬ دهیم. م نشان Z[i] نماد با اغلب را مذکور عملͽر دو با شده تجهیز ،Z٢ مجموعه ی بنابراین شدند، تعریف

تیل ͬ کاری کاش .٩

از p = (p١, p٢) پیمانه ی به تیل ͬ کاری کاش ͬ شد، م انجام راستا ͷی در ͬ کاری کاش که تیل‘ ’پیاده روی همانند
ͬ کنیم. م کاشͬ را کف) (مثلا صاف سطح ͷی حالا که تفاوت این با شده است، تشͺیل ͷی ضلع به مربع هایی

ͬ شود: م رنگ آمیزی زیر صورت به ،q = (q١, q٢) مختصات در واقع کاشͬ
باشد، همنهشت p پیمانه ی به صفر با q اگر قرمز، •

15Imaginary Number
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه تیل، ͷموزائی الͽوهای

،(q ̸≡ ٠ mod p (ولͬ باشد p پیمانه ی به دوم درجه مانده ی ͷی q اگر آبی، •
باشد. p پیمانه ی به دوم درجه نامانده ی ͷی q اگر سفید، •

داریم: p = (٢,٠) اگر مثال، برای

(a١, a٢) ≡ (b١, b٢) mod p ⇔ a١ − b١ = ٢k١, a٢b٢ = ٢k٢,

داریم: (a١, a٢) ∈ Z٢ همه ی برای بنابراین .a٢ ≡ b٢ mod ٢ و a١ ≡ b١ mod ٢ شود، گفته که است این معادل که

(a١, a٢) ≡ (٠,٠), (٠,١), (١,٠)or (١,١) mod p = (٢,٠).

(١,١) و (٠,١) ،(١,٠) ،(٠,٠) زوج های آیا که کنیم تعیین است کافͬ متناظر، تیل ͬ کاری کاش ایجاد برای بنابراین
خیر؟ یا هستند p = (٢,٠) پیمانه ی به مختلط دوم درجه مانده ی

که: دارند وجود قسمͬ به x١, x٢ ∈ Z آیا که کنیم بررسͬ باید ،a١, a٢ ∈ {٠,١} فرض با بنابراین

a١ ≡ x٢١ − x٢٢ mod ٢, a٢ ≡ ٢x١x٢ mod ٢.

یافت، x٢ یا x١ برای مقداری ͬ توان نم ،a٢ = ١ اگر اما شود. اختیار x٢ = ٠ و x١ = a١ است کافͬ ،a٢ = ٠ اگر
داشت انتظار ͬ توان نم هیچͽاه لذا و است زوج عدد ͷی همیشه ،x١, x٢ ∈ Z مقادیر گرفتن نظر در بدون ٢x١x٢ زیرا

.٢x١x٢ ≡ a٢ = ١ mod ٢
(٠,١) ،(١,٠) ،(٠,٠) مختصات در واقع ͬ های کاش شد، گفته که همانطور ͬ دهد. م نمایش را بالا نتایج ،۶ شͺل
به چپ، سمت قطعه ی تکرار توسط ،(۶) شͺل راست سمت الͽوی یعنͬ ͬ  کنند، م تعیین را الͽو اصلͬ مایه ی (١,١) و

است. شده تولید ،(٠,٠) مختصات از شروع با عمودی، و افقͬ جهت دو در واحد، ͷی عنوان

. p = (٢,٠) پیمانه ی به تیل ͬ کاری کاش :۶ شͺل

و مشهور آماری افزار نرم در برنامه  نویسͬ ͷکم به ،١٨٧٣ کنفرانس در تیل توسط شده ارائه ͬ کاری کاش الͽوی دو
سمت الͽوی و p = (١٩,٠) ورودی با متناظر چپ سمت الͽوی داده شده اند. نشان ٢ شͺل در و بازتولید ١۶ R رایͽان
نشان را نظم از درجه ای الͽو دو هر ببینید). را زیر ١١ (بخش ͬ باشد م برنامه این در p = (١٧,٨) ورودی با متناظر راست
سمت الͽوی در موجود نظم تشخیص که حالͬ در عمودی، و افقͬ تناوب به مربوط چپ سمت الͽوی نظم ͬ دهند، م

است. مشͺل تر راست

16https://www.r-project.org
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه قربانͬ، ح. مترجم:

شده؟ رنگ کاشͬ تعداد چه .١٠

عدد ͷی نظیرشان، p = (p١, p٢) که است موزائیͷ هایی به مربوط تیل، ͷموزائی الͽوی زیباترین تجربه، اساس بر
کنید). مقایسه دیͽر زیباتر الͽوهای با را ٨ شͺل زیبای کمتر (الͽوی باشد اول گاوسͬ

است: برقرار a, b ∈ Z٢ همه ی برای زیر رابطه ی باشد، اول p = (p١, p٢) اگر کنید توجه

a× b ≡ (٠,٠) mod p ⇒ a ≡ ٠ mod p or b ≡ ٠ mod p.

باشد: برقرار زیر شرط سه از ͬͺی اگر تنها و اگر است، اول p = (p١, p٢) که  داد، نشان ͬ توان م
باشد، متداول) مفهوم (به اول عدد ͷی ،p٢١ + p٢٢ آنگاه ،p٢ ≥ ١ و p١ ≥ ١ اگر •

باشد، |p٢| ≡ ٣ mod ۴ و اول عدد ͷی |p٢| ،p٢ ≥ ١ و  p١ = ٠ اگر •
باشد. |p١| ≡ ٣ mod ۴ و اول عدد ͷی |p١| ،p١ ≥ ١ و  p٢ = ٠ اگر •

پس ،(۵,٠) = (١,٢)× (٢−,١) چون ولͬ هستند، اول گاوسͬ اعداد (١٧,٨) و (١٧,٠) ،(١٩,٠) بردارهای بنابراین
نیست. اول (۵,٠)

دیͽر، عبارت به هستند. p پیمانه ی به دوم درجه ی مانده های p−١ و ١ بین اعداد نصف باشد، اول p اگر ͬ دانیم، م ضمنا
هستند. آبی p پیمانه به ͬ کاری کاش اصلͬ الͽوی از کاشͬ p−١

٢ تعداد
باشد، اول گاوسͬ عدد ͷی p = (p١, p٢) اگر داد، نشان ͬ توان م اعداد، نظریه ی مفاهیم بͺار گیری با مشابه، طور به

هستند. آبی ،p پیمانه ی به تیل ͬ های کاش از کاشͬ ،(p٢١ + p٢٢ − ٢/(١ آنگاه ،p٢ ≥ ١ و p١ ≥ ١ که قسمͬ به

R افزار نرم با تیل ͷموزائی تولید .١١

در آمار و ریاضیات استاد بول١٧، سورن توسط شده نوشته برنامه ͷی از استفاده با راحتͬ به ͬ توان م را تیل ͷموزائی
است: دسترس در زیر آدرس به مراجعه با برنامه کدهای کرد. تولید آلبورگ١٨، دانشͽاه

http://www.math.mcgill.ca/cgenest/Thiele.R
کننده کنترل پارامتر های با (n+١)× (n+١) اندازه با تیل ͷموزائی ͷی ͬ توان م ، R افزار نرم به برنامه انتقال از بعد
(١٧+ ٨i,۴٠) و (١٩,۴٠) پارامترهای به مربوط ٢ شͺل مثال، برای کرد. تولید هستند، برنامه ورودی های که ،(p, n)
ویندوز، عامل سیستمهای با  R افزار نرم است، ذکر به لازم است.  (٧١,٧١) پارامتر به مربوط ٧ شͺل ͷموزائی است.

است. سازگار ͷم و یونیͺس

هندسͬ تعبیر .١٢

صحیح مختصات با بردارهایی صورت به را Z٢ عناصر است،  منظم تیل ͷموزائی چرا که این بهتر درک منظور به
پیمانه ی به همنهشت Z٢ به متعلق b = (b١, b٢) و a = (a١, a٢) بردار دو تعریف، طبق که کنید ملاحظه و گرفته نظر در

اگر: تنها و اگر هستند، p = (p١, p٢)

(a١, a٢)− (b١, b٢) = (k١p١ − k٢p٢, k١p٢ + k٢p١) = k١(p١, p٢) + k٢(−p٢, p١),

p = (p١, p٢) بردار از مضربی مجموع با برابر آنها تفاضل اگر تنها و اگر هستند، همنهشت بردار دو این دیͽر عبارت به
باشد. ،p′ = (−p٢, p١) یعنͬ ،p بر عمود بردار از مضربی و

17Søren Buhl 18Aalborg University
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه تیل، ͷموزائی الͽوهای

به بالعکس)  (یا b انتهای به a انتهای از حرکت اگر همنهشت اند، p پیمانه ی به b و a بردارهای هندسͬ، بیان به
انتهای که دیͽری بردار با دلخواه بردار هر خصوصا باشد. ممͺن −p′ و p′ ،−p ،p انتقال های از متناهͬ تعداد وسیله ی
باقیمانده ی معادل Z٢ در خاصیت این ͬ باشد. م همنهشت است، واقع p + p′ و p′ ،p ،(٠,٠) رئوس به مربع داخل آن

است. Z در  p به تقسیم قسمت خارج
مختصات در قرمز نشان چهار بین الͽو، اصلͬ مایه ی که ͬ شود م ملاحظه ٢ شͺل راست سمت الͽوی به مجدد نگاه با

است. شده واقع (٣۴,١۶) و (٢۶,٣٣) ،(١٧,٨) ،(٩,٢۵)

به ،(٣ (شͺل دانمارک دفاع وزارت ورودی تالار سنگ فرش برای طرحͬ عنوان به که (٧١,٠) پیمانه ی به تیل ͷموزائی :٧ شͺل
شده است. گرفته کار

اول که شده است تولید عددی با ͷموزائی این واقع در .٧+ ٣i = (١− i)× (٢+ ۵i) پیمانه ی به دوم درجه مانده های :٨ شͺل
نیست.

سنگ فرش طرح به دوباره نگاهͬ .١٣

اگرچه است. آمده ٧ شͺل در آن کامل الͽوی که است، (٧١,٠) پیمانه ی به تیل ͷموزائی ͷی ٣ شͺل سنگ فرش
سنگ فرش الͽوی این از استفاده اولین برای که ساختمانͬ ولͬ است، دانمارک دفاع وزارت به متعلق اکنون ساختمان
تکمیل روند بر شرکت، این مدیره هیئت رئیس عنوان به تیل است. بوده هفنیا بیمه شرکت به مربوط شد، دیده آن در
به تیل ͷموزائی انتخاب ͬ رسد، م نظر به است. داشته نظارت ͬͽسال ٧١ سن در مرگش از قبل ماه چند تا ساختمان
۴۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.109316.1266
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٣٧–۴۶ (١٣٩٧) ٣ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه قربانͬ، ح. مترجم:

است. بوده او یاد گرامیداشت خاطر به و مرگش از بعد ساختمان، این تالار سنگ فرش طرح عنوان به ،(٧١,٧١) پیمانه ی
ͬ شود: م اشاره ٣ شͺل سنگ فرش به راجع نکته سه به ادامه در

مانده ی ͷی (٢٧,٣۵) زوج اگرچه که معنͬ این به است، داده رخ اشتباه الͽو روی از سنگ فرش اجرای هنگام •
دلیل است. سفید مختصات، این در گرفته قرار کاشͬ ولͬ است،  p = (٧١,٠) پیمانه ی به مختلط دوم درجه
فقط سنگ فرش کل در این که خصوصا است، باور این سود به قراین همه باشد. محاسباتͬ اشتباه شاید آن

شده است. تکرار خطایی چنین بار هفت
باشد، سفید باید (٢۵,٧۵) مختصات در گرفته قرار کاشͬ که ͬ کنیم م ملاحظه  ،٧ و ٣ شͺل های مقایسه ی با •

است. قرمز اجرا در که صورتͬ در
زیبایی؟ خاطر به فقط آیا شده اند؟ رنگ آمیزی سبز با بقیه و قرمز با دوم درجه مانده های با مطابق ͬ های کاش چرا •
دارد، مانده ها این از دیͽری ریاضͬ خاصیت بر دلالت طرحͬ چنین که ͬ کند م القا چنین الͽو در موجود نظم

خاصیت؟ کدام ولͬ
است ممͺن و است ریاضͬ آخر سوال ماهیت ولͬ دهد، پاسخ اول سوال دو به بیمه شرکت آرشیو است ممͺن
نظریه  از دیͽری جالب موضوعات و درجه دوم مانده ی و گاوسͬ صحیح اعداد از معینͬ خواص به آن حل برای
علاقه مند خوانندگان به را آن و نیست معلوم ما برای سوال این جواب به هر حال باشیم. داشته نیاز اعداد

ͬ گذاریم. وام

قدردانͬ و تشͺر

محترم دست اندر کاران از فرانسه، زبان از آن برگردان حین راهنمایی ها بابت اصلͬ، مقاله ی نویسندگان از وسیله بدین
بابت موسوی خانم سرکار محترم، کارشناس و عبدالهͬ دکتر آقای جناب آن، محترم دبیر سر بخصوص مجله، این
بهبود در موثر پیشنهادات و داوری زحمت بابت محترم داوران از همچنین مͺاتبات، به حوصله با و سریع پاسخͽویی های

خواستارم. بزرگ، خداوند پیشͽاه از بیشتر توفیق و سلامتͬ ͬͽهم برای دارم. را امتنان کمال ترجمه، کیفیت
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قربانͬ حمید
ریاضͬ علوم دانشͺده کاشان، دانشͽاه
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دانشͽاه آمار رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧٣ سال در وی است. اصفهان شهر در ١٣۵۶ اردیبهشت ماه متولد قربانͬ حمید
در را خود دکترای سپس و شد بهشتͬ شهید دانشͽاه رياضͬ آمار رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧٧ سال در اصفهان،
گروه استادیار هم اکنون کرد. دریافت تصادفͬ هندسه و فضایی آمار زمینه ی در آلمان فرایبرگ صنعتͬ دانشͽاه از ١٣٨٣ سال

ͬ باشد. م کاشان دانشͽاه آمار
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