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برنولͬ دیفرانسیل معادله وحل برنولͬ خانواده

سنمار هنگامه و ͬ الحسینͬ∗ محسن ͬ محمد عل سید

ͷوفیزی مهندسͬ علوم ومجموعه ریاضیات در که برانگیزاست بحث موضوع ͷی برنولͬ دیفرانسیل معادله چͺیده.
همچنین ͬ کنیم. م بررسͬ را برنولͬ دیفرانسیل معادله وگسترش پیدایش تاریخچه مقاله این در دارد. بسزایی کاربرد
سه طͬ که برنولͬ خانواده به منجمله پرداخت، خواهیم کرده اند تلاش معادله این حل برای که اندیشمندانͬ نقش به
معادله این حل رادر نقش بیشترین برنولͬ ویوهان دانیل یاکوب، به علاوه دادند. جامعه تحویل ریاضیدان هشت نسل،

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را برنولͬ دیفرانسیل معادله کاربردهای انتها در داشتند.

برنولͬ خانواده .١

این دادند. جامعه تحویل ریاضیدان هشت نسل، سه طͬ که بودند سوئیسͬ برجسته خانواده ͷی برنولͬ خانواده
(١) شͺل بوده اند. گذار تاثیر ریاضیات بر هیجدهم) قرن اواسط تا هفدهم قرن اواسط (از ١٠٠سال حدود خانواده
برنول١ͬ، یاکوب خانواده این در دهد[١۵]. مͬ نشان گردیده شروع برنولͬ نیͺلاس با که را ͬ ها برنول نامه شجره
زیادی شهرت ریاضیات زمینه در نمود خواهیم اشاره آن به بعدی بخش های در که برنول٣ͬ ودانیل برنول٢ͬ یوهان
فعالیت دیͽر زمینه های در ریاضͬ علوم به برپرداختن علاوه برنولͬ خانواده اعضای از برخͬ نموده اند. کسب
وگیاه کالبدشناسͬ زمینه در سال١٧٢١) در (دانیل ،ͬͺپزش زمینه در دانیل١۶٩۴) پدر (یوهان منجمله داشته اند
دانیل بردار دیͽردانیل١٧۵٩‐١٧٨٩ونیͺلاس۴، بردارزاده (یاکوب ،ͷفیزی زمینه در (١٧۵٠ (دانیل شناسͬ،

.[١۴ اند[١، نموده تحصیل (١٩۵٨‐ ١٨٧۶ سوم نسل از بنو (هانس حقوق، زمینه ودر (١٧١۵
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نامه شجره :١ شͺل

یاکوب .٢

سفارش به ابتدا در بود. باسل۵ دانشͽاه ریاضͬ استاد و فیزیͺدان ریاضیدان، (١٧٠۵-١۶۵۴) برنولͬ یاکوب
در آورد. روی نجوم و ریاضیات به والدینش آرزوهای و علایق برخلاف ولͬ پرداخت، الهیات مطالعه به پدرش
فراگرفت را علوم و ریاضیات دستاوردهای آخرین و کرد مسافرت اروپا سراسر به او ١۶٨٨ تا ١۶٧٢ سال های خلال
درباره مقالاتͬ یوهان برادرش ͷکم به سپس و گرفت فرا را حسابان علم داشت، نیتز۶ لایب با که ملاقاتͬ طͬ و
گسترش را جدایی پذیر معادلات حل روش های توانست که بود فردی نخستین او کرد. ارائه محیط هم اشͺال
یا برنولͬ قضیه به معروف احتمالات، نظریه اساس اصل حدس زدن، فن عنوان تحت خود کتاب در وی دهد.
ͷی انحنای شعاع فرمول قطبی، مختصات از مهمͬ کاربردهای بیان ضمن او کرد. بیان را بزرگ اعداد قانون
برنولͬ، قضیه با آمار مانند ریاضیات از شاخه هایی در وی نام آورد. به دست را قطبی و دکارتͬ مختصات در منحنͬ
بار نخستین یاکوب ͬ باشد م همراه برنولͬ چندجمله ای های و اعداد نظریه برنولͬ، معادله با دیفرانسیل معادلات

.[١۵ ،١] گفت حیات بدرود ͬͽسال پنجاه سن در و نمود ریاضیات وارد را انتگرال واژه

برنولͬ یاکوب :٢ شͺل
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دانیل .٣

بازماندگان آخرین از ͬͺی نوشته اند، نیز برنویی دانیل را او نام فارسͬ در که (١٧٠٠-١٧٨٢) برنولͬ دانیل
قرون در ͷفیزی و ریاضͬ آمار و احتمالات نظریه عالͬ، ریاضیات پیشبرد در زیادی سهم که است برنولͬ خانواده
مختلف فرمول های ارائه زمینه در که بود هلندی الاصلͬ سوئیسͬ ریاضیدان برنولͬ دانیل است. داشته هجده و هفده
به چشم گرونینگن٧ در بود، برنولͬ یوهان فرزند وی است. برخوردار علم این تاریخ در بالایی اعتبار از ریاضͬ
برادر بود. کرده پا و دست خود برای بالایی جایͽاه ریاضیات علم در پدرش که بود درحالͬ این و گشود جهان
از بودند ریاضیات علم در سرشناس چهره های جمله از نیز برنولͬ یاکوب عمویش، و برنولͬ نیͺلاس بزرگ ترش
بود ساله ۵ دانیل کرد. پیدا نمو و رشد ریاضͬ مختلف مباحث و فرمول ها میان در طبیعͬ به صورت نیز او این رو
علاقه ریاضͬ به مطالعه بعدی سال های در برادر سه هر گشود. جهان به چشم برنولͬ یوهان یعنͬ دیͽرش برادر که
فرزندش که ͬ خواست م او بود، کرده برنامه ریزی دانیل برای خانواده پدر که نبود چیزی این اما کردند، پیدا خاصͬ
به ͬ کرد، م پافشاری ایده ای چنین بر این رو از برسد بالایی درجات و مراتب به کار و کسب و تجارت زمینه در
مطالعه منطق و فلسفه دررشته ͬͽسال ١٣ در و شد باسل دانشͽاه راهͬ میلادی ١٧١۵ سال در دانیل دلیل همین
علاقه به واسطه عمدتاً اشتیاق این البته که داشت ریاضیات مطالعه به درونͬ اشتیاق همواره او حال این با ͬ کرد م
تحصیلͬ دوره های گذراندن مشغول باسل دانشͽاه در که حالͬ در وی ͬ شد. م مربوط علم این به پدرش خاص
دست زود خیلͬ او ͬ داد. م ادامه را خود مطالعات نیز ریاضͬ در همزمان به صورت بود، منطق و فلسفه رشته در

.[١١] داد انتشار شده زیربیان به صورت که ریͺاتͬ معادلات زمینه ی در ١٧٢۴ سال در را آوردهایش
dy

dx
= q۰(x) + q۱(x)y + q۲(x)y

۲

دانیل :٣ شͺل

دانیل پدر یوهان، .۴

فرانسوی، معروف ریاضیدان به او بود. باسل دانشͽاه در بعداً و هلند گوتینگن٨ دانشͽاه در ریاضͬ استاد او
ریاضیدان مهمترین عنوان به ١٧٢٧ درسال نیوتون، مرگ از پس و داد آموزش را حسابان علم مبنای هوپیتال،
نبود زمینه این در وی تحصیل موافق چندان پدرش بود، ͬͺپزش با او تحصیل شروع شد. شناخته زمان آن اروپای
7Groningen 8Gottingen
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رشته ١۶٩۴ سال در و کند، متقاعد را پدرش توانست او آورد. روی کار و کسب و تجارت به ͬ خواست م او از و
برادر با و کرد رها را ͬͺپزش مدتͬ از بعد رساند. اتمام به ماهیچه انقباض درباره نامه ای پایان نوشتن با را ͬͺپزش
دیͽر گوناگون مسائل در را حسابان علم وی ͷکم به توانست و کرد ریاضیات مطالعه به شروع یاکوب، بزرگش
حتͬ و رقابت به تبدیل تلاش این مدتͬ از بعد ولͬ ͬ کردند، م کار هم با ابتدا در برادر دو اینکه با گیرد. به کار
در ͬ گرفت. م اوج عام ملاء در ناسزاگویی با همراه کینه توزی حد سر تا آن ها عقیده اختلاف گه گاه شد. حسادت
دیͽر و نیتز لایب نیوتن، که کرد ارائه اروپا ریاضیدانان به فکری آزمایی زور برای را مسأله ای یوهان ١۶٩۶ سال
این بود. کلͬ ولͬ دشوار کمͬ یاکوب حل راه آنکه حال بود، ظریف تر یوهان حل راه کردند. حل را آن ͬ ها برنول
ͬ کشید. م خیابانͬ حتͬ و شدید ناسزاگویی به غالباً و یافت ادامه سال چندین که گردید تندی نزاع سرآغاز مسأله
به موفق فرانسه فرهنگستان از که دانیل پسرش به نسبت حسادت سر بر که رفت پیش آنجا تا یوهان فتنه جویی
او بود. شهرت طلب و زودرنج حساس، فردی برنولͬ یوهان انداخت. بیرون خانه از را او بود، شده جایزه دریافت
او کتاب دهد نشان آنکه برای ،١٧٢٨ به ͷهیدرولی کتاب چاپ تاریخ تغییر با دانیل، شهرت از که کرد تلاش
او بود. موفقͬ معلم او همه این با نداشت. وجود پسر و پدر بین چندانͬ محبت بͺاهد. است، شده چاپ زودتر

درگذشت. ͬͽسال ٨٠ در ١٧۴٨ ژانویه اول در

برنولͬ یوهان :۴ شͺل

برنولͬ معادله .۵

دیفرانسیل معادله ریاضیات، در
dy

dx
+ p(x)y = Q(x)yn

یاکوب یادبود به معادله، این .n ̸= nیا۱ ̸= و۰ حقیقͬ عدد ͷیn که ͬ شود م نامیده برنولͬ دیفرانسیل معادله
چه که کرد خواهیم بررسͬ ادامه در است. شده نام گذاری است، کرده کشف ١۶٩۵ سال در را آن که کسͬ برنولͬ،
تحقیقاتͬ موضوع این به راجع پارکر٩[١٠] آدام است. کرده حل را برنولͬ دیفرانسیل معادله بار اولین برای کسͬ

است. داده انجام

9Adam E. Parker
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پارکر آدام :۵ شͺل

ها برنولͬ از ͬͺی تحقیقات کارنتیجه این است مشخص معادله نام از که همانطور پارکر آدام اظهارات به بنا
هستند معادله حل به مظنون که کسانͬ نخستین زیر در ͬ باشد؟ م برنولͬ کدام کار نتیجه ی کار این اما است بوده

ͬ دهیم: م قرار بررسͬ مورد را
است؟ کرده حل را معادله نیتز لایب آیا

است. شده کشف آلمانͬ، ریاضیدان لایب نیتز، گاتفرید توسط معادله این راه حل ،[[۶] .pp.۲۲] به بنا
است؟ بوده معادله این دهنده پاسخ بود، شده شناخته احتمالات نظریه در که برنولͬ یاکوب آیا

ͬ کند. م بیان را کامل حل راه ،١۶٩۵ در برنولͬ یاکوب ،[[٧] .p.۹۶] بنابه
است؟ کرده حل را معادله یاکوب جوانتر برادر برنولͬ یوهان آیا

جوابی هیچ حقیقت در که ͬ کند م بیان برنولͬ یوهان به خطاب ١۶٩٧ سال در ،[[٨].p.۱۴۰] واریͽنون
ظریف و ساده بسیار حل راه این و ندارد وجود برنولͬ یاکوب برادرت، معادله برای تو حل راه از هوشمندانه تر

است.
پروفسور و ریاضیدان لایب نیتز، گاتفرید ͬ گوید م ، کلین١٠[٣] پرداخته اند؟ معادله این حل به نفر سه همین آیا
معادله به z = y۱−n متغیر تغییر وسیله به را برنولͬ معادله ͬ توان م که داد نشان ١۶٩۶ سال دردسامبر آلمانͬ،
،١۶٩۶ سال در و ͬ گزیند برم دیͽری روش برنولͬ یوهان نمود. حل را آن و داد کاهش اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل

کرد. حل متغیرها جداسازی روش به را معادله اساسͬ طور به جامز
مسئله این برنولͬ یاکوب بار اولین حتم به طور رسید، برنولͬ معادله جواب به کسͬ چه که این از نظر صرف
ͷی آن، حل برای گرفت تصمیم و بود کرده تمرکز مسئله این روی ماه چندین او کرد. منتشر ١۶٩۵ سال در را

کند. سازماندهͬ را رقابت
به مربوط محاسبات این از بخشͬ اما بود نشده بررسͬ برنولͬ یاکوب توسط کامل به طور معادله این اگرچه،

شد. پیشنهاد دکارت به ١۶٣٨ سال در بوین دی فلوریمند توسط که است دبون معادله
برای تحلیلͬ چنین اما است، dy

dx
=

y

α
معادله حل با معادل که بود منحنͬ ͷی بدنبال دبون هندسͬ، نظر از

درجه ۴۵ شیب به محورهایی با دستگاه برای حلͬ راه دنبال به دبون طرفͬ از ماند. باقͬ حل بدون دهه چندین
10Klin
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dy

dx
=

α

y − x
دیفرانسیل معادله ͷی به صورت تحلیلͬ به طور توان مͬ اورا هندسͬ مسئله که داد نشان لنویر که بود

کرد. بیان
مانند دیفرانسیلͬ معادله چͽونه ͬ کند م بیان در[۴] گلدشتاین،

dy

dx
=

۱
۲x−۱y − ۱

۲y−۱x

مانند معادلاتͬ آورد. به دست دبون معادله تعمیم با ͬ توان م

dy

dx
= αyxm + byrxv

Meditationes های نوشته دست در توان مͬ را آنها که بود گرفته قرار مطالعه مورد برنولͬ یاکوب توسط
صورت به بیشتر امروزه فوق معادلات نمود. مشاهده XII Posthuma Varia و CCXXXII

dy

dx
+ p(x)y = Q(x)yr

معادله حل برای یاکوب پاسخ است. بوده برانگیز بحث و جالب معادله این فرضیه داستان است. کرده پیدا تعمیم
مجموع، در کند. مͬ چاپ آن را مستعار نام ͷی با خودش سپس ͬ فرستد، م هویͽنز برای هوپیتال را دبون اصلͬ
ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد اغلب که هستند تکنیͷ هایی جایͽزینͬ و متغیرها جداسازی سری ها، مانند روش هایی

معادله ،ω = y۱−n جایͽزینͬ با ͬ کنیم. م مرور را برنولͬ معادله حل راه و ͬ رویم م جلو به سال ٣٠٠ حال

dy

dx
+ p(x)y = Q(x)yn

اول، مرتبه خطͬ معادله به
dω

dx
+ (۱− n)P (x)ω = (۱− n)Q(x)

انتگرال ساز عامل در طرفین ضرب با ͬ شود. م تبدیل

µ(x) = e
∫
(۱−n)P (x)dx

داشت: خواهیم طرفین از انتگرال گیری وبا

ωµ = e
∫
(۱−n)P (x)dx(۱− n)Q(x)dx,

ͬ آید. م به دست ما برای y نتیجه در و w مقدار که
جزئیات به ادامه در داده اند؟ اختصاص خود به را کلͬ نتیجه از بخشͬ افرادچه این از کدام هر کار نتایج اما

ͬ پردازیم. م سوال این جواب
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معادله ”z” به متغیر تغییر با اینکه ادعای و مسئله از بیانیه ای ما ،۶ شͺل متن در لایب نیتز. راه حل .١ . ۵
شͺل به برنولͬ

· · · dv + · · · vdz + · · · dz = ۰

بیان ͬ کنیم م استفاده امروزه ما راکه روشͬ دقیقاً لایب نیتز و است خطͬ معادله ͷی این داریم. را ͬ یابد م کاهش
ͬ کند. م

لایب نیتز حل :۶ شͺل

عملیات از حرفͬ نیتز لایب نماییم. توجه متن این در برانگیز سوال مورد چند به ͬ بایست م ما حال این با
حرفͬ تنها نه او است. نیاورده میان به ͬ دهد م کاهش خطͬ دیفرانسیل معادله فرم به را معادله شͺل که جای گذاری
ͬ تواند نم خواننده خاطر همین به است، انداخته جا را آن بلͺه است نیاورده میان به توابع ضرائب آوردن ازبه دست

بماند؟ باقͬ گنگ و مبهم ͬ خواهد م عمداً نیتز آیالایب دربیاورد. سر جای گذاری از
ͷتکنی نیتز لایب نبود. معمول و شده شناخته خطͬ دیفرانسیل معادلات پاسخ زمان آن در که ͬ کنیم م یادآوری
در هوپیتال مانند دوستانش از ͬͺی به آمده ٧ شͺل در که ١۶٩۴ نوامبر ٢٧ تاریخ به نامه ای در را خود کار روش و

ͬ گذارد. م میان

لایب نیتز ͷتکنی :٧ شͺل
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معادله در جای گذاری با ͬ کند. م تعریف dp

p
= ndx معادله ͷکم به را p جدید متغیر لایب نیتز ͷتکنی این در

داریم: خطͬ دیفرانسیل

pmdx+ ydp+ pdy = ۰

زیر بطه را از انتگرال گیری با ͬ آید م به دست d(py) حاصل ضرب قانون از فوق معادله آخر جمله دو اینکه به توجه با
داشت: خواهیم

∫
pmdx = −py

ͬ آید. م به دست y این ترتیب به که
ͷی زیر ناحیه آوردن به دست مانند ͬ کند م استفاده راه حل به رسیدن برای انتگرال گیری از لایب نیتز حقیقت در
و چاپ Acta در دوم بار برای دیͽر مقاله ای برنولͬ یاکوب ١۶٩۶ ژولای در موضوعات، این ͬ رغم عل منحنͬ.
حل را او برانگیز چالش مسئله لایب نیتز که ͬ کند م عنوان برنولͬ . است[۴] شده حل وی مسئله که ͬ کند م اعلام

دهد. ربط بوین دی معادله به را وی دیفرانسیل معادله توانسته و کرده

چاپ Acta مجله در مقاله ͷی برنولͬ یوهان ١۶٩٧ مارچ در بعد، سال ͷی از کمتر یوهان. راه حل .٢ . ۵
است! داده ارائه آن برای حل راه دو واقعاً یوهان . کند[۵] مͬ

یوهان اول حل راه :٨ شͺل

از استفاده با او نمود. مشاهده ͬ توان م ٨ شͺل متن در که است لایب نیتز روش از بخشͬ یوهان اول راه حل
است. کرده تبدیل خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی به را برنولͬ معادله ،y = v

۱
(۱−n) جایͽزینͬ
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یوهان دوم حل راه :٩ شͺل

حل راه این در نمود. مشاهده ͬ توان م ٩ شͺل متن در که است یوهان دوم حل راه هستیم آن به دنبال که مطلبی
به ady = ypdx+ bynqdx دیفرانسیل معادله در آن جایͽذاری ͬ گیرد. م نظر در y = mz به صورت را جواب یوهان
به عبارت ͬ گیرد. م نظر در را a

dz

z
= pdx سپس ͬ شود. م کلͬ دیفرانسیل معادله به حل منجر ،y که است معنا این

برنولͬ معادله از همͽن قسمت a
dy

dx
= yp در z، دیͽر

a
dy

dx
= yp+ bynq.

ͬ کند. م بیان را آزادی از درجه ͷی است، نوشته y = mz قسمت دو در راه حل به عنوان یوهان آنچه ͬ کند. م صدق
کرد. خواهد حل را کلͬ معادله mz ͬ که حال در شده انتخاب همͽن دیفرانسیل معادله حل برای z تابع

تفکیͷ پذیر معادله ͷی چون بنابراین ͬ گیریم. م نظر در adz = zpdx همͽن معادله از جوابی به عنوان را z ابتدا
معادله حل به منجر y = mz چون ثانیاً، نمود. حل است، ثابت و x از تابعͬ که z برای را آن ͬ توان م لذا ͬ شود م

داریم: ͬ شود، م برنولͬ دیفرانسیل

ady = a(mdz + zdm) = mzpdx+ bqdx.

داریم ،adz = zpdx چون
azdm = bqdx.

حل m برای را آن ͬ توان م که ͬ شود م منجر دیͽری تفکیͷ پذیر معادله به بالا، دیفرانسیل معادله در z جایͽزینͬ با
آمد. خواهد به دست خطͬ دیفرانسیل معادله حل y = mz نوشتن با سرانجام نمود.
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ͬ باشد م ١۶٩۶ گوست آ تاریخ به نیتز لایب به یوهان شده نوشته اللفظͬ تحت و اولیه نامه ی متن ،٩ شͺل
گرفته به کار ͷتکنی از مقاله این چاپ از قبل ماه هشت حداقل وی که ͬ دهد م نشان نامه این ،[[١٣] .p.۳۲۳]
و زحمت من برای معادله این که ͬ نویسد م هوپیتال به ١۶٩۶ دسامبر در یوهان واقع، در است. داشته گاهͬ آ شده

نداشت. سری درد

و نوشته ها یاکوب، مرگ از بعد ͬ شود. نم ختم همین جا به داستان من! دوستان زوده خیلͬ هنوز .٣ . ۵
تحت ،١١ کرامر سردبیر سوی از فراوانͬ یادداشت های و نکات انضمام به هم، با همراه و جمع آوری او مقالات
Varia کتاب نوشته های دست متوجه را خوانندگان همچنین او ͬ شود. م چاپ Omnia Basiliensis عنوان
dy = ayxmdx + byrxνمعادله به یاکوب فوق کتاب هفتم فصل در به طوریͺه ͬ نمایید. م یاکوب Posthuma
شͺل١٠ درمتن کرد. تصور برنولͬ دیفرانسل معادله از ساده تر نسخه ͷی را آن ͬ توان م البته ͬ شود، م ور حمله

نمود: مشاهده ͬ توان م داده قرار بررسͬ مورد یاکوب که را مثال هایی نمونه

dy = ydx+ bxvdx, ۲)dy = yydx+ xvdx.

همͽن دیفرانسیل معادله ،q اول مثال در است. نموده استفاده y = pq متغیر تغییر از آنها حل برای وی
ͬ کند. م حل را dy = ydx

یاکوب مثال های :١٠ شͺل

تا ١۶٩۴ سپتامبر بین یاکوب توسط Posthuma Varia کتاب هفتم فصل که اینجاست آن جالب بخش
خودش دیفرانسل معادله حل برای خودش ͷتکنی از که است ممͺن یاکوب اگرچه است، شده نوشته ١۶٩۶ ژوئن
11Cramer
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اما باشد به کارنبرده به طور کلͬ را ͷتکنی آن عملͺرد و توانایی حداقل یا نکرده، استفاده برنولͬ) دیفرانسل (معادله
است. داشته را پارامترها تغییر ͷتکنی به کارگیری توانایی برادرش همانند حداقل ͬ آید م به نظر

ͷفیزی در برنولͬ اصل .۶

رفتار سیالات ͷانیͺم در برنولͬ اصل آورد. به دست شاره ها درباره معادله ای که بود دانشمندی برنولͬ، دانیل
ساده زبان به است[١۴]. سیالات در انرژی بقای قانون ریاضͬ فرم ͬ دهدو م توضیح یͺنواخت جریان در را شاره
ارتفاع که شرطͬ به است، زمان هم فشار کاهش با جریان سرعت افزایش دارد جریان که شاره ای در است، چنین
پیدا افزایش سیال ͷی سرعت اگر دیͽر عبارت به است. اصل این دقیق  تر بیان برنولͬ معادله بماند. ثابت سیال
آب شلنگ از قسمت ͷی کنید اگرفرض حال بالعکس. و ͬ یابد م کاهش ͬ کند م وارد سطح ͷی بر که فشاری کند،
سر ͷی که کنید فرض دارد. بستگͬ مقطع سطح و فشار به سرعت یعنͬ ͬ جهد. م جهت آن از آب کنید. تنگ را

ͬ شود. م مشاهده اثری آب خروج فشار در هم باز باشد. دیͽری از بالاتر شلنگ
ͬ آید) م به دست گرانش شتاب بر معادله تقسیم از (و است سیال هد یا ارتفاع بقا بیانگر که معادله این هد بیان

است: چنین

(
p

ρg
+

v۲

۲g + z) = b.

است. برنولͬ ثابت به معروف ثابت عددی bو شاره ،zارتفاع شاره vسرعت شاره، ρچͽالͬ pفشار، آن در که
ͷی سرعت افزایش داد: توضیح ͷھیدرودینامی نام به خود کتاب در ١٧٣٨ سال در برنولͬ دانیل طرفͬ از
داخل شما ͬ که زمان است. ھمراه آن پتانسیل انرژی در کاھش یا و فشار باکاھش ھمزمان به طور لزج) (غیر سیال
اتمسفر فشار نتیجه در و ͬ کاھد، م کاغذی نوارھای بر آن فشار از سیال ͷی عنوان به ھوا جریان ͬ کنید، م فوت لوله
حال در سیال ͷی مولͺول ھای بͽویم، دوستانه و ساده بخواھم اگر ͬ چسباند. م ھمدیͽر به را نوارھا بیرون، از
خاطر به ھمین و اطراف نه است، حرکتشان مسیر و جلو به حواسشان بیشتر راننده ھا، برخͬ برخلاف حرکت،

ͬ شود[١٩]. م کم اطراف به فشارشان
: برنولͬ اصل از مثال هایی

توجه با كه ͬ باشد م سيالات اندازه گيری روش ͷی فشار اختلاف روش به نفتͬ مواد گیری اندازه های سیستم
اساس بر سیستم این دارد. نفت درصنعت فراوانͬ کاربرد هيدروكربنͯ محصولات دراندازه گیری دقت اهمیت به

.[١۶] است شده طراحͬ برنولͬ قانون
بچسبانید، روبرو از کاغذی ͷباری نوار دو را آن سر ͷی و کنید پیدا ͷبی خودکار مانند ͷباری شلنگ یا لوله ͷی
برخلاف صورت این در کنید، فوت دیͽر سر از اگر باشد. ͬ متر سانت نیم حدود ھمدیͽر از آنھا فاصله طوریͺه به

ͬ شوند[١٧]. م ͷنزدی هم به برنولͬ اصل براساس نوارها انتظار
را ایستاده آن ͷنزدی زیادی که را شخصͬ ͬ تواند م برنولͬ اصل براساس ͬ کند، م حرکت سرعت به که قطاری

کند[١۴]. جذب خود به
۵۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.103951.1225

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.103951.1225


۴۵–۵٨ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه سنمار، ه. و ͬ الحسینͬ محسن م. ع. س.

برنولͬ اصل کاربرد های .٧

از: عبارتند معادله این کاربردهای جمله از
ͬ که صورت در کنید، هدایت را باک به گالن از بنزین جریان این که برای است. ماشین باک سوختگیری ∗
یابد، جریان کم فشار به زیاد فشار از شارش تا کنید بیشتر گالن در را فشار بزنید، ͷم را رابط شلنگ نخواهید

.[١۴] باک ارتفاع به نسبت گالن ارتفاع گرفتن بلندتر یعنͬ
ͬ شود؟ م جمع استکان وسط در چای تفاله های چرا چای. تفاله های شدن جمع ∗

که است، مرکز از گریز نیروی همان هم این دلیل بچرخد. فنجان دور به مایع که ͬ شود م آن باعث زدن هم
آرامتر اصطͺاک وجود دلیل به مایع فنجان لبه و ته ͬ های ͺنزدی در اما است. شده واقع بیرون سمت به آن جهت
این میͺند. پیدا مایع جریان برای بیشتری اهمیت فشار اختلاف و است ضعیف تر مرکزگرا نیروی آنجا ͬ شود. م
فشار مرکز از گریز نیروهای وجود دلیل به ͬ نامند. م ١٢ اکمن لایه ͷی خاص تر به طور یا و مرزی لایه را اتفاق
آهسته تر فنجان پایین در چرخش که آنجایی از چای، فنجان ͷی است.در فنجان میان از بیشتر ها لبه امتداد در
عوض در ͬ کند. م ایجاد فنجان انتهای امتداد در داخل به سمت جریان ͷی و ͬ یابد م افزایش فشار گرادیان است،
انتهای امتداد در و داخل سمت به که ثانویه جریان این ͬ یابد. م جریان بیرون سمت به مایع بالایی، قسمت در
چای تفاله های ͬ یابد. م ادامه صورت همبن به و ͬ آورد. م فنجان مرکز به را چای تفاله های ͬ کند، م حرکت فنجان
مͬ فنجان میانه قسمت همان در بنایراین هستند. سنگین بسیار بیایند، فنجان بالایی قسمت سمت به اینکه برای

داشت. خواهند فنجان انتهای در مارپیچͬ حرکت ͷی تفاله ها اولیه، چرخشͬ جریان با همراه مانند.
سمت به اتومبیل ها سقفͬ پرده کردن پف توجیه در برنولͬ قانون کاربردهای از ͬͺی اتومبیل ها. سقفͬ پرده ∗
هستند حرکت حال در زیاد سرعت با بزرگراه ها در که اتومبیل هایی داخل پنجره های تمام چنانچه ͬ باشند. م بالا
سرعت با اتومبیل خارج هوای که دلیل این به ͬ شود م برجسته و نموده پف بالا سمت به سقفͬ پرده باشند بسته
نسبت خارج هوای بنابراین، است. سͺون درحال اتومبیل داخل هوای ͬ که حال در دارد، جریان پرده روی از زیاد

کرد[١٨]. خواهد پف بیرون طرف به سقفͬ پرده نتیجه در و دارد کمتری فشار داخل به

پرواز ͷآیرودینامی .٨

حرکات مطالعه علم یعنͬ سیالات ͷانیͺم قوانین جالب ترین حال عین در و مهم ترین از ͬͺی برنولͬ قانون
ͷی بر که فشاری کند، پیدا افزایش سیال ͷی سرعت اگر ͬ گوید: م چنین قانون این ساده بیان به است. سیال مواد
وارد نیروهای مطالعه علم یا ͷآیرودینامی در مهمͬ نقش قانون این بالعکس. و ͬ یابد م کاهش ͬ کند م وارد سطح

دارد. سیالات بر
هواپیمای بال طرف دو از هوا جریان عبور هنگام در که ͬ دهد م نشان را پدیده ای ١١ شͺل هواپیما. بال ∗
تقسیم قسمت دو به جلویی) (لبه بال حمله لبه به برخورد هنگام در هوا جریان ͬ دهد. م رخ افقͬ حرکت حال در
تا کند حرکت سریعتر باید سطح این بیشتر طول به علت ͬ کند م عبور بالایی سطح روی از که قسمتͬ ͬ شود. م
سطح به که فشاری هوا، جریان بالایی نیمه سرعت افزایش نتیجه در به رساند. هوا جریان پایینͬ قسمت به را خود
و است پایینͬ سطح روی فشار از کمتر بالایی سطح روی فشار نتیجه در ͬ شود. م کمتر ͬ کند م وارد بال بالایی

.[١٢] ͬ کند م عمل بالابرنده نیروی به صورت دو این اختلاف

12Ekman
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