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سیͽنال انتقال در پایه ها به نسبت قاب ها تسهیل و انعطاف

آبͽون چتر امید و ∗ ͬͽبی اسماعیل محسن

تا چندجمله ای پایه های از حال، به تا گذشته از و ͬ باشند م کاربردی ریاضیات در بنیادین ابزارهای از ͬͺی پایه ها چͺیده.
آن از باید پایه ͷی که شرایطͬ وجود، این با داشته اند. دانش مرزهای گسترش در انکارناپذیر نقشͬ همواره ،ͬͺموج پایه های
نسبت امͺان صورت در و بوده خطͬ مستقل باید پایه ͷی عناصر حقیقت، در است. کننده محدود بسیار باشد، برخوردار
دشوار باشند، برخوردار مناسب انعطاف پذیری از که پایه هایی به دسترسͬ ͬ گردد م باعث امری چنین باشند. متعامد به یͺدیͽر
دارای و کمتر کننده محدود ͬ های ویژگ با پایه هایی به دسترسͬ برای مناسب گزینه ای قاب ها، گردد. ممͺن غیر حتͬ یا
به کاربردی، متنوع عرصه های در قاب ها از استفاده مزیت های با بهتر هرچه آشنایی به منظور ͬ باشند. م بیشتر انعطاف پذیری

پرداخت. خواهیم سیͽنال پردازش در تصادفͬ اختلال های اثرات کاهش در قاب ها نقش اجمالͬ مرور

مقدمه .١

برداری فضای عناصر همه پایه ها، از استفاده با ͬ باشند. م پایه ها برداری، فضاهای مطالعه در مفاهیم مهمترین از ͬͺی
در عناصر ͬ های ویژگ شناخت امͺان پایه، عناصر ͬ های ویژگ با آشنایی به علاوه هستند. نمایش قابل ابزارها این قالب در
کننده ای محدود شرایط پذیرش مستلزم برداری فضای ͷی در پایه ͷی به دسترسͬ اما ͬ سازد. م فراهم را برداری فضای
نسبت تعامد شرط تحقق کارآمد، پایه ͷی داشتن برای به علاوه باشند. خطͬ مستقل باید پایه عناصر آنکه، نخست است.
و مطلوب ͬ های ویژگ با پایه ای به تا ͬ شود م آن از مانع عمدتاً فوق شرایط ͬ رسد. م به نظر ضروری داخلͬ ضرب ͷی به
کمتر کننده محدود شرایط و بیشتر انعطاف پذیری با ابزارهایی دنبال به تا ͬ گردد م باعث امر این یابیم. دسترسͬ نظر مد
نمایش امͺان باشند، خطͬ مستقل الزاماً آنکه بدون قاب ها ͬ باشند. م نیاز این به مناسبی پاسخ قاب ها١ حقیقت در باشیم.

ͬ نمایند. م فراهم را برداری فضای در عناصر همه
اما ͬ باشد. م پایه ها به نسبت قاب ها قابلیت های و مزیت ها بهتر هرچه درک لازمه موجͷ ها٢، فضاهای با آشنایی
در قاب ها نقش و سیͽنال پردازش فرآیند بررسͬ به جدید، ابزار این قابلیت های با آسان تر و مقدماتͬ آشنایی به منظور

پرداخت. خواهیم تصادفͬ اختلال های اثرات کاهش

اختلال. سیͽنال، انتقال قاب، ، پایه کلیدی. کلمات و عبارات
نوبختیان صغری رابط: دبیرتخصصͬ
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٣٧–۴۴ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه چترآبͽون، امید و ͬͽبی اسماعیل محسن

به تنها مقاله این در شده ارایه مطالب در بود، خواهد آسان تر متناهͬ بعد با فضاهای در قاب ها معرفͬ آنجایی که از
پرداخت. خواهیم متناهͬ بعد با فضاهای در قاب ها و پایه ها عملͺرد بررسͬ

پایه ها .٢

پرداخت[١]. خواهیم قاب ها معرفͬ به بخش این در

A مثبت ثابت های هرگاه گوییم، V برای قاب ͷی V در را {fk}mk=۱ عناصر از شمارش پذیر خانواده ͷی .٢ . ١ تعریف
به طوری که باشند موجود B و

A∥f∥۲ ≤
m∑

k=۱
| ⟨f, fk⟩ |۲ ≤ B∥f∥۲, ∀f ∈ V.

متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V و نیستند) یͺتا اعداد این (که ͬ شوند م نامیده قاب کران های B و A اعداد
همه روی اینفیمم بهینه، بالای کران و ͬ باشد م قاب پایین کران های همه روی سوپریمم بهینه، پایین کران ͬ باشد. م

باشد. ∥fk∥ = ۱ ،k هر ازای به هرگاه ͬ شود م نامیده نرمال قاب، به علاوه ͬ باشد. م قاب بالای کران های
یعنͬ: است، یافتنͬ دست همواره کوشͬ‐شوآرتز نامساوی ͷکم به قاب بالای شرط تحقق

m∑
k=۱

| ⟨f, fk⟩ |۲ ≤
m∑

k=۱
∥fk∥۲∥f∥۲, ∀f ∈ V.

بیان زیر قضیه قالب در که باشد، span{fk}mk=۱ = V که است کافͬ و لازم قاب برای پایین شرط تحقق منظور به
ͬ گردد: م

span {fk}mk=۱ = V اگر تنها و اگر گوییم، V برای قاب ͷی V در را {fk}mk=۱ عناصر از خانواده ͷی .٢ . ٢ قضیه
باشد.

اگر باشد. پایه ͷی نسبت به عناصر از بیشتری تعداد دربر گیرنده است ممͺن قاب ͷی که ͬ دارد م بیان ٢ . ٢ قضیه
نتیجه ͬ توان م آنگاه باشد، V در بردارها از متناهͬ دلخواه مجموعه ͷی {gk}nk=۱ و باشد V برای قاب ͷی {fk}mk=۱

بود. خواهد V برای قاب ͷی نیز {fk}mk=۱ ∪ {gk}nk=۱ که گرفت
کنیم: تعریف را زیر خطͬ نگاشت و باشد {fk}mk=۱ قاب ͷی به مجهز برداری فضای ͷی V اگر

T : Cm → V ;T {ck}mk=۱ =

m∑
k=۱

ckfk,

ͬ گردد: م تعریف زیر به صورت T الحاقͬ عملͽر به علاوه شود. مͬ نامیده پیش‐قاب٣ عملͽر معمولا˟ T

T ⋆ : V → Cm;T ⋆f = {⟨f, fk⟩}mk=۱ ,

ͬ گردد: م حاصل زیر به صورت قاب عملͽر ،T ⋆ یعنͬ آن الحاقͬ و T عملͽر باترکیب ͬ شود. م نامیده تحلیل۴ عملͽر که

S : V → V ;Sf = TT ⋆f =
m∑

k=۱
⟨f, fk⟩ fk,

3Pre-frame 4Analysis operator
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٣٧–۴۴ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه سیͽنال، انتقال در پایه ها به نسبت قاب ها تسهیل و انعطاف

اگر یعنͬ باشد، A = B ،٢ . ١ تعریف در هرگاه ͬ شود م نامیده تنگ۵ قاب، ͷی
m∑

k=۱
| ⟨f, fk⟩ |۲ = A∥f∥۲, ∀f ∈ V.

ͬ شود. م نامیده قاب کران ،A مقدار تنگ، قاب ͷی برای
عملͽر I (که S = AI که داد نشان ͬ توان م باشد، A قاب کران با V برای تنگ قاب ͷی {fk}mk=۱ اینکه فرض با

و است) V روی همانͬ

f =
۱
A

m∑
k=۱

⟨f, fk⟩ fk, ∀f ∈ V.

دهیم، نمایش f =
∑m

k=۱ ckfk خطͬ ترکیب به صورت را f ∈ V بخواهیم و باشد تنگ قاب ͷی {fk}mk=۱ اگر بنابراین
است کافͬ

gk =
۱
A
fk

و

ck = ⟨f, gk⟩ ,

شود. گرفته نظر در
به که بطوری دارد، وجود {gk}mk=۱ مجموعه ͷی {fk}mk=۱ قاب هر برای که کرد ثابت ͬ توان م نیز کلͬ حالت در

باشد: برقرار زیر نمایش V در f هر ازای

f =
m∑

k=۱
⟨f, gk⟩ fk.

است: برقرار زیر روابط آنگاه باشد، S قاب عملͽر با V برای قاب ͷی
∑m

k=۱ fk کنید فرض .٢ . ٣ قضیه

است. الحاق خود و پذیر وارون S الف)
داد: نمایش زیر به صورت ͬ توان م را V در f هر ب)

f =

m∑
k=۱

⟨
f, S−۱fk

⟩
fk =

m∑
k=۱

⟨f, fk⟩S−۱fk.

باشد: زیر به صورت نمایشͬ دارای V در f اگر ج)

f =

m∑
k=۱

ckfk,

آنگاه
m∑

k=۱
|ck|۲ =

m∑
k=۱

|
⟨
f, S−۱fk

⟩
|۲ +

m∑
k=۱

|ck −
⟨
f, S−۱fk

⟩
|۲.

5Tight
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٣٧–۴۴ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه چترآبͽون، امید و ͬͽبی اسماعیل محسن

آنگاه نباشد، پایه اما بوده قاب ͷی {fk}mk=۱ اگر باشد. مͬ پایه ͷی برگیرنده در متناهͬ بعد با فضای ͷی در قاب هر
به طوری که است موجود {dk}mk=۱ صفر غیر دنباله

m∑
k=۱

dkfk = ۰.

است: نمایش قابل زیر به صورت V در f هر بنابراین

f =
m∑

k=۱

⟨
f, S−۱fk

⟩
fk +

m∑
k=۱

dkfk,

ͬ باشد. م fk جملات اساس بر دیͽری نمایش های دارای (٢ . ٣ قضیه در آمده به دست نمایش بر (علاوه ͬ دهد م نشان که
است، پذیر امͺان f =

∑m
k=۱ ckfk نمایش آنها برای که {ck}mk=۱ دنباله های همه میان در که ͬ دهد م نشان فوق قضیه

ذکر به لازم ͬ شوند. م نامیده قاب ضرایب
⟨
f, S−۱fk

⟩
اعداد ͬ باشد. م کمینه دو نرم دارای

{⟨
f, S−۱fk

⟩}m

k=۱ ضرایب
{fk}mk=۱ از کانون۶ͬ دوگان قاب که ͬ باشد م قاب ͷی نیز

{
S−۱fk

}m

k=۱ دنباله و بوده سویی دو S : V → V که است
ͬ شود. م نامیده

یͺسری انجام با نظیرش قاب تجزیه و کانونͬ دوگان قاب باشند، عضو اندکͬ تعداد شامل تنها که قاب هایی برای
است[١]. شده ارایه موثری راهͺارهای نیز قاب ها سایر مورد در است. دستیابی قابل مقدماتͬ محاسبات

ͬ که صورت در باشد. V داخلͬ ضرب فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی {ek}۲k=۱ اینکه فرض با .۴ . ٢ مثال

f۱ = e۱, f۲ = e۱ − e۲, f۳ = e۱ + e۲,

است. V برای قاب ͷی {fk}۳k=۱ آنگاه باشد،
قاب عملͽر تعریف به توجه با

Sf =

۳∑
k=۱

⟨f, fk⟩fk,

داشت: خواهیم
Se۱ = e۱ + e۱ − e۲ + e۱ + e۲ = ۳e۱

و
Se۲ = −(e۱ − e۲) + e۱ + e۲ = ۲e۲.

بنابراین

S−۱e۱ =
۱
۳e۱, S

−۱e۲ =
۱
۲e۲.

است: زیر به صورت کانونͬ دوگان قاب ، S−۱ عملͽر بودن خطͬ به توجه با

{S−۱fk}۳k=۱ = {S−۱e۱, S−۱e۱ − S−۱e۲, S−۱e۱ + S−۱e۲}

= {۱
۳e۱,

۱
۳e۱ − ۱

۲e۲,
۱
۳e۱ + ۱

۲e۲}

6Canonical dual frame
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٣٧–۴۴ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه سیͽنال، انتقال در پایه ها به نسبت قاب ها تسهیل و انعطاف

سیͽنال انتقال در اختلال اثر کاهش در قاب ها کاربرد .٣

(با ͬ گردد م باعث امر همین برخوردارند. بیشتری انعطاف پذیری از پایه ها با مقایسه در قاب ها ریاضͬ، منظر از
در نمونه عنوان به یابیم. دست مطلوبتری نتایج به بتوانیم کاربردی عرصه های برخͬ در قاب) بیشتر قابلیت های از استفاده
مختصر به طور را ویژه قابلیت این که گردد، منجر توجهͬ قابل نتایج به ͬ تواند م قاب ها از استفاده سیͽنال، انتقال فرایند

نمود. خواهیم بیان فصل این در
در مهمͬ نقش ͬ باشند، م معینͬ اطلاعات گیرنده بر در که داده ها از بسته هایی انتقال با مدرن ارتباطͬ شبͺه های

ͬ کنند. م ایفا امروزی جوامع پیشرفت و توسعه
داده ها از مجموعه ای قالب در قاب ها و پایه ها نظیر اساسͬ ابزارهای مبنای بر داریم را آن مخابره قصد که اطلاعاتͬ
داده های این ͬ شوند. م مخابره معنادار داده های این دربردارنده بسته هایی اطلاعات، مخابره به جای و ͬ گردند. م بیان

ͬ گردد. م بازیابی نظر مد اطلاعات و شده بازخوانͬ به راحتͬ مقصد در معنادار
را استفاده) مورد پایه به (نظیر آمده به دست ضرایب و کنیم استفاده اطلاعات تقریب در پایه ها از که صورتͬ در
امͺان آن ها، در اختلال ایجاد یا داده ها از بخشͬ دادن دست از با که چرا پذیرفته ایم. را بالایی ͷریس کنیم، مخابره
ͬ رغم عل کنیم، استفاده اطلاعات تقریب برای قاب ها از که صورتͬ در اما داشت. نخواهد وجود اطلاعات بازسازی

دارد. وجود همچنان اطلاعات بازسازی امͺان داده ها، از بخشͬ دادن دست از یا اختلال ایجاد
اختلال تحلیل جهت آماری رویͺرد ͷی از گردد، بیان واضح تر سیͽنال انتقال در قاب ها از استفاده مزیت آنکه برای

.[٢] ͬ گیریم م بهره داده ها در
اختلال از تاثیرپذیری حداقل موردنظر، فرایند تا برگزینیم را {fk}mk=۱ قاب چͽونه بدانیم ͬ خواهیم م حالت این در

باشد. برخوردار را داده ها در
مقصد، در استفاده مورد گیرنده و ͬ کند م مخابره را {⟨f, fk⟩}mk=۱ ضرایب مبدا، در رفته به کار فرستنده کنید فرض

ͬ دارد. م دریافت را {⟨f, fk⟩+ ηk}mk=۱ یافته اختلال ضرایب
σ۲ معیار انحراف و صفر میانگین از که بͽیریم نظر در تصادفͬ متغیر ͷی به عنوان را ηk مولفه هر اینکه فرض با

داشت: خواهیم باشند، ناهمبسته ،k ̸= l ͬ که زمان ηl و ηk و است برخوردار

(١) E[ηk] = ۰, E[ηkηl] = σ۲δk,l, k, l = ۱, . . . ,m.

اطلاعات بازسازی فرایند ͬ دارد، م دریافت را {⟨f, fk⟩+ ηk}mk=۱ ضرایب مقصد، در نظر مورد گیرنده به آنکه توجه با
ͬ گردد: م زیر به رابطه منجر

f̃ =

m∑
k=۱

(⟨f, fk⟩+ ηk)S
−۱fk = f +

m∑
k=۱

ηkS
−۱fk,

است: زیر به صورت f اصلͬ سیͽنال و f̃ شده بازسازی سیͽنال بین تفاوت بنابراین

f̃ − f =

m∑
k=۱

ηkS
−۱fk.

به نیز آن به وابسته مربعات میانگین خطای دارد. بستگͬ ηk تصادفͬ متغیرهای به که ͬ باشد م مولفه n با برداری f̃ − f

ͬ گردد: م تعریف زیر صورت

MSE :=
۱
n
E∥f̃ − f∥۲.
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داشت: خواهیم f̃ − f برای آمده به دست عبارت گرفتن نظر در با اکنون

MSE = ۱
nE

(⟨
f̃ − f, f̃ − f

⟩)
= ۱

nE
[∑m

k=۱
∑m

l=۱ ηkηl
⟨
S−۱fk, S−۱fl

⟩]
= ۱

n

∑m
k=۱

∑m
l=۱E[ηkηl]

⟨
S−۱fk, S−۱fl

⟩
.

که ͬ شود م نتیجه ١ رابطه اساس بر

MSE =
۱
n

m∑
k=۱

m∑
l=۱

σ۲δk,l
⟨
S−۱fk, S−۱fl

⟩
=

۱
n
σ۲

m∑
k=۱

∥S−۱fk∥۲.

قاب های برای خطا عبارت عناصر، از ثابتͬ تعداد گیرنده بر در نرمال قاب های همه میان از که داد خواهیم نشان حال
ͬ باشد. م حداقل تنگ

چنین همه میان از باشند. ثابت طبیعͬ اعداد n و m که بͽیرید، نظر در را Rn برای {fk}mk=۱ نرمال قاب .٣ . ١ قضیه
حداقل خطای مقدار و باشد. تنگ نظر، مورد قاب اگر تنها و اگر بود خواهد حداقل MSE خطای ،{fk}mk=۱ قاب های

است: زیر به صورت آمده به دست
MSE =

n

m
σ۲.

افزایش قاب عناصر تعداد که هنگامͬ MSE خطای ،n ∈ N ثابت مقدار ͷی برای که ͬ دارد م بیان ٣ . ١ قضیه
فرایند تاثیرپذیری میزان پایه ها، با مقایسه در قاب ها که ͬ دارد م بیان امر این حقیقت در ͬ کند. م پیدا کاهش ͬ یابد، م
قاب عناصر تعداد افزایش با و ͬ رساند م حداقل به اطلاعات مخابره فرایند در تصادفͬ اختلال های از را سیͽنال انتقال

ͬ یابد. م افزایش تصادفͬ اختلال های رفع قابلیت رفته، به کار تنگ
داده های فرستنده، اینکه فرض با است. طرح قابل نیز آماری غیر منظر از فوق مفاهیم

{⟨f, fk⟩}mk=۱

یافته اختلال داده های گیرنده و ͬ کند م مخابره را

{⟨f, fk⟩+ ck}mk=۱

ͬ نماید: م بازسازی زیر به صورت را شده مخابره اطلاعات نهایتاً گیرنده ͬ دارد، م دریافت را

(٢)
∑m

k=۱(⟨f, fk⟩+ ck)S
−۱fk =

∑m
k=۱ ⟨f, fk⟩S−۱fk + S−۱∑m

k=۱ ckfk

= f + S−۱∑m
k=۱ ckfk,

قابی {fk}mk=۱ اگر ͬ گردد. م ظاهر مقصد در S−۱∑m
k=۱ ckfk به صورت اختلالͬ ͬ آید، برم فوق رابطه از که همانطور

پیش‐قاب عملͽر آنگاه باشد، پایه ͷی از فراتر

T{ck}mk=۱ =

m∑
k=۱

ckfk

شد. نخواهند ظاهر گیرنده در نویزها، توزیع از بخشͬ که است آن بیانگر امر این بود. خواهد غیر بدیهͬ هسته ای دارای
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داشت[١]: خواهیم ،{fk}mk=۱ متعامد یͺا پایه ͷی از استفاده صورت در که است حالͬ در این

∥S−۱
m∑

k=۱
ckfk∥ ≥ ۱

∥S∥

√√√√ m∑
k=۱

|ck|۲,

شد. خواهند ظاهر موجود نویزهای حتماً شهودی) به طور (حداقل دریافتͬ اطلاعات بازسازی به هنگام یعنͬ
ͬ شود. م بیان زیر مثال ͷکلاسی پایه های نسبت به قاب ها قابلیت های و ظرفیت ها بهتر درک برای

ͬ گیرد م قرار استفاده مورد زیر استاندارد داخلͬ ضرب و ͬ باشد م بحث مورد R۲ فضای مثال این در .٣ . ٢ مثال

∀X,Y ∈ R۲ ⇒< X,Y >=

۲∑
i=۱

xiyi.

مجموعه و ͬ باشد م R۲ برای یͺه متعامد پایه ͷی
{
e۱ =

[
۱
۰

]
, e۲ =

[
۰
۱

]}
مجموعه ͬ دانیم م که همانطور

گفته ۴ . ٢ مثال در آنچه براساس است. R۲ برای قاب ͷی نیز

X۱ =

[
۱
۰

]
, X۲ =

[
۰
۱

]
, X۳ =

 ۱√
۲
۱√
۲


داشت خواهیم شد،

S−۱(X۱) =

[
۳
۴
−۱
۴

]
, S−۱(X۲) =

[
−۱
۴
۱
۴

]
, S−۱(X۳) =

 ۱
۲
√
۲

۱
۲
√
۲

 ,

و
S−۱(e۱) = e۱, S−۱(e۲) = e۲.

{< f,Xi >}۳i=۱ داده های و {e۱, e۲} یͺه متعامد پایه بر مبتنͬ را {< f, ei >}۲i=۱ داده های فرستنده اینکه فرض با بنابراین
یافته اختلال های داده به ترتیب گیرنده و ͬ کند م مخابره {X۱, X۲, X۳} قاب بر مبتنͬ را

{e۱, e۲} پایه از استفاده به هنگام خطا جمله ͬ دارد، م دریافت را {< f,Xi > +ci}۳i=۱ و {< f, ei > +ci}۲i=۱
به صورت

S−۱
۲∑

k=۱
ckek =

[
c۱
c۲

]
,

از استفاده صورت در ͬ که حال در بود. خواهد صفر از بزرگتر نرم دارای همواره نویز) وجود صورت (در که ͬ باشد م

همواره c۲ = ۱√
۲c۳ و c۱ = ۱√

۲c۳ و دلخواه c۳ به ازای ٢ رابطه در S−۱
۳∑

k=۱
ckXk خطا جمله ،{X۱, X۲, X۳} قاب

بود. خواهد صفر با برابر
پایه های ͷکم به ͬ که زمان داده ها در ورودی نویز ͬ گردد، م مشاهده آمده به دست نتایج در که همانطور بنابراین
ͬ کنیم، م استفاده داده ها انتقال در قاب ها از که هنگامͬ ولͬ شد خواهند ظاهر مقصد در همواره ͬ یابند م انتقال ͷکلاسی

شد. نخواهد ظاهر گیرنده در نویزها توزیع از بخشͬ

[۴ ،٣] مرجع به ͬ توانید م مرسوم پایه های به نسبت آن مزیت های و قاب ها زمینه در بیشتر اطلاعات کسب برای
کنید. مراجعه
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