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اقلیدسͬ حوزه  های در تاریخͬ سیری

ارکیان شهاب سید و مافͬ∗ امیر

میدان های و اقلیدسͬ حوزه های زمینه ˄ در شده انجام کارهای تاریخچه ˄ بررسͬ با است شده تلاش نوشتار این در چͺیده.
شود. فراهم ریاضͬ مباحث این با علاقه مندان آشنایی ضمینه ˄ اقلیدسͬ، عددی

مقدمه .١

امروزه داشت. شهرت هندسه، به ویژه و ریاضͬ در کارهایش دلیل به که بود یونانͬ ریاضیدان ق.م)، ٣٠٠ ) اقلیدس
درسͬ کتاب های و مراجع پرکاربردترین و موفق ترین از ͬͺی اقلیدس اصول کتاب ͬ نامند. م اقلیدسͬ هندسه ˄ پدر را وی
عدد ͷی یͺتای تجزیه ˄ در او لم اقلیدس، شهرت دلایل از دیͽر ͬͺی البته بود. بیستم قرن اوایل تا ریاضͬ، زمینه ˄  در
تقسیم مفهوم است. عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگترین محاسبه ˄ برای الͽوریتمͬ ارائه ˄ و اول عامل های به مثبت صحیح
گرفته  قرار استفاده و توجه مورد کنون تا که است بدیهͬ غیر الͽوریتم های ͬ ترین قدیم از ͬͺی اقلیدس الͽوریتم و اقلیدسͬ
نوزدهم، قرن در است. کرده کشف را آن وی یا داشته، وجود نیز او از قبل الͽوریتم این آیا که نیست مشخص البته است.
سال در شد. آیزنشتاین صحیح اعداد و گاوسͬ صحیح اعداد به اعداد دستگاه توسعه ˄  به منجر الͽوریتم این از استفاده
٢ دیریͺله پیتر کرد. استفاده گاوسͬ، اعداد تجزیه ˄  یͺتایی دادن نشان برای اقلیدسͬ الͽوریتم از ١ گاوس کارل ،١٨١۵
بر علاوه را اعداد نظریه ˄ نتایج از بسیاری وی نظر از کرد. توصیف اعداد نظریه ˄ برای پایه ای عنوان به را اقلیدس الͽوریتم
برد. به کار باشد، درست اقلیدسͬ الͽوریتم که اعداد از مجموعه ای هر مورد در ͬ توان م معمولͬ، صحیح اعداد مجموعه ˄
مطرح را اقلیدسͬ دامنه ˄ مفهوم او کرد. استفاده جبری، صحیح اعداد ماهیت مطالعه ˄ برای اقلیدس الͽوریتم از ٣ ددکیند
عملͬ کاربردهای دارای اقلیدسͬ الͽوریتم آن، با مرتبط دیͽر رشته های و موضوعات سایر در بلͺه ریاضͬ، در تنها نه کرد.

است. گسترده ای نظری و
صفر غیر جابجایی حلقه ˄ هر ͬ کنیم م یادآوری است. یͺدار و جابجایی حلقه ˄ حلقه، از منظور نوشتار، این سراسر در
حوزه ˄ ͷی Z اعدادصحیح حلقه ˄ مثلا́ است. صحیح حوزه ˄ نباشد، صفر صفر، غیر عنصر دو هر حاصل ضرب آن در که

میدان. جبری توسیع اقلیدسͬ، عددی میدان  اقلیدسͬ، حوزه ˄ کلیدی. کلمات و عبارات
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ارکیان، ش. س. و مافͬ ا.

ͬ نامیم، م ضرب و جمع را آنها که آن، روی بر شده تعریف عمل دو با عناصر مجموعه ˄ ͷی از میدان ͷی است. صحیح
بسیاری است. گویا اعداد میدان Q اعداد، میدان مهم ترین و کوچͺترین است. شده تشͺیل مشخص، خواص برخͬ و
به ͬ توان م دیͽر، مثال عنوان به است. شده مدل سازی Q خواص روی از کلͬ، حالت در اعداد میدان های خواص از
ͷی گویا، اعداد گاوسͬ میدان .i۲ = −۱ آن در که کرد اشاره گویا اعداد گاوسͬ میدان ،Q(i) = {a+ bi|a, b ∈ Q}
علیه مقسوم ͷی دارای d ) d مانند مربع از خالͬ عدد هر برای کلͬ، حالت در است. Q روی بعدی دو برداری فضای
دست به گویا اعداد مجموعه ˄ به d دوم ریشه ˄ الحاق از که است میدانͬ Q[

√
d] ۴ دوم درجه ˄ میدان نیست)، کامل مربع

به دست گویا اعداد گاوسͬ میدان d = −۱ خاص حالت در که شود مͬ تعریف چنان میدان این در حسابی اعمال ͬ آید. م
آید.

معرفͬ ضمن قسمت، آن در پرداخته ایم. اقلیدسͬ حوزه های معرفͬ به دوم بخش در کوتاه، نه چندان مقدمه  ˄ ͷی از پس
نوشتار این سوم بخش ͬ کنیم. م ارائه دلخواه صحیح حوزه ˄ ͷی در اقلیدسͬ الͽوریتم وجود برای ͬͺمح اقلیدسͬ، الͽوریتم
است اقلیدسͬ عددی میدان های نوشتار، این قسمت های مهم ترین از ͬͺی ͬ پردازد. م میدان توسیع از نکاتͬ یادآوری به
اختصاص مختلف درجه های از عددی میدان های به را آخر بخش نهایتاً است. گرفته قرار بحث مورد چهارم بخش در که

داده ایم.

مطلبی کتاب ها از ͬͺی حاشیه ˄ در میلادی، ١٧ قرن فرانسوی ریاضیدان ، ۵ فرما دو پی یر مرگ از بعد فرما. آخر قضیه ˄
ریاضیات تاریخ قضایای مشهورترین از ͬͺی فرما آخر قضیه ˄ شد. مشهور فرما» آخر «قضیه ˄ به عنوان آینده در که شد، کشف
صحیح اعداد یعنͬ ندارد». صفر غیر و صحیح جواب n > ۲ برای xn + yn = zn «معادله ˄ ͬ گوید: م قضیه این است.
ͷی من که بود نوشته کتاب آن حاشیه ˄ در وی باشند. فوق معادله جواب های که یافت ͬ توان نم را z و y ،x صفر غیر و
است. ͷکوچ بسیار آن گرفتن جای برای صفحه این حاشیه ˄ که کرده ام پیدا قضیه این برای توجه قابل و درست برهان
وی، شده ˄ مطرح نظریه های و حدس ها همه ˄ که بود، کرده متعددی مسائل مورد در گوناگونͬ ادعاهای نوشته هایش در فرما
را فرما قضیه ˄ که کرد ادعا گلدباخ، به نامه ای در اویلر ١٧۵٣ گوست آ ۴ در شدند. حل ١٨۴٧ سال تا مسئله، این از غیر
ریاضیدان ͷی برداشت، جلو به قدمͬ که دیͽری فرد داشت. اشتباه وی اثبات البته کرده است. ثابت n = ۳ حالت در
که ͬ کند م ایجاب آنگاه باشند، اولͬ اعداد ۲n + ۱ و n اگر که داد نشان او بود. ۶ ژرمن ماری‐سوفͬ نام به فرانسوی

ͬ شود: م ͷتفکی زیر حالت دو به فرما آخر قضیه بنابراین باشد. بخشپذیر n بر z یا y ،x از ͬͺی
ͬ شمارد. نم را z و y ،x اعداد از ͷهیچی n (١)

ͬ شمارد. م را z و y و x اعداد از ͬͺی n (٢)
اعداد همه ˄ به را وی روش ،٧ لژاندر دیͽر، فرانسوی ریاضیدان و کرد ثابت ۱۰۰ > n هر برای را (١) حالت ژرمن
و ١٨٢۵ جولای در دیریͺله را بخشͬ و شد تقسیم بخش دو به n = ۵ برای (٢) حالت داد. گسترش ١٩٧ از کوچͷ تر
منتشر n = ۱۴ برای را فرما قضیه از اثباتͬ دیریͺله ١٨٣٢ سال در کرد. ثابت ١٨٢۵ سپتامبر در لژاندر را دیͽر حالت
بود، شده تعیین فرما مسئله ˄ حل برای که جوایزی وجود با شد. ثابت ٨ لَمه گابریل توسط ١٨٣٩ در n = ۷ حالت کرد.
اثبات ١٠٠٠ از بیش مثال عنوان به شد. غلط اثبات های بیشترین رکورددار و ماند باقͬ نشده حل همچنان قضیه، این
غلط اثباتͬ یا دیͽری، از پس ͬͺی ریاضیدان ها، و گذشت سال ها گردید. منتشر ١٩١٢ تا ١٩٠٨ سالهای بین در غلط
ناموفق تلاش های این از ͬͺی ͬ سپردند. م بعدی نسل های به را کار و ͬ کردند م حل را مسئله از قسمتͬ یا و ͬ دادند، م ارائه
در را تجزیه یͺتایی قضیه ˄ که بود این وی کار اشͺال شده، اشاره ١ . ۴ بخش در که همانگونه گرفت. انجام لَمه توسط
اقلیدسͬ حوزه های نام به حلقه هایی ادامه، در نیست. صحیح آنها مورد در حͺم این که بود برده به کار حلقه هایی باره ˄
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اقلیدسͬ، حوزه  های در تاریخͬ سیری

سلطنتͬ لقب دارای و پرینستون دانشͽاه استاد ٩ وایلز اندرو هستند. یͺتا تجزیه ˄ ویژگͬ دارای که کرد خواهیم معرفͬ را
در وی شد. ٢٠١۶ سال آبل جایزه ˄ برنده ˄ آن خاطر به که است فرما آخر قضیه ˄ اثبات وی شهرت عمده علت بود. سر
ولͬ بود مشͺلͬ دارای نیز اثبات این که کرد ارائه قضیه این برای اثباتͬ پیشرفته، اعداد نظریه ˄ از استفاده با ١٩٩٣ سال
وایلز شد. برطرف «تیلر» نام به دانشجویانش از ͬͺی همͺاری با و وایلز خود توسط راه حل این اشͺال ١٩٩۴ سپتامبر در
المللͬ بین اتحادیه ،١٩٩٨ سال در همچنین، کرد. دریافت نیز را (١٩٩۵-١٩٩۶) ولف جایزه قضیه این اثبات برای
مدال ͬ توانست نم و بود بیشتر سال چهل از اندرو سن این که ͬ رغم عل برلین، ریاضیدانان المللͬ بین کنگره در ریاضیات

تقدیرکرد. وی از نقره ای مدال ͷی تقدیم با نماید، دریافت را فیلدز

اقلیدسͬ حوزه ˄ .٢

نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه ˄ ،N۰ غالباً که ) W چون خوش ترتیبی مجموعه ˄ به R \ {۰} از f تابع .٢ . ١ تعریف
گوییم. اقلیدسͬ (الͽوریتم) قدرمطلق ͷی کند، صدق زیر شرط دو در که است)،

یا r = ۰ و a = bq + r که باشند موجود چنان R از r, q عناصر ،۰ ̸= b که R از b, a عنصر دو هر برای (١)
.f(r) < f(b)

.f(a) ≤ f(ab) ،۰ ̸= b که ،R از b, a عنصر دو هر برای (٢)
گوییم. اقلیدسͬ حوزه ˄ کرد، تعریف آن روی بر اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی حداقل بتوان که صحیح حوزه ˄ هر

است. اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی f(a+ bi) = |a+ bi|۲ = a۲ + b۲ نرم تابع Z[i] گوسͬ حلقۀ در (١) .٢ . ٢ مثال
،p(x) مانند صفر غیر چندجمله ای هر به که را ϕ تابع باشد. F میدان روی چندجمله ای حلقه ˄ F [x] کنید فرض (٢)
، degp(x) ) است اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی ͬ دهد، م نسبت را صفر صفر، چندجمله ای به و degp(x) + ۱

است). p(x) درجه ˄

شرایط معادل و اساسͬ اصولͬ (٢٣ صفحه ˄ ،[٣١]) در ͬͺزاریس و ساموئل و (۵۶ صفحه ˄ ،[٣٢]) در وایردن
کنیم فرض ٢ . ١ تعریف در ͬ کند م پیشنهاد (١٢٢ صفحه ˄ ،[٢٠]) در جاکوبسون کرده اند. ارائه ٢ . ١ تعریف در موجود
،b ∈ R \ {۰} هر برای » قوی تر شرط وی همچنین، دارد. را لازم ویژگͬ f ′(= f − f(۱R) + ۱) تابع زیرا ،f ≥ ۱
حالت در البته است. نموده «f(a) ≤ f(a)f(b) ،b ∈ R \ {۰} هر برای » شرط جایͽزین را ،«f(ab) = f(a)f(b)

از دور امر این نمود. جایͽزین است» پایین) (از کراندار مجموعه ای زیر f برد » شرط با را اخیر شرط ͬ توان م ،W = N۰
بودن اصلͬ و بودن اصلͬ بودن، اقلیدسͬ که ( (١٢٣-١٢١ صفحه ˄ ،[٢٠]) (مانند استاندارد برهان در زیرا نبود، انتظار
f(a) ≤ f(a)f(b) شرط بنابراین است. شده استفاده اخیر، گزاره ˄ و تقسیم الͽوریتم از فقط ͬ کند، م ایجاب را یͺتا تجزیه ˄
راجرز را، نکته این است. گرفته قرار استفاده مورد یͺتا تجزیه ˄ مدرنِ برهان در نه و است R بودن اقلیدسͬ برای تضمینͬ نه

است. کرده  بیان زیر صورت به [٢٨] در

روی صحیح مقادیر با f شده تعریف تابع با متناظر تقسیم الͽوریتم دارای صحیح حوزه ˄ ͷی R کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
است. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R اینصورت در است. کراندار پایین از f برد که باشد چنان R \ {۰}

هر کلͬ حالت در نیست. R اقلیدسͬ حوزه ˄ ساختار از بخشͬ f اقلیدسͬ قدرمطلق که باشید داشته توجه .۴ . ٢ ملاحظه
،f(a) = [log۲ |a|] و f(a) = |a| توابع تعریف با ͬ توان م مثلا́ ͬ پذیرد. م اقلیدسͬ قدرمطلق زیادی تعداد اقلیدسͬ، حوزه ˄

9Sir Andrew John Wiles

٢٣ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.106491.1248

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.106491.1248


٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ارکیان، ش. س. و مافͬ ا.

بین ارتباط چͽونگͬ درباره ˄ پرسش است. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی Z که داد نشان ،Z روی است) x صحیح جزء [x] )
شد. طرح ͬͺزاریس توسط بار اولین صحیح حوزه  ˄ ͷی روی مختلف اقلیدسͬ قدرمطلق های

قدرمطلق وجود برای زیر صورت به ͬͺمح ،[٢٧] خود اصلͬ مقاله ˄ در موتزکین موتزکین. ͷمح و مشتق سری .٢ . ١
موضوع این احͺام مهم ترین از ͬͺی ͷمح این است. کرده بیان مشتق سری حسب بر صحیح حوزه ˄ ͷی در اقلیدسͬ
هرگاه ͬ شود م نامیده ضرب ایده ال ͷی R \ {۰} از P زیرمجموعه ˄ باشد. صحیح حوزه ˄ ͷی R کنید فرض است.
داشته وجود چنان a ∈ R که b ∈ R عناصر همه ˄ شامل B مجموعه ˄ ،R از S زیرمجموعه ˄ هر برای .P (R \ {۰}) ⊆ P

توجه ͬ دهیم. م نشان S′ با را آن نامیده، S مشتق مجموعه ˄ B ∩ S و S کلͬ مشتق مجموعه ˄ ͷی ،a+ bR ⊆ S که باشد
.S′

۱ ⊆ S′ آنگاه ،S۱ ⊆ S اگر همچنین است. چنین نیز S′ باشد، ضرب ایده ال S اگر که داریم
هر برای که باشد شده تعریف چنان نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه ˄ به R\{۰} از f و صحیح حوزه ˄ ͷی R کنید فرض
a = bq+r که باشد موجود چنان q, r ∈ R نشمارد را a ،b اگر و f(b) ≤ f(a) آنگاه بشمارد را a ،b اگر ، b ∈ R\{۰}
.Pi = {b|f(b) ≥ i} دهید قرار ،i = ۰,۱,۲, . . . برای است. اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی f اینصورت در .f(r) ≤ f(b) و
.a+ bR ⊆ Pi ،a ∈ R برای دراینصورت .b ∈ P ′ کنید فرض است. ضرب ایده ال ͷی Pi ،i هر برای که است واضح
کنید فرض برعکس .P ′

i ⊆ Pi+۱ بنابراین .f(b) ≥ i+ ۱ و f(r) ≥ i ،f(r) < f(b) و r = a− bq ̸= ۰ که آنجا از
،b ∈ R \{۰} هر برای .P ′

i ⊆ Pi+۱ بوده، تهͬ ∩Pi که باشد ضرب ایده ال های دنباله ای R−{۰} = P۰ ⊇ P۱ ⊇ · · ·
تعریف f(b) = i به صورت b در را f تابع اینصورت در .b ∈ Pi − Pi+۱ که است موجود چنان i نامنفͬ صحیح عدد
و صورت این به  دنباله هایی بین ͷبه ی ͷی تناظر ͷی بنابراین است. اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی f که است واضح ͬ کنیم. م

دارد. وجود اقلیدسͬ قدرمطلق های
اینصورت در .Pi ⊆ P̄i ،i ≥ ۰ هر برای که باشد چنان {P̄i}i≥۰ دنباله ˄ با دیͽر اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی g کنید فرض
داشته وجود R در {Pi}i≥۰ دنباله ˄ از حاصل اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی لااقل اگر گوییم. g از سریعتر را f اقلیدسͬ قدرمطلق
ͬͺمح ∩P (i)

۰ بودن تهͬ لذا نمود. تعریف P۰, P ′
۰, P

′′
۰ , . . . دنباله ˄ توسط سریعتر، اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی ͬ توان م باشد،

است. R در اقلیدسͬ قدرمطلق وجود برای

کوچͺترین f(۰) اینصورت در باشد. شده تعریف آن روی f اقلیدسͬ قدرمطلق و حلقه ͷی R کنید فرض .۵ . ٢ ملاحظه
f(r)− f(۰) شرط که این به r ∈ R عنصر همچنین .f(۰) < f(r) ،۰ ̸= r ∈ R هر برای یعنͬ است، f(R) عنصر

یͺتاست. باشد، f(R)− f(۰) عنصر کوچͺترین

کنید فرض باشد. خوش ترتیب مجموعه ˄ ͷی W و میدان ͷی F کنید فرض .۶ . ٢ تعریف
ماکسیمال ایده ال با F از موضعͬ حلقه ˄ زیر ͷی R = {a ∈ F |ν(a) ≥ ۰} مجموعه ˄ باشد. تابع ͷی ν : F → W

Z و W اگر همچنین گوییم. F روی ν مقادیر حلقه ˄ ͷی را R حلقه ˄ صورت این در است. m = {a ∈ F |ν(a) > ۰}
گوییم. مجزا مقدار را ν باشند، یͺریخت

(x ̸= ۰) ،φ(x) = ۱+ ν(x) اقلیدسͬ قدرمطلق با اقلیدسͬ حلقه ˄ ͷی ν مانند مجزا مقدار ͷی حلقه ˄ هر .٢ . ٧ نتیجه
است.

احͺام به ͬ توان م جمله، آن از که است، کرده بررسͬ را اقلیدسͬ حوزه های ͬ های ویژگ از یͷ سری ،[٣٠] در ساموئل
کرد. اشاره زیر
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اقلیدسͬ، حوزه  های در تاریخͬ سیری

ͷی R اگر خاص، حالت در است. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی اقلیدسͬ، حوزه های از متناهͬ تعداد هر حاصل ضرب (١)
اقلیدسͬ حوزه ˄ Zn به ویژه است. اقلیدسͬ حوزه ˄ نیز Rn باشد، مثبت صحیح عدد ͷی n و اقلیدسͬ حوزه ˄

است.
است. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی S−۱R آنگاه باشد، R از ضربی بسته ˄ زیرمجموعه ˄ ͷی S و اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R اگر (٢)
در باشد. (an ∈ R) ،Σn≥n۰anx

n شͺل به توانͬ سری های حلقه ˄ R′ و اقلیدسͬ حلقه ˄ ͷی R کنید فرض (٣)
است. اقلیدسͬ نیز R′ اینصورت

تولید عنصر ͷی توسط آن، ایده ال هر که صحیحͬ (حوزه ˄ باشد (PID) اصلͬ ایده ال حوزه ˄ ͷی R کنید فرض (۴)
تعداد R) باشد R ماکسیمال ایده ال های مجموعه ˄ M = {(m۱), (m۲), . . . , (mn)} کنید فرض شود).

اقلیدسͬ قدرمطلق با اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R دراینصورت دارد). ماکسیمال ایده ال متناهͬ

f(x) =

۰ x = ۰
۱+

∑n
i=۱ vi(x) ۰ ̸= x = m

v۱(x)
۱ m

v۲(x)
۲ · · ·mvn(x)

n

است.
در حلقه بودن صحیح حوزه  ˄ فرض که باشید داشته توجه است. اصلͬ ایده ال حوزه ˄ ͷی اقلیدسͬ، حوزه ˄ هر (۵)
اصلͬ بحث چون است. اصلͬ اقلیدسͬ، حلقه ˄ ͷی از ایده ال هر دیͽر، به عبارت نیست. اساسͬ گزاره، این

کرده ایم. بیان فرض این با را آن است، اقلیدسͬ حوزه های درباره ˄ نوشتار این
تعمیم اقلیدسͬ حوزه ˄ هر در که دانست آنها ویژگͬ این ͬ توان م را اقلیدسͬ حوزه های توجه جلب عوامل مهم ترین از ͬͺی
ͷی Z[i] به ویژه، است. (UFD) یͺتا تجزیه ˄ حوزه ͷی اقلیدسͬ، حوزه ˄ هر یعنͬ، است. درست حساب اساسͬ قضیه ˄
یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄ ،n ≥ ۱ برای نیز F [x۱, . . . , xn] و Z[x۱, . . . , xn] جمله ای چند حلقه های است. یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄
مثال هایی بنابراین نیستند. PID n ≥ ۲ برای ،F [x۱, . . . , xn] و ،n ≥ ۱ برای ،Z[x۱, . . . , xn] حلقه  های اما هستند.

نیستند. PID که است دست در یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄ از

مقالات از بسیاری در نیستند. اقلیدسͬ که دارند وجود PID حلقه های از مثال هایی که باشید داشته توجه .٢ . ٨ ملاحظه
این بودن PID برهان البته ͬ شود. م برده نام  اقلیدسͬ غیر و PID حلقه ˄ عنوان به Z[۱+

√
−۱۹
۲ ] حلقه ˄ از علمͬ منابع و

به یا کرده، حذف را آن برهان منابع، این از برخͬ در است. بودنش اقلیدسͬ غیر اثبات از دشوارتر مراتب به حلقه،
گرفته صورت آن برهان ساده سازی برای تلاش هایی [٣۶] و [۶] اخیراً و [٣۵] ،[٣۴] در کرده اند. واگذار خواننده

است. داده انجام آن مختلف برهان های بین مقایسه ای بررسͬ ͷی ،[۶] در کامپولͬ به ویژه، است.

تولید با اولش، زیرحلقه ˄  روی هرگاه گوییم متناهͬ تولید با را حلقه ͷی یͺتا. یͺای با اقلیدسͬ حلقه های .٢ . ٢
آن یͺای تنها که متناهͬ تولید با اقلیدس̞ͬ حوزه ˄  هر که داده اند نشان [۵-٣ قضیه ˄  ،١٩] در رویتمن و هینزر باشد. متناهͬ
ایده ال حوزه ˄ از نمونه هایی به عنوان ٢ . ٩ مثال آنها همچنین است. یͺریخت F۲[x] یا ،F۲ عضوی دو میدان با باشد، ۱R

ͷی هیچ ویژه، به ͬ باشد. م ۱R آن، یͺال عنصر تنها بوده، متناهͬ تولید با حلقه ها این که کرده اند ارائه نااقلیدسͬ اصل̞ͬ
نیستند. یͺریخت F۲[x] یا F۲ با مثال ها این از

ͷی R دراینصورت باشد. F۲ میدان روی دو یا ͷی رده ˄ از آفین منحن̞ͬ ͷی مختصاتِ حلقه ˄ R کنید فرض .٢ . ٩ مثال
ببینید). را [۴-٢ و ٣-٢ مثال های ،١٩] ) است آن یͺای تنها ۱R که است نااقلیدسͬ اصل̞ͬ ایده ال حوزه ˄

شامل و است دو مشخصه دارای R بنابراین .۱R = −۱R باشد، آن یͺال تنها ۱R که R مانند صحیح حوزه هر در
است. خود حلقه زیر ͷی عنوان به ، F۲ عنصر، دو با میدانͬ
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ارکیان، ش. س. و مافͬ ا.

پیشتر که همانطور یͺتاست. باقیمانده ˄ و خارج قسمت دارای تقسیم قدرمطلق آنها در که اقلیدسͬ حوزه های .٢ . ٣
هستند صحیح حوزه ˄ از مشهور مثال دو ،F میدان روی چندجمله ای ،F [x] حلقه  ˄ و Z صحیح اعداد حلقه ˄ شد، اشاره
نیست یͺتا تقسیم الͽوریتم باقیمانده و قسمت خارج Z در مثال به عنوان ͬ باشند. م نیز متفاوتͬ خواص دارای البته که
باقیمانده ˄ و قسمت خارج F [x] در درحالیͺه ͬ شود)، م یͺتا کنیم، محدود مثبت صحیح اعداد مجموعه ˄ به را آن که (وقتͬ
باقیماندۀ و قسمت خارج آن در که اقلیدسͬ حوزه ˄ هر که است داده نشان [٢١] در جودیت یͺتاست. تقسیم، الͽوریتم

دقیق تر، عبارت به است. یͺریخت میدان، ͷی روی چندجمله ای حلقه ˄ یا میدان ͷی با باشد، یͺتا تقسیم الͽوریتم

در .F = U(R) ∪ {۰} دهید قرار .۱ ̸= ۰ آن در که باشد چنان اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R کنید فرض .٢ . ١٠ قضیه
.R ∼= F [x] یا R = F اینصورت

میدان توسیع .٣

اعمالͬ با میدان ͷی F دیͽر به عبارت است. بسته E اعمال تحت E از F زیرمیدان باشد. میدان ͷی E کنید فرض
ͬ نویسیم م حالت این در سهولت برای ͬ گوییم. م F میدان توسیع ͷی را بزرگتر، میدان ،E برد. مͬ ارث به E از که است
در گرفت. درنظر F میدان روی برداری فضای ͷی به عنوان را E ͬ توان م ،E/F اگر .F روی E ͬ خوانیم م و E/F

F برای متناهͬ درجه ˄ از میدان توسیع ͷی را E باشد، متناهͬ F میدان روی E برداری فضای بعد چنانچه حالت این
(یا جبری عددی میدان گوییم. آن درجه ˄ را F میدان روی E برداری فضای بعد سهولت برای حالت این در ͬ گوییم. م
میدان و ،R حقیقͬ، اعداد میدان است. گویا اعداد میدان متناه̞ͬ درجه ˄ از میدان توسیع ͷی ( عددی میدان به اختصار
مختلط یͺال اول ریشه ˄ الحاق از حاصل عددی میدان های دایره بر، میدان های نیستند. عددی میدان های C, مختلط، اعداد

ببینید). را ۴ . ۴ (تعریف هستند Q به
گوییم. E/F ریختͬ خود ͷی باشد، ثابت F روی که E خودریختͬ هر باشد. F میدان توسیع E کنید فرض
مجموعه ˄ .a ∈ F هر برای ،σ(a) = a که است E به E از σ مانند یͺریختͬ ͷی ،E/F خودریختͬ هر دیͽر به عبارت

ͬ دهیم. م نشان Aut(E/F ) با را آن ما که ͬ دهد م گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب عمل با E/F ͬ های خودریخت همه ˄

تعداد یعنͬ ،|Aut(E/F )| = [E : F ] اگر دراینصورت باشد. F میدان توسیع E کنید فرض .٣ . ١ تعریف
گالوا توسیع ͷی E/F اگر گوییم. F گالوا توسیع ͷی را E باشد، توسیع درجه ˄ با برابر ،E/F ͬ های خودریخت

ͬ دهیم. م نشان Gal(E/F ) با را آن گفته، F روی E توسیع گالوا گروه را Aut(E/F ) باشد،

ͷی ریشه ˄ ،E بزرگتر، میدان از α عنصر هر هرگاه است جبری E/F میدان توسیع ͷی میدان. جبری توسیع .٣ . ١
یعنͬ: باشد، F در em, . . . , e۰ ضرایب با p مانند چندجمله ای

p(α) = emαm + em−۱α
m−۱ + · · ·+ e۱α+ e۰ = ۰.

ͷی ریشه ˄ ،F مانند عددی میدان  ͷی از عنصر هر به ویژه است. جبری متناهͬ، درجه ˄ از میدان توسیع هر که ͬ دانیم م
در p(α) = ۰, em ̸= ۰ که را p چندجمله ای ͬ نامیم. م اعدادجبری را F عناصر لذا است. گویا ضرایب با چندجمله ای
تکین را چندجمله ای این شود. ͷی آن، پیشرو جمله ˄ ضریب ،em بر ضرایب همه ˄ تقسیم با لزوم صورت در بͽیرید. نظر
عدد ͷی را α باشد، صحیح آن ضرایب ͬ که صورت در است. گویا ضرایب دارای p(α) = ۰ کلͬ حالت در لذا گوییم.
همه ˄ مجموعه درنتیجه، است. جبری صحیح عدد ͷی جبری، صحیح عدد دو هر ضرب و جمع گوییم. جبری صحیح
ریشه ˄ z صحیح عدد هر ͬ دهیم. م نشان OF با را آن که است F در مشمول حلقه ˄ ͷی F میدان در جبری صحیح اعداد
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اقلیدسͬ، حوزه  های در تاریخͬ سیری

گویای عدد هر که ͬ شود م داده نشان همچنین است. جبری صحیح عدد ͷی z بنابراین و است p(t) = t − z معادله ˄
.OQ = Z بنابراین است. صحیح عددی جبری،

اینصورت در باشد. F = Q(
√
d) و مربع از خالͬ صحیح عدد ͷی d کنید فرض .٣ . ٢ مثال

OF =

Z⊕ ۱+
√
d

۲ Z d ≡ ١ (۴ هنگ (به

Z⊕
√
dZ d ≡ ٢،٣ (۴ هنگ (به

اگر دیͽر، به عبارت

α =

۱+
√
d

۲ d ≡ ١ (۴ هنگ (به
√
d d ≡ ٢،٣ (۴ هنگ (به

آنگاه

OF = {n+mα| m,n ∈ Z}.

اقلیدسͬ عددی میدان های .۴

میدان های ادامه، در ͬ شود. م نامیده اقلیدسͬ میدان باشد، اقلیدسͬ آن جبری صحیح اعداد حلقۀ که را میدان هر
نبود. معلوم Q(

√
d) بودن اقلیدسͬ که است d مانند عددی کوچͺترین ١۴ ͬ کنیم. م بررسͬ هستند، اقلیدسͬ که را عددی

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را Hom(F,C) باشد. Q متناهͬ توسیع ͷی F کنید فرض

Hom(F,C) = {σ : F → C| است میدان ها همریختͬ σ}

صورت به ترتیب به را ١١ نرم و ١٠ رد توابع .x ∈ F کنید فرض

NF/Q(x) = Πσ∈Hom(F,C)σ(x) و TrF/Q(x) = Σσ∈Hom(F,C)σ(x)

.Hom(F,C) = Gal(F/Q) ،K/Q گالوای توسیع برای که داریم توجه ͬ کنیم. م تعریف
گویا اعداد Gal(F/Q) گالوا گروه در که است σ مانند F ͬ های خودریخت تعداد ،F درجه ˄ [F : Q] = n کنید فرض
ͬ دارند، م نگه ثابت را گویا اعداد ͬ ها خودریخت همه ˄ چون بͽیریم، نظر در را q ∈ Q هر برای به ویژه، ͬ دارد. م نگه ثابتͬ را

.NF/Q(α) = qn داریم
آنگاه ،gcd(a, n) = ۱ که باشند چنان a ∈ Z و n ∈ N اگر که ͬ کند م بیان فرما ͷکوچ قضیه از اویلر تعمیم
اولند، n نسبت که را n و ۱ بین صحیح اعداد تعداد که است اویلر ف̞ͬ تابع φ(n) آن در که aφ(n) ≡ ۱(n هنگ (به

ͬ شمارد. م

آن داده، نشان e = ord(a) با را n هنگ به a مرتبه ˄ باشند. اول به هم نسبت a ∈ Z و n ∈ N کنید فرض .١ . ۴ تعریف
به اولیه  ریشه ˄ ͷی را a ،ord(a) = φ(n) اگر همچنین ͬ کنیم. م تعریف ae ≡ ۱(n هنگ (به که e توان کوچͺترین را
β صحیح عدد ،b ≡ aβ(n هنگ (به باشیم داشته b ∈ Z و a مانند n هنگ به اولیه  ریشه ˄ ͷی برای اگر گوییم. n هنگ

گوییم. a پایه ˄ در n هنگ به b شاخص را

10Trace 11Norm
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ارکیان، ش. س. و مافͬ ا.

،F میدان های کدام  برای که است این اساسͬ سؤال باشد. اقلیدسͬ حوزه ˄ OF هرگاه گوییم اقلیدسͬ را F میدان
نرم‐اقلیدسͬ را میدان هایی چنین است؟ OF برای اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی φ(α) = |NF/Q(α)| نرم مطلق قدر تابع
اگر تنها و اگر دارد وجود W خوش ترتیب مجموعه ˄ به  اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی OF برای که داد نشان ساموئل ͬ نامیم. م
ͬ کنیم. م بررسͬ را N۰(= N∪ {۰}) به اقلیدسͬ توابع تنها ما لذا .[٣٠] باشد داشته وجود N۰ به  اقلیدسͬ قدرمطلق ͷی
است. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی نرم‐اقلیدسͬ، حلقه ˄ هر که دید ͬ توان م به سادگͬ نرم، ضرب از استفاده با و تعریف ͷکم به
است. منفͬ آن، واضح غیر پاسخ است؟ درست نیز گزاره این عکس آیا آن است شود مطرح است ممͺن که سؤالͬ اکنون
نرم‐اقلیدسͬ اما است، اقلیدسͬ Q(

√
۶۹) دوم̧ درجه ˄ عددی میدان صحیح های حلقه ˄ که است داده نشان [٩] در کلارک

ͬ دهد. م قرار ما اختیار در بودن، اقلیدسͬ نرم برای هندسͬ، ͷمح ͷی ٢ . ۴ قضیه ˄ نیست.

تنها و اگر است اقلیدسͬ نرم OF اینصورت در باشد. نرم مطلق قدر ،N تابع و میدان ͷی F کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
.N(y − x) < ۱ که باشد موجود چنان x ∈ OF مانند عنصری y ∈ F هر برای اگر

هر ͬ توان نم ،Q سره ˄ توسیع هر صحیح های حلقه ˄ در الزاماً ،Q صحیح های حلقه ˄ به عنوان Z برخلاف .٣ . ۴ ملاحظه
صورت دو به را OQ(

√
−۵) حلقه ˄ از (۶) ایده ال مثال، به عنوان کرد. تجزیه اولش ایده ال های حاصل ضرب به را ایده ال

کرد تجزیه اول ایده ال های حاصل ضرب به زیر

(۶) = (۲)(۳) = (۱+
√
−۵)(۱−

√
۵).

بود، فرما آخر قضیه ˄ اثبات برای تلاش در که هنگامͬ لَمه اولین بار، دایره بˀر. میدان و واحد اولیه ˄ n‐ام ریشه ˄ .١ . ۴
کرد. معرفͬ را واحد اولیه ˄ n‐ام ریشه  های

یعنͬ .۰ < k < n هر برای ζkn ̸= ۱ و ζnn = ۱ اینصورت در .ζn = e۲πi/n و n ∈ N کنید فرض .۴ . ۴ تعریف
به صورت را Z[ζn] دایره بر حلقه ˄ است. واحد اولیه ˄ n‐ام ریشه ˄ ζn =

n
√
۱

Z[ζn] = {z| z = a۰ + a۱ζn + a۲ζ
۲
n + · · ·+ an−۱ζ

n−۱
n , ai ∈ Z ∀i}

ͬ نامیم. م دایره بˀر میدان n‐امین را Q(ζn) کرده، تعریف

است. شده فرما آخر قضیه ˄ اثبات به موفق کرد ادعا لَمه گابریل پاریس، علوم کادمͬ آ نشست در ،١٨۴٧ مارس اول در
این از پس بود. برده به کار نیست، برقرار تجزیه یͺتایی آنها در که حلقه هایی مورد در را یͺتا تجزیه ˄ خود، اثبات در وی
این به را خود پرسش لیویل کرد. تردید ابراز لَمه اثبات درستͬ در داشت، حضور نشست آن در نیز وی که ١٢ لیویل ادعا،
نکرد مطرح کسͬ با را لیویل تردید لَمه است؟». برقرار تجزیه یͺتایی Z[e۲πi/n] در n هر برای «آیا که کرد مطرح صورت
١٣ وانتزل لَمه، سخنرانͬ از پس هفته دو تنها نمودند. لیویل پرسش به مثبت پاسخ ارائه ˄ صرف را خود وقت ماه چندین اما
است نرم‐اقلیدسͬ کنیم ثابت است کافͬ است، یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄ Z[e۲πi/n] دهیم نشان آنکه برای کرد مشاهده به درستͬ
حوزه ˄ ͷی اقلیدسͬ، حوزه ˄ هر شد، گفته پیشتر که همانگونه و است اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی نرم‐اقلیدسͬ، حوزه ˄ هر (زیرا
نرم‐اقلیدسͬ حلقه ها این همه ˄ دهد نشان ͬ تواند م ͬ کرد م تصور او حتͬ است). یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄ درنتیجه و اصلͬ ایده ال
این اثبات به مشغول نیز ١۴ کوشͬ حال، همین در داشت. وجود آشͺار خطای ͷی او اثبات در متأسفانه اما هستند.
اما کند. ثابت n = ۳,۴,۵,۶,۷,۸,۹,۱۰,۱۲,۱۴,۱۵ مقادیر برای را آن توانست و بود خاص موارد برای گزاره
یͺتا تجزیه ˄ حوزه ˄ Z[e۲πi/۲۳] که بود کرده اثبات لَمه، سخنرانͬ از قبل ،١۵ کومر نام به فرانسوی ریاضیدانͬ حقیقت، در

12Liouville 13Wantzel 14Cauchy 15Kummer
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اقلیدسͬ، حوزه  های در تاریخͬ سیری

از ماند. بی ثمر نیز لَمه تلاش این لذا بود. هم کار از آنان کافͬ اطلاعات فقدان میان، این در اساسͬ مشͺل نیست.
نرم‐اقلیدسͬ یا اقلیدسͬ حوزه ˄ یͺتا، تجزیه ˄ حوزه ˄ Z[e۲πi/n] ،n مقادیر از ͷی کدام به ازای » مانند سؤال هایی پس آن
که ، n مختلف مقدار سͬ به ازای دقیقاً ،[٢۶] در قضیه ای براساس ͬ دانیم م گرفت. قرار توجه مورد و مطرح است»
،١۵ ،١٣ ،١٢ ،١١ ،٩ ،٨ ،٧ ،۵ ،٣ ،١ از عبارتند مقادیر این است. اصلͬ ایده ال حوزه ˄ Z[ζn] ،n ̸≡ ۲ ( ۴ هنگ (به

.٨۴ ،۶٠ ،۴٨ ،۴۵ ،۴۴ ،۴٠ ،٣۶ ،٣۵ ،٣٣ ،٣٢ ،٢٨ ،٢٧ ،٢۵ ،٢۴ ،٢١ ،٢٠ ،١٩ ،١٧ ،١۶
d = اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی Q(

√
−d) صحیح های حلقه ˄ است، کرده ثابت [٢٧] در موتزکین

d = اگر تنها و اگر است اصلͬ ایده ال حوزه ˄ حلقه، این که کرده اند ثابت نیز استارک و بی کر البته .۱,۲,۳,۷,۱۱
اصلͬ ایده ال حوزه ˄ که است دردست اقلیدسͬ حوزه  ˄ از مثال هایی یعنͬ .[٣] ،۱,۲,۳,۷,۱۱,۱۹,۴۳,۶۷,۱۶۳

نیستند.
حلقه ،Z[ζn] آن براساس که است گزاره ای دایره بر، میدان های جبری ساختار با ارتباط در مهم گزاره های از دیͽر ͬͺی

.OF = Z[ζn] آنگاه ،F = Q(ζn) اگر دیͽر، به بیان .[٢٩] است Q(ζn) جبری صحیح های
R روی شده تعریف صحیح، مقادیر با تابعͬ f و اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R کنید فرض اقلیدسی. مینیمای .۱ . ۱ . ۴
به داده، نشان ،M(R, f) ١٧ با را f به نسبت R ١۶ اقلیدس̞ͬ کمینه .α = ۰ اگر تنها و اگر f(α) = ۰ که باشد چنان

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت

M(R, f) = inf{κ > ۰|∀α, β ∈ R \ {۰}∃γ ∈ R s.t. f(α− βγ) < κ.f(β)}.

M(F ) با را آن گفته نرم‐اقلیدسͬ کمینه را نرم به نسبت F اقلیدس̞ͬ کمینه باشد، نرم‐اقلیدسͬ میدانِ ͷی F حالتیͺه در
.(M(R, f) > ۱) M(R, f) < ۱ هرگاه است (نااقلیدسͬ) اقلیدسͬ به ترتیب، R دید ͬ توان م به وضوح ͬ دهند. م نشان

است. ممͺن نااقلیدسͬ یا اقلیدسͬ حالت دو از ͷی هر ،M(R, f) = ۱ اگر
تعریف زیر صورت به داده، نشان fmin با R روی ١٨ اقلیدسͬ حداقل تابع باشد. اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی R کنید فرض

ͬ شود م
fmin(α) = min{f(α)| است R روی اقلیدسͬ تابع ͷیf}

است. R روی اقلیدسͬ تابع ͷی fmin دید ͬ توان م به سادگͬ
نشان U(R) با را R یͺای عناصر مجموعه همچنین باشد. داشته ضربی وارون هرگاه گوییم یͺا را R حلقه ˄ از u عنصر
E۱ = U(R)∪{۰}, E۰ به صورت= ،۰ < k ،Ek

١٩ موتزکین مجموعه های ،R مانند صحیح حوزه ˄ ͷی برای ͬ دهیم. م
کلͬ درحالت ͬ شوند. م تعریف {۰}

.E∞ =
∪

k≥۰Ek و Ek = {۰} ∪ {α ∈ R| است β ∈ Ek−۱ ͷی شامل α هنگ به خارج قسمتͬ کلاس هر }
Ek =،. . .،E۲ = {۰,±۱,±۲,±۳} ،E۱ = {۰,±۱} ،E۰ = {۰} از: عبارتند ،R = Z موتزکین̞ مجموعه های مثال به عنوان
موتزکین مجموعه های روی از R بودن اقلیدسͬ بررسͬ برای را ͬͺمح [٢٧] در موتزکین .{۰,±۱, . . . ,±(۲k − ۱)}
آنگاه ،E∞ = R اگر به علاوه .E∞ = R اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ R صحیح̧ حوزه ˄ آن براساس کرده است. بیان
نمونه هایی با را ما ۵ . ۴ گزاره ˄ ͬ دهند. م نشان fM با را fmin تابع حالت این در .fmin(α) = min{k ∈ N| α ∈ Ek}

:M(R, f) = ۱ که ͬ کند م آشنا f مانند اقلیدسͬ توابع از

دراینصورت باشد. صحیح حوزه ˄ ͷی R کنید فرض .[٢٢] .۵ . ۴ گزاره
باشد. میدان ͷی R اگر تنها و اگر R = E۱ (١

16Euclidean Minimum 17Euclidean Minimum 18Minimal Euclidean 19Motzkin Sets
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ارکیان، ش. س. و مافͬ ا.

آنگاه باشد، اقلیدسͬ R اگر همچنین .R ̸= Ek ،k ∈ N هر برای آنگاه نباشد، میدان ͷی R اگر (٢
.M(R, fmin) = ۱

،ξ در اقلیدسͬ کمینه ˄ ،ξ ∈ F هر برای باشد. OF صحیح های حلقه ˄ با جبری عددی میدان ͷی F کنید فرض
صورت به نیز را M(F ) همچنین ͬ کنیم. م تعریف M(ξ) = inf{|NF/Q(ξ − η)| | η ∈ OF } به صورت را M(ξ)

M(ξ) یعنͬ ،M(ξ) = M(ξ− η) ،η ∈ OF هر برای که است ͬ کنیم. واضح م تعریف M(F ) = sup{M(ξ)|ξ ∈ F}
کمینه ˄ دومین .C۱ = {ξ ∈ F/OF |M(ξ) = M(F )} ͬ دهیم م قرار به علاوه دارد. بستگͬ F/OF در ξ رده ˄ به فقط
.M۲(F ) ≤ M(F ) = M۱(F ) که است واضح .M۲(F ) = sup{M(ξ)|ξ ∈ (F/OF )\C۱} به صورت را F اقلیدسͬ
به ͬ توان م را k ≥ ۲ ،Mk(F ) ٢١ اقلیدسͬ مینیمای گوییم. ٢٠ تنها را M۱(F ) باشد، اکید نامساوی این درصورتیͺه
که میدان هایی همچنین و اقلیدسͬ، مینیمای از نزولͬ و نامتناهͬ دنباله های با عددی میدان های کرد. تعریف مشابه طریق

ببینید). را [۵] ) شده اند شناسایی نیست، تنها آنها دوم اقلیدسͬ کمینه ˄ 

کسرهای میدان ،F است. صحیح حوزه   ˄ ͷیOF پس نیست، صفر علیه مقسوم شامل میدان هر ددکیند. حوزه ˄ .٢ . ۴
صعودی زنجیر (هر است نوتری حلقه ˄ ͷی OF نخست، دارند: دیͽر مهم ویژگͬ دو OF ویژگͬ این بر علاوه است. OF

سه این با جابجایی هرحلقه ˄ است. ماکسیمال OF از صفر غیر اول ایده ال هر آنکه، دوم ایستاست). آن، ایده ال های از

ایده ال هر ͬ نامند. م ددکیند) حوزه ˄ (یا ددکیند حلقۀ او به افتخار و زمینه این در ددکیند ریچارد کارهای به خاطر را ویژگͬ،
ایده ال های حاصل ضرب به یͺتا به صورت ͬ توان م را صحیح، حلقه ˄ از ایده ال هر خاص حالت در و ددکیند، حلقه ˄ ͷی از
اول ایده ال های حاصل ضرب به زیر صورت به ͬ توان م را Z[

√
−۵] حلقه ˄ از (۶) ایده ال مثال به عنوان کرد. تجزیه اول

کرد. تجزیه
(۶) = (۲,۱+

√
−۵)(۲,۱−

√
−۵)(۳,۱+

√
−۵)(۳,۱−

√
−۵).

اتریش اهل ͬ تبارِ ارمن ریاضیدان (١٩-١٨٩٨۶٢ ) ٢٢ آرتین امیل نرم‐اقلیدسͬ. میدان های و آرتین حدس .٣ . ۴
کنید فرض کرد. مطرح ١٩٢٧ سال در اولیه ریشه های دربارۀ را خود مشهور حدس وی ͬ کرد. م کار جبر زمینه ˄ در که بود
است اول نامتناهͬ تعداد اولیه ˄ ریشه ˄ a که ͬ کند م بیان حدس این نیست. کامل مربع که باشد ±۱ مخالف صحیح عدد a

ببینید). [٢] )
ͬ کرد، م بررسͬ a مقدار ͷی حداقل برای را آرتین حدس اعتبار که را نتیجه ای اولین مورتͬ و گوپتا ١٩٨۴ درسال
ثابت را ۶ . ۴ گزاره ˄ و برد به کار اقلیدس قدرمطلق مسئله ˄ روی را هولͬ اولیه ˄ ریشه ˄ تکنیͷ های وینبرگر، .[١۴] کردند منتشر

.[٣٣] کرد

نامتناهͬ یͺاهای گروه دارای OF کنید فرض باشد. ͷی عددی رده ˄ از عددی میدان ͷی F کنید فرض .۶ . ۴ گزاره
است. اقلیدسͬ OF ، (GRH) ریمان تعمیم فرضیات با باشد.

20Isolated 21Euclidean Minima 22 ٍE. Artin
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٣–٢١۵ (١٣٩٧) ٢ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اقلیدسͬ، حوزه  های در تاریخͬ سیری

فرض از مستقل ،[١۴] در شده مطرح مورتͬ و گوپتا اولیه ˄ ریشه ˄ تکنیͷ های که کرد پیشنهاد لنسترا ١٩٨٠ سال در
OS حلقه های از مثال اولین توانستند مورتͬ ک. و مورتͬ ر. گوپتا، .[٢۵] شود بررسͬ اقلیدس مسئله ˄ روی ،(GRH)
صبر دیͽر سال چند باید OF برای نتایجͬ آوردن به دست برای بیابند. نیستند، نرم‐اقلیدسͬ اما هستند، اقلیدسͬ که

ͬ کردیم. م
اعداد گالوا توسیع های برای را اقلیدسͬ قدرمطلق مورتͬ، رام راهنمایی تحت خود دکتری رساله ˄ در کلارک، دیوید
دوم درجه ˄ گالوای میدان ͷی بودن اقلیدسͬ بررسͬ برای ، مهم بسیار ͷمح ͷی کار این در وی .[١٠] کرد مطالعه گویا
و کلارک ،[١۵] در مورتͬ ک. و مورتͬ ر. گوپتا، توسط شده انجام تحقیق پایه بر کرد. ارائه شده، داده حقیقͬ کاملا́
این .[١١] کردند ابداع هستند، اقلیدسͬ نرم، با متمایز توابع به نسبت که میدان هایی تعداد دادن نشان برای روشͬ مورتͬ

ͬ شود. م اعمال اضافͬ ویژگͬ ͷی با دو، از بیشتر درجه ˄ از حقیقͬ سراسر گالوای توسیع های روی بر روش
استدلال ͷی با درواقع .p = ۱۲۹۸۸۵۲۲۳۷ هرگاه است اقلیدسͬ Z[

√
۱۴, ۱p ] که ͬ کنند م اشاره مورتͬ و کلارک

.[١۶] است اقلیدسͬ Z[
√
۱۴, ۱p ] ،p هر برای داد نشان ͬ توان م آنها، گزاره ˄ دو ترکیب و سرراست

وی .[١٧] نیست نرم‐اقلیدسͬ اما است، اقلیدسͬ Z[
√
۱۴] کرد ادعا خود دکترای رساله در هارپر ،٢٠٠٠ سال در

بزرگ غربال روش با و مورتͬ، و کلارک نتایج به ویژه اقلیدسͬ، مسائل درباره ˄ فوق  الذکر محققان مهم آثار از استفاده با
رده های از زیادی نسبتاً تعداد آن، توسط که است ͬͺتکنی بزرگ، غربال روش کرد. اثبات را خود نتیجه عددی، میدان در
دست، این از خوب و ساده مثال ͷی ͬ شوند. م حذف مطالعه، مورد موضوع در اهمیت عدم به دلیل مدول ها، باقیمانده ˄
.[١٨] شد نشر آماده مورتͬ با مشترکش کار دستنویس هارپر، پایان نامه  ˄ تنظیم از بعد سال سه حدود است. اراتستن غربال
حد تا آنها این رو از است. آبلͬ توسیع های شامل که بزرگتر چارچوب ͷی به هارپر قبلͬ کار تعمیم ͷی کار این درواقع

است: آنها اصلͬ نتیجه ٧ . ۴ قضیه ˄ کردند. استفاده [١۵] از زیادی

OF آن، صحیح های حلقه ˄ دراینصورت باشد. ٣ از بزرگتر واحد رتبه ˄ با Q گالوا توسیع ͷی F کنید فرض .٧ . ۴ قضیه
باشد. اصلͬ ایده ال حوزه ˄ اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ

ζ(d) ) است Z[ζ(d)] بودن اقلیدسͬ حوزه ˄ بررسͬ برای مناسبی ͷمح [١٧] در هارپر جالب نتایج از دیͽر ͬͺی
گزاره، این براساس ͬ شود). م تعریف ζ(d) :=

∑∞
n=۱

۱
nd صورت به و است مختلط مقادیر با تابع ͷی ریمان، زِتا تابع

باشد. اصلͬ ایده ال حوزه اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ حوزه  ˄ Z[ζ(d)]

توسط ،R صحیح حوزه ˄ از α, β عنصر دو برای ٢٣ کوکͬ k−مرحله ای تقسیم زنجیر k−مرحله ای. اقلیدسͬ .۴ . ۴
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ͬ کند، م تغییر k تا ١ از i که ،R از ri, qi عنصر ۲k

α = βq۱ + r۱ α = q۱ + ۱
β/r۱

β = r۱q۲ + r۲ β/r۱ = q۲ + ۱
r۱/r۲

… …
… ⇒ …
… …

rk−۲ = rk−۱rk + qk rk−۲/rk−۱ = qk +
۱

rk−۱/rk
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داد نشان زیر مسلسل کسر با را β/α ͬ توان م هم، با آنها ترکیب با
β

α
= q۱ +

۱
q۱ + ۱

q۲+
۱

q۳+ ۱
q۴+···+ ۱

qk

.

ͬ دهیم. م نشان [q۱, q۲, . . . , qk] با را فوق مسلسل کسر نوشتار، در سادگͬ برای

که α, β ∈ R هر برای هرگاه گوییم k−مرحله ای اقلیدسͬ ،N شده ˄ داده  نرم به نسبت را R صحیح حوزه ˄ .٨ . ۴ تعریف
چنان شده، داده عنصر دو این از شروع با n−مرحله ای تقسیم زنجیر ͷی ،n < k که n طبیعͬ عدد ͷی برای ،β ̸= ۰

کند. صدق N(rk) < N(β) نامساوی در آن، باقیمانده ˄ آخرین ،rk که باشد موجود

عدد ،β ̸= ۰ که α, β ∈ R عنصر جفت هر برای هرگاه ͬ نامیم م ω−مرحله ای اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی را R .٩ . ۴ تعریف
آخرین ،rk که باشد موجود چنان شده، داده عنصر دو این از شروع با k−مرحله ای تقسیم زنجیر ͷی و k مثبت و صحیح

کند. صدق N(rk) < N(β) نامساوی در آن، باقیمانده ˄

است. m−مرحله ای k−مرحله ای، اقلیدسͬ حوزه ˄ هر اینصورت در .m > k کنید فرض (١) .١٠ . ۴ ملاحظه
اقلیدسͬ حوزه ˄ k−مرحله ای، اقلیدسͬ حوزه ˄ هر دراینصورت باشد. مثبت صحیح عدد ͷی k کنید فرض (٢)

است. ω−مرحله ای

است. آن معمول معنای در اقلیدسͬ حوزه ˄ ͷی ۱−مرحله ای، اقلیدسͬ حوزه ˄ هر (٣)

قسمت هایش خارج از q۱; q۲; . . . ; qk دنباله ˄ به وسیله ˄ را k−مرحله ای تقسیم زنجیر هر فوق، نمادگذاری با .١١ . ۴ ملاحظه
عنصر دو از شروع با k−مرحله ای تقسیم زنجیر ͷی R عناصر از q۱; q۲; . . . ; qk مانند دنباله  هر برعکس و کرد تعیین

بنابراین ͬ کند. م تعریف α, β
،a۱ = q۱, b۱ = ۱ آن در که [q۱] = q۱ = a۱/b۱

a۲و = q۱q۲ + ۱, b۲ = q۲ آن در که [q۱, q۲] = q۱ + ۱
q۲

.ak = qkak−۱ + ak−۲; bk = qkbk−۱ + bk−۲ آن در که [q۱; q۲; . . . ; qk] =
ak
bk

از شروع با k−مرحله ای تقسیم زنجیر ͷی دراینصورت .α, β ∈ R و صحیح حوزه ˄ ͷی R کنید فرض .١٢ . ۴ گزاره
چنان ak

bk
مانند مسلسل کسر ͷی اگر تنها و اگر ،N(rk) < N(β) که است موجود rk باقیمانده آخرین و عنصر، دو این

.N(αβ − ak
bk
) < N( ۱

bk
) که باشد موجود

OF دراینصورت باشد. آن های صحیح حلقه ˄ OF و عددی میدان ͷی F = Q(
√
n) ͬ کنیم م فرض .١٣ . ۴ گزاره

k−مرحله ای اقلیدسͬ OF که باشد موجود چنان k مثبت و صحیح عدد اگر تنها و اگر است ω−مرحله ای اقلیدسͬ
باشد.

مختلف درجه های از اقلیدسͬ .۵

با مثبت m این که به بسته باشد. مربع از خالͬ و صحیح عددی m کنید فرض دوم. درجه عددی میدان های .١ . ۵
ͬ نامیم. م مختلط یا حقیقͬ دوم درجه عددی میدان های را F = Q(

√
m) فرم به عددی میدان های باشد، منفͬ

صحیح، عدد هرگاه گوییم موهومͬ دوم درجه ˄ عددی میدان ͷی را F میدان مختلط. دوم درجه عددی میدان های الف)
دوم درجه ˄ عددی میدان که را مقادیری قسمت این در .F = Q(

√
−m) که باشد موجود چنان m مربع̧ از خالͬ و مثبت
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[١٢] [٧]و به را خواننده زمینه، این در بیشتر اطلاعات کسب برای ͬ کنیم. م معرفͬ است نرم‐اقلیدسͬ آنها نظیر موهومͬ
ͬ دهیم. م ارجاع

است اقلیدسͬ OF دراینصورت باشد. موهومͬ دوم درجه ˄ عددی میدان ͷی F = Q(
√
−m) کنید فرض .١ . ۵ قضیه

هستند. اقلیدسͬ نرم، به نسبت OF حالت ها این در قوی تر، حتͬ و ،m = ۱,۲,۳,۷,۱۱ اگر تنها و اگر

آنها نظیر حقیقͬ دوم درجه ˄ عددی میدان که را مقادیری ،٢ . ۵ قضیه ˄ در حقیقͬ. دوم درجه عددی میدان های ب)
ͬ کنیم. م معرفͬ است، نرم‐اقلیدسͬ

درجه ˄ عددی میدان F کنید فرض .۲ ≤ m که باشد مربع از خالͬ و مثبت صحیح، عددی m کنید فرض .٢ . ۵ قضیه
عدد شانزده از ͬͺی m تنهااگر و اگر است نرم‐اقلیدسͬ OF دراینصورت باشد. Q(

√
m) حقیق̞ͬ دوم

۲,۳,۵,۶,۷,۱۱,۱۳,۱۷,۱۹,۲۱,۲۹,۳۳,۳۷,۴۱,۵۷,۷۳

باشد.

ͬ نامیم. م سه درجه ˄ عددی میدان های را Q( ۳√m) فرم به عددی میدان های سوم. درجه عددی میدان های .٢ . ۵
به ٣ . ۵ گزاره ˄ .[١٢] هستند نرم‐اقلیدسͬ که دارد وجود مختلط عددی میدان متناهͬ تعداد که کرد ثابت داونپورت

ͬ پردازد. م هستند نرم‐اقلیدسͬ که سره ای سوم درجه عددی میدان های بررسͬ

،Q(
۳√۱۰) و Q(

۳√۳),Q(
۳√۲) از عبارتند هستند نرم‐اقلیدسͬ که سره ای سوم درجه عددی میدان های همه ˄ .٣ . ۵ قضیه

.[٨]

فرم به میدان هایی قسمت این در کلͬ. مختلط عددی میدان های .٣ . ۵

Q(
√
m,

√
n) = {α|α = r۱ + r۲

√
m+ r۳

√
n+ r۴

√
mn}

.[٢٣] ͬ کنیم م معرفͬ هستند، اقلیدسͬ نرم که را

خالͬ n,m قدرمطلق کنید فرض باشد دلخواه و صحیح عددی n و منفͬ صحیح عدد ͷی m کنید فرض .۴ . ۵ قضیه
عبارتند میدان ها این دارد. وجود Q(

√
m,

√
n) فرم به نرم‐اقلیدسͬ عددی میدان ١٣ دقیقاً دراینصورت باشد. مربع از

از
Q(

√
−۱,

√
۲)، Q(

√
−۱,

√
۳)، Q(

√
−۱,

√
۵)، Q(

√
−۱,

√
۷)،

Q(
√
−۲,

√
−۳)، Q(

√
−۲,

√
۵)، Q(

√
−۳,

√
۲)، Q(

√
−۳,

√
۵)،

Q(
√
−۳,

√
−۷)، Q(

√
−۳,

√
−۱۱)، Q(

√
−۳,

√
۱۷)، Q(

√
−۳,

√
−۱۹)،

Q(
√
−۷,

√
۵).

نیست. صحیح عدد ۴√m که باشد چنان m مثبت صحیح عدد کنید فرض چهارم. درجه عددی میدان های .۴ . ۵
ͬ رسانیم. م پایان به Q( ۴√m) فرم به عددی میدان های بررسͬ با را بحث

عبارتند میدان ها این هستند. نرم‐اقلیدسͬ که دارد وجود Q( ۴√m) فرم به مختلط دوم درجه میدان ۴ دقیقاً .۵ . ۵ قضیه
.Q(

۴√۲) و Q(
۴√۱۲),Q(

۴√۷),Q(
۴√۳) از
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مافͬ امیر
ریاضͬ گروه کردستان، دانشͽاه پاسداران، خیابان سنندج،

A_Mafi@ipm.ir

ریاضͬ رشتۀ در را خود دکتری ١٣٨۴ سال در وی است. غربی آذربایجان سردشتِ شهر در ١٣۵٣ دی ماه متولد مافͬ امیر
ریاضͬ گروه استادیار به عنوان ١٣٨۴ سال در مافͬ نمود. اخذ ذاکری پروفسور راهنمایی تحت خوارزمͬ دانشͽاه از محض
دانشͽاه ریاضͬ گروه استخدام به پس آن از و داد ادامه خود به کار دانشͽاه آن در ١٣٨٧ سال تا و شد استخدام اراک دانشͽاه

ͬ باشد. م کردستان دانشͽاه ریاضͬ گروه دانشیار وی اکنون درآمد. کردستان

ارکیان شهاب سید
مدرس) شهید پردیس کردستان، استان فرهنگیان دانشͽاه سهره وردی، میدان سنندج،

Shahab_Arkian@yahoo.com

کردستان، دانشͽاه در ١٣٧٨ سال رادر خود کارشناسͬ وی است. بیجار شهر در ١٣۵۴ دی ماه متولد ارکیان شهاب سید
و خوارزمͬ دانشͽاه در ذاکری پروفسور راهنمایی تحت ١٣٨٠ سال در محض ریاضͬ رشتۀ در را خود ارشد کارشناسͬ
جبر گرایش محض، ریاضͬ رشته در مافͬ امیر دکتر راهنمایی تحت کردستان دانشͽاه در ١٣٩۶ سال در را خود دکتری

است. کردستان استان فرهنگیان دانشͽاه علمͬ هیئت عضو حاضر حال در ارکیان رساند. پایان به جابجایی

٣۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.106491.1248

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.106491.1248

	1. مقدمه
	2. حوزه‌ٔ اقلیدسی
	3. توسیع میدان
	4. میدان‌های عددی اقلیدسی
	5. اقلیدسی از درجه‌های مختلف
	مراجع

