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آن تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

کفاش بهزاد

این در است. کرده تنظیم را آن فرانسوی، ͬ دان ریاض لوکا، و است تاریخͬ ریشه ی با مساله ͷی هانوی، برج مساله چͺیده.
گراف نظریه اساس بر و بازگشتͬ روش به را آن ها بهینه ی حل و نموده بیان آن را تعمیم و هانوی برج مشهور مساله مقاله،
ͬͺسرپینس فراکتال آن، با متناظر گراف رسم با هانوی برج مساله حل از حاصل گراف که ͬ شود م داده نشان ͬ نماییم. م بررسͬ

است.

مقدمه .١

کتاب های در مقدماتͬ تمرین ͷی عنوان به اغلب مساله این دارند. آشنایی هانوی برج مساله با ͬ دانان ریاض بیشتر
که کامپیوتر نویسͬ برنامه دنیاى معروف مسائل از ͭͺی مساله، این همچنین .[۴ ،١] است شده بیان گسسته ریاضیات
دیͽری بسیار مسایل هانوی برج مشهور مساله از پس البته .[۵ ،۴] ͬ باشد م نیز رود، مͭ شمار به هم آن ها ترین قدیمͭ جزو
فرانسوی، ͬ دان ریاض لوکا، و دارد تاریخͬ ریشه هانوی برج مساله .[١–٧] است گردیده بررسͬ و مطرح زمینه این در
داشته وجود الماس جنس از میله سه هندی معبد ͷی در افسانه، ͷی بر بنا .[٨] است کرده تنظیم ١٨٨٣ سال در را آن
که معبد، کاهنان بود. شده درست ناقص مخروط ͷی که نحوی به داشت قرار ͷدیس ۶۴ ها میله این از ͬͺی در است،
منتقل سوم میله به اول میله از دوم، میله ͷکم به را طلا دیسͷ های پی درپی ͬ کردند، م عوض را خود جای شب و روز

ͬ کردند: م پیروی قانون دو از کار این انجام برای کاهنان ببینید). را ١ (شͺل ͬ کردند م

کرد. جابه جا ͬ توان نم را ͷدیس ͷی از بیش بار هر (١)
بزرگ تر ͷدیس هرگز و گیرد، قرار بزرگ تر ͷدیس روی یا خالͬ میله روی باید ͬ شود م جابه جا که ͬͺدیس (٢)

ͬ گیرد. نم قرار کوچͷ تر ͷدیس روی

.[١٠ ،٩ ،۴] رسید خواهد پایان به دنیا عمر کنند، منتقل سوم میله به را دیسͷ ها تمام بتوان اگر که بودند باور این بر آن ها
آفرینش ابتدای از جهان عمر کنند، وظیفه انجام کارایی حداکثر با معبد کاهنان اگر که است این ͬ شود م مطرح که سوالͬ

ͬ کشد؟ م طول چقدر آن پایان تا

.ͬͺسرپینس فراکتال گراف، نظریه بازگشتͬ، حل راه یافته، تعمیم هانوی برج مساله هانوی، برج مساله کلیدی. کلمات و عبارات
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٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

نهایی وضعیت و میانͬ وضعیت های از ͬͺی ابتدایی، وضعیت  :١ شͺل

مساله. چند طرح .١ . ١

:([۴ ،١] هانوی برج مشهور (مساله .١ . ١ مساله
ͷی روی قطرشان طول ترتیب به دیسͷ ها داریم. اختیار در متمایز قطرهای با ͷدیس n و عمودی میله ی سه با تخته ͷی
تنها انتقال این در کنیم. منتقل خالͬ میله های از ͬͺی به را دیسͷ ها این ͬ خواهیم م که است این مساله دارند. قرار میله
روی ͷدیس ͷی میله ای هیچ روی به طوری که، کنیم منتقل دیͽر میله ی به میله ͷی از را ͷدیس ͷی هربار هستیم مجاز

کنید؟ حساب را دیسͷ ها انتقال حرکت تعداد حداقل نگیرد. قرار کوچͷ تر قطر با دیͽر ͷدیس

:([٢ ،١] هانوی برج مساله (تعمیم .١ . ٢ مساله
به طوری که داریم d۲n تا d۱ قطرهای با ͷدیس ۲n کنید فرض

d۱ < d۲ < · · · < d۲n

(برای دارد قرار دیͽری روی d۲i قطر با دیسͷ ها و ͬͺی روی d۲i−۱ قطر با دیسͷ های که است موجود میله سه
خالͬ میله ی به دیسͷ ها تمام تا است لازم هانوی برج دیسͷ های انتقال در حرکت نظیر حرکت، چند .(۱ ≤ i ≤ n

شوند؟ منتقل

:([۴ ،١] هانوی برج مساله (تعمیم .١ . ٣ مساله
به را دیسͷ ها این ͬ خواهیم م دارد. قرار هانوی برج ͷی شماره میله ی روی متفاوت شعاع های با ͷدیس n کنید، فرض
انتقال این بلͺه نماییم. منتقل ͷی به سه از یا سه به ͷی از مستقیماً را ͬͺدیس نیستیم مجاز اما کنیم، منتقل سه میله ی

کنید؟ حساب را دیسͷ ها انتقال حرکت تعداد حداقل گیرد. صورت دو میله ی طریق از باید

:([۴ ،١] مضاعف هانوی برج (مساله .۴ . ١ مساله
یͺسان شعاع با دیسͷ ها اگر ͬ باشد. م موجود عدد دو ͷدیس هر از یعنͬ مختلف شعاع n با ͷدیس ۲n کنید، فرض
کنید؟ حساب را سوم میله ͷکم به دیͽر میله به میله ͷی از ͷدیس ۲n این انتقال حرکت تعداد حداقل نباشند تمیز قابل
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٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

:([۴] میله ۴ با هانوی برج (مساله .۵ . ١ مساله
قرار میله ͷی روی قطرشان طول ترتیب به ͷدیس n باشد. میله ۴ دارای میله ٣ جای به هانوی برج مساله کنید، فرض
میله ی به میله ͷی از دیسͷ ها تمام تا است لازم هانوی برج دیسͷ های انتقال در حرکت نظیر حرکت، چند حداقل دارند.

شوند؟ منتقل میانͬ، میله ی دو از استفاده با دیͽر

:([۴] میله m با هانوی برج (مساله .۶ . ١ مساله
ͷی روی قطرشان طول ترتیب به دیسͷ ها داریم. اختیار در متمایز قطرهای با ͷدیس n و عمودی میله ی m با تخته ͷی
ͷی از دیسͷ ها تمام تا است لازم هانوی برج دیسͷ های انتقال در حرکت نظیر حرکت، چند حداقل دارند. قرار میله

شوند؟ منتقل میانͬ، میله ی m− ۲ از استفاده با دیͽر میله ی به میله

مربوط و روان شناختͬ عصب اختلال ͷی فزون کنشͬ و توجه نارسایی اختلال روانشناسͬ. حوزه در کاربردی .١ . ٢
آسیب دچار افراد این در که مهم اجرایی کنش های از ͬͺی است. پیش پیشانͬ کرتکس در اجرایی نارساکنش وری های به
کرتکس عملͺرد به وابسته و مغز عالͬ و مهم فعالیت ͷی که است سازماندهͬ و برنامه ریزی اجرایی کنش ͬ باشد، م
همچنین، .[٣] ͬ شود م اندازه گیری ͬ باشد، م هانوی برج آزمون آن ها از ͬͺی که آزمون هایی وسیله ی به و است پیش پیشانͬ
ͬ شود م استفاده مختلفͬ ابزارهای از روانشناختͬ عصب حوزه ی در سازماندهͬ و برنامه ریزی توانایی اندازه گیری به منظور

راببینید). [١٢ ،١١] مراجع (همچنین است هانوی برج آزمون آن ها، از ͬͺی که

نیاز مورد حرکت های تعداد برای فرمولͬ ارائه و هانوی برج مساله بازگشتͬ حل راه .٢

فرض است. بازگشتͬ صورت به اندیشیدن مساله، این حل برای کارا روش ͷی میله. سه با هانوی برج مساله .٢ . ١
از ،ͬͺدیس (n − ۱) برج ͷی دیسͷ ها ͷی به ͷی انتقال برای مناسب حل راه ͷی باشید توانسته شͺلͬ به که کنید
این حال باشید. کرده پیدا نگیرد، قرار کوچͷ تر ͷدیس روی بر بزرگ تر ͷدیس که شرط این با دیͽر، میله به میله ͷی
با دیͽر، میله ی به میله ͷی از ͷدیس n با برجͬ دیسͷ های ͷی به ͷی انتقال برای کارا راه حل که است مطرح سوال
شده رسم ٢ شͺل در مساله این راه حل است؟ چͽونه نگیرد قرار کوچͷ تر ͷدیس روی بر بزرگ تر ͷدیس که شرط این
زیرین ͷدیس انتقال دوم، مرحله ی است. ٢ میله ی به ١ میله ی از ͷدیس (n − ۱) انتقال شامل اول، مرحله ی است.
به توجه با ͬ یابد. م انتقال ٣ میله ی به ٢ میله ی از ͷدیس (n−۱) مرحله آخرین در نهایت، در است. ٣ میله ی به ١ میله ی
برای زیر سه گانه مراحل به بنا بازگشتͬ رابطه ͷی ͬ توان م شد، داده انجام هانوی برج مساله حل برای که جابه جایی هایی

نمود: استخراج دارد، ͷدیس n که حالتͬ

برای که را حرکت هایی تعداد کار، راحتͬ برای ͬ دهیم. م انتقال ٢ میله به ١ میله از را ͷدیس (n− ۱) ابتدا، (١)
ͬ نامیم. م M ͬ دهیم م انجام (n− ۱) جابه جایی

ͬ دهیم. م انتقال ٣ میله به را ١ ͷدیس سپس، (٢)
تکرار شد گفته ٢ و ١ مراحل در آنچه مراحل مانند ،٣ میله در باقیمانده ͷدیس (n − ۱) برای پایان، در (٣)

ͬ کنیم. م

٢۵



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

میله سه با هانوی برج معمای حل برای لازم حرکات :٢ شͺل

تعداد M که است، ۲M + ۱ است نیاز ٣ میله به ١ میله از ͷدیس n جابه جایی برای که حرکت های تعداد بنابراین
مساله چندین به را مساله که ͬ شود م مشاهده است. ٣ به ١ میله از ͷدیس (n − ۱) جابه جایی برای لازم حرکت های

نمود. حل را مساله اصل ͬ توان م ͷکوچ مساله های این حل از که طوری به کردیم تقسیم کوچͷ تر
میله به میله ͷی از ،ͷدیس n جابه جایی برای لازم انتقال های تعداد حداقل با مساوی an ،n ≥ ۱ برای کنید فرض حال
an−۱ نهایت در و است لازم انتقال عمل ͷی فقط دوم مرحله ی در است. لازم انتقال an−۱ اول مرحله ی در است. دیͽر

است: زیر به صورت مساله این حل برای بازگشتͬ رابطه ی بنابراین، است. نیاز دیͽر انتقال

an=an−۱+۱+an−۱= ۲an−۱+۱, n ≥ ۲

ͬ شود: م بیان زیر صورت به ... ،a۲ ،a۱ دنباله ی برای بازگشتͬ رابطه ی }لذا،
a۱= ۱,
an= ۲an−۱+۱, n ≥ ۲.

عددی دیسͷ ها تعداد که حالتͬ برای را کلͬ قاعده ای بتوان، تا هستیم بازگشتͬ غیر رابطه ͷی ارایه دنبال به حال
داریم: فوق، بازگشتͬ رابطه ی از استفاده با منظور به دین آورد. به دست باشد، بزرگ

an= ۲an−۱+۱ = ۲ (۲an−۲+۱)+۲۰ = ۲۲an−۲+۲۱+۲۰ = ۲۲ (۲an−۳+۱)+۲۱+۲۰ =

= ۲۳an−۳+۲۲+۲۱+۲۰ = · · · = ۲n−۱a۱+۲n−۲ + · · ·+ ۲۲
+۲۱+۲۰ =

= ۲n−۱+۲n−۲ + · · ·+ ۲۲
+۲۱+۲۰ =

n−۱∑
i=۰

۲i =
۲n − ۱
۲− ۱ = ۲n − ۱

:[١٣] است آمده به دست ١ جدول در دیسͷ ها، تعداد به توجه با جابه جایی ها تعداد رابطه، این از استفاده با
٢۶



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

دیسͷ ها تعداد به توجه با هانوی برج مساله حل برای لازم حرکت های تعداد :١ جدول

n ۲n − ۱ n ۲n − ۱ n ۲n − ۱
٨
٩

١٠
١١
١٢
١٣
١۴
١۵
١۶
١٧
١٨

٢۵۵
۵١١

١٠٢٧
٢٠۴٧
۴٠٩۵
٨١٩١

١۶٣٨٣
٣٢٧۶٧
۶۵۶٣۵

١٣١٠٧١
٢۶٢١۴٣

١٩
٢٠
٢١
٢٢
٢٣
٢۴
٢۵
٢۶
٢٧
٢٨
٢٩

۵٢۴٢٨٧
١٠۴٨۵٧۵
٢٠٩٧١۵١
۴١٩۴٣٠٣
٨٣٨٨۶٠٧

١۶٧٧٧٢١۵
٣٣۵۵۴۴٣١
۶٧١٠٨٨۶٣

١٣۴٢١٧٧٢٧
٢۶٨۴٣۵۴۵۵
۵٣۶٨٧٠٩١١

٣٠
٣١
٣٢
٣٣
٣۴
٣۵
٣۶
٣٧
٣٨
٣٩
۶۴

١٠٧٣٧۴١٨٢٣
٢١۴٧۴٨٣۶۴٧
۴٢٩۴٩۶٧٢٩۵
٨۵٨٩٩٣۴۵٩١

١٧١٧٩٨۶٩١٨٣
٣۴٣۵٩٧٣٨٣۶٧
۶٨٧١٩۴٧۶٧٣۵

١٣٧۴٣٨٩۵٣۴٧١
٢٧۴٨٧٧٩٠۶٩۴٣
۵۴٩٧۵۵٨١٣٨٨٧

١٨۴۴۶٧۴۴٠٧٣٧٠٩۵۵١۶١۵

استفاده با است. نیاز حرکت ۲n − ۱ به ،٣ میله به ١ میله از ͷدیس n جابه جایی برای کلͬ حالت در نتیجه، در
برابر داشتند، نیاز ͷدیس ۶۴ جابه جایی برای کاهنان که حرکاتͬ تعداد که ͬ شویم م متوجه راحتͬ به فرمول این از
آنها کار کنند، جابه جا ͷدیس ͷی ثانیه هر در کاهنان کنیم فرض اگر که است ١٨،۴۴۶،٧۴٢،٠٧٣،٧٠٩،۵۵١،۶١۵

.[۵] ͬ کشد م طول قرن میلیارد ۵ از بیش

میله چهار از میله سه جای به هانوی برج در که کنید فرض قسمت، این در میله. چهار با هانوی برج مساله .٢ . ٢
به دیͽر، میله به میله ͷی از ͬ توان م را ͷدیس ͷی مرحله هر در قبل، حالت مشابه .[١۵ ،١۴] باشیم کرده استفاده
برای لازم جابه جایی های تعداد حداقل ،sn که کنید فرض کرد. منتقل نگیرد، قرار کوچͷ تر ͷدیس روی بر آن که شرط
و سوم دوم، مرحله های در است. لازم انتقال sn−۲ اول مرحله ی در باشد. دیͽر میله به میله ͷی از ،ͷدیس n جابه جایی
است. نیاز دیͽر انتقال sn−۲ نهایت در و است لازم انتقال عمل ͷی فقط ͬ شود م دیده ٣ شͺل در که همانطور چهارم

است: زیر به صورت مساله این حل برای بازگشتͬ رابطه ی بنابراین،

sn=sn−۲+۱+ ۱+ ۱+sn−۲= ۲sn−۲+۳, n ≥ ۲

ͬ شود: م بیان زیر صورت به ... ،a۲ ،a۱ دنباله ی برای بازگشتͬ رابطه ی لذا،

{
s۱= ۱,
sn= ۲sn−۲+۳, n ≥ ۲.

٢٧



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

چهار با هانوی برج معمای حل برای لازم حرکات :٣ شͺل

میله سه با هانویی برج مساله حل برای گراف رسم .٣

وضعیت ۳۳ = ۲۷ دقیقاً و گیرد قرار میله هر بر ͬ توانند م دیسͷ ها از ͷی هر بͽیرید. نظر در را ͷدیس ٣ با برجͬ
شده ایجاد وضعیت های همه ی نمایش برای راهͬ باید ابتدا مساله، این گراف رسم برای دارد. وجود مساله این در متفاوت
.[١۶ ،١۵] بپردازیم گراف آن ترسیم به و کرده مشخص را آن ها بین مجاز حرکات سپس کنیم، معرفͬ را مساله ͷی در
بزرگ ترین ٣ ͷدیس و کوچͷ ترین ١ ͷدیس که طوری به ͬ کنیم، م گذاری شماره ٣ و ٢ ،١ با را ͷدیس سه منظور این به
بر ͷدیس هر بدانیم اگر ͬ کنیم: م مشخص ۴ شͺل مانند ٣ و ٢ ،١ شماره های با راست به چپ از را میله ها سپس باشد،

دارند قرار ١ میله ی روی بر ͷدیس سه هر که وضعیتͬ :۴ شͺل

مشخص دیسͷ ها و میله ها بین موجود شماره های به توجه با را وضعیت هر ͬ توانیم م است، واقع میله سه از ͷی کدام
باشد: برقرار ۵ شͺل در موجود وضعیت کنید فرض توضیح برای کنیم.

٢٨



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

هانوی برج مساله در وضعیت ͷی :۵ شͺل

باید ٣ میله ی در که داشت توجه باید باشند. داشته قرار ١ برمیله ی ٣ ͷدیس و ٣ شماره ی میله ی بر ٢ ١و ͷدیس یعنͬ
به چپ (از ترتیب به مزبور رقم سه واقع در ͬ دهیم. م نشان (٣٣١) با را وضعیت این باشد. واقع ١ ͷدیس زیر ٢ ͷدیس
(٣٣١) وضعیت از که قانونͬ حرکت سه ͬ دهند. م نمایش را ٣ و ٢ ،١ دیسͷ های به مربوط میله های شماره ی راست)

است: شده داده نشان ۶ شͺل در دارد وجود

۵ شͺل برای مجاز وضعیت های :۶ شͺل

کوچͷ ترین که آنجا از داد. تشخیص را مجاز حرکت های وضعیت، ͷی به مربوط دنباله روی از ͬ توان م چͽونه .٣ . ١
مربوط دنباله ی در میله آن شماره ی او̰لین ظهور باعث امر این گیرد، قرار نقطه بالاترین در باید میله، ͷی بر واقع ͷدیس
را عدد آن یعنͬ دهیم قرار دیͽر میله ی در نقطه بالاترین به را آن باید دهیم، حرکت را ͷدیس این بخواهیم اگر ͬ شود. م
کنیم فرض و بͽیرید نظر در را (٢١٢) وضعیت مثال عنوان به شود. دیͽر شماره ی او̰لین ظهور باعث که دهیم، تغییر چنان
شده مربوطه دنباله ی در ٢ اولین ظهور باعث و دارد قرار ٢ میله ی بر ͷدیس این باشیم. ١ ͷدیس کردن جابه جا به مایل
است؛ ١ رقم اولین ظهور بدیهͬ!) طور (به رقم این صورت، این در دهیم. تغییر ١ به را ٢ اولین این کنیم فرض است.
در ٣ ظهور باعث و بوده مجاز (٣١٢) به (٢١٢) جابه جایی همچنین است. مجاز (١١٢) به (٢١٢) جابه جایی بنابراین،
است. مربوطه دنباله ی دوم مرتبه ی در ١ عدد ظهور اولین زیرا کرد؛ جابه جا نیز را ٢ ͷدیس ͬ توان م است. دنباله شروع
ͬ توان م بنابراین است. قانونͬ ٣ به تبدیل اما است. شده ظاهر اول مرتبه ی در قبلا́ ٢ زیرا داد. تغییر ٢ به را آن ͬ توان نم اما
زیرا داد، حرکت ͬ توان نم را ٣ ͷدیس سرانجام نمود؛ تبدیل (٢٢٢) به آن را ͬ توان نم اما کرد، تبدیل (٢٣٢) به را (٢١٢)
جابه جایی های (٢١٢) مͺان از کلͬ جمع بندی ͷی در نیست. ٢ ظهور اولین این و است ٢ دنباله ی در واقع سوم رقم
٢٧ جمیع ͬ توان م فوق قاعده های از پیروی با داد. انجام ͬ توان م را این ها به تنها و (٢٣٢) و (٣١٢)،(١١٢) به قانونͬ

کرد: فهرست ٢ جدول در را ممͺن حرکت های تمام و وضعیت
٢٩



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

ͷدیس سه تنها داشتن به توجه با هانوی برج مساله حل برای لازم حرکت های تعداد :٢ جدول

آید: وجود به زیر های وضعیت از ͬͺی است ممͺن حالت ٢٧ این از ͷی هر در
ͷدیس یا داد: انجام را حرکت ها ͬ توان م طریق سه به صورت، این در باشد. داشته قرار ͷدیس ͷی میله هر روی بر الف)

داد. قرار بزرگ تر ͷدیس روی را متوسط ͷدیس یا نمود منقل بزرگ تر ͷدیس دو از ͬͺی روی بر را کوچͷ تر
نمود منقل خالͬ میله ی بر را بالایی ͷدیس دو از ͬͺی یا دارد: وجود حرکت سه مجدداً باشد، خالͬ میله ها از ͬͺی اگر ب)

داد. قرار بزرگ تر ͷدیس روی را کوچͷ تر ͷدیس یا
حرکت دو انجام تنها مواردی چنین در باشند)، داشته قرار میله ͷی بر دیسͷ ها همه ی (یعنͬ باشند خالͬ میله دو اگر ج)

دهیم. انتقال خالͬ میله ی دو از ͬͺبری را بالایی ͷدیس باید یعنͬ است، مجاز
دارند، مجاز حرکت دو تنها که (٣٣٣) و (٢٢٢) ،(١١١) جز به ممͺن وضعیت های تمام برای که ͬ دهد م نشان ٢ جدول
نظر در هانوی برج ͷی مختلف وضعیت های عنوان به را نقطه ٢٧ اگر حال ͬ باشد. م موجود مجاز حرکت سه دقیقاً
را نقاط کنیم سعͬ و کنیم استفاده مختلف وضعیت های بین مجاز حرکت ͷی وجود نمایش برای خطوط از و بͽیریم

:[١٧] ͬ آید م دست به ٧ شͺل نگیرند؛ قرار یͺدیͽر روی خطوط که دهیم آرایش چنان

میله ٣ و ͷدیس ٣ با برجͬ به مربوط گراف :٧ شͺل

٣٠



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

ͬ شود م مشخص آمده، دست به گراف به مراجعه با هستند. یͺدیͽر به تبدیل قابل وضیت هایی چه ͬ دهد م نشان ٧ شͺل
انتقال در مثلا́ داد. تشخیص را مسیر سریع ترین ͬ توان م راحتͬ به و رفت دیͽر مͺان به مͺان ͷی از ͬ توان م چͽونه که
حرکت راست سمت یال مسیر در باید مͺان(٣٣٣)) (یعنͬ ٣ میله ی به مͺان(١١١)) (یعنͬ ١ میله ی از دیسͷ ها همه ی

دهیم: انجام را زیر جابه جایی های و نموده

(١١١)→(٣١١)→(٣٢١)→(٢٢١)→(٢٢٣)→(١٢٣)→(١٣٣)→(٣٣٣)

تشͺیل برای که است کوچͷ تری نمودار از کپی سه شامل آمده، به دست نمودار آمده. دست به نمودار بررسͬ .٣ . ٢
ͷی از کپی ٣ ،ͷدیس ٣ با هانوی برج نمودار حقیقت در شده اند. وصل یͺدیͽر به منفرد خط پاره سه با مثلث ͷی
ͷی از کپی ٣ شامل ͷدیس ۴ با هانوی برج ͷی مشابه طور به است. داده مثلث ͷی تشͺیل که است ͬͺدیس ٢ نمودار
بازگشتͬ ساختار دارای هانوی برج معمای که گفت ͬ توان م کلͬ حالت در ببینید). را ٨ شͺل ) است ͬͺدیس ٣ نمودار
که مثلثͬ تقارن ساخت. ͬͺدیس‐n هانوی نمودار از ͬ توان م را ͬͺدیس‐(n+۱) هانوی جواب که ترتیب این به است.
شͺل ) ͬ روند م کار به نحو ͷی به دقیقاً ٣ و ٢ ،١ میله های مورد در مربوط قاعده ی که است علت این به ͬ شود م ایجاد

ببینید). را ٨

راست) (سمت ͷدیس n و چپ) (سمت ͷدیس ۴ با هانوی برج گراف به مربوط بازگشتͬ نمودار :٨ شͺل

براساس کنیم. استفاده ͷدیس (n + ۱) با برجͬ گراف رسم برای ͷدیس n با هانویی برج ازگراف چͽونه .٣ . ٣
منفرد نقطه ای که ͷ۰‐دیس هانوی نمودار مورد در قاعده این مͺرر کاربرد از استفاده با ͬ توان م ،(٣ . ٢) بخش قانون
نمودار ͬ شود، م بیشتر دیسͷ ها تعداد که همانطور نمود. رسم را دلخواه ͷدیس تعداد هر با هانوی برج نمودار است
٩ شͺل مثال برای ͬ شود. م ͷنزدی ͬͺسرپینس فراکتال به بیشتر و بیشتر حاصل گراف و ͬ شود م پیچیده تر هم مربوط
تعداد نمودار این است شده رسم شده گفته بازگشتͬ ساختار از که ͬ دهد م نشان را ͷدیس متناهͬ تعداد با هانوی نمودار

کرد. گذاری برچسب را آن ͬ توان م و است شده رسم راحتͬ به که دارد راس متناهͬ

مربوط نمودار گردید، بیان (٣ . ٢) در آنچه به توجه با کنیم. گذاری برچسب را آن گراف ͷی روی از چͽونه .۴ . ٣
راست زیرنمودار بالایی، زیرنمودار ترتیب، به را آن ها که شده است، تشͺیل قسمت سه از ͷدیس‐(n + ۱) با برجͬ به
هانوی برج نمودار مانند درست را ͷدیس‐(n+۱) هانوی برج بالایی زیرنمودار ͬ نامیم. م پایین چپ نمودار زیر و پایین
پایین، چپ زیرنمودار آوردن دست به برای ͬ کنیم. م اضافه ١ ،ͷی عددی دنباله هر انتهای در امˁا ͬ کنیم، م رسم ͬͺدیس‐n

را ٣ و ٣ به را ٢ ،٢ به را ١ و بͽردانید ساعت عقربه های حرکت عکس جهت در ١٢٠درجه اندازه ی به را بالایی زیرنمودار
٣١



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

حرکت جهت در درجه، ١٢٠ را بالایی نمودار زیر مجدداً پایین، راست زیرنمودار آوردن دست به برای کنید. تبدیل ١ به
کنید. تبدیل ١ به را ٢ و ٢ به را ٣ ،٣ به را ١ داده دوران ساعت عقربه های

است ͬͺسرپینس فراکتال ͷی که ͷدیس متناهͬ تعداد و میله ٣ با برجͬ نمودار :٩ شͺل

برابر دو نمودار طرف ͷی در رأس ها تعداد مرحله هر در که ͬ دهد م نشان آن، به مربوط نمودارهای و اینجا تا جزییات
ͬ باشد. م ۲n − ۱ یعنͬ است، رأس ها تعداد از کم تر واحد ͷی یال ها تعداد و است ۲n با برابر و ͬ شود م

بین بازگشتͬ رابطه صورت این در باشد. ͷدیس n هانوی برج برای گرافͬ در موجود یال های تعداد en کنید فرض حال
ͬ باشد: م برقرار دیسͷ ها تعداد و گراف یال های }تعداد

e۱ = ۳,
en+۱ = ۳en + ۳.

ͬ شود: م نتیجه زیر قضیه فوق مطالب از

از ͷدیس n همه ی حرکت برای نیاز مورد حرکت های تعداد حداقل پایه) ٣ (با ͷدیس n با هانوی برج برای .٣ . ١ قضیه
است. ۲n − ۱ دیͽر میله ی به میله ͷی

ͷدیس ͷی تنها که [١۵] بͽیرید نظر در را پایه ۴ با هانوی برج میله. چهار با هانوی برج به مربوط ۴‐گراف .۵ . ٣
توسط حالت این به مربوط گراف دارد. وجود مختلف حرکت ٣ تنها حالت این در دارد. قرار آن میله های از ͬͺی روی

ͬ شود. م مشخص ١٠ شͺل صورت به بعدی ٣ فضای در وجهͬ چهار ͷی

میله ۴ و ͷدیس ١ با برجͬ گراف :١٠ شͺل

٣٢



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آن، تعمیم و هانوی برج مساله مطالعه

حرکت های همه اگر ͬ آید. م وجود به مختلف وضعیت ۴×۴ = ۱۶ گیرید، قرار پایه اولین روی ͷدیس ٢ که حالتͬ در
ͬ آید: م ١١به دست شͺل نظیر گرافͬ کنیم)، رسم قبل حالت مشابه را آن گراف (یعنͬ کنیم دنبال آن حل برای را ممͺن

میله ۴ و ͷدیس ٢ با برجͬ گراف :١١ شͺل

جلوگیری منظور به تکراری رأس های این ͬ باشند. م تکراری ١١ شͺل در وضعیت ها برخͬ ͬ شود م مشاهده که همانطور
چهار ͷی کنیم، رسم بˀعدی سه فضای در مشابه وضعیت های تکرار بدون را گراف اگر شده است. رسم یال ها تداخل از

ͬ شود. م حاصل ١٢ شͺل مشابه وجهͬ

مربوط فضایی شͺل و یال ها تداخل بدون میله ۴ و ͷدیس ٢ با برجͬ گراف :١٢ شͺل

روی از کرد. استفاده دیͽر وضعیت به وضعیت ͷی از تغییر برای ͬ توان م گراف روی از شد، اشاره نیز قبلا́ که همانطور
ͬ باشند: م برگشت پذیر زیر وضعیت های که است مشخص ١٢ شͺل در شده رسم گراف

٢١→۴١→۴٢١→٢٣→٣ ١٣→١٢→۴٣→۴١٢→٢
۴٣٢→٣١→١→۴٢→۴١ ١→١٢۴→٣۴→١٢→٣٢
٣→٣١→٢١۴→٢۴→٢١ ١۴→٢→٢٣→١٣۴→١۴

٣٣



٣–٢٣۶ (١٣٩۶) ٣ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کفاش، بهزاد

تا دو کنیم، منتقل دو شماره ی میله ی به ͷی شماره ی میله ی از را ͷدیس دو هر بخواهیم اگر گراف روی از همچنین
از: عبارتند مسیرها کوتاه ترین از

٢٢→٣٢→٣١→١١ یا ١١→۴١→۴٢٢→٢
شده اند: مشخص ١٣ شͺل در ١٢ شͺل گراف از مسیر دو این و

یͺدیͽر به وضعیت دو تبدیل نحوه ی :١٣ شͺل

شده اند متصل یͺدیͽر به یال ١٢ با که ͬ باشد م کوچͷ تر گراف های از کپی چهار شامل شده رسم گراف دیͽر طرف از
عملͬ ͷدیس تعداد هر با میله ای، چهار هانوی برج برای مطلب این مشابه طور به داده اند. را وجهͬ چهار ͷی تشͺیل و
به یͺدیͽر گوشه ها در که ͬ باشد م ͷدیس دو با برجͬ گراف از کپی چهار شامل ،ͷدیس سه با برجͬ گراف مثلا́ است.
گرافِ از کپی چهار شامل ͷدیس n با میله ای چهار هانوی برج مساله ی به مربوط گراف کلͬ حالت در شده اند. متصل
بازگشتͬ ساختار دارای میله چهار با هانوی برج مساله ی که ͬ شود م نتیجه بالا بحث از ͬ باشد. م ͷدیس (n−۱) با برجͬ

است. فراکتال ͷی خود آن به مربوط گراف و بوده
کنیم رسم را گراف این مستقیم صورت به بخواهیم اگر است شده رسم بازگشتͬ ساختار این کارگیری به با ١۵ و ١۴ شͺل
است ممͺن البته کنیم، پیدا را آنها مجاز حرکات و ممͺن ۴۳موقعیت = ۶۴ تمام تا کشید خواهد طول زیادی روزهای
.[١٨ ،١۵] ͬ باشد م بعدی سه فراکتال ͷی خود گراف ها این از ͷی هر که باشیم. داشته مسیر طول در زیادی اشتباهات

است شده رسم بازگشتͬ رابطه  ی با که آن با متناظر فضایی شͺل و میله ۴ و ͷدیس ٣ با برجͬ گراف :١۴ شͺل

٣۴
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است شده رسم بازگشتͬ رابطه  ی با که آن با متناظر فضایی شͺل و میله ۴ و ͷدیس ۴ با برجͬ گراف :١۵ شͺل
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محض ریاضͬ رشته ی کارشناسͬ مقطع ١٣٨٣ سال در که است یزد شهر در ١٣۶٠ شهریورماه متولد مقاله، این نویسنده ی
دانشͽاه در را کاربردی ریاضͬ رشته ی ارشد کارشناسͬ مقطع ١٣٨۶ سال در وی رسانید. پایان به پیام نور دانشͽاه در را
تخصصͬ دکتری اخذ به موفق ١٣٩٢ سال در سپس و رسانید اتمام به حسینͬ مهدی محمد سید پرفسور راهنمایی با و یزد
وی شد. دانشͽاه این از دلاورخلفͬ علͬ دکتر و کرباسͬ مهدی سید پرفسور نظر تحت ( کنترل گرایش ) کاربردی ریاضͬ
روش های نامبرده، علاقه مورد تحقیقاتͬ زمینه ی است. اردکان دانشͽاه مهندسͬ و فنͬ دانشͺده ی استادیار حاضر حال در

ͬ باشد. م آن ها کاربردهای همچنین تصادفͬ، و قطعͬ بهینه کنترل مسایل عددی حل

٣۶


	1. مقدمه 
	2. راه حل بازگشتی مساله برج هانوی و ارائه فرمولی برای تعداد حرکت‌های مورد نیاز
	3. رسم گراف برای حل مساله برج هانویی با سه میله
	مراجع

