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روتا حدس مورد در

نوروزی علͬ و علیخانͬ∗ سعید

شده اند. معرفͬ گراف نظریه و خطͬ جبر در وابستگͬ از یͺسان مجرد رفتار ͷی آوردن فراهم برای تلاش در مترویدها چͺیده.
در را ترکیبیاتͬ ساختارهای از شͽفت انگیز تنوعͬ ویتنͬ تعریف ͬ کند. م القا را ماتریس ͷی به مربوط ساختاری متروید نام
ساختارهای همان دقیقاً آنها زیرا ͬ شوند، م پدیدار ترکیبیاتͬ بهینه سازی در طبیعͬ طور به مترویدها گذشته این از برداشت.
ͬ باشد م روتا حدس متروید، نظریه در مهم حدس های از ͬͺی ͬ رسد. م نتیجه به آن برای حریصانه الͽوریتم که هستند ترکیبیاتͬ
لازم مقدمات بیان ضمن مقاله این در ما شد. مطرح ١٩٧٠ سال در مشهور فیلسوف و ریاضیدان روتا، کارلو جیان توسط که
و کانادا از گیلن جیم همͺاری با ویͺتوریا دانشͽاه از ویتل جیوف توسط که اثباتͬ کلیات بررسͬ به روتا، حدس معرفͬ و

ͬ پردازیم. م کرده اند، ارائه اخیراً آن برای هلند از جراردز برت

مقدمه .١

از یͺسان مجرد رفتار ͷی آوردن فراهم برای تلاش در ١٩٣۵ سال در ویتن٣ͬ و هاسلر٢ توسط بار اولین مترویدها١
متروید ها ͬ کند. م القا را ماتریس ͷی به مربوط ساختاری متروید، نام شدند. معرفͬ گراف نظریه و خطͬ جبر در وابستگͬ
بردار ها از متناهͬ گردایه ͷی در زیرمجموعه  هر هستند. بردار ها خطͬ استقلال مفهوم برای ترکیبیاتͬ خلاصه ی بیان ͷی
از گردایه ای همراه به مرجع متناهͬ مجموعه ͷی شامل متروید ͷی است. وابسته یا و مستقل یا برداری فضای ͷی در
جبر از که ترکیبیاتͬ موضوعه ی اصول در مستقل مجموعه های است. ͬ گوییم، م ”مستقل“ آن به ما که مجموعه ها زیر
در که زمانͬ از و کرد توصیف بردار ها از گردایه ای وسیله ی به ͬ توان نم را متروید ها تمام ͬ کنند. م صدق ͬ آیند، م خطͬ
متروید های توصیف برای مختلف راه های جست و جوی در ریاضیدانان شدند، معرفͬ ویتنͬ و هاسلر توسط ١٩٣۵ سال
کارلو جیان ١٩٧٠ سال در برداشت. در را ترکیبیاتͬ ساختارهای از شͽفت انگیز تنوعͬ ویتنͬ، تعریف بودند. موجود
ارائه دلخواه متناهͬ میدان هر برای برداری فضای در خطͬ استقلال توصیف مورد در زیبا ترکیبیاتͬ حدس ͷی روتا۴
١۵ اتمام از پس هلند از جراردز٧ برت و کانادا از ۶ گیلن جیم همͺاری با ویͺتوریا دانشͽاه از ویتل۵ جیوف اخیراً کرد.
کلیات بررسͬ به لازم، مقدمات بیان ضمن مقاله این در کرده اند. پیدا دست حدس این اثبات به تحقیقاتͬ برنامه ی سال
نمایش یا شدن ارائه قابلیت که ͬ کند م بیان روتا حدس ͬ پردازیم. م است، شده ارائه ریاضیدان سه این توسط که اثباتͬ
این جا در حدس این درک شاید ͬ شود. م مشخص موانع از متناهͬ لیستͬ توسط متناهͬ میدان هر روی بر ٨ شدن داده

روتا. حدس گراف، استقلال، متروید، کلیدی. کلمات و عبارات
مسئول ∗نویسنده

. ١٣٩۵/٠۶/٠٢ پذیرش: تاریخ ١٣٩٣/٠۶/١۶ دریافت: تاریخ
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، نوروزی علͬ و علیخانͬ سعید

در ͬ کنیم. م بیان ͬ تری رسم طور به  را آن به مربوط نکات و حدس این بعد بخش در نباشد. آسان خوانندگان اکثر برای
ͬ پردازیم. م رساند، حل راه این به را ریاضیدان سه این که مسیری شرح به مقدمه این ادامه

جراردز گیلن، است. برقرار چهار یا سه دو، اندازه ی با میدان های برای روتا حدس که بود معلوم ٩٠ دهه ی اواخر در
سال در قبل مدت ها است. همراه مانع ٧ با عنصری، ۴ میدان ͷی برای پذیری ارائه که دادند نشان تازگͬ به کاپور٩ و
پاول و ١٩٧٠بیͺس بی١١ دهه ی در و دارد، وجود دوتایی متروید های برای مانع ͷی که بود کرده اثبات تات١٠ ١٩۵٨
قبلا́ که نتیجه ای این، و دارد وجود تایی سه متروید های کلاس برای مانع ۴ که کردند ثابت مستقل طور به سیمور١٢

ͬ کرد. م اثبات را شده بود اعلام رالف راید١٣ توسط
پدیدار آن از قبل دهه ی در کارآمد ͷتکنی زیادی تعداد که چرا بود، متروید نظریه برای بخش امید دوره ای دوره، این
مساله ی میان عمده ای تفاوت گرچه دارد. وجود شاخه این در پیشرفت برای عظیمͬ پتانسیل که ͬ رسید م نظر به و بود شده
دارد. وجود متناهͬ میدان ͷی برای مانع متناهͬ تعداد کردن پیدا و خاص میدان ͷی برای موانع کامل مجموعه کردن پیدا

ͬ دادند. نم پیشنهاد روتا حدس حل برای کننده ای امیدوار رویͺرد هیچ داشت وجود زمان آن در که تکنیͷ هایی
پاول و رابرتسون١۴ نیل که زمانͬ آلمان، اوبرولفاخ در گراف نظریه کارگاه ͷی در ١٩٩٩ سال در دوباره امید این
و گیلن ویتل، یافت. افزایش کردند، مطرح را متروید ها به گراف١۵ مینور های پروژه ی گسترش برای ایده هایی سیمور
آن به آنها که برداشت در را کلͬ ابزار همان دقیقاً گراف مینور های نظریه که چرا پذیرفتند، را چالش این مشتاقانه جراردز
ویتل، رسید. چاپ به علمͬ مقاله ی ٢٣ در بود صفحه ٧٠٠ از بیش که سیمور و رابرتسون تحقیقات نتایج داشتند. نیاز
کردند. مقالات این در شده ارائه دستگاه های عملͺرد چͽونگͬ فراگیری و بررسͬ صرف را بعد سال ͷی جراردز و گیلن

کردند. متروید ها به گراف مینور های گسترش مخاطره ی پر کار صرف را خود وقت آن از پس ایشان
کردند ارائه آنها که تکنیͷ هایی دادند. تعمیم متروید ها به را گراف مینور های اصلͬ قسمت ٢٠١١ سال اوایل در
در ͬ شدند. م برطرف باید که داشت وجود روتا حدس مورد در بسیاری مشͺلات هنوز اما بودند، کلͬ و قدرتمند بسیار
روتا حدس اثبات برای آنها جدی تلاش اولین و نداشتند ذهن در مساله این حل برای صریح راهبرد ͷی زمان آن در واقع
سال بقیه ی آنها و شد پیدا حدس این به حمله برای جدید روزنه ی ͷی ٢٠١٢ سال اوایل در انجامید. شͺست به ٢٠١١ در
مطم ئن رفتند، یͺدیͽر ملاقات به ٢٠١٣ ژانویه در که وقتͬ کردند. منظور این برای لازم ابزار ارائه ی و تولید صرف را
نیز را باقیمانده جزئیات پیوسته کار هفته سه از پس دارند. اختیار در را لازم ابزار های تمام و درست روش که بودند

آوردند. بدست
چندین فرایند این خودشان گفته به که آنجا از هستند. نتایج شان نوشتن طولانͬ کار مشغول جراردز و گیلن ویتل،
مقاله این بͽذارند. نمایش به را اثبات از کلͬ شمای ͷی تا [٧] نوشتند مقاله ای رو این از انجامید، خواهد طول به سال

ͬ باشد. م نوشته این در ما مرجع ͬ ترین اصل
در و دارند آشنایی آنها با خوانندگان اکثر که دارد نیاز گراف نظریه و جبرخطͬ از نیازهایی پیش به مقاله این مطالعه
بتوان هرگاه گوییم، مسطح را G ساده گراف ͬ شوند. م یافت گراف نظریه و جبرخطͬ کتاب هر در مفاهیم نیاز، صورت
هر که است بدیهͬ باشند. نداشته برخورد رئوس، به جز نقطه ای هیچ در یال ها که کرد رسم صفحه در به گونه ای آن را
مرتبه با کامل گراف است. نامسطح گرافͬ نامسطح، گراف ͷی ابر گراف هر و مسطح گرافͬ مسطح، گراف ͷی زیر گراف
گرافͬ کامل، دوبخشͬ گراف مجاورند. آن، متمایز رئوس زوج هر که است گرافͬ و داده نشان Kn با معمول طور به را n
رأس دو هیچ که کرد افراز چنان ͬ شوند م نامیده بخش که ،Y و X مجموعه دو به بتوان آن را رئوس مجموعه که است
|Y | = n و |X| = m اگر باشد. مجاور دیͽر بخش در رئوس تمام با بخش ͷی در رأس هر و نبوده مجاور بخش ͷی در

ͬ دهیم. م نشان Km,n نماد با را کامل دوبخشͬ گراف آنگاه
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه روتا، حدس مورد در

مترویدهای روتا، حدس دقیق بیان ضمن پرداخته، آن مینورهای و دوگان متروید مقدمات مطالعه به بعد، بخش در
توصیف به ،٣ بخش در کرد. خواهیم بررسͬ و معرفͬ را متروید مینورهای پروژه و چهارچوب مترویدهای ،ͬͺگرافی

پرداخت. خواهیم شده اند، ساخته روتا حدس حل منظور به صرفاً که دستگاه هایی

چیست؟ متروید .٢

و ͬ گوییم م مرجع مجموعه آن به و بوده متناهͬ مجموعه ͷی E آن در که است (E, I) جفت ͷی شامل متروید ͷی
است: زیر خواص دارای مجموعه این ͬ گوییم. م مستقل مجموعه I به که ͬ باشد م E زیر مجموعه های از خانواده ͷی I
یعنͬ است، مستقل I از زیرمجموعه ͷی حداقل دیͽر بیان به .∅ ∈ I یعنͬ است، مستقل تهͬ، مجموعه (١

.I ̸= ∅
.A′ ∈ I آنگاه A ∈ I اگر A′ ⊆ A ⊆ E هر برای یعنͬ مستقل اند. مستقل، مجموعه های زیرمجموعه های (٢

وجود A از عنصر ͷی آنگاه باشد، بیشتر B از A عناصر تعداد و باشند، I در مستقل مجموعه دو B و A اگر (٣
خاصیت ویژگͬ این به ͬ آید. م به دست B از بزرگتر مستقل مجموعه ͷی کنیم، اضافه B به را آن اگر که دارد

ͬ شود. م گفته مستقل مجموعه تعویض خاصیت یا و ازدیاد
مجموعه ای زیر به ͬ شود. م گفته استقلال١۶ دستگاه آن به که ͬ کنند م تعریف ترکیبیاتͬ ساختار ͷی اول، خاصیت دو
اضافه با که مستقلͬ مجموعه یعنͬ بیشینه، مستقل مجموعه ͬ گوییم. م وابسته نیست، مستقل که E مرجع مجموعه از
که است وابسته مجموعه ͷی کمینه، وابسته زیرمجموعه و شود، وابسته مجموعه  ی ͷی به تبدیل ،E از عضو ͷی کردن
در دور ͷی ͬ گوییم. م متروید برای پایه ͷی بیشینه، مستقل مجموعه به هستند. مستقل آن سره ی زیر مجموعه های ͬͽهم
،ͬͺگرافی متروید های دور های که است دلیل این به واژگان این از استفاده ͬ باشد. م E وابسته زیرمجموعه ͷی M متروید
کافͬ متروید آن توصیف برای متروید ͷی دور های یا و پایه ها وابسته، مجموعه های ͬ باشند. م متناظر گراف در دور هایی
و اگر و باشد پایه ͷی از زیرمجموعه ͷی اگر تنها و اگر نباشد، وابسته اگر تنها و اگر است مستقل مجموعه ͷی هستند:
که هستند ساده ای خواص شامل هرکدام دور ها یا پایه ها، یا وابسته، مجموعه های گردایه نباشد. دور ͷی شامل اگر تنها
تعریف (E,B) جفت وسیله به را M متروید ͬ توان م مثال عنوان به برد. نام متروید ͷی اصول عنوان به آنها از ͬ توان م
”پایه “ آن به که است E زیر مجموعه های از گردایه ای B و شده تعریف قبلا́ که است متناهͬ مجموعه E آن در که کرد،

است: زیر خواص دارای و ͬ شود م گفته
است. ناتهͬ B (١

طوری که به دارد وجود b ∈ B \A مانند عنصر ͷی آنگاه a ∈ A \B و باشند، B از مجزا اعضایی B و A اگر (٢
ͬ شود.) م گفته پایه تعویض خاصیت ویژگͬ، این (به A \ {a} ∪ {b} ∈ B

از ͬͺی باشند. دیͽری سره ی زیر مجموعه ͬ توانند نم B اعضای از ͷهیچ ی که ͬ شود م مشخص پایه تعویض خاصیت از
همواره M متروید از پایه دو که ͬ کند م بیان است، خطͬ جبر در پایه ها قضیه به شبیه بسیار که متروید نظریه اصلͬ نتایج
،E بر مترویدی M اگر ͬ شود. م گفته M رتبه ی پایه) ͷی عناصر (تعداد عدد این به هستند. مساوی عنصر تعداد دارای
مستقل که A از زیر مجموعه ͷی گرفتن نظر در با ͬ توان م را A روی بر متروید ͷی آنگاه باشد، E از زیرمجموعه ای A و
رتبه و زیرمتروید ها مورد در که ͬ دهد م را اجازه این ما به کار این کرد. تعریف باشد، مستقل A در اگر تنها و اگر است،
این ͬ آید. م به دست r(A) یعنͬ متروید، رتبه تابع توسط A مانند زیرمجموعه هر رتبه کنیم. صحبت E از زیر مجموعه هر

است: زیر خواص دارای تابع
است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی همواره رتبه، تابع مقدار •
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، نوروزی علͬ و علیخانͬ سعید

.r(A) ≤ |A| ،E از A زیرمجموعه هر برای •
.r(A ∪B) + r(A ∩B) ≤ r(A) + r(B) ،E از B و A زیر مجموعه دو هر برای •

معلوم نامعادله دو این اول بخش از .r(A) ≤ r(A ∪ {x}) ≤ r(A) + ۱ ،x عنصر و A مجموعه هر برای •
است. یͺنوا تابع ͷی رتبه بنابراین .r(A) ≤ r(B) ≤ r(E) ،آن گاه A ⊂ B ⊂ E اگر کلͬ طور به که ͬ شود م
باشد داشته را خواص این (E, r) اگر کرد: استفاده متروید ͷی جایͽزین تعاریف عنوان به خواص این از ͬ توان م
شود. تعریف r(A) = |A| با E از A زیر مجموعه های آن صورت به ͬ تواند م E بر متروید ͷی مستقل مجموعه های آن گاه
A از باید که است عنصری تعداد کمترین بیانگر تفاضل این ͬ شود. م گفته A زیرمجموعه پوچͬ |A| − r(A) تفاضل به

ͬ شود. م گفته M پوچͬ ،M در E پوچͬ به آید. به دست مستقل مجموعه ͷی تا شود حذف
ͬ پردازیم. م مثال چند بیان به یͺنوا، متروید های گرفتن نظر در با حال

‐k زیرمجموعه های تمام گرفتن نظر در با ͬ توان م باشد. طبیعͬ عددی k و متناهͬ مجموعه ͷی E کنید فرض
ͷی ͬ شود. م گفته k رتبه ی از یͺنوا متروید متروید، این به کرد. تعریف E بر مترویدی پایه، عنوان به E از عنصری
هستند. ساده ٢ حداقل رتبه ی با یͺنوا متروید های تمام ͬ دهیم. م نشان Uk,n صورت به را k رتبه ی با عنصری n متروید
هیچ اگر تنها و اگر است یͺنوا متروید، ͷی ͬ شود. م خوانده n‐نقطه ای خط نقطه، n روی بر ٢ رتبه ی از یͺنوا متروید
گفته جزیی متروید های یͺنوا متروید های مستقیم جمع حاصل به باشد. نداشته ١ علاوه به متروید رتبه طول به دوری
در و نیست)، مستقلͬ مجموعه هیچ به متعلق که (عنصری است طوقه ͷی عنصر هر ،U۰,n یͺنوا متروید در ͬ شود. م
این مستقیم جمع حاصل دارد). تعلق پایه ها تمام به که (عنصری است هم طوقه١٧ ͷی عنصر هر ،Un,n یͺنوا متروید
متروید متروید، این به است. هم طوقه ͷی یا و طوقه ͷی یا آن در عنصر هر که است جزیی متروید ͷی متروید، نوع دو
مجموعه ناتهͬ سره ی زیرمجموعه هر که است مترویدی گسسته، متروید برای دیͽر تعریف ͷی ͬ شود. م گفته گسسته
برآمده متروید نظریه ی بیندازیم. خطͬ، جبر دید از متروید ها به نگاهͬ دهید اجازه حال باشد. جداکننده ͷی E مرجع

ارائه برای راه دو است. شده انجام برداری فضاهای در وابستگͬ و استقلال خواص روی بر که است آزمایش هایی از
دارد: وجود ͬ شوند، م تعریف شͺل این به که متروید هایی

در با را E بر M متروید ͬ توان م آنگاه باشد، V برداری فضای ͷی از دلخواه متناهͬ زیرمجموعه ͷی E اگر (i)
اصول اعتبار کرد. تعریف E خطͬ مستقل زیرمجموعه های عنوان به M مستقل مجموعه های گرفتن نظر
طریق این به که باشد مترویدی M اگر ͬ آید. م استینز١٨ تعویض لم از متروید این مستقل مجموعه موضوعه
گفته برداری متروید های متروید ها، گونه این به ͬ کند. م ارائه را M ، E ͬ گوییم م آنگاه است، تعریف قابل
فانو صفحه ی از که ٣‐رتبه متروید ͷی ͬ باشد، م فانو متروید متروید ها، نوع این از مهم مثال ͷی ͬ شود. م
خط هفت و متروید) عنصر (هفت نقطه هفت با متناهͬ هندسه ی ͷی فانو، صفحه ی است. آمده به دست
برداری فضای ͷی در ناصفر نقطه ی هفت توسط ͬ توان م را خطͬ متروید است. متروید) ͷکوچ (صفحات
متروید برای ارائه ای چنین آوردن فراهم امͺان گرچه، کرد. تعریف GF (۲) متناهͬ میدان روی بر بعدی سه

نیست. موجود GF (۲) فضای روی بر حقیقͬ اعداد از استفاده با فانو
مجموعه های ͬ دهد. م ستون هایش مجموعه روی Mبر متروید ͷی تشͺیل میدان، ͷی از درایه هایی ماتریسAبا (ii)
متروید متروید، این به ͬ باشند. م برداری دید از خطͬ مستقل مجموعه های همان متروید این در ستون ها مستقل
ͷی توسط را فانو متروید ͬ توان م مثال عنوان به ͬ کند. م ارائه را M ، A ͬ گوییم م و ͬ شود م گفته A ستونͬ
تحت برداری متروید های همان ستونͬ متروید های کرد. تعریف شͺل بدین ۳ × ۷ مرتبه با (٠،١) ماتریس
دارد: وجود ͬͺتکنی تفاوت ͷی) ͬ شود. م استفاده ماتریسͬ ارائه از دلایلͬ به معمولا˟ اما هستند، دیͽر نامͬ
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه روتا، حدس مورد در

همان گونه برداری، متروید اما هستند. یͺسان بردار که باشد داشته مجزایی عناصر ͬ تواند م ستونͬ، متروید ͷی
اما کرد، صرف نظر آن از ͬ توان م و بوده ناچیز تفاوت این معمولا˟ ندارد. را قابلیت این شد، تعریف بالا در که

ͬ شوند.) م یͺسان کاملا́ تعریف دو هر بردار ها از مجموعه١٩ چند ͷی عنوان به E گرفتن نظر در با

یا شدن٢٠ͬ ارائه متروید ͷی شود، ارائه دیͽری شͺل به است ممͺن گرچه است، برابر برداری متروید ͷی با که مترویدی
به است. ارائه  شدنͬ F بر M ͬ گوییم م باشد، برابر F میدان روی بر برداری متروید ͷی با M اگر ͬ شود. م خوانده خطͬ

باشد. شدنͬ ارائه حقیقͬ اعداد روی بر اگر است، شدنͬ حقیقͬ‐ارائه ،M ͬ گوییم م خاص طور
نشده) اثبات هنوز (البته داریم باور واقع در ͬ باشند. نم ارائه قابل میدانͬ هیچ روی بر که دارند وجود متروید هایی
در ویتن٢١ͬ ͬ کند. م میل بی نهایت به نیز ͷکوچ nهای برای حتͬ هستند ارائه قابل که n‐عنصری متروید های نسبت
تعابیر ویتنͬ مساله کرد. مطرح را شدنͬ ارائه متروید های مساله ی ١٩٣۵ سال در متروید نظریه باب در مقدماتͬ مقاله ای
ͷی روی بر نبودن یا بودن شدنͬ ارائه برای را آنها ͬ توان م که دارد وجود متفاوتͬ بسیار پیͺربندی های که چرا دارد زیادی
با ویتنͬ مساله ی تفاسیر اکثر موجود، برجسته استثنا ی دو جز به داد. قرار بررسͬ مورد نامشخص یا و مشخص میدان
تشخیص برای الͽوریتمͬ مساله ی اول، استثنای ببینید. را [٢٢ ،١۴ ،١٣ ،١٢] مراجع شده اند. روبرو منفͬ جواب های
شد اثبات [٢٩] واموس٢٢ توسط که ͬ باشد م خیر یا است شدنͬ ارائه نامشخص میدان ͷی روی بر متروید ͷی آیا اینکه

است. روتا حدس دوم استثنای البته و

ͬ شود، م داده نمایش M∗ با که M دوگان ͬ شوند. م ظاهر دوتایی جفت های در متروید ها متروید. دوگان .٢ . ١
ͬ شود، نم معلوم آسانͬ به تعریف این از گرچه هستند. M پایه مͺمل های آن پایه های که است E روی بر متروید ͷی
ͬ ماند. م برقرار دوگان تحت شدنͬ F‐ارائه خاصیت که باشد این شͽفت آورتر شاید است. متروید ͷی همواره M∗ اما
متعامد فضای سطری اش، فضای که است ماتریسͬ A′ آن در که M(A)∗ = M(A′) آنگاه M = M(A) اگر واقع در

است. A سطری فضای

که مترویدی باشند. M = (E, I) متروید در عناصر از مجموعه هایی D و C کنید فرض متروید. مینور های .٢ . ٢
که باشید داشته توجه ͬ شود. م تعریف (E−D, {I ⊆ E−D : I ∈ I}) شͺل به ͬ آید م به دست D کردن حذف با M از
M/D = (M∗ \C)∗ صورت به که است انقباض عمل حذف، عمل دوگان است. متروید ͷی همواره وضوح به M \D
که است C از کردن تصویر با مطابق عمل این هندسͬ دیدگاه از نیست. واضح زیاد انقباض تعریف این ͬ شود. م تعریف

دید: رتبه تابع توسط آن را ͬ توان م سهولت به

rM/C(X) = rM (X ∪ C)− rM (C).

D ∪ C اگر هستند. E مجزای زیرمجموعه های C و D آن در که است M \D/C شͺل به متروید ͷی M مینور ͷی
عمل دو هر تحت مترویدها، شدنͬ F‐ارائه کلاس که باشید داشته توجه ͬ خوانیم. م سره مینور آن را آن گاه باشد، ناتهͬ
متروید ها بسته ی مینور کلاس هر که است طبیعͬ است. بسته نیز مینورپذیری تحت بنابراین و است بسته دوگان و حذف
که هستند کلاس از خارج متروید های شده، (استثنا) طرد مینور های کنیم. مشخص شده٢٣ طرد مینور های توصیف با را

.[٢٠] ͬ رساند م روتا حدس به را ما این و شده اند واقع کلاس درون ͬͽهم آنها سره مینور های

کلاس برای (استثنا) شده طرد مینور متناهͬ تعداد تنها یͺریختͬ، حد در ،F متناهͬ میدان هر برای (روتا) .٢ . ١ حدس
دارد. وجود شدنͬ F‐ارائه متروید های
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، نوروزی علͬ و علیخانͬ سعید

مختصر توصیف ͷی روتا حدس ͬ شود، م مشخص استثناهایش لیست توسط مینور‐بسته، کلاس ͷی آنجاکه از
است. F‐ارائه شدنͬ متروید های کلاس برای

U۲,۴ نقطه ای ۴ خط و U۲,۵ نقطه ای ۵ خط ،F۷ فانو صفحه ی :١ شͺل

به A از که باشد ماتریسͬ A′ اگر بͽیرید، نظر در را M = M(A) شدنͬ ارائه متروید ترکیبیاتͬ. هندسه .٢ . ٣
که ͬ شود م مشاهده است. شدنͬ ارائه نیز A′ آنگاه باشد، آمده به دست ستونͬ پیمایش و سطری مقدماتͬ اعمال وسیله ی
ͬ توان م بنابراین و داده ایم انجام A ستونͬ فضای بر تصویری٢۴ ساده انتقال ͷی A از A′ ماتریس آوردن بدست فرایند در

برابرند. هم با تصویری لحاظ از A′ و A که گفت
بͽیریم، نظر در برداری فضای ͷی در بردار هایی عنوان به را شدنͬ ارائه متروید داخل عناصر اینکه جای به حال
نحوه ی در ͷکوچ تغییر ͷی این گرچه کنیم. تجسم تصویری هندسه در نقاط عنوان به را آنها هم ارز طور به ͬ توانیم م
از بسیاری این بر علاوه ͬ کند. م ما به بسیاری ͷکم بهتر، شهودی درک برای کار ادامه ی در اما ͬ رسد م نظر به کردن نگاه
ͷی نقطه است. k رتبه ی از ماکسیمال مجموعه ͷی k‐رتبه سطح مثال برای ͬ آید. م هندسه از متروید به مربوط واژگان
rM (E)− ۱ رتبه ی از سطح ͷی صفحه٢۵ ابر ͷی و ٣‐رتبه سطح ͷی صفحه ٢‐رتبه، سطح ͷی خط ١‐رتبه، سطح
مثال برای ͬ کند. م ارائه کم رتبه با متروید های توصیف برای روشͬ که دارد نیز را اضافͬ مزیت این هندسͬ رویͺرد است.
کلاس برای استثنا مینور تنها U۲,۴ ۴‐نقطه ا ی خط ͬ دهد. م نشان ما به را F۷ و U۲,۵ ،U۲,۴ مهم متروید سه ١ شͺل

ͬ باشد. م آنها دوگان و F۷ و U۲,۵ سه تایی مینور های کلاس برای استثنا مینور های است. دوتایی متروید های

روی انقباض عمل از استفاده با G زیرگراف ͷی از که است گرافͬ G گراف مینور گراف. مینور های پروژه .۴ . ٢
رأس ͷی به تبدیل را یال پایانͬ رأس دو یال، ͷی انقباض برای که کنید توجه است. آمده وجود به آن یال های از برخͬ
هستند. مسطح پذیری مینور تحت مسطح، گراف های کلاس که باشید داشته توجه ͬ کنیم. م حذف را یال ها سپس و کرده
بنابراین ͬ کند. م ایفا گراف مینور های مطالعه ی در اساسͬ و مهم بسیار نقشͬ کلاس این دید خواهیم بعدها که همان طور
ریاضیات ارزشمند وزنه های از ͬͺی که [١١] ͬͺکوراتوفس مسطح گراف های توصیف مطالعه با را خود کار که به جاست

کنیم. شروع است،

داشته K۵ یا K۳,۳ با یͺریخت مینور ͷی اگر تنها و اگر نیست مسطح گراف ͷی (ͬͺکوراتوفس (قضیه .٢ . ٢ قضیه
باشد.

K۵ و K۳,۳ مسطح گراف های کلاس برای استثنا مینور های کرد: بیان نیز شͺل بدین را ͬͺکوراتوفس قضیه ͬ توان م
.[١٧] دادند تعمیم دلخواه سطوح به صفحه از را نتیجه این سیمور و رابرتسون ببینید. را ٢ شͺل هستند.
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه روتا، حدس مورد در

K۵,K۳,۳:ͬͺکوراتفس گراف های :٢ شͺل

گراف هایی کلاس برای استثنا مینور متناهͬ تعداد تنها دلخواه سطح هر برای (ͬͺکوراتوفس قضیه (تعمیم .٢ . ٣ قضیه
دارد. وجود شده اند، نشانده سطح این درون که

دایستل٢۶ دادند[١٩]. گسترش نیز دلخواه مینور‐بسته ی کلاس های برای را خود تعمیم سیمور و رابرتسون بعد ها
و بوده گراف نظریه در دیͽر نتایج تمام سرآمد (۴ . ٢ (قضیه قضیه ”این ͬ گوید، م [٢] گراف نظریه باب در خود کتاب در

است.“ کرده ارائه تاکنون ریاضیات که است قضایایی عمیق ترین جزء ͷش بدون

دارند. استثنا مینور متناهͬ تعداد تنها گراف ها از مینور‐بسته کلاس هر (Well-Qausi-Ordering) .۴ . ٢ قضیه

گراف ها، از نامتناهͬ مجموعه هر در ‐١ ͬ باشند. م قضیه این برای دیͽری ارائه های ͬ آید م ادامه در که دیͽری بیان دو
است. یͺریخت دیͽری مینور با آنها از ͬͺی که دارد وجود گراف دو

اند. بسته مینور تحت که موجودند گراف ها کلاس از شمارایی تعداد تنها ‐٢
ͷی پس است، غلط نتیجه کنید فرض است، واضح قدم اولین کرد؟ اثبات را نتیجه ای چنین ͬ توان م چͽونه اما
همریخت دیͽر گراف ͷی مینور با آن در گرافͬ هیچ که دارد وجود گراف ها از (H۱, H۲, . . .) مانند نامتناهͬ دنباله ی
اینجا در که سؤالͬ نباشد. H۱ با یͺریخت مینوری شامل (H۲,H۳, . . .) گراف های از ͷهیچ ی خاص طور به یا نباشد
قضیه توسط سؤال این بود؟ خواهد شͺلͬ چه ندارد، H۱ با یͺریخت مینوری که گراف ͷی است: این ͬ شود م مطرح

است. گراف مینور های پروژه فرانسه آچار که [١٨] ͬ شود م داده پاسخ گراف مینور های ساختار
باشد سطحͬ S اگر نیستند. H۱ با یͺریخت مینور ͷی شامل که باشد گراف هایی مجموعه EX(H۱) کنید فرض
فرض است. EX(H۱) در وضوح به شده نشانده S در که گراف هر آنگاه باشد، گرفته) (قرار شده نشانده آن در H۱ که
خلاصه .G ⊆ EX(H۱) پس باشند. داشته قرار نگرفته، قرار آن در H۱ که سطحͬ در که است گراف هایی شامل G کنید
در که گراف هایی از خاص حالت ͷی در ͬ تواند م EX(H۱) در گراف هر که است این گراف مینور های ساختار قضیه

شود. ساخته هستند، G
پس است. تهͬ G کلاس بنابراین و ͬ شود م نشانده سطحͬ هر در آنگاه باشد، مسطح H۱ اگر که باشید داشته توجه
میدان روی بر متروید ها به نتیجه این تعمیم .[۵] دارند مشخصͬ و ساده ساختاری ͬ کنند، م حذف را H۱ گراف هایی که

بود. جراردز و گیلن ویتل، دستاورد اولین متناهͬ[۵]
اثبات هم، وجود این با اما ͬ کند، م (۴ . ٢ (قضیه WQO قضیه اثبات به زیادی ͷکم گراف مینور های ساختار قضیه

برسد. صفحه ١٠٠ از بیش به است ممͺن و دارد نیاز زیادی بسیار دقت به قضیه این
26 Diestel
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، نوروزی علͬ و علیخانͬ سعید

از ͬͽهم آن رئوس که است G از همبند زیرگراف ͷی G = (V,E) گراف دور ͷی متروید . تا گراف  از .۵ . ٢
نمایش M(G) با که G دوری٢٧ متروید باشد. نداشته دور که است G زیر گراف ͷی G از جنگل ͷی و هستند ٢ درجه ی
نشان است. G درخت های یالͬ مجموعه های تمام از گردایه ای F که ͬ شود، م تعریف (E,F) صورت به ͬ شود م داده
گراف ͷی دوری متروید اگر گوییم ͬͺگرافی را متروید ͷی نیست. دشواری کار است متروید همواره M(G) این که دادن

باشد.
که مسطح گراف های کلاس به شبیه تقریباً است. اساسͬ و پایه ای شͽفت آوری طرز به ͬͺگرافی متروید های کلاس
به اتصال این دارند. گراف نظریه در ریشه متروید نظریه در اساسͬ قسمت های بود، اساسͬ گراف مینور های پروژه ی در
مجموعه های همان M(G) وابسته مجموعه های کمینه که کنید توجه است. شده نیز واژگان پیͺربندی باعث گراف نظریه
ͷی متروید ͷی در وابسته کمینه مجموعه ͷی به ͬ یابد؛ م راه نیز کلͬ متروید های به واژگان این هستند. G دورهای یالͬ

ͬ گویند. م دور

مجموعه های C و D اگر این بر علاوه هستند. مینور ‐بسته ͬͺگرافی متروید های کلاس دوگان. و مینور ها .۶ . ٢
متروید های کلاس که گفت باید البته .M(G \ D/C) = M(G) \ D/C آن گاه باشند، G گراف در هم از مجزا یالͬ
توصیف این باشد. ͬͺگرافی M(G)∗ اگر تنها و اگر است مسطح G گراف واقع در نیستند. بسته دوگان تحت ͬͺگرافی
نظریه بین عمیق ارتباط از نشانه اولین توصیف این و شد مطرح ویتنͬ توسط ابتدا در بودن مسطح هندسͬ زیبای بسیار

بود. گراف ͬͺتوپولوژی نظریه ی و متروید
ͬ دهد. م ارائه مسطح گراف های کلاس برای توصیف ͷی ،ͬͺگرافی متروید های کلاس از توصیف هر بالا، بحث به بنا
برای دیͽری بیان ͬ گردد م باز [٢۴] تات به که ͬͺگرافی متروید های کلاس برای زیر استثنای مینور توصیف خاص طور به

است. ͬͺکوراتوفس قضیه

هستند. M(K۵)∗ و M(K۳,۳)∗ ،(F۷)∗ ،F۷ ،U۲,۴ ،ͬͺگرافی متروید های کلاس برای استثنا مینور های .۵ . ٢ قضیه

شدنͬ ارائه میدانͬ هر روی بر آنها واقع در هستند، شدنͬ ارائه ͬͺگرافی متروید های شدن. ارائه قابلیت .٢ . ٧
هر برای که است A ∈ {۰,±۱}V×E مانند ماتریس ͷی G = (V,E) گراف علامتدار وقوع ماتریس ͬ باشند. م
آنگاه u ̸= v اگر و ͬ شود، م صفر کاملا́ شده گذاری اندیس e با که ستونͬ آنگاه u = v اگر ،u, v پایانͬ رئوس با E یال
(v, e) و (u, e) مͺان های در خاصͬ ترتیب هیچ بدون که دارد −۱ ͷی و ۱ ͷی فقط شده گذاری اندیس e با که ستونͬ
میدان هر روی بر M(G) توصیف ͷی A که داد نشان ͬ توان م تمرین ͷی عنوان به ببینید. را ٣ شͺل گرفته اند. قرار

است. دلخواه

آن وقوع علامتدار ماتریس و گراف ͷی :٣ شͺل

27 Cycle-Metroid
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه روتا، حدس مورد در

است، گرفته قرار متروید ها از ͬ تر غن کلاس ͷی در ͬͺگرافی متروید های کلاس چهارچوب. متروید های .٢ . ٨
دو حداکثر که است ماتریسͬ F میدان بر چهارچوب ماتریس ͷی ͬ گویند. ٢٨م چهارچوب متروید های کلاس آن به که
توصیف چهارچوب ماتریس توسط که است مترویدی F میدان بر چهارچوب متروید ͷی و دارد ستون هر در ناصفر عنصر
علاوه ͬ باشد. م بسته گرفتن، مینور تحت نیز چهارچوب متروید های کلاس ،ͬͺگرافی متروید های کلاس همانند ͬ گردد. م
به را گراف بتوان این که برای البته دارد. وجود چهارچوب متروید ͷی با گراف ͷی دادن ربط برای طبیعͬ راه ͷی این بر

دهیم. نسبت یالͬ برچسب آن به و کنیم جهت دار آن را باید کرد توصیف شͺل این

با توانستند سیمور و رابرتسون است. ͬͺکوراتفس قضیه تعمیم یادآور روتا حدس متروید. مینور های پروژه .٢ . ٩
قضیه ͷی از خاص حالت ͷی روتا حدس شاید پس برسند، WQO قضیه به ͬͺکوراتفس قضیه تعمیم دادن، تعمیم
ͷی پادزنجیر داد. تعمیم متروید ها همه ی برای ͬ توان م را WQO قضیه که نیست درست مطلب این گرچه باشد، ͬ تر کل
نامتناهͬ پادزنجیر ͷی ساختن نیست. دیͽری مینور با یͺریخت کدام هیچ که است متروید هایی تمام مجموعه متروید
٣‐رتبه متروید های از نامتناهͬ پادزنجیر ͷی ۴ شͺل در {M۳,M۴,M۵, . . .} متروید های مثال برای است. ساده بسیار

ͬ دهند. م تشͺیل
کنند: ثابت WQO قضیه برای را، زیر زیبای بسیار تعمیم توانستند جراردز و گیلن ویتل،

شدنͬ، F‐ارائه متروید های از بسته ای مینور کلاس هر و F متناهͬ میدان هر برای متروید) WQO (قضیه .۶ . ٢ قضیه
دارد. وجود شدنͬ F‐ارائه استثنای مینور های از متناهͬ تعداد تنها

مینور های روتا حدس در زیرا ͬ کند، نم تأیید را دیͽری ͷهیچ ی که چرا نیست، روتا حدس با قیاس قابل نتیجه این
نیستند. پذیر ارائه F بر تعریف، به بنا استثنا

قضیه که آورید یاد به است. گراف ها برای WQO قضیه اثبات با موازی متروید WQO قضیه برای آنها اثبات
خاصͬ طریق به گراف ها، از بسته مینور کلاس در موجود هرگراف که ͬ کند م بیان ذاتͬ طور به گراف مینور  های ساختار

شوند. ساخته دارند قرار پایین تر سطوح در که گراف هایی از ͬ توانند م

نامتناهͬ زنجیر پاد ͷی در M۵ و M۴ ،M۳ اول، متروید سه :۴ شͺل

معلوم دوگانگͬ به بنا کدامند؟ شدنͬ F‐ارائه متروید های بسته ی مینور اساسͬ کلاس های F متناهͬ میدان ͷی برای
′F‐ارائه متروید های تمام مجموعه F از F′ زیرمیدان هر برای اول: نوع دارد. وجود دست این از نوع دو تنها که ͬ شود م

است. F بر چهارچوب متروید های کلاس دوم: نوع و است بسته مینور شدنͬ،
اعضای مشخص طریق ͷی به ͬ توان م چͽونه F متناهͬ میدان ͷی بر که، ͬ گوید م متروید مینور های ساختار قضیه
همراه به شده اند ارائه زیرمیدان بر که متروید هایی از پذیر F‐ارائه متروید های ثابت و دلخواه بسته مینور کلاس ͷی
و گیلن ویتل، تلاش بیشترین که بود قضیه همین ساخت. را چهارچوب متروید های دوگان و چهارچوب متروید های

انجامید. طول به دهه ͷی از بیش آن اثبات و کرد خود صرف را جراردز
28 Frame matroids
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، نوروزی علͬ و علیخانͬ سعید

روتا حدس سوی به پیش .٣

را روتا حدس به حمله برای استراتژیشان توانستند جراردز و گیلن ویتل، که بود ٢٠١٢ سال اواخر در بالاخره
قسمت ͬ پردازیم. م ساختند، روتا حدس حل منظور به صرفاً که دستگاه هایی توصیف به بخش این در کنند. فرمول بندی

است. شده پیͺربندی جراردز برت همراه به ون زوام٣٠ استفان و هیون٢٩ تونͬ توسط دستگاه این اعظم

ایفا روتا حدس اثبات در خاص طور به و متروید نظریه در مهمͬ بسیار نقش همبندی کلͬ به طور همبندی. .٣ . ١
به است E از (X,Y ) افراز ͷی (E, I) متروید در k‐جداسازی ͷی ͬ باشند. م [٣٠] تات به مربوط زیر تعاریف ͬ کند. م
نداشته l‐جداسازی هیچ اگر است k‐همبند متروید ͷی .rM (X) + rM (Y )− rM (E) < k, |X|, |Y | ⩾ k طوری که

.l < k جایی که باشد،
کنید فرض همچنین باشد، شده توصیف A ماتریس توسط M که کنید فرض را حالتͬ تعریف، دادن ارتقا برای
اندیس گذاری X با که ستون هایی توسط V شده تولید زیرفضای نمایانگر ⟨X⟩ و باشد A ستونͬ فضای نمایانگر V
وقتͬ پس .rM (X) + rM (Y )− rM (E) با است برابر ⟨X⟩ بˀعد که ͬ دهد م نشان زیرفضا برای بˀعد قضیه باشد. شده اند
ͬ شوند. م جدا هم از V بˀعد از کوچͺتر بˀعد با زیرفضای ͷی توسط X,Y باشد، ͷکوچ rM (X) + rM (Y )− rM (E)

.rM (X) + rM (Y )− rM (E) < min(|X|, |Y |) که چرا است، لازم و ناتباهیده٣١ شرط ͷی |X|, |Y | ⩾ k شرط
روتا حدس در این که ͬ یابند) م (کاهش ͬ رسند م ٣‐همبند حالت مسائل به معمولا˟ مترویدها ارائه ی به مربوط مسائل

ͬ کند. م صدق

است. ٣‐همبند پذیر، F‐ارائه متروید های کلاس برای استثنا مینور هر ،F شده داده میدان برای .٣ . ١ لم

ͷی ،٣ حداقل مرتبه ی از متناهͬ میدان هر برای که چرا داد، تعمیم و بهبود راحتͬ به ͬ توان نم را لم این متأسفانه
بسیار شرط این که چرا ͬ باشد، م |X|, |Y | ⩾ k ناتباهیده ی شرط از مشͺل نیست. ۴‐همبند که دارد وجود استثنا مینور

کنند: اثبات توانستند جراردز و گیلن ویتل، است. ضعیف

جداسازی k ͷی (A,B) اگر که دارد وجود n = n(F, k) عدد ͷی k صحیح عدد و F متناهͬ میدان هر برای .٣ . ٢ قضیه
.min(|A|, |B|) ≤ n آنگاه باشند، F‐ارائه پذیر متروید های کلاس برای استثنا مینور ͷی در

از ͬͺی ͬ باشد. م نیز WQO قضیه شامل که است سخت نتیجه، چندین پایه ی بر جراردز و گیلن ویتل، اثبات
کران ͷی یعنͬ نداریم. n(F, k) روی پذیر محاسبه  کران ͷی که است این اثبات در WQO تکنیͷ های اعمال پیامد های
است. نشده آورده به دست شدنͬ F‐ارائه متروید های کلاس برای استثنا مینور های اندازه ی یا و عدد ͷی یا محاسبه پذیر
گیلن ویتل، تمرکز بنابراین مربوطند. هم به شدت به حالات برخͬ در استثنا مینور های که ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ قضیه
از کار این انجام با گرچه دارند. هم با زیادی ارتباط تات اندیشه های طبق که بوده استثنایی مینور های روی بر جراردز و
اصل به خلل شدن وارد بدون ͬͺتکنی بسیار مسائل به ورود از کار این انجام با حال این با ͬ شود، م کاسته مسأله کلیت

ͬ شود. م اجتناب مسأله،

هر آنگاه باشند، تصویری لحاظ از برابر ماتریس دو A۲ و A۱ اگر که ͬ کنیم م یادآوری ناهم ارز. ارائه های .٣ . ٢
میدان ͷی روی بر نابرابر تصویری ارائه های از زیادی تعداد که هستند متروید هایی ͬ کنند. م توصیف را متروید ͷی دو
دارد زیادی توجه به نیاز که است متروید ها ارائه حیطه ی در مشͺلات برای اصلͬ منشأ ͷی این و ͬ پذیرند م را متناهͬ
کمͬ هستند، همبند قویاً کافͬ اندازه به که متروید هایی گرفتن نظر در با ͬ توان م را مشͺل این .[٢٨ ،١۴ ،١٠ ،٨ ،۶]

کرد. سست
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٩١–٧٧ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه روتا، حدس مورد در

n۱ حداکثر k۱‐همبند متروید هر طوریͺه به موجودند k۱ و n۱ صحیح اعداد ،F متناهͬ میدان هر برای .٣ . ٣ قضیه
دارد. F روی نابرابر تصویری ارائه ی

کارآمد و اساسͬ ابزار ͷی مقاله آن شد. اثبات [٣] ون زوام و هیون جراردز، گیلن، توسط ٢٠١٢ سال در ٣ . ٣ قضیه
شدن جور برای همبندی نقش کردن ضعیف کار، این کلید ͬ دهد. م قرار اختیار در همبند قویاً متروید های با برخورد برای

باشد. داشته گراف نظریه خصوص به و ترکیبیات در بیشتری نقش باید همبندی، ابزار این است. ٣ . ٢ قضیه با

قضیه در که باشند اعدادی k۱ و n۱ و باشد متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض ثابت. عناصر و ارائه ها انشعاب .٣ . ٣
باشند. ‐همبند k۱ دو هر M \ e و M و باشد شدنͬ ‐ارائه F متروید ͷی از عنصری e کنید فرض شدند. مطرح ٣ . ٣
که ͬ سازد نم روشن را مطلب این اما دارند، نابرابر ارائه n۱ حداکثر دو هر M \ e و M که ͬ دهد م نشان ٣ . ٣ قضیه گرچه
ͬ که صورت در نکنند، پیدا تعمیم M ارائه های به است ممͺن M \ e ارائه های از برخͬ دارند. هم با ارتباطͬ چه ارا ئه ها این
دردسر ͷی شدن شاخه شاخه این باشند. داشته M از نابرابر ارائه چند یا دو (انشعاب) شاخه چند آنها باقͬ است ممͺن

شده اند. شدن، شاخه شاخه این دلیل متوجه خوشبختانه که بوده جرارد و گیلن ویتل، برای اساسͬ
فرض ͬ کند. م پیدا توسعه M از [A, v] و [A, u] نابرابر تصویری ارائه دو به که باشد M \ e از ارائه ͷی A کنید فرض

A′ =
( e e′

A u v
)

کنید
e, e′ ͬ گوییم م و ͬ کند م تعریف M ′ از یͺریختͬ ͷی e′, e تعویض که باشید داشته توجه .M ′ = M(A′) کنید فرض و

مستقل مجموعه ͷی {e, e′} هستند، نابرابر تصویری لحاظ از [A, v] و [A, u] که آنجا از این بر علاوه همزادند. M ′ در
که کرد ارائه e′ عنصر توسط M بسط با M ′ متروید ͷی نتوان اگر است ثابت M در e عنصر ͬ گوییم م است. M ′ در

بالاست: بحث مستقیم نتیجه زیر لم باشد. همزاد مستقل مجموعه ͷی {e, e′}

گسترش M از نابرابر تصویری ارائه دو به M \ e از ارائه هیچ آنگاه باشد، M متروید در ثابت عنصر ͷی e اگر .۴ . ٣ لم
ͬ کند. نم پیدا

دارند. ثابت غیر عنصر اندکͬ تعداد همبند، قویاً پذیر F‐ارائه متروید های که ͬ دهد م نشان زیر نتیجه

k۲‐همبند شدنͬ F‐ارائه متروید هر طوریͺه به موجودند، k۲ و n۲ صحیح اعداد ،F متناهͬ میدان هر برای .۵ . ٣ قضیه
باشد. داشته ثابت غیر عضو n۲ حداکثر

F‐ ارائه متروید ͷی ساختار که است [۵] نتیجه پایه بر اثبات این شد. اثبات [٨] ون زوام و گیلن توسط ۵ . ٣ قضیه
۵ . ٣ و ٣ . ٣ قضایای ͬ دهد. م شرح ͬ کنیم، م استثنا مینور، عنوان به مسطح گراف از را دور متروید که هنگامͬ شدنͬ
ارائه های کنترل برای قوی تری بسیار نتایج ١٩٩٩ اوایل در گرچه ͬ دهد. م ما به متروید ها نابرابر ارائه روی بر زیادی کنترل
شده استخراج مینور های کامل مجموعه هنوز اما ،[٢٨ ،١۵] داشتیم اختیار در شدنͬ GF‐ارائه (۵) متروید های نابرابر

ͬ شناسیم. نم را

مجموعه ͷی M = (E, I) متروید ͷی در صفحه ابر که ͬ کنیم م یادآوری دوری. ابرصفحه ی ͷی نشاندن .۴ . ٣
ابر ͷی هم و دور ͷی هم C اگر است. کمینه وابسته مجموعه ͷی نیز دور ͷی و است rM (E) − ۱ رتبه از ماکسیمال
به دست است، M ′ = (E, I ∪C) شͺل به که C نشاندن وسیله به ،M از را M ′ جدید متروید ͬ توان م آنگاه باشد، صفحه
بر پاپوس٣٢ متروید بͽیرید. نظر در را ۵ شͺل متروید های مثال برای ͬ کند. نم حفظ را پذیری ارائه ساختار این آورد.
32 Pappus
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پاپوس متروید و پاپوس غیر متروید رأست، از :۵ شͺل

با پاپوس متروید ͷی از پاپوس غیر متروید است. پذیر ارائه ͬ شود، م مشخص رأست خط ͷی توسط که حقیقͬ اعداد
بیان که است شده آورده مطلب این از اثبات ͷی اخیراً ͬ آید. م به دست شده مشخص قرمز با که دوری ابرصفحه ی نشاندن
میدانͬ هیچ روی بر پاپوس غیر متروید واقع در نیستند. شدنͬ ارائه حقیقͬ اعداد روی بر پاپوس غیر متروید های ͬ کند م
عمل خوب کلͬ حالت در شدن ارائه قابلیت به توجه با دوری ابرصفحه ͷی نشاندن عمل تنها نه نیست. شدنͬ ارائه
ͬ گذارد. م نمایش به خود از ارائه قابلیت قبال در ضعیفͬ عملͺرد متناهͬ میدان های برای حالات برخͬ در حتͬ ͬ کند، نم
ͬ دهیم. م ارائه روتا حدس اثبات در بودن نشدنͬ ارائه کردن مشخص برای خاص روش ͷی موضوع صریح ترکردن برای
مترویدی M ′ اگر و باشد همبند کافͬ اندازه به مترویدی و بوده بزرگ کافͬ اندازه به M اگر که ͬ دهد م نشان زیر نتایج
میدان ͷی بر ͬ توانند نم دو هر M و M ′ آنگاه باشد، آمده به دست دوری ابرصفحه ͷی نشاندن وسیله ی به M از که باشد

باشند. شدنͬ ارائه شده داده متناهͬ

F‐ارائه متروید های M۲ و M۱ اگر به طوریͺه موجودند، n۳ و k۳ صحیح اعداد F متناهͬ میدان هر برای .۶ . ٣ قضیه
دوری ابرصفحه ی ͷی نشاندن وسیله ی به M۱ از M۲ همچنین و باشند، مشترک مرجع مجموعه های روی بر شدنͬ

.|E| < n۳ آنگاه باشد، ٣‐همبند ، M۱ و باشد آمده به دست

نشاندن وسیله ی به M۱ از M۲ اگر که کنید توجه کردند. ثابت را قوی تر نتیجه ͷی جراردز و گیلن ویتل، واقع در
.M۱ \ e = M۲ \ e داریم e ∈ C هر برای آنگاه باشد، آمده به دست C

ارائه ‐F متروید های M۲ و M۱ اگر طوریͺه به موجودند n۴ و k۴ صحیح اعداد F متناهͬ میدان هر برای .٣ . ٧ قضیه
دارد وجود X ∈ E مجموعه ͷی آنگاه باشد، k۴‐همبند ، M۱ و باشند E مشترک مرجع مجموعه روی بر مجزا شدنͬ

.M۱ \ e ̸= M۲ \ e داریم e ∈ E −X هر برای و |X| < n۴ که

ساختار قضیه پایه بر کامل طور به نتیجه این است. روتا حدس حل برای قدم سخت ترین نتیجه این به رسیدن
شͽفت آور اندکͬ که هستند، گراف نظریه به مربوط اثبات ها از خیلͬ است. شده بنا کردیم، ارائه قبلا́ که متروید مینور های

ͬ رسد. م نظر به

بخش های در شده ارائه دستگاه های که ͬ دهیم م نشان پایانͬ بخش این در همبند. قویاً استثنای مینور های .۵ . ٣
تنها F متناهͬ میدان هر برای که ͬ کنیم م اثبات خاص طور به ͬ کند. م ͷکم روتا ضعیف حدس اثبات در ما به چͽونه قبل
ابزار های تمام از اثبات این دارد. وجود شدنͬ F‐ارائه متروید های کلاس برای همبند قویاً استثنای مینور متناهͬ تعداد
خواهیم صحبت اثبات از پس همبندی ͬͺتکنی نتایج مورد در ͬ کند. م استفاده است لازم روتا حدس حل برای که کلͬ

کرد.
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شامل شدنͬ، F‐ارائه مترویدهای کلاس طوریͺه به دارد وجود k صحیح عدد ͷی ،F متناهͬ میدان هر برای .٣ . ٨ قضیه
نیست. بیشتر عضو یا ۲k با k‐همبند مینور هیچ

فرض آمدند. ٣ . ٧ و ۵ . ٣ ،٣ . ٣ قضایای در که باشند صحیحͬ اعداد n۴ و n۲, n۱, k۴, k۲, k۱ کنید فرض اثبات:
کنید

t = n۱(n۲ + ۱)(n۴ + ۱),
همچنین: و

k = max(k۱ + n۱(n۴ + ۱), k۲ + t, k۴ + ۱).
حقیقت این از آزادانه اثبات، ادامه در باشیم. داشته |E| > ۲k با (E, I) k‐همبند استثنای مینور ͷی که کنید فرض

است. k)‐همبند − |Z|) ، M \ Z ، Z ⊆ E مجموعه هر برای که کرد خواهیم استفاده
اندازه های به مجموعه n۱(n۴ +۱) به X از افراز ͷی Π و باشد، E از t‐عنصری زیر مجموعه ͷی X۱ کنید فرض
ثابت M \ (X۱ − Y ) در که دارد وجود e ∈ Y عنصر ͷی Y ∈ Π هر برای ۵ . ٣ قضیه به بنا باشد. n۲ + ۱
پس دارد. بر در را Π مجموعه هر از این چنینͬ عنصر ͷی تنها که باشد Π از تراگذار٣٣ ͷی X۲ کنید فرض است.
است، استثنا مینور ͷی M آنجایی که از دارد. نابرابر ارائه n۲ حداکثر M \X، ٣ . ٣ قضیه به بنا .|X۲| = n۱(n۴ + ۱)
X۲ از X۳ عنصری n۴ + ۱ مجموعه زیر و M \X۲ از A۰ ارائه ͷی پس است. پذیر ارائه e ∈ X۲ هر برای M \ e
داد نشان ͬ توان م ساختنͬ اثبات ͷی با ͬ یابد. م گسترش e ∈ X۳ هر برای M \ e ارائه به A۰ طوریͺه به است موجود
به تعمیم قابل منحصربفرد طور به A۰ ارائه ۴ . ٣ لم به بنا پس است. ثابت M \ (X۲ − {e}) در e ∈ X۳ عنصر هر که
هر برای و A|(E −X۲) = A۰ که ͬ آوریم م به دست A بفرد منحصر ماتریس ͷی پس ͬ شود. م M \ (X۲ − {e}) ارائه

.M(A) \ e = M \ e داریم: e ∈ X۳
دقیقاً در پایه ͷی که دارد وجود B ⊆ E مجموعه ͷی پس .M ̸= M(A) نیست، شدنͬ ،F‐ارائه M آنجایی که از
و M \ f اکنون گیرید. نظر در را f ∈ E \ B حال .X۳ ⊆ B که باشید داشته توجه است. M(A) و M از ͬͺی
،e ∈ X۳ هر برای این بر علاوه هستند. یͺسان مرجع مجموعه ͷی روی بر مجزا شدنͬ F‐ارائه متروید های M(A) \ f

ͬ کند. م کامل را اثبات تناقض این و است تناقض در ٣ . ٧ قضیه با که .M \ f, e = M(A) \ f, e داریم
بنا ͬ کنیم. م شروع M عنصری n استثنای مینور ͷی با را کار بالا اثبات مانند روتا حدس حل برای کلͬ حالت در
مجموعه ͷی شده، آورده [٣] در که تکنیͷ هایی از استفاده با سپس است. k‐همبند ضعیف طور به M ،٣ . ٢ قضیه به
k‐همبند ، D ⊆ X۱ هر برای M \D دوگانش، با M احتمالͬ تعویض از پس طوریͺه به ͬ کنیم م پیدا را X۱ t‐عنصری

ͬ کند. م پیدا ادامه بالا مانند اثبات، ادامه ی بماند. باقͬ ضعیف

وقدردانͬ تشͺر .۴

نماییم. سپاسͽزاری مقاله این محترم داور پیشنهادات و راهنمایی ها از ͬ دانیم م لازم اینجا در
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گذاری های برچسب گراف، به وابسته چندجمله ای های به ͬ توان م او پژوهشͬ کارهای جمله از ͬ باشد. م جبری ترکیبیات
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استقبال مورد که نمود اشاره ٢٠٠٩ سال در بار اولین برای گراف (احاطه گر) غالب چندجمله ای معرفͬ به ͬ توان م او پژوهشͬ
کردن عمومͬ و ریاضͬ آموزش حوزه در توصیفͬ مقالات ایشان است. گرفته قرار خارجͬ و داخلͬ ریاضیدانان از بسیاری
هیات عضو مقطعͬ در وی است. آورده در تحریر رشته به معلمان اتحاد و برهان ریاضͬ، آموزش نشریه های در ریاضͬ
مدیر ایشان است. رسانده چاپ به خبرنامه در را متعددی گزارش های و مقالات و بوده ایران ریاضͬ انجمن خبرنامه تحریریه

است. نیز ͬ یابد، م انتشار یزد دانشͽاه توسط که آن کاربردهای و جبری ساختارهای نشریه تحریریه هیات عضو و مسئول
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