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لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های جبری خواص

اشرفͬ رضا علͬ و فتحعلیخانͬ∗ خدیجه

یͺدیͽر با رأس دو آن در و بوده x۱x۲ · · ·xn دودویی رشته های آن رئوس که است گرافͬ Qn n‐بعدی ابرمͺعب چͺیده.
ابرمͺعب زیرگراف های باشد. ͷی آن ها همینگ فاصله عبارتͬ، به یا و باشند متفاوت مولفه ͷی در دقیق به طور هرگاه مجاورند،
از برخͬ است. برخوردار زیادی اهمیت از آن ها مطالعه رو این از و ͬ دهند م به دست ارتباطͬ شبͺه های برای طبیعͬ مدلͬ
ͬ دانان، ریاض مطالعه مورد بسیار میلادی ۵٠ دهه سال های از لوکاس مͺعب های و فیبوناتچͬ مͺعب های مانند آن زیرگراف های
رشته های آن رأس های به طوری که است ابرمͺعب از زیرگرافͬ فیبوناتچͬ مͺعب ͷی گرفته اند. قرار مهندسان و کامپیوتر دانشمندان
تمام حذف با Qn از که دوبخشͬ است گرافͬ Γn فیبوناتچͬ مͺعب واقع، در ندارند. متوالͬ ١ دو هیچ که هستند دودویی
و ابتدایی مͺان در خاصیت، این بر علاوه لوکاس مͺعب ͷی رئوس ͬ آید. م به دست دارند، متوالͬ ١ دو حداقل که رأس هایی

است. مͺعب ها این جبری خواص بر مروری مقاله این هدف ندارند. ١ همزمان خود انتهایی

مقدمه .١

زیرگراف ͷی است. غیرجهت دار و ساده همبند، گراف ͷی گراف، از منظور مقاله، این سراسر در که ͬ کنیم م بیان نخست
Γ در متناظر مجموعه  های از زیرمجموعه ای یال ها مجموعه و رأس ها مجموعه آن در که Γ′ مانند است گرافͬ ،Γ گراف از
ͬ که صورت در ͬ گوییم. م رشته طول را ارقام و حروف این تعداد است. ارقام و حروف از دنباله ای رشته، ͷی از منظور هستند.
دودویی رشته های ١١١١ و ٠١٠٠١١٠ مثال، برای ͬ نامیم. م دودویی رشته ͷی را آن آن گاه باشند، ١ و ٠ رشته ͷی عناصر
هم با رشته دو آن که است مولفه هایی تعداد رشته، دو بین همینگ فاصله از منظور هستند. ۴ و ٧ طول های به به ترتیب
n طول به دودویی رشته های آن رأس های مجموعه که است گرافͬ Qn n‐بعدی ابرمͺعب ͷی همچنین، دارند. اختلاف

باشد. ͷی آن ها همینگ فاصله هرگاه مجاورند، رأس دو آن در و هستند
تعریف v و u بین مسیر کوتاه ترین طول به صورت و داده نشان d(u, v) با را گراف ͷی در v و u رأس دو بین فاصله

هرگاه ͬ نامیم، م آن ها میانͬ رأس ͷی را p رأس بͽیرید. نظر در را Γ همبند گراف از z و y ،x رأس سه ͬ کنیم. م

d(x, p) + d(p, y) = d(x, y),

d(y, p) + d(p, z) = d(y, z),

d(x, p) + d(p, z) = d(x, z).

خودریختͬ. گروه لوکاس، مͺعب فیبوناتچͬ، مͺعب ابرمͺعب، کلیدی. کلمات و عبارات
مسئول ∗نویسنده
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میانͬ، گراف های از مثال ͷی باشند. داشته میانͬ رأس ͷی آن از دل خواه رأس سه هر هرگاه ͬ گوییم، م میانͬ گراف ͷی را Γ
که کنیم استفاده ترتیب این به اکثریت قاعده از است کافͬ c و b ،a رئوس از x میانͬ رأس یافتن برای هستند. ابرمͺعب ها

.xi = ۱ این صورت، غیر در و باشند صفر ci و bi ،ai از تا دو حداقل اگر ،xi = ۰
رأس دو آن در و است برابر Γ رأس های مجموعه با آن رأس های مجموعه که است گرافͬ ،Γ گراف مͺمل گراف
از v و u دل خواه رأس دو هر برای هرگاه ͬ نامیم، م طول‐پایا را Γ از Γ′ زیرگراف نباشند. مجاور Γ در هرگاه مجاورند،
ͬ شود. م نامیده جزیی مͺعب ابرمͺعب، از طول‐پایا زیرگراف ͷی باشد. برابر Γ در آن ها فاصله با Γ′ در آن ها فاصله ،Γ′

مͺعب هر که داریم توجه ببینید.) را [١٩] از ٢٬٣ (بخش هستند. جزیی مͺعب های میانͬ، گراف های که داد نشان ͬ توان م
میانͬ ͬ که درحال است، جزیی مͺعب گراف این بͽیرید. نظر در را رأس شش با دور ͷی مثال، برای نیست. میانͬ جزیی،

نیست.
با برابر آن رئوس مجموعه که است گرافͬ ͬ شود، م داده نشان Γ□Γ′ با که Γ′ و Γ گراف دو دکارتͬ حاصل ضرب
یالͬ γ′۱γ′۲ و γ۱ = γ۲ هرگاه مجاورند، (γ۲, γ′۲) و (γ۱, γ′۱) رأس دو است. Γ′ در Γ رئوس مجموعه دکارتͬ حاصل ضرب
و جابه جایی یͷ ریختͬ، حد در گراف ها دکارتͬ ضرب این که به توجه با باشد. Γ از یالͬ γ۱γ۲ و γ′۱ = γ′۲ یا و باشد Γ′ از
که کرد استفاده □k

i=۱Γi نماد از ͬ توان م Γk و · · · ،Γ۲ ،Γ۱ گراف های دکارتͬ ضرب دادن نشان برای است، شرکت پذیر
Qn ابرمͺعب هستند، ابرمͺعب ها گراف ها دکارتͬ حاصل ضرب از مثال ساده ترین است. مثبت و صحیح عددی k آن در
مثال، برای دارند. وجود گراف دو دکارتͬ حاصل ضرب درمورد زیادی احͺام است. K۲ از نسخه n دکارتͬ حاصل ضرب
به نسبت را گراف ͷی که ͬ کنیم م اضافه است. میانͬ میانͬ، گراف دو دکارتͬ حاصل ضرب که شده است ثابت [٢١] در
نوشت. بدیهͬ غیر گراف دو حاصل ضرب به صورت نتوان را آن نیز و باشد غیربدیهͬ اگر ͬ نامیم م اول دکارتͬ حاصل ضرب

.[٣١] است اول عوامل به یͺتا تجزیه ای دارای دکارتͬ ضرب به نسبت همبند گراف هر که است توجه قابل
هر برای هرگاه نامیم، Γ از خودریختͬ ͷی را f است. دوسویی تابعͬ f : V (Γ) → V (Γ) و گراف ͷی Γ کنیم فرض
نشان Aut(Γ) با را Γ گراف ͬ های خودریخت تمام مجموعه .f(u)f(v) ∈ E(Γ) اگروتنهااگر uv ∈ E(Γ) ،u, v ∈ V (Γ)

ͬ نامیم. م Γ گراف خودریختͬ گروه را آن و است گروه ͷی توابع ترکیب عمل با Aut(Γ) که دید ͬ توان م به سادگͬ ͬ دهیم. م

است. منتظم n‐ضلعͬ ͷی تقارن های گروه همان n‐رأسͬ دور ͷی خودریختͬ گروه که دید ͬ توان م به سادگͬ مثال، برای
به صورت ͬ توان م را D۲n که ͬ کنیم م یادآوری است. ۲n مرتبه از دووجهͬ گروه D۲n آن در که Aut(Cn) = D۲n بنابراین

D۲n = ⟨x, y | x۲ = ۱, yn = ۱, (xy)۲ = ۱⟩

داد. نشان نیز
است. آن از زیرگروه ͷی N و گروه ͷی G کنیم فرض ͬ رسانیم. م پایان به گروه ها نظریه از تعریف چند با را بخش این
کنیم فرض .gng−۱ ∈ N ،n ∈ N هر و g ∈ G هر برای هرگاه ،N ⊴ G ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م G نرمال زیرگروه را N

،a, b ∈ G هر برای هرگاه ͬ نامیم، م H به G از هم ریختͬ ͷی را f : G → H تابع هستند. گروه دو (H, ∗) و (G, .)

ساختار که دیͽر جبری دستگاه به جبری دستگاه ͷی از است تابعͬ هم ریختͬ، ͷی به عبارتͬ، .f(a.b) = f(a) ∗ f(b)

ͬ نامیم. م H به G از یͷ ریختͬ ͷی را آن آن گاه باشد، نیز پوشا و ͷبه ی ͷی f که درصورتͬ ͬ کند. م حفظ را دستگاه آن
آن هایی ͬ ها، یͷ ریخت از مهمͬ دسته .G ∼= H ͬ نویسیم م و است یͷ ریخت H گروه با G گروه ͬ گوییم م دراین صورت
را f : G → G یͷ ریختͬ هر به عبارتͬ، ͬ شود. م گفته خودریختͬ آن ها به و ͬ شوند م تعریف G خود به G گروه از که هستند
گروه ͷی G کنیم فرض ͬ دهیم. م نشان Aut(G) با را G گروه ͬ های خودریخت تمام مجموعه ͬ نامیم. م G خودریختͬ ͷی
ρ(g, x) := xg آن در که ρ : G ×X → X تابع هرگاه ͬ کند، م عمل X روی G ͬ گوییم م است. ناتهͬ مجموعه ͷی X و
ͷی بر گروه عمل عمل، این به .xe = x نیز و xgh = (xg)h ،g, h ∈ G هر و x ∈ X هر برای که باشد موجود چنان

است. {xg | g ∈ G} مجموعه x مدار از منظور عمل، این در ͬ گوییم. م مجموعه
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مجموعه به عبارتͬ و آن ها دکارتͬ حاصل ضرب مجموعه روی هستند. مفروض (K, .) و (H, ∗) گروه های کنیم فرض
ͬ کنیم م تعریف (h۱, k۱) ◦ (h۲, k۲) = (h۱ ∗ h۲, k۱.k۲) به صورت را ◦ عمل H ×K = {(h, k) | h ∈ H, k ∈ K}
مستقیم حاصل ضرب را گروه این است. گروه ͷی (H ×K, ◦) دراین صورت .(h۱, k۱), (h۲, k۲) ∈ H ×K آن در که
گروه ͷی داشتن با که است این ͬ شود م مطرح این جا در که سؤالͬ ͬ دهیم. م نشان H ×K با و نامیده K و H گروه دو
این صورت به را سؤال این نوشت؟ H ×K به صورت را G ͬ توان م وقت چه باشند، آن زیرگروه دو K و H اگر ،G دل خواه
H ×K مستقیم حاصل ضرب به صورت ͬ توان م را G آن گاه باشند، G گروه از زیرگروه دو K و H اگر که ͬ دهیم م پاسخ

.H ∩K = {e} نیز و باشند نرمال G در دو هر K و H ،G = HK اگر تنها و اگر نوشت
K و H کنیم فرض است. نیم مستقیم حاصل ضرب مفروض، گروه دو از بزرگ تر گروه ͷی ساختن برای دیͽر روش
آن دوتایی عمل ،H ×K دکارتͬ حاصل ضرب مجموعه در است. هم ریختͬ ͷی φ : H → Aut(K) و دل خواه گروه دو

به صورت را

(h۱, k۱)(h۲, k۲) = (h۱h۲, φh۲(k۱)k۲)

با K در H نیم مستقیم حاصل ضرب را آن که است گروه ͷی عمل این با H ×K مجموعه دراین صورت، ͬ کنیم. م تعریف
به طور ͬ کنیم. م استفاده H ⋉K نماد از نباشد، φ برای ابهامͬ که درصورتͬ ͬ دهیم. م نشان H ×φ K با و ͬ نامیم م φ عمل
آن زیرگروه های نیم مستقیم حاصل ضرب به صورت ͬ توان م را G گروه زمان چه که ͬ شود م مطرح سؤال این قبل، با مشابه
ͬ که درصورت آن گاه باشند، آن زیرگروه دو K و H و گروه ͷی G اگر که ͬ دهیم م پاسخ این صورت به  نیز را سؤال این نوشت؟
ͷی φ : H → Aut(K) آن در که G ∼= H ×φ K نوشت ͬ توان م ،H ∩K = {e} و G = HK باشد، نرمال G در K

ͬ شود. م تعریف تزویج با که است هم ریختͬ
و گروه دو K و H کنیم فرض است. حلقوی حاصل ضرب ͬ کنیم، م معرفͬ [١] از استفاده با این جا در که ضربی آخرین
زوج های تمام مجموعه از است عبارت H ≀K حلقوی حاصل ضرب ͬ کند. م عمل Ω بر K که هستند چنان مجموعه، ͷی Ω

ͬ کنیم: م تعریف را زیر قانون زوج ها این برای است. H به Ω از نگاشتͬ f و k ∈ K آن در که (f, k)

(f۱, k۱)(f۲, k۲) = (g, k۱k۲)

دارای H ≀ K این صورت، در .g(i) = f۱(i)f۲(ik۱) ،i ∈ Ω هر برای که است نگاشتͬ g : Ω → H آن در به طوری که
H ≀ K آن گاه ،|Ω| = n ͬ که درصورت ͬ نامیم. م K توسط H گروه حلقوی حاصل ضرب را آن و است گروه ͷی ساختار
نتیجه در .(H ≀K)/H∗ ∼= K و Hi

∼= H ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که است H∗ = H۱ × · · · ×Hn نرمال زیرگروه دارای
.|H ≀K| = |H|n|K|

لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های جبری ͬ های ویژگ .٢

قرار بررسͬ مورد را آن ها جبری ͬ های ویژگ سپس و کرده تعریف را لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های ابتدا بخش، این در
ͬ کنیم. م پیشنهاد را [٢٠ ،٣ ،٢] مراجع مͺعب ها این درباره بیشتر اطلاعات کسب برای ͬ دهیم. م

:[١٧] کرد تعریف را فیبوناتچͬ مͺعب های هسو١ ١٩٩٣ سال در لوکاس. و فیبوناتچͬ مͺعب های تعریف .٢ . ١
هستند دودویی رشته های آن رأس های که است Qn n‐بعدی ابرمͺعب از زیرگرافͬ Γn n‐بعدی فیبوناتچͬ مͺعب ͷی
توجه مورد بسیار مختلف، علوم در مͺعب ها این آن ها، خاص ͬ های ویژگ دلیل به ندارد. وجود متوالͬ ١ دو آن ها در به طوری که
ͬ دهیم. م نشان Cn با و ͬ نامیم م n طول به فیبوناتچͬ رشته های را Γn فیبوناتچͬ مͺعب رأس های .[١٨ ،١٧ ،١٢] بوده اند
.Γ۱ = K۲ تعریف، به توجه با ͬ نامیم. م فیبوناتچͬ رشته های را ندارند متوالͬ ١ دو که دودویی رشته های عبارتͬ، به

شده اند. رسم ٣ و ٢ ،١ شͺل های در ͷکوچ nهای برای Γn مͺعب .Γ۰ = K۱ ͬ کنیم م تعریف سهولت برای همچنین،

1Hsu
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.n = ۱,۲,۳ برای Γn مͺعب :١ شͺل

.Γ۴ فیبوناتچͬ مͺعب :٢ شͺل

.Γ۵ فیبوناتچͬ مͺعب :٣ شͺل
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ͷی ترتیب، این به ͬ نامیم. م لوکاس مͺعب ندارند، ١ انتها و ابتدا در همزمان به طور آن رأس های که Γn از زیرگرافͬ
که رأس هایی نیز و دارند متوالͬ ١ دو که رأس هایی حذف با که است Qn ابرمͺعب از زیرگرافͬ n‐بعدی لوکاس مͺعب
ͬ نامیم. م لوکاس رشته های را لوکاس مͺعب رأس های مجموعه ͬ شود. م حاصل دارند، ١ انتها و ابتدا در همزمان به طور
تعریف، به توجه با .[٢۶] ͬ دهیم م نشان Ĉn با را n طول به لوکاس رشته های مجموعه و Λn با را n‐بعدی لوکاس مͺعب
زمینه های در وسیعͬ کاربردهای نیز لوکاس مͺعب های ببینید.) را ۴ (شͺل .Λ۳ = K۱,۳ و Λ۲ = P۳ ،Λ۱ = K۱
مͺعب ها این کاربرد از ͬ توان م مثال، برای .[٣٢ ،٢۶ ،٢٣ ،٢٢ ،٢١ ،١۵ ،١۴] بوده اند مطالعه مورد بسیار و دارند مختلف

.[٢۶] برد نام پردازنده چند سیستم های در

.n = ۲,۳ برای Λn مͺعب :۴ شͺل

تعداد با فیبوناتچͬ رشته های مجموعه و En با است، زوج عددی آن ها ١های تعداد که را فیبوناتچͬ رشته های مجموعه
ͬ کنیم. م استفاده مجموعه ها این اندازه دادن نشان برای on و en از ترتیب به همچنین، ͬ دهیم. م نشان On با را فرد ١های
و ên باشند. فرد یا زوج به ترتیب آن ها ١های تعداد که هستند لوکاس رشته های مجموعه  Ôn و Ên از منظور مشابه، به طور

هستند. مجموعه ها این اندازه نیز ôn
در که هستند Λn و Γn از رأس هایی مجموعه ترتیب به Λn,k و Γn,k از منظور ،۰ ≤ k ≤ n برای .n ≥ ۱ کنیم فرض

یا و ،Γn,۰ = Λn,۰ = {۰n} بنابراین باشند. ١ تا k دارای خود دودویی رشته

Γn,۱ = Λn,۱ = {۱۰n−۱,۰۱۰n−۲, . . . ,۰n−۱۱}.

هر در چون همچنین، است. مجاور Γn,k−۱ از رأس k با دقیق به طور Γn,k از رأس هر که است روشن تعریف به توجه با
و داده قرار را ٠ها ابتدا nتایی، رشته هر در ،|V (Γn,k)| شمارش برای پس دارد، وجود ٠ تا n− k و ١ تا k ،Γn,k از رأس

بنابراین، ͬ کنیم. م جای گذاری ٠ها بین ͬ مانده باق مͺان n− k + ۱ در را ١ها سپس

|V (Γn,k)| =
(
n− k + ۱

k

)
.

Fn+۲ = Fn+۱ + Fn و F۱ = ۱ ،F۰ = ۰ با بازگشتͬ به صورت که را ۰,۱,۱,۲,۳,۵,۸,۱۳,۲۱, . . . دنباله
Ln+۲ = و L۱ = ۱ ،L۰ = ۲ بازگشتͬ رابطه از حاصل دنباله همچنین، ͬ نامیم. م فیبوناتچͬ اعداد دنباله ͬ شود، م تعریف

ͬ شود. م نامیده لوکاس اعداد دنباله Ln+۱ + Ln

Fn,m = FmFn−m+۱ به صورت فیبوناتچͬ مثلث ͷی .۱ ≤ m ≤ n و است مثبت صحیح عدد ͷی n کنیم فرض
این که است روشن تعریف از .[١۶] است nام ردیف در Fn,m عنصر مͺان m و ردیف بیان گر n آن در که ͬ شود م تعریف

داده ایم. نشان ١ جدول در را مثلث این از نخست ردیف چند .Fn,m = Fn,n−m+۱ به عبارتͬ و است متقارن مثلث
۴٧
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۱
۱ ۱

۲ ۱ ۲
۳ ۲ ۲ ۳

۵ ۳ ۴ ۳ ۵
۸ ۵ ۶ ۶ ۵ ۸

۱۳ ۸ ۱۰ ۹ ۱۰ ۸ ۱۳
۲۱ ۱۳ ۱۶ ۱۵ ۱۵ ۱۶ ۱۳ ۲۱

فیبوناتچͬ. مثلث از نخست ردیف چند :١ جدول

،G گراف از κ(G) سادکͬ گراف مͺعب ها. این تجزیه و سادکͬ گراف با فیبوناتچͬ مͺعب های یͷ ریختͬ .٢ . ٢
زیرگراف دو آن اگر مجاورند آن رأس دو و هستند تهͬ زیرگراف همراه به G کامل زیرگراف های آن رئوس که است گرافͬ
[١٠] مرجع از ٢٬١ قضیه از پیش بͽیرید. نظر در را Pn رأسͬ n مسیر از Pn مͺمل گراف باشند. متفاوت رأس ͷی در کامل
نشان را κ(P۵) و خانه) (گراف آن مͺمل ،P۵ گراف ۵ شͺل . است برقرار Γn ≃ κ(Pn) رابطه n ≥ ۱ برای که است آمده

کرده ایم. رسم پررنگ را Γ۵ از القایی ٣‐مͺعب ،۵ شͺل در ،Γ۵ و گراف این بین یͷ ریختͬ دادن نشان برای ͬ دهد. م

.P۵ از سادکͬ گراف عنوان به Γ۵ و P۵ ،P۵ :۵ شͺل

باشد غیربدیهͬ اگر ͬ نامیم م اول دکارتͬ حاصل ضرب به نسبت را گراف ͷی کرده ایم، تعریف پیش تر که همان طور
به صورت ͬ توان م را Qn ابرمͺعب این که به توجه با نوشت. غیربدیهͬ گراف دو حاصل ضرب به صورت نتوان را آن نیز و
به صورت ͬ توان م نیز را فیبوناتچͬ مͺعب های آیا که ͬ شود م مطرح سؤال این نوشت، K۲ از نسخه n دکارتͬ حاصل ضرب
فیبوناتچͬ مͺعب های ،n ≥ ۱ هر برای شده است: داده پاسخ [٣٣] در سؤال این خیر. یا نوشت گراف چند حاصل ضرب

هستند. اول دکارتͬ ضرب به نسبت Γn

فرض و گرفته نظر در را (A,≤) جزئͬ مرتب مجموعه هستند. نیم مشبͺه لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های .٢ . ٣
رسند یا و اینفیموم را آن پایین کران بزرگ ترین و B وست یا و سوپریموم را B بالای کران کوچͷ ترین .B ⊆ A ͬ کنیم م

ͬ دهیم. م نشان a ∧ b با را آن رسند و a ∨ b با را آن وست آن گاه ،B = {a, b} اگر ͬ نامیم. م آن
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دوعضوی مجموعه هر اگر ͬ نامیم، م رسند نیم مشبͺه ͷی یا و وست نیم مشبͺه ͷی را (A,≤) جزئͬ مرتب مجموعه
ͷی هم هرگاه ͬ نامیم، م مشبͺه ͷی را (A,≤) همچنین باشد. رسند ͷی یا و وست ͷی دارای به ترتیب {a, b} ⊆ A

در که است جزئͬ مرتب مجموعه ͷی مشبͺه، ͷی از منظور دیͽر، بیان به باشد. رسند نیم مشبͺه ͷی هم و وست نیم مشبͺه
هستند. یͺتا رسند ͷی و یͺتا وست ͷی دارای دل خواه عنصر دو هر آن

،x ∈ A هر برای که باشند موجود چنان ٠ مینیمم عنصر و ١ ماکسیمم عنصر هرگاه ͬ نامیم، م کران دار را (A,≤) مشبͺه
دیͽری عنصر نیز و y > x هرگاه ͬ پوشاند، م را x ،y ͬ گوییم م باشند، مشبͺه ͷی از عناصری y و x اگر .۰ ≤ x ≤ ۱
عنصر ٠ کنیم فرض .x ̸= y و x ≤ y که است آن y > x از منظور که است ذکر به لازم .y > z > x که نباشد z مانند
اتم، ͷی به عبارتͬ، .۰ < y < x که نباشد y ∈ A عنصر هیچ و ۰ < x هرگاه ͬ نامیم، م اتم ͷی را x ∈ A است. A مینیمم
برای هرگاه ͬ نامیم م اتمͬ را (A,≤) ͬ دهیم. م نشان Atom(A) با را اتم ها تمام مجموعه ͬ پوشاند. م را ۰ که است عنصری
اتم ،x ∈ A ناصفر عنصر هر برای هرگاه دیͽر، بیان به ،x = ∨S که باشد چنان S ⊆ Atom(A) زیرمجموعه ،x ∈ A هر
S ⊆ Atom(A) ،x ∈ A هر برای هرگاه ͬ نامیم، م اتمͬ اکید به طور را (A,≤) همچنین، .a ≤ x که باشد موجود چنان a

.x = ∨S که باشد موجود یͺتا به طور
به ادامه در که گرفته اند قرار بررسͬ مورد جدیدی دیدگاه از لوکاس مͺعب های و فیبوناتچͬ مͺعب های [٢٧] و [٢۶] در
تعریف Cn بر را زیر ترتیب رابطه است. n طول به فیبوناتچͬ رشته های تمام مجموعه Cn کنیم فرض ͬ پردازیم. م آن ها بیان

ͬ کنیم: م
،i = ۱,۲, . . . , n هر برای اگروتنهااگر α ≤ β ،α = (a۱, a۲, . . . , an), β = (b۱, b۲, . . . , bn) ∈ Cn هر برای

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت نیز را عضو دو این رسند و وست .ai ≤ bi

α ∨ β = (max(a۱, b۱),max(a۲, b۲), . . . ,max(an, bn)),

α ∧ β = (min(a۱, b۱),min(a۲, b۲), . . . ,min(an, bn)).

است. رسند نیم مشبͺه ͷی Cn بنابراین است، بسته رسند به نسبت (Cn,≤) نیز و است ۰n = (۰, . . . ,۰) مینیمم عنصر
پس .β = α۱ ∨ · · · ∨αn که موجودند چنان α۱, α۲, . . . , αk اتم k دقیق به طور ،١ تا k با β رشته هر برای که داریم توجه

است. اتمͬ نیم مشبͺه ͷی (Cn,≤)

بپوشاند. را دیͽری ،ͬͺی اگروتنهااگر ͬ کنیم، م وصل یͺدیͽر به  یال ͷی با را متمایز رشته دو (Cn,≤) هاسه نمودار در
Γn گراف همان ͬ آید، م به دست هاسه نمودار از که گرافͬ این ترتیب، به باشد. ͷی آن ها همینگ فاصله هرگاه به عبارتͬ،
بنابراین، نیستند. مجاور هم با دارند، یͺسان زوجیت آن ها ١های تعداد که رشته دو هرگز که کرد بررسͬ ͬ توان م است.
درواقع هستند.) فرد یا زوج به ترتیب آن ها ١های تعداد که n طول به رشته های تمام (مجموعه On و En مجموعه های

هستند. Γn دوبخشͬ گراف بخش های
رشته های برای کرد. مرتب جزئͬ به طور ͬ توان م نیز را Ĉn لوکاس رشته های مجموعه دادیم، انجام Γn برای آن چه همانند

ͬ کنیم: م تعریف چنین را ≤ رابطه (b۱, b۲, . . . , bn) و (a۱, a۲, . . . , an) لوکاس

(a۱, a۲, . . . , an) ≤ (b۱, b۲, . . . , bn) ⇔ ai ≤ bi (i = ۱, . . . , n).

همچنین،

α ∨ β = (max(a۱, b۱),max(a۲, b۲), . . . ,max(an, bn)),

α ∧ β = (min(a۱, b۱),min(a۲, b۲), . . . ,min(an, bn)).

نیم مشبͺه ͷی (Ĉn,≤) بنابراین، است. بسته رسند به نسبت (Ĉn,≤) نیز و است ۰n = (۰, . . . ,۰) مینیمم عنصر
است. رسند
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G = دکارتͬ ضرب از زیرگرافͬ H کنیم فرض لوکاس . و فیبوناتچͬ مͺعب های در یال شمارنده بردارهای .۴ . ٢
و h = (h۱, h۲, . . . , hk) آن در که است H از یالͬ e = hh′ که کنیم فرض همچنین است. □k

i=۱Gi (k ≥ ۱)
،j ̸= i هر برای به طوری که ،hih′i ∈ E(Gi) که دارد وجود i ͷی دقیق به طور دراین صورت، .h′ = (h′۱, h

′
۲, . . . , h

′
k)

ͬ کنیم: م تعریف ،i = ۱,۲, . . . , k برای است. i نوع از e ͬ گوییم م حالت این در .hj = h′j

Ei(H;G) = {e ∈ E(H) | است. i نوع از e}.

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را G دکارتͬ ضرب از H یال شمارنده بردار ،ei(H;G) = |Ei(H;G)| معرفͬ با

v(H;G) = (e۱(H;G), e۲(H;G), . . . , ek(H;G)).

گراف همچنین، است. خوش تعریف v(H;G) پس است، G دکارتͬ ضرب از ثابت زیرگراف ͷی H چون که داریم توجه
بر مختلفͬ روش های به ͬ تواند م H زیرگراف نیز و باشد داشته دکارتͬ ضرب به صورت مختلفͬ نمایش های ͬ تواند م G

و (۱,۱) ،(۰,۲) بردارهای از ͷی هر ͬ تواند م v(P۳;G) ،G = P۳□P۳ در مثال، برای بنشیند. G دکارتͬ ضرب
اگر است. n طول به برداری که v(Qn, G) = (۲n−۱, . . . ,۲n−۱) داریم ،G = □n

i=۱K۲ ابرمͺعب برای باشد. (۲,۰)
.v(Qn, G) = (۲n−۱, (n− ۱)۲n−۱) آن گاه ،G = K۲□Qn−۱

به طور است. اول عوامل به آن یͺتای تجزیه دکارتͬ، ضرب به صورت آن نمایش که کنیم فرض ،G همبند گراف برای
ͬ دهیم. م نشان □n

i=۱K۲ به صورت همواره را Qn n‐مͺعب خاص،

،Qn بر Γn طبیعͬ شدن نشانده برای دراین صورت .n ≥ ۱ کنیم فرض ([٢٣]) .٢ . ١ قضیه

v(Γn;Qn) = (F۱Fn, F۲Fn−۱, . . . , FnF۱).

است. فیبوناتچͬ مثلث از ردیف nامین ،v(Γn;Qn) بردار ،n ≥ ۱ هر برای نتیجه در

،Qn بر Λn طبیعͬ شدن نشانده برای دراین صورت .n ≥ ۲ کنیم فرض ([٢٣]) .٢ . ٢ قضیه

v(Λn;Qn) = (Fn−۱, Fn−۱, . . . , Fn−۱).

مطلب، این .[٢٣] داد تشخیص آن ها یال شمارنده بردار توسط ͬ توان م را (P۳ و C۶ گراف های نیز (و ابرمͺعب ها
حالت در ͬ توان م آیا که ͬ شود م مطرح طبیعͬ به طور سؤال این حال است. برقرار نیز ͷکوچ n با فیبوناتچͬ مͺعب های برای

دقیق تر، به طور داد؟ تشخیص آن ها یال شمارنده بردار ͷکم به جزیی مͺعب های میان در را فیبوناتچͬ مͺعب های کلͬ،
که گفت ͬ توان م آیا باشد، برابر فیبوناتچͬ مثلث nام ردیف با v(G;Qn) و جزیی مͺعب ͷی G این که فرض با سؤال.

است؟ یͷ ریخت Γn با G
Γn (n ≥ از بردار این با آن ها یال شمارنده بردار اما نباشند، جزیی مͺعب که یافت را گراف هایی ͬ توان م که داریم توجه

باشد. برابر ۴)

مربع های تعداد و یال ها تعداد رأس ها، تعداد برای مختلفͬ فرمول های [٢۶ ،١٧] در مͺعب. چندجمله ای .۵ . ٢
،G گراف در است. آن ها مͺعب چندجمله ای محاسبه ͬ تر، کل حالت شده  اند. ارائه لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های
خاص، حالت در ͬ کنیم. م تعریف هستند، یͷ ریخت Qn با که G القایی زیرگراف های تعداد را cn(G) (n ≥ ۰)
داده نشان C(G, x) با را G مͺعب چندجمله ای است. آن مربع های تعداد c۲(G) و c۱(G) = |E(G)| ،c۰(G) = |V (G)|

ͬ کنیم: م تعریف زیر رابطه با و cn دنباله مولد تابع به صورت و

C(G, x) =
∑
n≥۰

cn(G)xn.
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،H و G گراف هر برای که داریم [٩] مقاله همان از ٢ گزاره در شده است. تعریف [٩] در نخست چندجمله ای این

C(G□H,x) = C(G, x)C(H,x). (٢ . ١)

طول‐پایا به طور G است که n کوچͷ ترین C ′(G,−۱) و C(G,−۱) = ۱ آن گاه باشد، میانͬ گراف ͷی G اگر همچنین،
بیشتر اطلاعات یافته اند. تعمیم همینگ چندجمله ای های به چندجمله ای ها این [۶] در که است ذکر به لازم بنشیند. Qn بر
ͷژنتی بررسͬ در {ck(G)}k≥۰ دنباله که بدانیم است جالب بیابید. [٢۴] در ͬ توانید م را مͺعب چندجمله ای های درمورد

است. مهم بسیار انسان
در صفری هیچ C(G, x) که شده است ثابت شده  اند. بررسͬ [٨] در میانͬ گراف ͷی مͺعب چندجمله ای صفرهای
اعشاری صفرهای همه همچنین، دارد. [−۲,−۱) در (حقیقͬ) صفر ͷی همواره که است درحالͬ این ندارد. [−۱,∞)

C(G, x) مͺعب چندجمله ای اگر که داریم توجه است. صحیح عددی t > ۰ آن در که هستند −((t+ ۱)/t) شͺل به آن
مرتبه ͷی از درخت p دکارتͬ حاصل ضرب G اگروتنهااگر دارد، p تکرار مرتبه از صفر ͷی C(G, x) آن گاه باشد، p درجه از
درجه از Q۳ بدون میانͬ گراف های مͺعب چندجمله ای که گفت ͬ توان م ،C(Qp, x) = (x+۲)p رابطه از استفاده با باشد.

.[٧] هستند حقیقͬ همواره آن ها صفرهای نیز و بوده دو
ͬ توان م (٢ . ١) رابطه از پس نوشت، K۲ از نسخه n دکارتͬ حاصل ضرب به صورت ͬ توان م را Qn چون که ͬ کنیم م اضافه

نوشت: n ≥ ۰ هر برای

C(Qn, x) = (۲+ x)n =
n∑

i=۰

(
n

i

)
(۱+ x)i. (٢ . ٢)

مͺعب چندجمله ای از مثال چند ابتدا شد. خواهند مطرح لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های در مͺعب چندجمله ای ادامه در
ͬ دهیم: م ارائه [٢٢] از را فیبوناتچͬ مͺعب های برای

C(Γ۰, x) = ۱,
C(Γ۱, x) = x+ ۲,
C(Γ۲, x) = ۲x+ ۳,
C(Γ۳, x) = x۲ + ۵x+ ۵,
C(Γ۴, x) = ۳x۲ + ۱۰x+ ۸,
C(Γ۵, x) = x۳ + ۹x۲ + ۲۰x+ ۱۳,
C(Γ۶, x) = ۴x۳ + ۲۲x۲ + ۳۸x+ ۲۱,
C(Γ۷, x) = x۴ + ۱۴x۳ + ۵۱x۲ + ۷۱x+ ۳۴,
C(Γ۸, x) = ۵x۴ + ۴۰x۳ + ۱۱۱x۲ + ۱۳۰x+ ۵۵.

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت {C(Γn, x)}∞n=۰ دنباله مولد تابع

با است برابر {C(Γn, x)}∞n=۰ دنباله مولد تابع ([٢٢]) .٢ . ٣ قضیه

∑
n≥۰

C(Γn, x)y
n =

۱+ y(۱+ x)

۱− y − y۲(۱+ x)
.

۵١



۴٣–۶١ (١٣٩۶) ٢ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اشرفͬ، رضا علͬ و فتحعلیخانͬ خدیجه

ͬ دهیم م قرار .n ≥ ۲ کنیم فرض .C(Γ۱, x) = x + ۲ و C(Γ۰, x) = ۱ که است روشن اثبات.
با یͷ ریخت زیرگرافͬ Xn دراین صورت، .Yn = {x ∈ V (Γn) | x۱ = ۱} و Xn = {x ∈ V (Γn) | x۱ = ۰}
به دارد. Xn در همسایه ͷی دقیق به طور Yn از رأس هر همچنین، ͬ کنند. م القا Γn−۲ با یͷ ریخت زیرگرافͬ Yn و Γn−۱
در H (الف) است: ممͺن حالت ها این از ͬͺی آن گاه است، یͷ ریخت Qk با که باشد Γn از زیرگرافͬ H اگر ترتیب، این
با K آن در که H = K□K۲ (ج) دارد، قرار Yn توسط القایی زیرگراف در H (ب) دارد، قرار Xn توسط القایی زیرگراف

بنابراین، هستند. Yn و Xn بین یال های درواقع هستند، متناظر K۲ با که K□K۲ یال های و است یͷ ریخت Qk−۱

C(Γn, x) = C(Γn−۱, x) + (۱+ x)C(Γn−۲, x), (n ≥ ۲) (٢ . ٣)

آن گاه ،f(x, y) =
∑

n≥۰C(Γn, x)y
n دهیم قرار اگر حال

f(x, y)− ۱− y(x+ ۲) = y(f(x, y)− ۱) + y۲(۱+ x)f(x, y)

□ ͬ شود. م کامل اثبات و
و است ⌊n+ ۱

۲ ⌋ درجه از C(Γn, x) ،n ≥ ۰ هر برای که است شده نتیجه ٢ . ٣ قضیه از مرجع، همان در

C(Γn, x) =

⌊
n+ ۱
۲ ⌋∑

a=۰

(
n− a+ ۱

a

)
(۱+ x)a.

با است برابر Γn در القایی Qk (k ≥ ۰) تعداد ،n ≥ ۰ هر برای که است شده حاصل مطلب این سپس

ck(Γn) =

⌊
n+ ۱
۲ ⌋∑
i=k

(
n− i+ ۱

i

)(
i

k

)
.

کرد: محاسبه ͬ توان م نیز زیر رابطه با را ck(Γn) که است آمده [٢٢] مرجع همان در

ck(Γn) =
∑

i۱,i۲,...,ik+۱;
i۱+i۲+···+ik+۱=n−۲k+۱

Fi۱+۱Fi۲+۱ · · ·Fik+۱+۱,

داریم: مشابه، nهای برای .n ≥ ۱ آن در که

ck(Γn) =

n−۲k+۲∑
i=k

Fick−۱(Γn−i−۱).

:[٢٢] با است برابر {ck(Γn)}∞n=۰ دنباله مولد تابع است، ثابت صحیح عدد ͷی k ≥ ۱ این که فرض با مشابه، به طور

∑
n≥۰

ck(Γn)y
n =

y۲k−۱

(۱− y − y۲)k+۱ .

را فیبوناتچͬ مͺعب در شمول) به (نسبت ماکسیمال القاشده k‐مͺعب های تعداد مولارد٢ که ͬ کنیم م اضافه پایان، در
کرده است: محاسبه

Mollard ٢
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با است برابر Γn در ماکسیمال القایی Qkهای تعداد ،k ≥ ۱ هر برای ([٢۵]) .۴ . ٢ )قضیه
k + ۱

n+ ۱− ۲k

)
.

برای را چندجمله ای ها این ابتدا نیز این جا در ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد لوکاس مͺعب های در مͺعب چندجمله ای حال
ͬ آوریم: م [٢٢] مرجع از ͷکوچ nهای

C(Λ۰, x) = ۱,
C(Λ۱, x) = ۱,
C(Λ۲, x) = ۲x+ ۳,
C(Λ۳, x) = ۳x+ ۴,
C(Λ۴, x) = ۲x۲ + ۸x+ ۷,
C(Λ۵, x) = ۵x۲ + ۱۵x+ ۱۱,
C(Λ۶, x) = ۲x۳ + ۱۵x۲ + ۳۰x+ ۱۸,
C(Λ۷, x) = ۷x۳ + ۳۵x۲ + ۵۶x+ ۲۹,
C(Λ۸, x) = ۲x۴ + ۲۴x۳ + ۸۰x۲ + ۱۰۴x+ ۴۷.

است: آمده زیر رابطه [٢٢] در شد، ارائه (٢ . ٣) رابطه برای آن چه با مشابه استدلالͬ با

C(Λn, x) = C(Γn−۱, x) + (۱+ x)C(Γn−۳, x) (۴ . ٢)

است: شده ارائه زیر رابطه {C(Λn, x)}∞n=۰ دنباله مولد تابع برای آن جا از و

∑
n≥۰

C(Λn, x)y
n =

۱+ y۲(۱+ x)

۱− y − y۲(۱+ x)
.

داریم: حال

و است ⌊n۲⌋ درجه از C(Λn, x) ،n ≥ ۳ هر برای ([٢٢]) .۵ . ٢ قضیه

C(Λn, x) =

⌊
n

۲ ⌋∑
a=۰

[۲
(
n− a

a

)
−

(
n− a+ ۱

a

)
](۱+ x)a.

است: شده نتیجه نیز را زیر رابطه (۴ . ٢) و (٢ . ٣) روابط از

C(Λn, x) = C(Λn−۱, x) + (۱+ x)C(Λn−۲, x) (n ≥ ۳). (۵ . ٢)

که شده است ثابت [٢٢] در همچنین،
.C(Γ۲p, x) = C(Γp−۱, x)C(Λp+۱, x) ،p ≥ ۱ هر برای الف.

ͬ شمارد. م را C(Γk(n+۲)+n, x) ،C(Γn, x) ،n, k ≥ ۰ هر برای ب.
ͬ شمارد. م را C(Λkn, x) ،C(Λn, x) ،n, k ≥ ۱ هر برای ج.
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[٢٢] با: است برابر Λn در القایی Qk (k ≥ ۱) تعداد ،n ≥ ۱ برای که ͬ کنیم م اضافه

ck(Λn) =

⌊n
۲ ⌋∑

i=k

[۲
(
n− i

i

)
−

(
n− i+ ۱

i

)
]

(
i

k

)
.

[٢٢] نوشت: ͬ توان م k ≥ ۱ هر برای همچنین،

ck(Λn) =
∑

i۱,i۲,...,ik+۱;
i۱+i۲+···+ik+۱=n−۲k

Li۱Fi۲+۱ . . . Fik+۱+۱

=
n−۲k∑
i=۰

Lick−۱(Γn−i−۳).

داریم: {ck(Λn)}∞n=۰ دنباله مولد تابع برای است، ثابت صحیح عدد ͷی k ≥ ۱ این که فرض ∑با
n≥۰

ck(Λn)y
n =

y۲k(۲− y)

(۱− y − y۲)k+۱ . (۶ . ٢)

شͺل به C(Γn, x) ریشه های ،n ≥ ۱ هر برای پایان، در

−
tan۲

(
rπ

n+ ۲

)
+ ۵

۴
شͺل به  C(Λn, x) ریشه های همچنین، .r = ۱,۲, . . . ,

⌊
n+۱
۲

⌋
آن در که هستند

−
tan۲

(
(۲r + ۱)π

۲n

)
+ ۵

۴
دنباله که ͬ کنیم م یادآوری هستند. منفͬ حقیقͬ اعداد ریشه ها تمام به عبارتͬ، .r = ۰,۱, . . . ,

⌊
n
۲
⌋
− ۱ آن در که هستند

a۰ ≤ a۱ · · · ≤ aj ≥ باشیم داشته ۰ ≤ j ≤ m مقادیر برخͬ برای هرگاه ͬ گوییم، م تک نمایی را حقیقͬ اعداد از {An}mn=۰
،۱ ≤ i ≤ m هر برای هرگاه است، لͽاریتمͬ مقعر مثبت حقیقͬ اعداد از {An}mn=۰ دنباله همچنین .aj+۱ ≥ · · · ≥ am

این درمورد بیشتر اطلاعات است. تک نمایی مثبت، لͽاریتمͬ مقعر دنباله ͷی که کرد بررسͬ ͬ توان م .a۲i ≥ ai−۱ai+۱
مقعر و تک نمایی C(Λn, x) و C(Γn, x) ضرایب دنباله ،n ≥ ۰ هر برای بیابید. [٣٠] در ͬ توانید م را دنباله ها از نوع دو

.[٢٢] هستند لͽاریتمͬ

فیبوناتچͬ بعد .٣

n صحیح عدد کوچͷ ترین و ͬ شود م داده نشان fdim(G) با است، شده معرفͬ [١٠] در که G گراف فیبوناتچͬ بعد
کرد متناظر چنان G رأس هر با را Γn فیبوناتچͬ رشته های ͬ توان م این صورت، در بنشیند. Γn بر طول‐پایا به طور G که است
کوچͷ ترین آن و است G طول‐پایای بعد idim(G) همچنین، باشند. یͺسان فاصله های دارای G و Γn القایی زیرگراف که

ͬ نشیند. م Qn بر طول‐پایا به طور G که است n

idim(G) اگروتنهااگر است متناهͬ fdim(G) دراین صورت، است. همبند گراف ͷی G کنیم فرض ([١٠]) .٣ . ١ قضیه
همچنین، باشد. جزئͬ مͺعب ͷی G اگروتنهااگر باشد، متناهͬ

idim(G) ≤ fdim(G) ≤ ۲idim(G)− ۱.
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است: یافته بهبود زیر به صورت بالا کران [١٠] مرجع همان در

fdim(G) ≤ idim(G) + ldim(G)− ۱

بر طول‐پایا به طور G که ͬ شود م تعریف n صحیح عدد کوچͷ ترین به صورت و است G مشبͺه بعد ldim(G) آن در که
اطلاعات .ldim(G) ≤ idim(G) ͬ شود م ثابت همچنین، بنشیند. مسیر n دکارتͬ حاصل ضرب معادل، به طور یا و Zn

تعریف مشابه به طور ͬ توان م نیز را لوکاس بعد بیابید. [١٠] در را مرتبط الͽوریتم های نیز و فیبوناتچͬ بعد درمورد بیشتر
نیافته است. انجام رابطه این در کاری تاکنون ولͬ کرد

لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های خودریختͬ گروه .۴

به آن ها، یالͬ و رأسͬ مدارهای و شده اند محاسبه [٣٢] و [١١] در لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های خودریختͬ گروه
گروه بیان به مͺعب، نوع دو این درمورد بحث شروع از پیش اما آمده اند. به دست [۴] در نیز دیͽر خواص برخͬ  همراه

ͬ پردازیم. م n‐بعدی ابرمͺعب خودریختͬ

است. یͷ ریخت Z۲ ≀ Sn شͺل به گروهͬ با n‐بعدی ابرمͺعب خودریختͬ گروه [١٣] .١ . ۴ قضیه

معکوس نگاشت ،n ≥ ۱ برای گرفته است. قرار بررسͬ مورد [١١] در فیبوناتچͬ مͺعب های خودریختͬ گروه
خودریختͬ ͷی β که است روشن ͬ کنیم. م تعریف β(b۱b۲ · · · bn) = bR = bnbn−۱ · · · b۱ به صورت را β : Γn → Γn

بنابراین، و است Γn غیربدیهͬ خودریختͬ تنها β که ͬ شود م ثابت است. Γn

.Aut(Γn) ≃ Z۲ ،n ≥ ۱ هر برای ([١١]) .٢ . ۴ قضیه

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را φ نگاشت ابتدا شده است. بررسͬ [٣٢] در لوکاس مͺعب های خودریختͬ گروه

φ : Λn → Λn

φ(b۱b۲ · · · bn) = bnb۱ · · · bn−۱.

تولید ،۰ ≤ a ≤ n − ۱ برای φa و β توسط Aut(Λn) که ͬ شود م ثابت است. Λn خودریختͬ ͷی φ که است روشن
بنابراین، و ͬ شود م

.Aut(Λn) ≃ D۲n ،n ≥ ۳ هر برای ([٣٢]) .٣ . ۴ قضیه

یالͬ و رأسͬ مدارهای آن ها. ترکیبیاتͬ تعبیر و لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های در یالͬ و رأسͬ مدارهای .١ . ۴
قرار مطالعه مورد [۴] در متناظر، عددی دنباله های همچنین و آن ها ترکیبیاتͬ تعبیرهای لوکاس، و فیبوناتچͬ مͺعب های
oeis.org سایت در آن ها مراجع و فرمول ها خواص، همراه به مختلف عددی دنباله های که است یادآوری به لازم گرفته اند.
،A۲۴۶۹۹۸ ،A۲۵۰۱۱۴ ،A۱۲۹۵۲۶دنباله های مانند آمده اند، به دست [۴] در که دنباله هایی .[٢٩] شده اند جمع آوری

هستند. موجود آن نویسندگان نام به و سایت این در A۰۰۱۲۲۴ و A۰۰۰۳۵۸
را آن  تعداد و OV (G) با را V (G) بر Aut(G) عمل از حاصل مدارهای مجموعه است. گراف ͷی G کنیم فرض
oE(G) = و E(G) بر Aut(G) عمل مدارهای مجموعه OE(G) مشابه، به طور ͬ دهیم. م نشان oV (G) = |OV (G)| با
یال ،g ∈ Aut(G) هر برای آن در که است طبیعͬ عمل ،E(G) بر Aut(G) عمل از منظور است. آن اندازه |OE(G)|
و ē با را e ∈ E(G) مدار و |ū| با را آن اندازه و ū با را u ∈ V (G) مدار ͬ شود. م نگاشت {g(u), g(v)} یال به {u, v}

ͬ کنیم: م استفاده k اندازه با مدارهای تعداد برای زیر نمادهای از همچنین، ͬ دهیم. م نشان |ē| با را آن اندازه

oV (G, k) = |{X ∈ OV (G); |X| = k}|,

oE(G, k) = |{Y ∈ OE(G); |Y | = k}|.
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برقرارند: زیر روابط ترتیب، این ∑به
k

k oV (G, k) = |V (G)|,
∑
k

oV (G, k) = oV (G),

∑
k

k oE(G, k) = |E(G)|,
∑
k

oE(G, k) = oE(G).

بنابراین و ͬ پذیرد م غیربدیهͬ خودریختͬ ͷی دقیق به طور Γn فیبوناتچͬ مͺعب ،n ≥ ۱ برای که دیدیم ٢ . ۴ قضیه در
داریم: هستند. ٢ و ١ آن مدارهای اندازه ترتیب، این به .|Aut(Γn)| = ۲

دراین صورت .n ≥ ۲ ͬ دهیم م قرار ([۴]) .۴ . ۴ قضیه

oV (Γn,۱) = F⌊n−(−۱)n
۲ ⌋+۲,

oV (Γn,۲) = ۱
۲
(
Fn+۲ − F⌊n−(−۱)n

۲ ⌋+۲

)
,

oV (Γn) = ۱
۲
(
Fn+۲ + F⌊n−(−۱)n

۲ ⌋+۲

)
.

شده اند. محاسبه ٢ جدول در ͷکوچ فیبوناتچͬ مͺعب های برای مقادیر این

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵
|V (Γn)| ۲ ۳ ۵ ۸ ۱۳ ۲۱ ۳۴ ۵۵ ۸۹ ۱۴۴ ۲۳۳ ۳۷۷ ۶۱۰ ۹۸۷ ۱۵۹۷
oV (Γn) ۱ ۲ ۴ ۵ ۹ ۱۲ ۲۱ ۳۰ ۵۱ ۷۶ ۱۲۷ ۱۹۵ ۳۲۲ ۵۰۴ ۸۲۶

oV (Γn,۱) ۰ ۱ ۳ ۲ ۵ ۳ ۸ ۵ ۱۳ ۸ ۲۱ ۱۳ ۳۴ ۲۱ ۵۵
oV (Γn,۲) ۱ ۱ ۱ ۳ ۴ ۹ ۱۳ ۲۵ ۳۸ ۶۸ ۱۰۶ ۱۸۲ ۲۸۸ ۴۸۳ ۷۷۱

.n ≤ ۱۵ برای V (Γn) در ٢ اندازه از مدارهای و ١ اندازه از مدارهای مدارها، رأس ها، تعداد :٢ جدول

مثال، برای ͬ روند. م به کار ترکیبیاتͬ شمارشͬ مسائل از برخͬ برای حلͬ راه به عنوان oV (Γn) اعداد که است ذکر به لازم
توسط ͬ توان م را ۲× (n+۱) مستطیل ͷی روش چند به :[٢٨] کردند مطرح را زیر مسئله ١٩۶٢ سال در گلمب۴ و پتن٣
ͬ پرسد م پوشش متمایز روش های تعداد از مسئله دقیق تر، به طور پوشاند؟ (۱×۲ و ۲×۱ ابعاد با (مستطیل هایی دومینوها
oV (Γn) با را پاسخ این جا در آورد. به دست چرخش یا و انعکاس با دیͽری از نتوان را ͬͺی اگر متمایزند، پوشش دو آن در که

است.) آمده  A۰۰۱۲۲۴ دنباله نام با [٢٩] در نتیجه (این :[۴] ͬ کنیم م بیان
ببینید.) را ٧ و ۶ (شͺل های است. بررسͬ قابل مستقیم به طور مطلب این n ∈ {۰,۱} برای

دومینوها. توسط ۲× ۱ مستطیل پوشش :۶ شͺل

3Patten 4Golomb
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دومینوها. توسط ۲× ۲ مستطیل پوشش :٧ شͺل

ͬ دهیم: م ارائه دوطرفه اثبات ͷی ،n ≥ ۲ برای
این صورت به  را دومینوها با ۲× (n+ ۱) مستطیل از پوشش ͷی v به .v = u۰ ∈ V (Γn+۱) و u ∈ V (Γn) کنیم فرض
متناظر افقͬ دومینوی جفت ͷی ١٠ هر به و عمودی دومینوی ͷی ٠ هر به راست، به چپ از v از گذر در که ͬ دهیم م نسبت
ͬ کنیم م متناظر طوری را v ∈ V (Γn+۱) راست، به چپ از گذر با ۲× (n+۱) مستطیل از پوشش هر به عکس، به ͬ کنیم. م
از ͬ یابد. م پایان ۰ با v دراین صورت، شوند. گذاری کد ١٠ با افقͬ دومینوهای از جفت هر و ٠ با عمودی دومینوهای که
مجموعه و V (Γn) بین دوسویی ͷی ترتیب، این به ͬ نامیم. م u ∈ V (Γn) را حاصل عنصر و کرده حذف را آن پایانͬ ٠ ،v
پوشش های تمام مجموعه و OV (Γn) بین دوسویی ͷی درواقع، ͬ شود. م ایجاد ۲ × (n + ۱) مستطیل پوشش های تمام

آورده ایم. به دست ۲× (n+ ۱) مستطیل متمایز
به طوری که هستند n+۱ از مرتب شده عددی افرازهای ͬ شوند، م شمارش oV (Γn) با که ترکیبیاتͬ عناصر از دیͽر دسته
به دست انعکاس با دیͽری از نتوان را ͬͺی هرگاه گوییم، متمایز را افراز دو آن در و باشند {۱,۲} مجموعه از آن جمع وندهای

ͬ آوریم: م زیر در را n+ ۱ = ۵ از نظر مورد عددی افرازهای .n = ۴ کنید فرض مثال، برای آورد.

۵ = ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱
= ۲+ ۱+ ۱+ ۱
= ۱+ ۲+ ۱+ ۱
= ۲+ ۱+ ۲
= ۲+ ۲+ ۱

هستند. دومینوها توسط ۲ × (n + ۱) مستطیل از متمایز پوشش های با دوسویی تناظر در افرازها از دسته این به وضوح،
و دهیم نسبت افقͬ دومینوی جفت ͷی آن، در ٢ هر به و عمودی دومینوی ͷی افراز، در ١ هر به است کافͬ کار، این برای

عکس. به
،n ≥ ۰ هر برای شده اند: محاسبه [۴] در نیز فیبوناتچͬ مͺعب های یالͬ مدارهای تعداد

oE(Γn,۱) = ۱−(−۱)n
۲ F⌊n+۱

۲ ⌋,

oE(Γn,۲) = ۱
۱۰ (nFn+۱ + ۲(n+ ۱)Fn)− ۱−(−۱)n

۴ F⌊n+۱
۲ ⌋,

oE(Γn) = ۱
۱۰ (nFn+۱ + ۲(n+ ۱)Fn) +

۱−(−۱)n
۴ F⌊n+۱

۲ ⌋.

رأسͬ مدارهای تعداد محاسبه شده اند. گردآوری ٣ جدول در n ≤ ۱۴ بعد با فیبوناتچͬ مͺعب های برای بالا مقادیر
است: پیچیده تر  کمͬ لوکاس مͺعب های

۵٧



۴٣–۶١ (١٣٩۶) ٢ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اشرفͬ، رضا علͬ و فتحعلیخانͬ خدیجه

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴
|E(Γn)| ۱ ۲ ۵ ۱۰ ۲۰ ۳۸ ۷۱ ۱۳۰ ۲۳۵ ۴۲۰ ۷۴۴ ۱۳۰۸ ۲۲۸۵ ۳۹۷۰
oE(Γn) ۱ ۱ ۳ ۵ ۱۱ ۱۹ ۳۷ ۶۵ ۱۲۰ ۲۱۰ ۳۷۶ ۶۵۴ ۱۱۴۹ ۱۹۸۵

oE(Γn,۱) ۱ ۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۳ ۰ ۵ ۰ ۸ ۰ ۱۳ ۰
oE(Γn,۲) ۰ ۱ ۲ ۵ ۹ ۱۹ ۳۴ ۶۵ ۱۱۵ ۲۱۰ ۳۶۸ ۶۵۴ ۱۱۳۶ ۱۹۸۵

.n ≤ ۱۴ برای E(Γn) در ٢ اندازه با مدارهای و ١ اندازه با مدارهای مدارها، یال ها، تعداد :٣ جدول

،n ∈ N هر برای ([۴]) .۵ . ۴ قضیه

oV (Λn) =
۱
۲

۱
n

∑
d|n

φ
(n
d

)
Ld + F⌊n

۲ ⌋+۲

 .

است. اویلر φ تابع ،φ آن در که

بیابید. [٢] در ͬ توانید م را لوکاس مͺعب های رأسͬ مدارهای تعداد با متناظر ترکیبیاتͬ تعبیرهای
اما بشمارند. را D۲n مرتبه باید آن ها اندازه های که است روشن لوکاس، مͺعب های در رأسͬ مدارهای اندازه تعیین در

باشد. مدار ͷی اندازه ͬ تواند نم ۲n شمارنده هر که ͬ دهد م نشان زیر نتیجه

،n ∈ N هر برای ([۴]) .۶ . ۴ قضیه

{|X|; X ∈ OV (Λn)} = {k ≥ ۱; k | n} ∪ {k ≥ ۱۸; k | ۲n}.

هر برای شده  است. مشخص مͺعب ها از نوع این در مختلف اندازه های با رأسͬ مدارهای تعداد [۴] در همچنین،
،k | ۲n و n ∈ N

oV (Λn, k) =



∑
d|k

µ

(
k

d

)
F⌊ d

۲ ⌋+۲, k | n ∧ فرد k

∑
d|k

µ

(
k

d

)
F⌊ d

۲ ⌋+۲ +
۱
k

∑
d| k۲

µ

(
k

۲d

)
(Ld −

k

۲F⌊ d
۲ ⌋+۲), k | n ∧ زوج k

۱
k

∑
d| k۲

µ

(
k

۲d

)
(Ld −

k

۲F⌊ d
۲ ⌋+۲), k | ۲n ∧ k ∤ n

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵ ۱۶ ۱۷ ۱۸
oV (Λn) ۱ ۲ ۲ ۳ ۳ ۵ ۵ ۸ ۹ ۱۴ ۱۶ ۲۶ ۳۱ ۴۹ ۶۴ ۹۹ ۱۳۳ ۲۰۹

oV (Λn, n) ۱ ۱ ۱ ۱ ۲ ۲ ۴ ۵ ۶ ۹ ۱۲ ۱۵ ۲۰ ۲۸ ۳۰ ۴۷ ۵۴ ۷۹
oV (Λn,۲n) ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۳ ۵ ۱۰ ۱۵ ۳۰ ۴۴ ۷۸ ۱۱۹

.n ≤ ۱۸ برای V (Λn) در ۲n اندازه با مدارهای و n اندازه با مدارهای مدارها، تعداد :۴ جدول

اولͬ که ͬ دهیم م ارائه oV (Γn) و oE(Λn) بین جالب رابطه ͷی ادامه، در ببینید. را ۴ جدول روابط، این بهتر درک برای
ͬ دانیم م مرجع همان از همچنین، .oE(Λn) = oV (Γn−۳) ،n ≥ ۵ برای که داریم [۴] از است. دومͬ از انتقالͬ واقع در
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،n ∈ N هر برای که
oE(Λn) =

۱
۲
(
Fn−۱ + F⌊n+۱+(−۱)n

۲ ⌋

)
.

ͬ کند. م بحث لوکاس مͺعب های یالͬ مدارهای اندازه درمورد نیز زیر قضیه

،n ∈ N هر برای ([۴]) .٧ . ۴ قضیه

{|X|; X ∈ OE(Λn)} ⊆ {n,۲n},

.n ≥ ۵ اگروتنهااگر است برقرار تساوی و

پایان، در و

،n ∈ N هر برای ([۴]) .٨ . ۴ نتیجه

oE(Λn, n) = F⌊n+۱+(−۱)n
۲ ⌋,

oE(Λn,۲n) = ۱
۲
(
Fn−۱ − F⌊n+۱+(−۱)n

۲ ⌋

)
.

شده اند. محاسبه ۵ جدول در n ≤ ۱۶ با Λn لوکاس مͺعب برای بالا قضیه با متناظر مقادیر

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵ ۱۶
oE(Λn) ۰ ۱ ۱ ۲ ۲ ۴ ۵ ۹ ۱۲ ۲۱ ۳۰ ۵۱ ۷۶ ۱۲۷ ۱۹۵ ۳۲۲

oE(Λn, n) ۰ ۱ ۱ ۲ ۱ ۳ ۲ ۵ ۳ ۸ ۵ ۱۳ ۸ ۲۱ ۱۳ ۳۴
oE(Λn,۲n) ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۳ ۴ ۹ ۱۳ ۲۵ ۳۸ ۶۸ ۱۰۶ ۱۸۲ ۲۸۸

.n ≤ ۱۶ برای E(Λn) در ۲n اندازه با مدارهای و ،n اندازه با مدارهای مدارها، تعداد :۵ جدول

گیری نتیجه .۵

گراف ها این خودریختͬ گروه دادیم. قرار مطالعه مورد را لوکاس و فیبوناتچͬ مͺعب های جبری خواص مقاله این در
ساختار و هستند نیم مشبͺه گراف ها این که کردیم بیان همچنین، کردیم. بررسͬ را یال ها و رأس ها روی آن مدارهای و
مسائلͬ از متناظر، گراف های خودریختͬ گروه با آن انطباق و ترتیبی ساختار این خودریختͬ گروه مطالعه دارند. ترتیبی
بررسͬ [۵] در فیبوناتچͬ مͺعب های در تام کدهای وجود که است ذکر به لازم پرداخت. آن  به بایستͬ آینده در که است
تام کدهای بررسͬ بنابراین نیست. دست در لوکاس مͺعب های در کدها این وجود درمورد اطلاعاتͬ ͬ که درحال است، شده

پرداخت. آن به ͬ توان م که است دیͽری باز مسئله لوکاس مͺعب های در
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۴٣–۶١ (١٣٩۶) ٢ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه لوکاس، و فیبوناتچͬ مͺعب های جبری خواص

اشرفͬ رضا علͬ
کاشان دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده محض، ریاضͬ گروه

ashrafi@kashanu.ac.ir
محمد راهنمایی تحت ١٣٧۴ سال در را خود دکتری وی است. تهران شهر در ١٣۴٣ سال اردیبهشت متولد اشرفͬ رضا علͬ
استخدام کاشان دانشͽاه ریاضͬ گروه در استادیار عنوان به ١٣٧۵ سال در اشرفͬ نمود. اخذ تهران دانشͽاه از درفشه رضا

ͬ باشد. م دانشͽاه این ریاضͬ علوم دانشͺده استاد اکنون و شد

فتحعلیخانͬ خدیجه
کاشان دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده محض، ریاضͬ گروه

fathalikhani.kh@ut.ac.ir

ریاضͬ رشته در دوم رتبه کسب با ١٣٨۶ سال در وی است. تهران شهر در ١٣۶٣ سال ماه دی متولد فتحعلیخانͬ خدیجه
و نمود آغاز ١٣٨٧ سال در تهران دانشͽاه در را خود ارشد کارشناسͬ مقطع سپس او شد. فارغ التحصیل گیلان دانشͽاه از
در را خود دکتری مقطع فتحعلیخانͬ رسانید. پایان به ١٣٨٩ سال در دوم رتبه احراز با نیز را دانشͽاه آن در خود تحصیلات
سپری اسلوونͬ و اسپانیا کشورهای در مطالعاتͬ فرصت دوران گذراندن با و اشرفͬ رضا علͬ راهنمایی با کاشان دانشͽاه

است. کاشان دانشͽاه در پسادکتری دوره محقق هم اکنون او کرد.
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