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والدمن۵ سͬ و زبرگ۴ لند سموئل گردیلو۳، گواستاوا دینگ۲، دانیل.یِ. گری۱، بی. . شرلͬ
آبادی حسن محمدی فیروزه و ∗ آبادی حسن محمدی اکبر علͬ مترجمین:

مفاهیم طریق از تنها ارشمیدس، که شد آغاز زمانͬ از این و است بوده جذاب بسیار موضوعͬ همواره استوانه ای سˀم چͺیده.
حسابͽان و مثلثات از استفاده با مقاله این در است. آن محاطͬ مͺعب حجم ۱/۶ استوانه ای سˀم حجم که کرد ثابت هندسͬ

است. شده ارائه استوانه ای سˀم حجم محاسبه چͽونگͬ انتگرال، و دیفرانسیل

حراج است. نبوده جهانͬ توجه مورد ارشمیدش یادداشت های از بیش ریاضیات از زمینه ای هیچ گذشته دهه در
موزه ای نمایشͽاه های به منجر داشت، دنبال به را والترز٢ هنرهای موزه مرکزیت به گروهͬ کار که ،١٩٩٨ سال در کریستیز١
مخاطبان نخبͽان، دیͽر و ریاضیدانان شد. دیͽر ارائه های از بسیاری و تلویزیونͬ ویژه های روزنامه ای، مقاله های خیابانͬ،
ارشمیدس‐ روش جهانͬ نسخه ͬ ترین قدیم دهم‐ قرن بیرنگ و کهنه شده امضا نوشته های کردند. جذب را جدیدی
بودند شͽفت در مدیدی مدت ͷکلاسی نخبه های و ریاضیدانان شد. فروخته حراجͬ“ این ”در دلار میلیون دو قیمت به
ͷنزدی انتگرال و دیفرانسیل حسابͽان فرموله کردن به چقدر ͷانیͺم نابغه ͷی میلاد)، از قبل ٢١٢-٢٨٧) ارشمیدس که
دو این محتوای اگرچه است. نهفته آنها در ایده ها این مطمئناً باشند، خواندن قابل ١۴ و ١٣ قضایای اصلا́ اگر بود. شده
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۶٧–٩۶ (١٣٩۶) ،١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آبادی، حسن محمدی ف. و آبادی حسن محمدی ع. مترجمین:

کارهای بررسͬ هنگام موجود واقعیات اساس بر دارد. وجود آنها در نوشتاری اشتباهات امͺان و شده اند، بازنویسͬ قضیه
بررسͬ مورد یͺم و بیست قرن روشهای و ریاضیات ͷکم به را قضایا او، نظریات به توجه بدون تا شدیم آن بر ارشمیدس
این در کنیم. جبران را گذشته اشتباهات تا شده ایم وارد نخبه ای هر تحقیقات در که باوریم برآن به علاوه، دهیم. قرار

کردیم. پیدا را طلایی نسبت در ارشمیدس از اثری کوشش

استوانه ای سˀم حجم

مفاهیم طریق از تنها ارشمیدس، که شد آغاز زمانͬ از این و است بوده جذاب بسیار موضوعͬ همواره استوانه ای سˀم
از همزمان استفاده با جاری بحث در . است آن محاطͬ مͺعب حجم ۱/۶ استوانه ای سˀم حجم که کرد ثابت هندسͬ،
چͽونگͬ بود، ناشناخته میلاد از قبل سوم قرن در ارشمیدس برای آنها دوی هر که انتگرال، و دیفرانسیل حسابͽان و مثلثات

ͬ کنیم. م ارائه را سˀم حجم محاسبه

. سˀم ایجاد :١ شͺل

فنͬ بحث

توسط ͬ شود م دیده (چپ) ١ شͺل در آنچه همانند دنباله ای ͬ شود. م ایجاد مͺعب ͷی روی «برش ها» طریق از سˀم
ͷی برش، اولین ͬ کنیم؛ م شروع مͺعب ͷی با .[١]‐[١١] است شده داده نمایش گذشته قرن طͬ در متعددی نخبͽان
استوانه قاعده که صفحه ای توسط استوانه این دادن برش با است؛ مͺعب ضلع برابر قطرش که ͬ آورد م وجود به را استوانه

است. شده داده نشان ١ شͺل در نهایی سم ͬ شود. م ایجاد سˀم ͬ گذرد، م آن بالایی لبه از و کرده نصف را
(همانطور را ابعاد و مختصات دستگاه است لازم ͬ کنیم، م استفاده انتگرال و دیفرانسیل حسابͽان و مثلثات از چون
قرار X − Y صفحه در مرکزش که ۲R ضلع با مͺعب ͷی کنیم. تعریف دقت به است) شده داده نشان ١ شͺل در که
بنابراین ͬ کند. م تغییر ۲R تا ۰ از Z یعنͬ است، ۲R ارتفاع دارای و ͬ کنند) م تغییر R تا −R از کدام هر Y Xو ) دارد
قطع را X‐محور که ͬ کنیم م انتخاب طوری را مایل برش بودن، مشخص برای ͬ باشد. م R شعاع دارای محاطͬ استوانه

هستند. ۲R برابر سم قاعده و ارتفاع از ͷی هر کند.
: از است عبارت سˀم حجم به وضوح ترتیب، بدین

(١) V =

∫ R

−R

∫ √
R۲−X۲

۰

∫ ۲Y

۰
dZdY dX.
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۶٧–٩۶ (١٣٩۶) ،١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،١۴ و ١٣ قضایای : ارشمیدس روش

شعاع های برای را (١) معادله باشد لازم که کنید تصور لذا است. ͬͺفیزی خاصیت ͷی جسم ͷی حجم ͬ دانیم م حالا،
مسئله ͷی به را مسئله که است بهتر کنیم. حل جداگانه طور به را مورد هر ͬ بایستͬ م صورت این در کنیم؛ حل متعددی
در . z = Z/R و y = Y/R ،x = X/R کنیم فرض دهیم: کاهش زیر صورت به بعد) از نظر صرفه و ) ریاضͬ صرفاً

به ͬ شود م تبدیل (١) برابری صورت این

(٢) V = R۳
∫ ۱

−۱

∫ √
۱−x۲

۰

∫ ۲y

۰
dzdydx.

بͽیریم نظر در بعد) از صرفه نظر (و عددی صرفاً را مسئله ͬ توانیم م و بوده R۳ با متناسب دقیقاً حجم که ͬ شود م مشاهده و
شود. حل Rها تمامͬ برای و یͺبار ͬ تواند م که

(٣) V =

∫ ۱

−۱

∫ √
۱−x۲

۰

∫ ۲y

۰
dzdydx.

کرد: حل زیر صورت متلب۴به یا و متمتیͺا٣ از استفاده بدون و سادگͬ به ͬ توان م را انتگرال این

V =

∫ ۱

−۱

∫ √
۱−x۲

۰

[∫ ۲y

۰
dz

]
dy

 dx.

∫ ۲y

۰
dz = ۲y,

∫ √
۱−x۲

۰
۲ydy = y۲

∣∣∣√۱−x۲

۰
= ۱− x۲(۴)

V =

∫ ۱

−۱
(۱− x۲)dx = x

(
x− x۳

۳

) ∣∣∣۱
−۱

=
۴
۳ .

از بیش که طور همان سˀم، مͺعب/حجم حجم = ۱/۶ که است واضح ͬ باشد، م مͺعب حجم = ۸R۳ چون بالاخره،

بود. شده معین ارشمیدس توسط قبل سال ٢٠٠٠

. [(٢٠١٢) لینچ به [منسوب z ،y ،x جهت های در سˀم ͷی مقاطع‐عرضͬ :٢ شͺل

همانطور نمود. محاسبه یͽانه انتگرال های از استفاده با را سم حجم ͬ توان م چطور که است داده نشان [٢٩] لینچ۵
به جهت در قطاع ͷی یا مستطیل، مربع ͷی مثلث، ͷی انتگرال گیری با ͬ توان م را محاسبه ͬ شود، م مشاهده ٢ شͺل در که

سˀم. حجم = ۴R۳/۳ است: یͺسان نتیجه دارای انتگرال گیری مسیر سه هر البته داد. انجام z ،y ،x ترتیب

3 Mathematica 4 MATLAB 5 Lynch
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۶٧–٩۶ (١٣٩۶) ،١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آبادی، حسن محمدی ف. و آبادی حسن محمدی ع. مترجمین:

. شده) زده سایه (قسمت مدور مقطع ͷی قطاع :٣ شͺل

مختصات روی مساحت هر انتگرال گیری هدف، ͬ دهیم. م نمایش بعد گرفتن نظر در بدون را محاسبات این ذیل در
داریم بعد، از مختصات سازی رها برای روند این از استفاده با ͬ باشد؛ م متناظر

V =

∫ ۱

−۱
Atriangle(x)dx.(۵)

=

∫ ۱

۰
Arect(y)dy =

∫ ۲

۰
Asegment(z)dz.

از است عبارت اول دومساحت

Atriangle(x) = (۱− x۲).(۶)

Arect(y) = ۴y
√

۱− y۲.

قطاع، ͷی مساحت است. سازگار (۴) برابری با که ͬ باشد، م V = ۴
۳ برابر انتگرال ها این از ͷی هر که داد نشان ͬ توان م

از است عبارت است شده داده نشان ٣ شͺل در که همانطور

(٧) Asegment(y) = cos−۱y − y
√

(۱− y۲).

بنویسیم ͬ توانیم م ،ζ = z/۲ دهیم قرار اگر ،z = ۲y اینکه به توجه با بͽیریم؛ انتگرال z حسب بر تابع این از مایلیم ولͬ

V = ۲
∫ ۱

۰
Asegment(ζ)dζ.(٨)

= ۲
[
ζcos−۱ζ −

√
۱− ζ۲ +

۱
۳
√

(۱− ζ۲)۳
]۱
۰
=

۴
۳ .
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۶٧–٩۶ (١٣٩۶) ،١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ،١۴ و ١٣ قضایای : ارشمیدس روش

. (راست) منشور و سˀم و (چپ) ارشمیدس سهمͬ و سˀم اثر :۴ شͺل

ͬ نمود، م استفاده شده یاد مثلثͬ روش از اساساً او کنیم. تمرکز ارشمیدس حل راه بر لحظه ای برای بیایید پایان، در
تا گرفت نظر در را x‐جهت در مثلث ها کردن جمع مسئله ارشمیدس نداشت. را داریم دست در اینک ما که ابزاری ولͬ

کردیم بیان زیر صورت به ما آنچه یعنͬ، آورد، دست به را حجم

(٩) v =

∫ ۱

−۱
Atriangle(x)dx =

∫ ۱

−۱
(۱− x۲)dx.

اسـت، شـده مشتق y۲ = ۱ − x۲ دایره، از که برابری این در انتگرالده که است گفته خود ١٣ قضیه در ارشمیدس
،yp = ۱ − x۲ یعنͬ ،x-y صفحه در سهمͬ معادله همان ͬ شود، م دیده (بالا) ۴ شͺل در سبـز خـط در کـه هـمـانطـور
لذا، .MN۲ : MO۲ :: MN : ML از، است عبارت ارشمیدس استفاده مورد نسبت و کسر گذاری نماد در این است.
از را بعد ͷی ظاهراً زیرا آید نظر به کننده گیج است ممͺن این قطاع. مساحت با است برابر سˀم حجم بعد) از (صرفنظر
(راست) ۴ شͺل ͬ شود. م بیان کسرها حسب بر مسئله این بعد، با همراه جهان در بعد. رهاسازی ابزار یعنͬ داده ایم، دست
قطاع مساحت به قاعده مستطیل مساحت همانند سˀم، حجم به منشور حجم ͬ دهد. م نشان را منشور۶ و سˀم حجم های

یعنͬ است،
(١٠) منشور سˀم/حجم حجم = مستطیل قطاع/مساحت مساحت

ایـنـͺـه بـه توجــه بـا و مسـتـطـیـل قــطــاع/مســاحـت مـسـاحــت = ۳/۲ کـــه بــود داده نـشـان قـبـلا́ ارشــمـیـدس
سˀم. مͺعب/حجم حجم = ۱/۶ داریم، دوباره منشور، مͺعب/حجم حجم = ۱/۴

این در کنیم. جبران را گذشته اشتباهات تا شده ایم وارد نخبه ای هر تحقیقات در که باوریم آن بر اینکه، توجه قابل
کنید توجه (بالا) ۴ شͺل در .r = R

φ که هنگامͬ تنها ولͬ کرده ایم، پیدا را طلایی نسبت در ارشمیدس از اثری کوشش
استفاده با که نداشته اند نکته این به اشاره ای نوشته این در مندرج نخبه های دیͽر از ͷی هیچ ͬ کند. م تغییر R تا ۰ از r که
،∆GML ∼ ∆LSF مثلث ها همنهشتͬ) واقع در یا ) تشابه مفهوم کارگیری به با ͬ توانید م NL یا NF واقعͬ اندازه از
. MO = ۱/√φ ضمناً، و ME : ED :: MN : MK :: NF : NL = φ طلایی: نسبت وارون ،r = ۱

φ که دهید نشان

کامپیوتری برنامه و متحرک اشͺال

به استوانه به مͺعب از انتقال Curvebank.calstatela.edu/method/method.htm در شده داده نشان متحرک اشͺال
آخر دنباله در ͬ سازد. م را حجم که است شده تشͺیل ∆x ضخامت با عمودی ورق های از ،ͷی هر ͬ دهد. م نشان را سˀم
برعکس انتگرال گیری ͷی شود، داده نشان آن درون تا ͬ شوند م دور سˀم از لایه لایه صورت به مثلث ها متحرک، اشͺال

6 Prism
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۶٧–٩۶ (١٣٩۶) ،١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه آبادی، حسن محمدی ف. و آبادی حسن محمدی ع. مترجمین:

باندهایی از لایه ها از کدام هر شد. ایجاد متلب٧ برنامه از نسخه ای وسیله به متحرک اشͺال بخواهید. اگر اصطلاح)، (به
پلͺانͬ حالت به ͬ شوند م انباشته هم روی وقتͬ تا شده اند تنظیم مناسبی نحو به اینها است؛ شده ساخته ∆x ضخامت به
۶ به مقدار این که کنید بررسͬ ͬ توانید م و ͬ دهد م گزارش را مͺعب) حجم سˀم/ (حجم نسبت مربوطه کد نیایند. در
مـثـال بــرای ͬ یابد). م کاهش لایه، ضخامت ،∆x به نهایتاً این (که ͬ یابد م افزایش npts پارامتر که هنگامͬ ͬ کند م میل
داریـم npts=۵٠١ بـرای آنـͺـه حـال مـͺـعـب، سˀـم/حـجـم حـجـم = ۶٫۰۰۲۴ ͬ آوریـم مـ دسـت بـه npts=۵١ بـرای

دولتͬ. کار به ͷنزدی کافͬ حد به محاسبات این معروف، قول به مͺعب. سˀم/حجم حجم = ۶٫۰۰۰۰۲۴
استوانه ͷی ترکیب لذا شود، ساخته دلخواه متوازی السطوح ͷی از مشابه طور به ”سˀم“ ͷی که ͬ کنیم م فرض همچنین
السطوح متوازی حجم ششم ͷی برابر سم حجم که ͬ دهد م را نتیجه این مشابه طور به سهموی، برش‐عرضͬ و مایل
ͬ کنند. م تصویر مͺعب ͷی به را السطوح متوازی ͷی درون نقاط که ͬ شود م شروع ۴×۴ ماتریس ͷی با اینها همه است.

ͬ گذاریم. م خواننده عهده به خوشحالͬ با را جزئیات

۳−D مدل چاپͽرهای

و متوسط، اندازه با سˀم ͷیـ و کـوچͺتر، مقیـاس به اولیه سˀـم ͷاست‐ی کـرده تولیـد را مـدل ها از مجموعـه دو ما تیـم
Deezmaker چـاپͽر ͷیـ تـوسط اینچ ۰٫۰۱ لایـه ضـخامت بـا کـوچͺتر سˀم بزرگتـر. ماشیـن ͷیـ روی ، آن را مͺمل نیـز
ͬ باشد. م اینچ ۰٫۰۵ ضخامت دارای دیواره هایش سطح تمامͬ و است ͷمشب خصوصاً درونش شد. ساخته Bukobot

لایه هر ازای به اینج ۰٫۰۱۳ ضخامت دستور با uPrint SE Plus چاپͽر از استفاده با آن مͺمل و متوسط اندازه با سˀم
مدل های ، پیمانه ها٨ مثل که طوری به شد حذف طراحͬ از آن مͺمل و سˀم دوی هر برای مشترک مقسم صفحه شد. چاپ
در شد. شروع هندسͬ اشیاء کامپیوتری نمایش های با و بود مشابه چاپ، روندهای کرد. پر مایع از ͬ توان م را نهایی ͬͺفیزی
استفاده Solidworks نام به کامپیوتری) ͬͺکم طرح ،Computer Aided Design) CAD معروف برنامه ͷی از حالت این
استفاده مورد مͺعب از ضلع هر آن در که کند، تولید را آن مͺمل و متوسط اندازه با سˀم کامپیوتری نمایش های تا شد
و سطوح، مساحت حجم، همچون خواصͬ محاسبه به قادر افزار نرم کنید). ملاحظه را ۶ و ۵ (شͺل های بود ۱۰‐اینچ
مͺعب حجم ۱/۶ سˀم حجم که کنیم بررسͬ مستقل طور به تا شد موجب کاری چنین انجام و بود، مدل هر جرم مرکز

است.

۶ شͺل ۵ شͺل

7 MATLAB 8 Scoop
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