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مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های و نمایش متناهͬ k‐جبرهای

معدنشͺاف علͬ ∗ و جان زاده خان زینب 

مختلط ضرایب با چندجمله ای ها حلقه های روی ͬͺزاریس توپولوژی پیدایش تاریخͬ سیر تبیین به ابتدا مقاله این در چͺیده.
‐k رسته  دوگان روی موجود ساختارهای از ͬͺی داریم قصد ،k مفروض یͺدار و جابجایی حلقه ی برای سپس، ͬ پردازیم. م
مولد، متناهͬ ∞C‐حلقه های همه ی رسته ی دوگان یعنͬ ،L رسته به مشابهͬ روش به ͬ تواند م که را نمایش متناهͬ جبرهای

است. ͬͺزاریس سایت آن کنیم. معرفͬ شود داده تعمیم

مقدمه .١

همان جبر ،ͷکلاسی جبری هندسه در ͬ آیند. م حلقه ها، از ویژه به جبر، از که است هندسه هایی مطالعه ی جبری، هندسه
به ͬ شود. م نامیده جبری چندگونای ͷی که ͬ باشد م چندجمله ای ها صفرهای مجموعه ی هندسه، و چندجمله ای ها حلقه ی
گونه، همین است، جبری چندگونای ͷی که است x۲+y۲−۱ چندجمله ای صفرهای مجموعه ی واحد، دایره نمونه، عنوان
دستگاه ͷی جواب های از مجموعه ای به عنوان جبری چندگونای ͷی ،ͷکلاسی طور به هستند. چنین مخروطͬ مقاطع همه
این جبری، چندگونای ͷی از مدرن تعاریف ͬ شود. م تعریف مختلط اعداد یا حقیقͬ اعداد روی چندجمله ای معادلات از
اولیه تعریف ورای هندسͬ شهود تا ͬ کنند م تلاش هرکدام آنکه حال ͬ دهند، م تعمیم متفاوت روش چندین به را مفهوم
ͷی کلͬ، حالت در ͬ باشد. م چندجمله ای ها از گردایه ͷی صفرهای هندسͬ مͺان جبری مجموعه ͷی بماند. محفوظ

نوشت. جبری چندگونای های از متناهͬ اجتماعͬ صورت به ͬ توان م را جبری مجموعه
ͷی روی توپولوژی ͷی ،[١٣] ͬͺزاریس اسͺار نام به بلاروس کشور اهل ریاضیدان ͷی میلادی ١٩۵٢ سال در
به اکنون که کرد معرفͬ بسته، مجموعه های به عنوان آن جبری زیرمجموعه های گرفتن با را دلخواه، جبری چندگونای
توپولوژی از کمتری بسیار باز مجموعه های تعداد دارای ͬͺزاریس توپولوژی آنجایی که از است. مرسوم ͬͺزاریس توپولوژی
.[١١] است مناسب بسیار جبری هندسه در چندجمله ای معادلات مطالعه ی برای توپولوژی این لذا ͬ باشد، م معمولͬ ͷمتری
عنوان به دقیقاً .[١٠] ͬ شود م تعریف آفین و تصویری چندگونا های برای ͬͺزاریس توپولوژی ،ͷکلاسی جبری هندسه در
این برای متفاوت کمͬ ͬͺزاریس توپولوژی ͬ شود، م تقسیم آفین و تصویری چندگوناهای مطالعه ی به خودش که موضوعͬ
ͷکلاسی هندسه در که ͬ کنیم، م کار k ثابت بسته جبری میدان ͷی روی که ͬ کنیم م فرض اینجا در است. شده تعریف دو،

ͬ باشد. م مختلط اعداد همیشه تقریباً

.ͬͺزاریس سایت رسته، ͷی روی ͷگروتندی توپولوژی ͬ مولد، متناه ∞C‐حلقه ی نمایش، متناهͬ k‐جبر ،ͬͺزاریس توپولوژی کلیدی. کلمات و عبارات
مسئول ∗نویسنده

. ١٣٩۴/١٠/١۵ پذیرش: تاریخ ١٣٩٣/٠۵/٢۵ دریافت: تاریخ
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آن مختصات٢ͬ حلقه از ماکسیمال ایدال های و آفین چندگونا ͷی نقاط بین تناظر از ١ͷگروتندی میلادی ١٩۶٠ سال در
،ͷگروتندی دهد. تعمیم دلخواه جابجایی حلقه ی ͷی از اول ایدال های مجموعه ی به را ͬͺزاریس توپولوژی تا کرد استفاده
ͷی با منیفلد ͷی بعنوان حلقه ͷی هندسه ی با یͺسانͬ رابطه که کرد تعریف هندسͬ پایه ای اشیای عنوان به را اسͺیم ها٣
هندسه در انتزاع گسترده نیازهای به پاسخ در زمان، همان گرداگرد در رسته ای نظریه ی زبان .[۴] دارد مختصاتͬ چارت

یافت. ملاحظه ای قابل تکامل جبری،
داده تعمیم روش چندین به مدول ها برای حتͬ و ناجابجایی حلقه های برای ͬͺزاریس توپولوژی که است ذکر به لازم

دارد. وجود رابطه این در زیادی مقالات و اند شده
مجموعه دهنده نشان ترتیب به C و R نمادهای ͬ شوند. م فرض یͺدار و جابجایی حلقه ها همه مقاله این سرتاسر در
رسته همچنین ͬ دهیم. م نشان Cop با را آن دوگان رسته ،C مفروض رسته برای ͬ باشند. م مختلط و حقیقͬ اعداد
ͬ توان م ،(P,≤) مرتب جزئͬ مجموعه هر از که ͬ دانیم م ͬ دهیم. م نشان Sets با معمول طبق را آنها بین توابع و مجموعه ها
یͺتای ریخت ،P در y و x هر برای و بوده P مجموعه اعضای همان رسته، این اشیای که صورت بدین ساخت، رسته ͷی
گردایه ی ،X ͷتوپولوژی فضای هر برای مثال عنوان به .x ≤ y اگر تنها و اگر است موجود رسته این در f : x −→ y

یͺدار و جابجایی حلقه ای k کنیم فرض است. رسته ͷی ͬ دهیم م نمایش O(X) با که را X در باز مجموعه های همه ی
خواننده بافه ها و رسته ها از جامعͬ مطالعه برای و [١ ،٧] مراجع به را خواننده k‐جبرها به مربوط نیازهای پیش برای است.

ͬ دهیم. م ارجاع [٢ ،٨] مراجع به را
k‐جبر دوگان و نمایش متناهͬ k‐جبرهای از متشͺل ((k −Alg)fp)

op رسته روی موجود ساختارهای از بعضͬ
دوگان و مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های از متشͺل L = ((C∞− rings)fg)

op رسته به تعمیم قابل آنها، بین ͬ های همریخت
این ساختار داریم قصد اینجا در که است ۴ͬͺزاریس سایت ساختارها، این از ͬͺی ͬ باشند. م آنها بین ͬ های ∞C‐همریخت

دهیم. شرح رسته ها این از ͷی هر روی را سایت
خوش نقاط آن از استفاده با و نموده بیان Cn حلقه روی را ͬͺزاریس توپولوژی از ͷکلاسی شͺل ابتدا در دوم بخش در
با را Cاند، در ضرایب با x۱, . . . , xn متغیرهای از چندجمله ای هایی g و f که ،h = f

g صورت به گویا توابع تعریفͬ
جبری میدان هر برای بافه این ضمن، در ͬ کنیم. م دسته بندی Cn حلقه در ͬͺزاریس باز مجموعه های روی بافه ͷی ساختن
اول ایدال های همه ی مجموعه ی روی را ͬͺزاریس توپولوژی نیز ادامه در است. kn حلقه روی تعریف قابل عیناً نیز k بسته

ͬ کنیم. م معرفͬ A دلخواه یͺدار و جابجایی حلقه ی ͷی از
به ͬ توان م را R‐جبر هر که دید خواهیم ͬ کنیم. م تعریف را نمایش متناهͬ k‐جبرهای و k‐جبرها سوم، بخش در
از تعمیمͬ واقع در ∞C‐حلقه ها که دید خواهیم گرفت. نظر در متناهͬ حاصل ضرب های حافظ تابعگون ͷی صورت

ͬ باشند. م جبرها ‐R
که ͬ شود م دیده پرداخت. خواهیم معرفͬ∞C‐حلقه ها به نیز هفتم، و ششم بخش های یعنͬ پایانͬ، بخش های در
،L یعنͬ مولد، متناهͬ ∞C‐حلقه های رسته معرفͬ به سپس ͬ باشند. م R‐جبرها از تعمیمͬ واقع در ∞C‐حلقه ها

دارای زمینه رسته که داریم نیاز رسته ͷی روی ͬͺزاریس توپولوژی تعریف برای دید خواهیم که همان گونه ͬ پردازیم. م
است. شده ثابت و بیان آنها مورد در احͺامͬ جهت، این از باشد. دوگان) رسته در جلوبرها معادل طور به (و عقب برها
کنید.) مراجعه آن از پس توضیحات و ٧ . ٣ و ٧ . ٢ لم های (به کرد. خواهیم معرفͬ را آن روی ͬͺزاریس سایت ساختار
((k − Alg)fp)

op رسته روی موجود ͬͺزاریس سایت تعمیم همان واقع در سایت این ساختار که ͬ شود م دیده بنابراین
است.

1 Grothendieck 2 coordinate ring 3 schemes 4 Zariski site
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گویا توابع بافه و حلقه ͷی روی ͬͺزاریس توپولوژی .٢

این ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد جبری چندگوناهای برای که است توپولوژی ͷی ،ͬͺزاریس توپولوژی جبری، هندسه در
کرده پیدا میلادی ١٩۵٠ سال از ریاضیات از شاخه این در ویژه ای اهمیت و است منسوب ͬͺزاریس اسͺار به توپولوژی

است.

سال های اواخر در ͷگروتندی انقلاب از قبل موضوع (یعنͬ، ͷکلاسی جبری هندسه در .ͷکلاسی تعریف .٢ . ١
شاخه این همانند درست بود. شده تعریف تصویری و آفین چندگوناهای برای ͬͺزاریس توپولوژی میلادی) ١٩۶٠ و ١٩۵٠
دو این از ͷی هر برای متفاوت قدری ͬͺزاریس توپولوژی ͬ شد، م تقسیم بندی تصویری و آفین چندگوناهای مطالعه به که
حالت در تعریف برای را خواننده و ͬ کنیم م ذکر آفین چندگوناهای برای را آن تعریف فقط اینجا در ما ͬ شود. م تعریف

ͬ دهیم. م ارجاع مراجع در موجود منابع به تصویری چندگوناهای
هندسͬ» «مͺان مختلط، ضرایب و x۲ و x۱ متغیرهای با f(x۱, x۲) مفروض چندجمله ای برای آفین. چندگوناهای
.f(z۱, z۲) = ۰ ͬ که قسم به ͬ باشد م C۲ مختلط صفحه در (z۱, z۲) نقاط همه ی شامل که است جبری منحنͬ آن (locus)
صورت به هندسͬ مͺان ͷی C[x۱, . . . , xn] چندجمله ای حلقه ی به متعلق f۱, . . . , fm چندجمله ای m ͬ تر، کل حالت در

ͬ دهد م بدست را زیر مجموعه ی

(١) V (f۱, . . . , fm) = {(z۱, . . . , zn) ∈ Cn | fi(z۱, . . . , zn) = ۰, ∀i = ۱, . . . ,m}.

C[x۱, . . . , xn] در ایدال ͷی V چندگونای چنین هر ͬ شود. م نامیده مختلط آفین چندگونای ͷی هندسͬ مͺان چنین
I ایدال ͷی نیز، عکس جهت در ͬ شوند. م صفر V از نقطه هر در که چندجمله ای هایی همه ی ایدال یعنͬ، ͬ کند، م تعیین

ͬ شود م متناظر زیر چندگونا ی به C[x۱, . . . , xn] چندجمله ای حلقه ی در

(٢) V (I) = {(z۱, . . . , zn) ∈ Cn | f(z۱, . . . , zn) = ۰, ∀f ∈ I}.

داریم ،C[x۱, . . . , xn] در f۱, . . . , fm چندجمله ای های توسط شده تولید ،I = (f۱, . . . , fm) ایدال برای مشهود، طور به
.V (I) = V (f۱, . . . , fm)

در مطلب، این مشاهده ی برای کنند. تولید یͺسان چندگوناهای است ممͺن متفاوت ایدال های که ͬ شویم م متذکر
ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف ابتدا

آن در که I =
√
I هرگاه ͬ نامیم، م رادیͺال ایدال ͷی را C[x۱, . . . , xn] از I ایدال .٢ . ١ تعریف

√
I =

{
f
∣∣ fn ∈ I که است موجود n ≥ ۰

}
.

رادیͺال ایدال های که ͬ کند م بیان هیلبرت صفرهای مشهور قضیه ی .V (I) = V (
√
I) که ͬ شود م دیده سادگͬ به

که ͬ کند م ایجاب
√
I ̸=

√
J دیͽر، عبارت به ͬ کنند؛ م تولید متفاوت آفین چندگوناهای C[x۱, . . . , xn] در متفاوت

توسط که ͬ باشند م (x۱ − a۱, . . . , xn − an) ایدال های دقیقاً C[x۱, . . . , xn] در ماکسیمال ایدال های .V (I) ̸= V (J)

که است Cn در تک نقطه ای مجموعه ͷی متناظر چندگونای صورت این در ؛ شده اند تعیین a۱, . . . , an مختلط عدد n

است. رادیͺال ایدال ͷی P اول ایدال هر است. مینیمال چندگونای ͷی وضوح به که ͬ باشد م a۱, . . . , an آن مولفه های
کوچͺتر آفین چندگوناهای از متناهͬ تعداد اجتماع صورت به که معنا بدان است، تحویل ناپذیر V (P ) متناظر آفین چندگونای
شود. نوشته اول ایدال های از متناهͬ تعداد اشتراک صورت به یͺتا طور به ͬ تواند م رادیͺال ایدال هر طرفͬ از ͬ باشد. نم
چندگوناهای چنین از متناهͬ تعداد اجتماع صورت به یͺتا طور به مختلط آفین چندگونای هر که است معنͬ بدان این

نمایید.) مراجعه [٣] از ۴ . ۶ . IV و ۵ . ۶ . IV قضیه های به بیشتر جزییات (برای است. تحویل ناپذیری
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تعریف شده صفحه کل در f(x, y)/g(x, y) گویای تابع ͷی y و x مولفه های با معمولͬ دکارتͬ مختصات دستگاه در
مراتب در است. قابل تعریف ،V (g) چندگونای متمم یعنͬ است، صفر مخالف آن مخرج که نقاطͬ در تنها بلͺه نیست،
متمم هایی چنین که است طبیعͬ بنابراین، ͬ باشند. م تعریف شده V (I) چندگونای ͷی از متمم روی توابعͬ چنین بالاتر،
استاندارد توپولوژی در باز مجموعه های اینها البته شوند. گرفته درنظر ͷتوپولوژی فضای ͷی در باز مجموعه های بعنوان
V (I) دقیقاً بسته مجموعه های آن در که کرد معرفͬ Cn مجموعه روی متفاوت توپولوژی ͷی ͬ توان م اما ͬ باشند. م نیز Cn

فضای ͷی بسته مجموعه های موضوعه اصول در مجموعه ها این ,C[x۱ باشند؛ . . . , xn] از I ایدال های همه ی برای ها
پاراگراف به توجه با است. موسوم «Cn روی ͬͺزاریس «توپولوژی به توپولوژی این ͬ کنند. م صدق Cn روی ͷتوپولوژی
ایدال های توسط (معین شده تحویل ناپذیر چندگوناهای متمم های که کرد توصیف نیز این طور را توپولوژی این ͬ توان م قبل،

ͬ دهند. م را توپولوژی این برای زیرپایه ͷی تشͺیل (P اول
تعریف برای ͬ دهیم. م Oنمایش با را آن که است موجود استاندارد ساختاری۵» «بافه ی ͷی ͬͺزاریس توپولوژی با متناظر
،f, g ∈ C[x۱, . . . , xn] با ،h = f/g صوری گویای توابع تمام مجموعه صورت به را F = C(x۱, . . . , xn) میدان آن
تعریف شده Cn در Q = (a۱, . . . , an) نقطه ͷی در h گویای تابع گوییم ͬ گیریم. م نظر در است، صفر مخالف g که
نوشت h = f/g خارج قسمت صورت به بتوان را h ͬ که قسم به باشد، موجود Q شامل W ͬͺزاریس باز مجموعه اگر است
واقعͬ تابع ͷی ،h = f/g صوری گویای تابع واقع در بنابراین ͬ شود. نم صفر W نقاط همه در g چندجمله ای آن در که
مجموعه ͷی U ͬ کنیم م فرض اکنون است. تعریف شده W ͬͺزاریس باز مجموعه کل در که ͬ دهد م بدست را W −→ C
فوق) مفهوم (در U از Q نقطه هر در که h گویای توابع همه مجموعه صورت به را O(U) و باشد، دلخواه ͬͺزاریس باز
نقطه ͷی تنها با مجموعه ای O(∅) ͬ کنیم م فرض است تهͬ مجموعه U ͬ که (زمان ͬ گیریم. م نظر در باشند تعریف شده
ͷی O(U) مجموعه وضوح به گرفت.) نظر در تهͬ مجموعه روی تعریف شده یͺتای گویای تابع را آن ͬ توان م که  باشد،
از U ′ ⊆ U شمول ͷی آشͺارا طور به براین، علاوه است. F میدان از زیرحلقه ͷی ،U ̸= ∅ برای واقع، در ͬ باشد؛ م حلقه
U ′ نقاط به را h ∈ O(U) [هر ͬ دهد م بدست را حلقه ها از O(U) −→ O(U ′) همریختͬ ͷی ͬͺزاریس باز مجموعه های
{Ui}i∈I پوشش هر برای نیز O بودن بافه اثبات برای اما است. بافه پیش ͷی O تعریف، این با وضوح به ͬ کند]. م تحدید
،i, j ∈ I هر برای که مفهوم این به ،{fi ∈ O(Ui)}i∈I سازگار توابع از خانواده هر و U ͬͺزاریس باز مجموعه های از
تعریف را ،f(x) = fi(x) ،x ∈ Ui هر برای آن در که ،f : U =

∪
Ui −→ C تابع ͬ توانیم م ،fi |Ui

∩
Uj
= fj |Ui

∩
Uj

خاصیت این با f لذا کرده ایم، تعریف ها fi ضابطه ی طریق از را f چون و f |Ui= fi ،i ∈ I هر برای که طوری به کنیم
یͺتاست.

ایدال های مجموعه یعنͬ حلقه ͷی طیف آغاز، نقطه عنوان به [مدرن] امروزی جبری هندسه امروزی. تعریف .٢ . ٢
نمایش Spec(A) با را A اول ایدال های همه ی مجموعه ی ،A یͺدار و جابجایی حلقه ی برای ͬ گیرد. م نظر در را آن اول
خواهیم صورت این در .V (E) = {P ∈ Spec(A) | E ⊆ P} دهیم مͬ قرار ،A از E زیرمجموعه ی هر برای ͬ دهیم. م

داشت:
.V (I) = V (E) آنگاه ،I = (E) یعنͬ باشد، A از E زیرمجموعه توسط شده تولید ایدال I اگر (١

.V (
∪
i∈I Ei) =

∩
i∈I V (Ei) ،A زیرمجموعه های از {Ei}i∈I خانواده ی برای (٢

.V (۱) = ∅, V (۰) = Spec(A) (٣
.V (I ∩ J) = V (IJ) = V (I) ∪ V (J) داریم A در J و I ایدال دو هر برای (۴

شͺل به مجموعه های زاریسͺͬ‐بسته، مجموعه های فرمول بندی، این در

V (I) = {P ∈ Spec(A)| I ⊆ P}

sheaf structure۵
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موضوعه اصول در است، A از ایدالͬ I که Vها، (I) تمام از متشͺل گردایه که ͬ دهد م نشان موضوع این هستند.
صورت به Spec(A) در باز مجموعه های گردایه بنابراین ͬ کنند. م صدق ͷتوپولوژی فضای ͷی بسته ی مجموعه های

O(Spec(A)) = {V (E)c | E ⊆ A}

Spec(A) روی ͬͺزاریس توپولوژی را توپولوژی این است. مجموعه ها متمم گیری عمل ( )c آن در که ͬ شوند، م تعریف
ͬ نامیم. م

برای پایه ͷی تشͺیل ها V (a) متمم آنگاه باشد، a عضو توسط شده تولید ایدال I = (a) ،a ∈ A برای اگر طرفͬ، از
داریم: ،S ⊆ A هر برای زیرا ͬ دهند. م Spec(A) روی ͬͺزاریس توپولوژی

V (S)c = {P ∈ Spec(A) | S ̸⊆ P}
= {P ∈ Spec(A) | ∃a ∈ S; a ̸∈ P}
=

∪
a∈S{P ∈ Spec(A) | a ̸∈ P}

=
∪
a∈S V (a)c

،a ∈ A که ،Oa = V (a)c = {P ∈ Spec(A) | a ̸∈ P} صورت به ͷتوپولوژی فضای این در پایه ای بازهای یعنͬ
ͬ باشند. م

آن در که I =
√
I هرگاه ͬ نامیم، م رادیͺال ایدال ͷی را A از I ایدال ،A یͺدار و جابجایی حلقه برای .٢ . ٢ تعریف

√
I =

{
a ∈ A

∣∣an ∈ I که است موجود n ≥ ۰
}
.

به را ،A رادیͺال ایدال های از متشͺل مجموعه ،Rad(A) اگر حال .V (I) = V (
√
I) که ͬ شود م دیده سادگͬ به

با ،φ : Rad(A) −→ O(Spec(A)) تابع آنگاه بͽیریم، نظر در مشمولیت رابطه ی با مرتب جزئͬ مجموعه ͷی صورت
جزئیات (برای است مرتب جزئͬ مجموعه های از یͺریختͬ ͷی φ(I) = OI = {P ∈ Spec(A) | I ̸⊆ P} ضابطه ی
ایدال های تنها ،A حلقه روی ͬͺزاریس توپولوژی در بنابراین نمایید). مراجعه [٢] مرجع از ۲ · ۱۱ · ۲ گزاره به بیشتر
Aنامیده حلقه اول طیف آن، روی ͬͺزاریس توپولوژی همراه به Spec(A) ͬ کنند. م ایجاد متفاوت بازهای متفاوت، رادیͺال

ͬ شود. م

نمایش متناهͬ k‐جبرهای .٣

برای کرد. تعریف «آفین» n‐بعدی فضای در را جبری گوناهای چند توان مͬ هنوز ،k یͺدار و جابجایی حلقه برای
(a۱, · · · , an) ∈ kn نقاط همه از متشͺل V (I) آن متناظر چندگونای k[x۱, . . . , xn] چندجمله ای حلقه در I مفروض ایدال
صفرهای قضیه همتای اینکه بخاطر وجود، این با .f ∈ I هر برای f(a۱, · · · , an) = ۰ که قسمͬ به است، ai ∈ k که
باشند متفاوت ͬ بایست م که گوناها چند گرفتن متمایز برای «نقاط» کافͬ قدر به رو، ازاین نیست، برقرار اینجا در هیلبرت
آنها، نظیر قسمتͬ خارج حلقه های بایستͬ بلͺه کنیم کار گوناها چند خود با تنها نه ͬ بایست م بنابراین نیست. موجود

دهیم. قرار مطالعه مورد نیز را ،k[x۱, . . . , xn]/I
s ∈ k هر برای و باشد یͺانͬ چپ k‐مدول ͷی هرگاه ͬ شود م نامیده [١ .٧ . IV تعریف ،۶] k‐جبر ͷی A حلقه
اگر تنها و اگر است k‐جبر ͷی A دیͽر، عبارت به باشد. برقرار s(ab) = (sa)b = a(sb) تساوی ،a, b ∈ A هر برای و

کنید.) ملاحظه را [٢٩ ص. ،١]) باشد. موجود f : k −→ A مانند حلقه ای همریختͬ
کنید. ملاحظه [٣٠٢ ص. ،٧] از را زیر تعریف اکنون
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نامیده (fp k‐جبر خلاصه طور (به نمایش۶ متناهͬ k‐جبر ͷی A k‐جبر ،k یͺدار و جابجایی حلقه برای .٣ . ١ تعریف
،۱ ≤ i ≤ m هر برای آن در که باشد k[x۱, . . . , xn]/(f۱, . . . , fm) صورت به حلقه ای با یͺریخت A هرگاه ͬ شود، م

.fi ∈ k[x۱, . . . , xn]

نگاشتͬ جبرهایی، چنین از یͺریخت که ͬ کنیم م مشاهده باشد. جبرهایی چنین این همه رسته (k −Alg)fp گیریم
نظر در را رسته این دوگان این رو، از ͬ دهد. م بدست جبرها این متناظر چندگوناهای روی معکوس جهت در منتها القایی،
چنین است؛ پوچتوان عناصر تعدادی دارای احتمالا˟ رسته این در حلقه ͷی که ͬ شویم م متذکر این بر افزون گرفت. خواهیم
چندگونای مثال طور به که این تشخیص برای روشͬ عناصر گونه این ͬ شوند. م واقع استفاده مورد ͬ ها دگردیس برای عناصری
،٩] در ͬ کنند. م ارایه دهیم تمیز (x − y)۲ = ۰ معادله با شده داده چندگونای از را x − y = ۰ معادله با شده تعریف
چندجمله ای های از تایی m ͷی توسط شده داده ،p : Rn −→ Rm نگاشت هر به که است حلقه ای A R‐جبر ،[١۵ ص.

ضابطه ی با را A(p) : An −→ Am نگاشت حقیقͬ، ضرایب با (p۱, . . . , pm)

A(p)(a۱, . . . , an) = (p۱(a۱, . . . , an), . . . , pm(a۱, . . . , an)) = p(a۱, . . . , an)

که جایی آن از کنید، توجه ͬ شوند. م حفظ ترکیب ها و ͬ ها همان تصویرگرها، تناظر این تحت که طوری به ͬ کند، م نظیر
چند در آن ها بین اعمال دهیم، قرار آن ها در را An اعضای اگر لذا هستند، Rn دامنه با جمله ای چند نگاشت های piها

بود. خواهد A R‐جبر اعمال همان واقع در ،pi جمله ای های
باشند چندجمله ای مولفه های با نگاشت ها آن ریخت های و ها Rn آن اشیای که بͽیریم نظر در رسته ای را D اگر حال
که جایی آن از طرفͬ از ͬ باشد. م A : D −→ Sets صورت به تابعگون ͷی واقع در A آنگاه دارند، حقیقͬ ضرایب که

ͬ باشد. م نیز متناهͬ ضرب های حاصل حافظ تابعگون، ͷی عنوان به ،A لذا ͬ کند، م حفظ نیز را تصویرگرها ،A

رسته ͷی روی ͷگروتندی توپولوژی .۴

تعریف ،((k − Alg)fp)
op یعنͬ ،(k − Alg)fp رسته دوگان روی ٧ͷگروتندی توپولوژی ͷی داریم قصد ادامه در

رسته ͷی روی را ͷگروتندی توپولوژی تعریف ابتدا در منظور این برای بͽیریم. نظر در سایت ͷی صورت به آن را و کرده
بیان لم چند قالب در را است، نیاز مورد اینجا در که ،(k−Alg)fp رسته روی موجود قوانین از بعضͬ و کرده بیان ͷکوچ

ͬ کنیم. م
ͬ کنیم. م شروع [١ .٢ . III تعریف ،٨] از زیر تعریف با ابتدا

ͬ کنیم م تعریف ،C مفروض رسته برای .١ . ۴ تعریف
اگر که خاصیت این با ͬ باشد، م C دامنه ی هم با C در ریخت هایی از R گردایه ی ،C ∈ C شͬ ͷی بر غربال ͷی (١
R بهتر، عبارت به .f ◦ g : E −→ C آن در که f ◦ g ∈ R ریخت ،E g−→ D ریخت هر برای آنگاه ،D f−→ C ∈ R

است. راست ایدال ͷی
غربال های از J(C) گردایه ی ،C ∈ C شͬ هر به طوری که به است J مانند تابعͬ ،C روی ͷگروتندی توپولوژی ͷی (٢

طوری که: به ͬ دهد م نسبت را C روی
باشد. J(C) به متعلق ،

{
f
∣∣ است C دامنه ی هم با f

}
یعنͬ ماکسیمال، غربال الف)

آنگاه باشد، C در دلخواهͬ ریخت D f−→ C و R ∈ J(C) اگر پایداری) (اصل ب)

f∗(R) := {E g−→ D; f ◦ g ∈ R} ∈ J(D).

6 finitely presented 7 Grothendieck topology
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آنگاه ،f∗(S) ∈ J(D) ،D f−→ C ∈ R هر برای طوری که به باشد C بر غربالͬ S و R ∈ J(C) اگر تعدی) (اصل ج)
.S ∈ J(C)

هرگاه است. C روی J ͷگروتندی توپولوژی ͷی و C ͷکوچ رسته از متشͺل (C, J) جفت سایت، ͷی از منظور
مشخص هم را J نقش بخواهیم اینکه (یا ͬ پوشاند م را C شͬ S اینکه یا است پوششͬ غربال ͷی S گوییم ،S ∈ J(C)
گاه هر ͬ پوشاند م را f : D −→ C ریخت C بر S غربال ͬ گوییم م همچنین ͬ پوشاند.) J‐م را C شͬ S ͬ گوییم م کنیم

بپوشاند. را D شͬ f∗(S) غربال

مرتب جزیی مجموعه است: سایت ͷی از مثالͬ آن، در پوشش متداول مفهوم با X ͷتوپولوژی فضای ͷی .٢ . ۴ مثال
موجود U → V ریخت ͷی (دقیقاً گرفت نظر در رسته ͷی معمول شͺل به توان مͬ را X باز مجموعه های زیر از O(X)

که است ویژگͬ این با U باز زیرمجموعه های از S خانواده ساده طور به U بر غربال ͷی لذا ،(U ⊆ V اگر تنها و اگر است
ͬ پوشاند م را U ،S ͬ گوییم م این رو، از است.) بسته پایین از S بهتر، عبارت (به V ′ ∈ S دهد نتیجه ،V ′ ⊆ V ∈ S هرگاه
این که دید ͬ توان م سادگͬ به .(U ⊆

∪
V ∈S V (یعنͬ باشد S در باز مجموعه های اجتماع مشمول U اگر فقط و اگر

ͬ کند. م صدق O(X) روی ͷگروتندی توپولوژی ͷی برای موضوعه اصول در باز» «پوشش از تعریف

ͷگروتندی توپولوژی ͷی برای پایه ͷی برها)، عقب (با C ͷکوچ رسته برای ([٢ .٢ . III تعریف ،٨]) .٣ . ۴ تعریف
دامنه هم با ریخت ها از خانواده چند یا ͷی از متشͺل K(C) گردایه ی ،C از C شͬ هر به که است K مانند تابعͬ ،C روی

که: طوری به ͬ دهد م نسبت را C
.{f : C ′ −→ C} ∈ K(C) آنگاه باشد یͺریختͬ ͷی f : C ′ −→ C اگر (١)

کنیم فرض ،g : D −→ C ریخت هر برای آنگاه ،{fi : Ci −→ C | i ∈ I} ∈ K(C) اگر عقب بر: تحت پایداری (٢)
عقب بر ͷی πD : Ci ×C D −→ Dو πCi : Ci ×C D −→ Ci تصویرگرهای همراه به Ci ×C D شͬ ،i ∈ I هر برای

نمودار آن در که ،{πD : Ci ×C D −→ D}i∈I ∈ K(D) صورت این در باشد،

Ci ×C D
πD //

πCi

��

D

g

��
Ci

fi

// C

است. C در عقب بر نمودار ͷی
خانواده ،i ∈ I هر برای اگر و {fi : Ci −→ C | i ∈ I} ∈ K(C) اگر ترکیب: تحت پایداری (٣)

.{fi ◦ gij : Dij −→ C | i ∈ I, j ∈ Ii} ∈ K(C) آنگاه {gij : Dij −→ Ci | j ∈ Ii} ∈ K(Ci)

به طور یا پوششͬ» «خانواده های K(C) مجموعه از T عناصر ضمن، در ͬ شود. م نامیده سایت ͷی نیز (C,K) جفت
ͬ شوند. م نامیده سایت این برای «پوشش ها» خلاصه

ضابطه با C روی J توپولوژی ͷی K آنگاه باشد C رسته روی پایه ͷی K اگر

S ∈ J(C)⇔ ∃R ∈ K(C);R ⊆ S

ͬ کند. م تولید

T هم چنین است، بسته متناهͬ حدهای به نسبت که باشد ͷتوپولوژی فضاهای از ͬͺکوچ رسته T گیریم .۴ . ۴ مثال
جداپذیر هاسدورف فضاهای رسته ͬ توان م را T مثال، عنوان (به است. T در موجود فضاهای بازِ زیرفضاهای همه شامل
{fi : Yi −→ ،X مفروض ͷتوپولوژی فضای ازای به که ͬ کنیم م تعریف شͺل بدین T روی را K پایه گرفت.) نظر در
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به یا پایه این به باشد.
∪
i∈I Yi = X و آن نظیر نشاندن fi ،X از فضایی زیر Yi اگر فقط و اگر X | i ∈ I} ∈ K(X)

ͬ شود. م گفته فضاها از T رسته روی باز» پوشش «توپولوژی آن، متناظر ͷگروتندی توپولوژی

شده مجهز “ =⇒ ” استلزام عمل ͷی به که است A مانند مشبͺه ای هیتینگ، جبر ͷی که ͬ شویم م یادآور .۵ . ۴ مثال
شرط در که است

(٣) a ≤ (b =⇒ c) اگر فقط و اگر a ∧ b ≤ c

کامل مشبͺه ͷی عنوان به که است هیتینگͬ جبر ،(cHa) کامل هیتینگ جبر ͷی ͬ کند. م صدق a, b, c ∈ A هر برای
داراست. را عناصرش از خانواده هر اینفیمم و سوپریمم که معنͬ بدین باشد،

پذیری توزیع «اصل به که زیر اتحاد صورت این در باشند، A از عناصری b و {ai | i ∈ I} و باشد cHa ͷی A اگر
ͬ باشد م برقرار است مشهور نامتناهͬ»

(۴)
∨
i∈I

(b ∧ ai) = b ∧
∨
i∈I

ai.

داریم باشد دلخواهͬ عضو c ∈ A هرگاه زیرا ͬ شود، م نتیجه (٣) خاصیت از سادگͬ به موضوع ∨این
i∈I

(b ∧ ai) ≤ c ⇐⇒ ∀i ∈ I, b ∧ ai ≤ c

⇐⇒ ∀i ∈ I, ai ≤ (b =⇒ c)

⇐⇒
∨
i∈I

ai ≤ (b =⇒ c)

⇐⇒ b ∧
∨
i∈I

ai ≤ c

(۴) تساوی در و باشد موجود سوپریمم ها همه آن در که باشد Aمشبͺه ای اگر که کند بررسͬ خود ͬ تواند م خواننده برعکس،
شͺل به =⇒ استلزام عمل آن در که است کامل هیتینگ جبر ͷی ساختار دارای A آنگاه کند، صدق

b =⇒ c =
∨
{a ∈ A | a ∧ b ≤ c}

شود. مͬ تعریف
(پس ͬ گیریم م نظر در رسته ͷی صورت به متداول شͺل به را A است. کامل هیتینگ جبر ͷی A کنیم فرض اکنون
ͷی برای پایه ͷی به زیر شͺل به ͬ توان م را A صورت این در .(a ≤ b اگر فقط و اگر دارد وجود a→ b ریخت ͷی دقیقاً

که ساخت مجهز K ͷگروتندی توپولوژی

{ai | i ∈ I} ∈ K(c)⇐⇒
∨
i∈I

ai = c

گرفته ایم.) ͬͺی ai → c متناظرش ریخت با را ai ≤ c عضو ما بالا، تساوی چپ سمت در که کنید (توجه
a ≤ b ∈ S که قسمͬ به است b ≤ c اعضای از متشͺل A از S مجموعه زیر دقیقاً c ∈ A عضو بر S غربال ͷی
c =

∨
S اگر فقط و اگر ͬ پوشاند م را c عضو ،c عضو بر S غربال ͷی ،K از حاصل J توپولوژی در .a ∈ S دهد نتیجه

به لازم ͬ شود. م نامیده سوپریمم» «توپولوژی اغلب توپولوژی این رو، این از است. S عناصر سوپریمم c که معنͬ بدین
همان توپولوژی این باشد، X مفروض ͷتوپولوژی فضای ͷی باز مجموعه های زیر جبر A که صورتͬ در که است ذکر

است. باز پوشش توپولوژی
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نمایش متناهͬ k‐جبرهای رسته ی دوگان روی ͬͺزاریس سایت .۵

ηa : A −→ جهانͬ همریختͬ ͷی ،A[a−۱] کسرهای حلقه هر با متناظر که ͬ کنیم م نشان خاطر [١ .٣ گزاره ،١] از
حلقه ای همریختͬ هر برای که است معنͬ این به نیز آن بودن جهانͬ است. موجود ،ηa(b) = b

۱ ضابطه ی با ،A[a−۱]

طوری که به است موجود ψ : A[a−۱] −→ B یͺتای حلقه ای همریختͬ است، وارون پذیر B در φ(a) که ،φ : A −→ B

است. جابه جایی زیر نمودار یعنͬ ،ψ ◦ ηa = φ

A
ηa //

φ
""E

EE
EE

EE
EE

E A[a−۱]

ψ

��
B

در زمینه حلقه روی چندجمله ای ها از هایی هم مجموعه صورت به ͬ توان م را کسرها حلقه عناصر که ͬ بینیم م بعد لم در
بهتر، عبارت به گرفت. نظر

.A[a−۱] ∼= A[x]/(ax− ۱) آنگاه باشد a ∈ A و یͺدار و جابجایی حلقه A اگر .١ . ۵ لم

صورت به A[a−۱] کسرهای حلقه ،a ∈ A هر برای و A یͺدار و جابجایی حلقه برای ͬ دانیم م اثبات.

A[a−۱] = { b
an

; n ≥ ۰, b ∈ A}

ͬ کنیم: م تعریف حال ͬ شود. م تعریف

φ : A[x] −→ A[a−۱]; φ(f(x)) = c۰ +
c۱
a۱

+
c۲
a۲

+ · · ·+ cn
an

تعریف این با φ ضمن در است. حلقه ای همریختͬ ͷی φ وضوح به .f(x) = c۰+ c۱x+ c۲x۲+ · · ·+ cnxn آن در که
طوری که به کنیم اختیار A[x] در را f(x) = bxn جمله ای چند ͬ توانیم م ، b

an ∈ A[a
−۱] هر برای زیرا هست، نیز پوشا

f مانند چندجمله ای هایی kerφ اعضای واقع در kerφ؛ = {f(x) ∈ A[x] | φ(f(x)) = ۰} طرفͬ از .φ(f(x)) = b
an

موجود چندجمله ای های همه ی بنابراین ͬ شود، م صفر برابر حاصل ͬ کنیم م محاسبه x = ۱
a در را آنها مقدار وقتͬ که هستند

اول قضیه از حͺم اکنون .kerφ = (ax−۱) پس باشند، ax−۱ صورت به عامل ها از ͬͺی آنها تجزیه در باید kerφ در
□ ͬ شود. م نتیجه حلقه ها یͺریختͬ

A[a−۱] آنگاه، باشد نمایش متناهͬ k‐جبر ͷی A اگر .a ∈ A و یͺدار و جابجایی حلقه ای A کنیم فرض .٢ . ۵ نتیجه
است. نمایش متناهͬ k‐جبر ͷی نیز

□ ͬ شود. م حاصل قبل لم از A[x] بودن نمایش متناهͬ به توجه با سادگͬ به حͺم اثبات.

یعنͬ آن ها، تانسوری ضرب ،B و A نمایش متناهͬ k‐جبر دو هر برای ضرب حاصل هم شͬ ،(k−Alg)fp رسته در
جلوبر ،g : A→ C و f : A→ B ریخت دو برای متداول، بطور کنید). مراجعه [٢٢٩ ص. ،۶] (به ͬ باشد م ،A⊗k B

ͬ دهیم. م نشان B ⊗A C با رسته این در را آنها
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نمودار برای باشد. همریختͬ k‐جبر ͷی h : A −→ B و a ∈ A نمایش، متناهͬ k‐جبر دو B و A کنیم فرض .٣ . ۵ لم
زیر جلوبر

A
ηa //

h

��

A[a−۱]

��

B // A[a−۱]⊗A B

.A[a−۱]⊗A B ∼= B[h(a)−۱] داریم است، A[a−۱] با متناظر جهانͬ همریختͬ ηa آن در که

ͬ باشد. م زیر نمودار جلوبر ،(k−Alg)fp رسته در نیز، B[h(a)−۱] که ͬ کنیم م ثابت مطلب، این اثبات برای اثبات.

(۵) A
ηa //

h

��

A[a−۱]

ν
��

B
ηh(a)

// B[h(a)−۱]

مربوط جهانͬ همریختͬ ηh(a) و ν( c
an ) =

h(c)
h(a)n ضابطه ی با حلقه ای همریختͬ ν : A[a−۱] −→ B[h(a)−۱] آن در که

با صورت این در ͬ شود.) م نتیجه آن تعریف از راحتͬ به ν بودن همریختͬ و تعریفͬ (خوش است. B[h(a)−۱] حلقه به
ͬ شود. م ثابت نظر مورد یͺریختͬ ،[۵٢ ص. ،٢] یͺتاست یͺریختͬ، حد در جلوبر، شͬ که این به توجه

داریم c ∈ A هر برای اینجا در اولا˟

ν ◦ ηa(c) = ν(
c

۱) =
h(c)

۱ = ηh(a) ◦ h(c)

k‐جبر هر برای ،B[h(a)−۱] بودن جلوبر اثبات برای حال است. جابه جایی (۵) نمودار یعنͬ .ν ◦ ηa = ηh(a) ◦ h پس
،ψ ◦ ηa = φ ◦ h طوری که به ψ : A[a−۱] −→ D و φ : B −→ D همریختͬ k‐جبر دو هر و D نمایش متناهͬ

همریختͬ

ω : B[h(a)−۱] −→ D; ω(
b

h(a)n
) = φ(b)ψ(

۱
an

)

همریختͬ k‐جبر ͷی نیز ω که ͬ شود م دیده سادگͬ به ،ψ و φ بودن همریختͬ k‐جبر به توجه با ͬ کنیم. م تعریف را
داریم c

an ∈ A[a
−۱] هر برای حال است.

ω ◦ ν( c
an ) = ω( h(c)

h(a)n ) = φ(h(c))ψ( ۱
an )

= ψ( c۱)ψ(
۱
an ) = ψ( c

an )

،b ∈ B هر برای ضمن در است. برقرار ψ بودن حلقه ای همریختͬ دلیل به آخر تساوی فوق، تساوی های در

ω ◦ ηh(a)(b) = ω(
b

۱) = φ(b)

ثابت حͺم بنابراین و یͺتاست فوق خواص با ω لذا کرده ایم، تعریف ψ و φ ضابطه ی ͷکم به را ω که جایی آن از و
□ ͬ شود. م

.A[a−۱][b−۱] ∼= A[(ab)−۱] ،a, b ∈ A عضو دو هر برای و A k‐جبر هر برای .۴ . ۵ لم
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ηab : A −→ A[(ab)−۱] و ν : A −→ A[a−۱][b−۱] جهانͬ همریختͬ دو کسرها، حلقه های این با متناظر اثبات.
ͬ باشد. م η′b : A[a−۱] −→ A[a−۱][b−۱] و ηa : A −→ A[a−۱] جهانͬ همریختͬ دو ترکیب ν آن در که موجودند،
لذا ͬ باشند، م A[(ab)−۱] در a

ab وارون دارای ηab( b۱) = b
۱ و b

ab وارون دارای ηab(a) = a
۱ که جایی آن از طرفͬ، از

یͺتای همریختͬ ،ηab با متناظر ،A[a−۱][b−۱] جهانͬ خاصیت بنابر و بوده پذیر وارون A[(ab)−۱] در ηab( b۱) و ηab(a)
به است موجود ،φ(d/ambt) = ηab(da

mbt)/(ηab(a)ηab(b))
m+t ضابطه ی با ،φ : A[a−۱][b−۱] −→ A[(ab)−۱]

.([١ .٣ گزاره ،١]) φ ◦ ν = ηab طوری که
A[a−۱][b−۱] در نیز ν(ab) لذا ͬ باشد، م A[a−۱][b−۱] در

۱
a
b
۱

وارون دارای ν(ab) = ab
۱ آن جایی که از دیͽر، سوی از

،ψ : A[(ab)−۱] −→ A[a−۱][b−۱]تایͺی همریختͬ ،ν با جهانͬA[(ab)−۱]متناظر خاصیت طبق بنابراین و بوده وارون پذیر
(ψ◦φ)◦ν = ν که جایی آن از حال .ψ◦ηab = ν که طوری به است موجود ،ψ(d/(ab)m) = ν(d)/ν(ab)m ضابطه ی با
،A[(ab)−۱] جهانͬ خاصیت بنابر و ψ ◦ φ = id ،A[a−۱][b−۱] جهانͬ خاصیت به توجه با لذا ،(φ ◦ ψ) ◦ ηab = ηab و
□ است. ثابت حͺم و یͺدیͽرند وارون φ و ψ بنابراین .φ ◦ ψ = id

‐k رسته ی دوگان روی ͷگروتندی توپولوژی داریم قصد اکنون شد، اشاره آن به ۴ بخش در نیز قبلا́ که همان گونه
برای K پایه کار، این انجام برای کنیم. توصیف پایه ͷی ساختن با را ،((k −Alg)fp)

op یعنͬ نمایش، متناهͬ جبرهای
ͷی ،A نمایش متناهͬ k‐جبر هر برای که ͬ کنیم م تعریف این طور را ((k −Alg)fp)

op رسته روی ͷگروتندی توپولوژی
در که است یͺریختͬ) تقریب (با {ηi : A −→ A[a−۱

i ] | i = ۱, . . . , n} شͺل به متناهͬ خانواده ای دوگان ،A پوشش
ηi : A −→ A[a−۱

i ] نگاشت های شد، ذکر بخش این ابتدای در که همان گونه است. کسرها از حلقه ای A[a−۱
i ] هر آن

تولید را A حلقه ،a۱, . . . , an یعنͬ ،۱ ∈ (a۱, . . . , an) و هستند (طبیعͬ) جهانͬ ͬ های همریخت ،۱ ≤ i ≤ n برای
ͬ کنند. م

است. ((k −Alg)fp)
op رسته روی ͷگروتندی توپولوژی ͷی برای پایه ای K .۵ . ۵ قضیۀ

ͬ کنیم م بررسͬ اینجا در را پایه ͷی شرایط اثبات.
عنصری تک پوشش خانواده همانͬ نگاشت دوگان لذا کند مͬ تولید Aرا ،١ همانͬ عضو و A[۱−۱] = A چون (١

.{A −→ A[۱−۱] = A}op ∈ K(A) یعنͬ، بود خواهد
باشد، K(A) به متعلق {ηi : A −→ A[a−۱

i ] | i ∈ {۱, . . . , n}} خانواده ی دوگان اگر عقب بر: تحت پایداری (٢
h : A −→ B همریختͬ k‐جبر هر برای آنگاه باشند، جهانͬ ͬ های همریخت ηiها ،i هر برای و ۱ ∈ (a۱, . . . , an) یعنͬ

ͬ باشد. م K(B) به متعلق {θi : B −→ A[a−۱
i ]×A B | i ∈ {۱, . . . , n}} خانواده دوگان ͬ کنیم م ثابت

،(k−Alg)fp رسته در جلوبرها همان یا ،((k−Alg)fp)
op رسته در عقب برها که ͬ کنیم م توجه ابتدا منظور، این برای

صورت به ͬ توانیم م را ،((k − Alg)fp)
op رسته در ،A[a−۱

i ] ×A B عقب بر شͬ پس ͬ باشند، م تانسوری ضرب های
زیر نمودار برای (k−Alg)fp رسته در جلوبر شͬ واقع در A[a−۱

i ]⊗A B شͬ طرفͬ از دهیم. نمایش نیز A[a−۱
i ]⊗A B

. ͬ باشد م

A
ηi //

h
��

A[a−۱
i ]

B

لذا ،۱ ∈ (a۱, . . . , an) جایی که آن از و A[a−۱
i ]⊗A B ∼= B[h(ai)

−۱] ،٣ . ۵ لم بنابر ضمن در

۱ = h(۱) ∈ (h(a۱), . . . , h(an)).
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ͬ های همریخت θiها ،۱ ≤ i ≤ n هر برای لذا ͬ باشد، م فوق نمودار برای جلوبر B[h(ai)شͬ
−۱] جایی که آن از براین، علاوه

که کردیم ثابت بنابراین ͬ باشند. م جهانͬ

{θi : B −→ A[a−۱
i ]⊗A B ∼= B[h(ai)

−۱] | i ∈ {۱, . . . , n}}op ∈ K(B)

باشد K(A) به متعلق {ηi : A −→ A[a−۱
i ] | i ∈ {۱, . . . , n}} خانواده دوگان کنیم فرض : ترکیب تحت پایداری (٣

خانواده ی دوگان ،i هر برای کنیم فرض و

{νj : A[a−۱
i ] −→ A[a−۱

i ][c−۱
ij

] | j ∈ {۱, . . . , zi}}

از ͬ باشند. م جهانͬ ͬ های همریخت ها νj و ۱ ∈ (ci۱ , . . . , cizi ) ،cij ∈ A[a−۱
i ] آن در که باشد، K(A[a−۱

i ]) به متعلق
از .mij ≥ ۰ ͷی ازای به ،cij = bij/a

mij

i لذا ،cij ∈ A[a−۱
i ] ،۱ ≤ j ≤ zi و ۱ ≤ i ≤ n ،j و i هر برای جایی که آن 

صورت به نیز A[a−۱
i ][c−۱

ij
] عضو هر دیͽر، سوی

(r/ami )/(bij/a
mij

i )l = (ra
mij

l

i )/(ami b
l
ij )

بͽیریم. نظر در را A[a−۱
i ][b−۱

ij
] حلقه ،A[a−۱

i ][c−۱
ij

] حلقه جای به ͬ توانیم م کلیت، از شدن کاسته بدون لذا ͬ باشد، م
درنظر را θj : A[a−۱

i ] −→ A[a−۱
i ][b−۱

ij
] جهانͬ ͬ های همریخت ͬ توان م نیز ،νj جهانͬ ͬ های همریخت جای به پس

νjها خانواده دوگان اینکه به توجه با بنابراین، .A[a−۱
i ][b−۱

ij
]A[(aibij )

−۱] داریم ،۴ . ۵ لم بنابر طرفͬ از گرفت.
خانواده دوگان گرفته ایم، نظر در را A[a−۱

i ][b−۱
ij

] حلقه A[a−۱
i ][c−۱

ij
] حلقه جای به و بوده K(A[a−۱

i ]) به متعلق
شرط اثبات برای حال ͬ باشد. م K(A[a−۱

i ]) به متعلق {θj : A[a−۱
i ] −→ A[(aibij )

−۱] | j ∈ {۱, . . . , zi}}
خانواده دوگان که کنیم ثابت ͬ خواهیم م واقع در ،ͷگروتندی توپولوژی ͷی پایه ی تعریف در (٣)

{θj ◦ ηi : A −→ A[(aibij )
−۱] | i ∈ {۱, . . . , n}, j ∈ {۱, . . . , zi}}

θjها ◦ ηi و ۱ ∈ (a۱b۱۱ , . . . , a۱b۱z۱
, . . . , anbn۱ , . . . , anbnzn

) که کنیم ثابت باید یعنͬ ͬ باشد، م K(A) به متعلق
آن از ضمن، در ͬ باشند. م جهانͬ نیز θjها ◦ ηi θjها، و ηiها بودن جهانͬ به توجه با اولا˟ ͬ باشند. م جهانͬ ͬ های همریخت

طوری که به موجودند A[a−۱
i ] در γ۱, . . . , γzi بنابراین ،A[a−۱

i ] از ایدالͬ عنوان به ،۱ ∈ (ci۱ , . . . , cizi ) که جایی

۱ = γ۱ci۱ + . . .+ γzicizi = γ۱(bi۱/a
mi۱
i ) + · · ·+ γzi(bizi/a

mizi
i )

،۱ ∈ (bi۱ , . . . , bizi ) بنابراین و بوده ۱ = ti۱bi۱+· · ·+tizi bizi ،tij = γj/a
mij

i ∈ A[a−۱
i گرفتن[ نظر در با لذا ͬ باشد، م

کسرهایی صورت به ،۱ ≤ j ≤ zi با tij ها، از کدام هر i هر برای جایی که آن از ͬ باشد. م ،A[a−۱
i ] در ایدالͬ عنوان به

عنوان به akii ∈ (aibi۱ , . . . , aibizi ) طوری که به است موجود ،ki طبیعͬ عدد لذا است ai از توانͬ آنها مخرج که ͬ باشند م
۱ =

∑n
i=۱ diai نتیجه در و ۱ ∈ (a۱, . . . , an) دیͽر، سوی از .(ki = max{mij | ۱ ≤ j ≤ zi} واقع (در A از ایدالͬ

داشت: خواهیم k > n.max(ki) انتخاب با حال .۱ ≤ i ≤ n ازای به di ∈ A آن در که

۱ = (

n∑
i=۱

diai)
k ∈ (ak۱۱ , . . . , a

kn
n )

۱ ∈ شد گفته آنچه به توجه با لذا است. A در aibijها همه ی توسط شده تولید ایدال در مشمول آخری ایدال این اما
بنابراین و (a۱b۱۱ , . . . , a۱b۱n۱

, . . . , anbn۱ , . . . , anbnzn
)

{θj ◦ ηi : A −→ A[(aibij )
−۱] | i ∈ {۱, . . . , n}, j ∈ {۱, . . . , zi}}op ∈ K(A)

□ است. ثابت حͺم و
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مولد متناهͬ و آزاد ∞C‐حلقه های .۶

∞C‐حلقه ͷیA که ͬ کنیم م نشان خاطر [١۵ ص. ،٩] از هستند. R‐جبرها مفهوم از تعمیمͬ واقع در ∞C‐حلقه ها

،f : Rn −→ Rm هموار نگاشت هر با متناظر بلͺه چندجمله ای، نگاشت های همه ی با متناظر تنها نه هرگاه ͬ شود م نامیده
حفظ تناظر این تحت ترکیب ها و همانͬ نگاشت های تصویرگرها، که طوری به باشد موجود A(f) : An −→ Am نگاشت

یعنͬ: شوند،
است iام مختصاتͬ تصویرگر πi : Rn −→ R آن در که ،۱ ≤ i ≤ n هر برای A(πi) = πi الف)

هستند، Rnو An روی همانͬ توابع ترتیب به idRn و idAn آن در که ،A(idRn) = idAn ب)
.A(q ◦ p) = A(q) ◦A(p) آنگاه باشند هموار تابع دو q : Rm −→ Rk و p : Rn −→ Rm اگر پ)

را A(f) است کافͬ A مانند ∞C−حلقه ͷی کردن پیدا برای که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به تعریف از که ͬ شویم م متذکر
کنیم. تعریف ،m = ۱ ازای به یعنͬ ،f : Rn −→ R هموار نگاشت هر برای

یعنͬ کند، حفظ را متناظر هموار نگاشت های که است حلقه ای همریختͬ ͷی نیز همریختͬ ‐C∞ ͷی از منظور
هموار نگاشت هر برای هرگاه است ∞C‐همریختͬ ͷی φ : A −→ B حلقه ای همریختͬ ،B و A ∞C‐حلقه دو برای

باشد. جابجایی زیر نمودار f : Rn −→ Rm

(۶) An
φn

//

A(f)
��

Bn

B(f)
��

Am
φm

// Bm

رسته ای را ∞ اگر که، ͬ کند م بیان این طور را ∞C‐حلقه ͷی ساختار آمریͺایی، بزرگ ریاضیدان لوویر٨ ویلیام .١ . ۶ نکته
،A ∞C‐حلقه ی ͷی آنگاه باشند، هموار توابع همه ی آن ریخت های و n ≥ ۰ که Rn فضاهای آن اشیای که بͽیریم نظر در
∞C‐همریختͬ ͷی همچنین است. A :∞−→ Sets صورت به متناهͬ ضرب های حاصل حافظ تابعگون ͷی واقع در

نیست. فوق نوع از تابعگون دو بین طبیعͬ تبدیل ͷی جز چیزی نیز،

عنوان به حقیقͬ اعداد معمولͬ ضرب و جمع اعمال که جایی آن از ،A ∞C‐حلقه هر برای فوق نکته به توجه با
تحت R ضرب و جمع اعمال تصاویر اگر حال ͬ باشند. م ∞ در هایی ریخت لذا هموارند، R روی R۲ −→ R نگاشت های
جابجایی حلقه ͷی ساختار A(R) صورت این در بͽیریم، نظر در A(R) مجموعه ی روی اعمالͬ عنوان به را A تابعگون
به لوویر) جبری نظریه مفهوم (به A ∞C‐حلقه حقیقت، در ͬ دهیم. م نمایش A با دومرتبه نیز را آن که داشت خواهد را

ͬ کند. م نظیر را ͬ شود، م داده نمایش An صورت به که ،A(R)n مجموعه ،∞ رسته از Rn شͬ هر

رو، این از است. ∞C‐همنهشتͬ ͷی A ∞C‐حلقه ͷی در آن) متداول حلقه ای معنای (به I ایدال ͷی .٢ . ۶ قضیۀ
است. ∞C‐همریختͬ ͷی p و ͬ کند م القا A/I روی ∞C‐حلقه ای ساختمان ͷی p : A −→ A/I کانونͬ همریختͬ

ضابطه با را A/I(f) : (A/I)n −→ A/I نگاشت f : Rn −→ R هر برای اثبات.

A/I(f)(a۱mod I, . . . , anmod I) = A(f)(a۱, . . . , an)mod I

اما .۱ ≤ i ≤ n هر برای ،ai − bi ∈ I صورت این در ،۱ ≤ i ≤ n هر برای ai ≡ bimod I گاه هر کنیم. مͬ تعریف
و x = (x۱, . . . , xn) که قسمͬ به موجودند g۱, . . . , gn : Rn × Rn −→ R هموار نگاشت های [٩] هادامار لم بنابر

8 F. W. Lawvere
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Rn در y = (y۱, . . . , yn)

f(x)− f(y) =
n∑
i=۱

(xi − yi)gi(x, y).

این بنابر کند مͬ حفظ را تساوی این A چون

A(f)(a۱, . . . , an)−A(f)(b۱, . . . , bn) =
n∑
i=۱

(ai − bi)A(gi)(a۱, . . . , an, b۱, . . . , bn) ∈ I

لذا
A/I(f)(a۱mod I, . . . , anmod I) = A/I(f)(b۱mod I, . . . , bnmod I).

□ هستند. راست قضیه در شده ذکر دیͽر خواص بررسͬ است. تعریف خوش A/I(f) بنابراین

کنیم. ذکر ∞C‐حلقه ها از مثال هایی اینجا در که است رسیده آن وقت حال

f : Rn −→ R هموار توابع تمام مجموعه آن، زمینه مجموعه که است حلقه ای ،C∞(Rn) ∞C‐حلقه .٣ . ۶ مثال
لوویر مفهوم به ͬ شوند. م تعریف R در نقطه ای ضرب و جمع صورت به آن در نیز حلقه ای ضرب و جمع اعمال و ͬ باشد م
تابع ،φ : Rm −→ Rkهموار تابع هر به که ͬ باشد م C∞(Rn) : C∞ −→ Sets صورت به تابعگون ͷی C∞(Rn) نیز،

φ∗ : (C
∞(Rn))m −→ (C∞(Rn))k

ͬ کند. م نظیر φ∗(f۱, . . . , fm) = φ ◦ (f۱, . . . , fm) ضابطه ی با را

حلقه ی یعنͬ اعداد، دوگان حلقه ی .۴ . ۶ مثال

R[ε] = R[X]/(X۲) = {a+ bε; a, b ∈ R, ε۲ = ۰}

است. ∞C‐حلقه ͷی نیز

،g(x) ∈ C∞(R) هموار نگاشت هر که باشیم داشته توجه باید لوویر، شͺل به R[ε] ساختار معرفͬ از قبل اینجا، در
داده نمایش g(x) = g(۰) + xg′(۰) + x۲h(x) صورت به ͬ تواند م ،h هموار نگاشت ͷی برای هادامار، لم از استفاده با

داریم: بنابراین است. g مشتق g′ آن در که شود،

(٧) g(x) mod (x۲) = g(۰) + xg′(۰) mod(x۲).

R[ε] ،٢ . ۶ قضیه به توجه با لذا .R[ε] ∼= C∞(R)/(x۲) بنابراین است. ای جمله چند ͷی x۲ پیمانه به g دیͽر، عبارت به
هموار نگاشت هر به ،R[ε] : C∞ −→ Sets تابعگون بنابراین ͬ باشد. م C∞(R) از شده القا ∞C‐حلقه ای ساختار دارای

ͬ دهد. م نسبت زیر ضابطه ی با را f∗ : (C∞(R)/(x۲))n −→ C∞(R)/(x۲) نگاشت ،f(x۱, . . . , xn) : Rn −→ R

f∗(g۱mod (x۲), . . . , gnmod (x۲)) = f ◦ (g۱, . . . , gn)(ε) mod (x۲)

= f ◦ (g۱, . . . , gn)(۰) + ε(f ◦ (g۱, . . . , gn))′(۰) mod (x۲)

= f(g۱(۰), . . . , gn(۰))+
ε
∑n

i=۱
∂f
∂xi

(g۱(۰), . . . , gn(۰)).g′i(۰) mod (x۲)

به توجه با لذا ͬ باشد، م C∞(R) از شده القا ∞C‐حلقه ای ساختار دارای R[ε] آن جایی که از فوق، تساوی های در که
،f ◦ (g۱, . . . , gn) ∈ C∞(R) نگاشت که آنجایی از و (٧) رابطه به توجه با طرفͬ از و بوده برقرار اول تساوی ،٣ . ۶ مثال
سوم تساوی ،∂f∂x = ( ∂f∂x۱ , . . . ,

∂f
∂xn

که( این و زنجیره ای قاعده از استفاده با ضمن، در ͬ باشد. م برقرار دوم تساوی بنابراین
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است. برقرار

کنید. توجه زیر قضیه به بسازیم. پایه ͷی آزاد، ∞C‐حلقه ͷی عنوان به ،C∞(Rn) برای ͬ خواهیم م اینجا در اکنون

این که است مولد n با آزاد ∞C‐حلقه ی ͷی متغیر، n با هموار توابع از متشͺل ،C∞(Rn) ∞C−حلقه .۵ . ۶ قضیۀ
هستند. ،۱ ≤ i ≤ n برای ،πi : Rn −→ R تصویرگرهای خانواده ی همان مولدها

□ .[١ .١ . I گزاره ،٩] اثبات.

گیریم باشد. یͺریخت C∞(Rn)/I شͺل به حلقه ای با A هرگاه ͬ نامیم م مولد متناهͬ ∞C‐حلقه ͷی را A حلقه
جالب جهت این از حلقه ها این باشد. آنها بین ͬ های ∞C‐همریخت و مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های رسته (C∞−rings)fg

ͬ پردازیم. م بعد بخش در موضوع این به نمود. توصیف سادگͬ به ͬ توان م را آنها بین ∞C‐همریختͬ که هستند توجه

مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های رسته دوگان روی ͬͺزاریس سایت .٧

یا هندسͬ مͺان های از L رسته اول گام عنوان به پرداخت. خواهیم ∞C‐حلقه ها هندسͬ جنبه به بخش این در
رسته بهتر، بیان به مولدند. متناهͬ ∞C‐حلقه های دوگان های دقیقاً اینها ͬ کنیم. م معرفͬ را صوری گوناهای ∞C‐چند

ℓA با را آن و نامیده هندسͬ مͺان ͷی را L شͬ هر ͬ گیریم. م نظر در مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های رسته دوگان را L
و A = C∞(Rn)/I مولد متناهͬ ∞C‐حلقه دو هر برای ضمن در ͬ گوییم. م A صوری دوگان آن به که ͬ دهیم م نمایش
در که همان گونه است. A −→ B ∞C‐همریختͬ ͷی ،L در ℓB −→ ℓA ریخت ͷی از منظور ، B = C∞(Rm)/J

کنید. توجه زیر لم به توصیف اند. قابل روشنͬ به نوع این از ͬ های ∞C‐همریخت شدیم متذکر قبل بخش

شͺل به ریخت ها تمام مجموعه ی ،B = C∞(Rm)/J و A = C∞(Rn)/I مولد متناهͬ ∞C‐حلقه ی دو برای .٧ . ١ لم
ͬ باشد، م φ : Rm −→ Rn هموار توابع از هم ارزی کلاس های تمام مجموعه ی با ͷی به ͷی تناظر در ،L در ℓB −→ ℓA

زیر ویژگͬ در که
(٨) f ∈ I =⇒ f ◦ φ ∈ J

باشیم داشته ،۱ ≤ i ≤ n که ،πi : Rn −→ R تصویرگرهای برای اگر هم ارزند، φ′ و φ ͬ گوییم م ضمناً ͬ کنند. م صدق
.πi ◦ φ− πi ◦ φ′ ∈ J

توابع از هم ارزی کلاس ͷی ،L در ϕ : ℓB −→ ℓA دلخواه ریخت با متناظر که ͬ کنیم م ثابت ابتدا در اثبات.
L = آنجا که از منظور، این برای ͬ کند. م صدق (٨) رابطه در که طوری به است موجود φ : Rm −→ Rn هموار

∞C‐همریختͬ ͷی با متناظر واقع در ،L در ϕ : ℓB −→ ℓA ریخت هر بنابراین ،((C∞ − rings)fg)
op

ϕ̄ : C∞(Rn)/I −→ C∞(Rm)/J

مجموعه توسط C∞(Rn)/I ،۵ . ۶ قضیه بنابر طرفͬ از ͬ باشد. م مولد متناهͬ ∞C‐حلقه های رسته در

{πi mod I | ۱ ≤ i ≤ n}

مجموعه ی بنابراین ͬ شود. م تولید
{hi mod J | hi : Rm −→ R}۱≤i≤n

٣٩



٢۵–۴٣ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، معدنشͺاف علͬ و خان جان زاده زینب

φ : هموار نگاشت ،ϕ̄ نگاشت با متناظر لذا .ϕ̄(πi mod I) = himod J آن در که بود، خواهد Im ϕ̄ برای مولدی
داشت خواهیم صورت این در گیریم. مͬ نظر در φ = (h۱, . . . , hn) مولفه های با را Rm −→ Rn

ϕ̄(fmod I) = ϕ̄(f ◦ (π۱, . . . , πn) mod I)

= f ◦ (h۱, . . . , hn) mod J

= f ◦ φ mod J.

.f ◦ φ ∈ J ،ϕ̄ بودن همریختͬ به توجه با آنگاه ،f ∈ I اگر ضمن، در
∞C‐همریختͬ ͬ توانیم م نیز ͬ کند، م صدق (٨) رابطه در که [φ] هم ارزی کلاس هر با متناظر دیͽر، طرف از

ϕ̄ : C∞(Rn)/I −→ C∞(Rm)/J

ضابطه ی با را
ϕ̄(fmod I) = f ◦ φmod J

شده اند، گرفته نظر در هم ارز هستند، یͺسان مولفه های دارای J پیمانه ی به که ′φهایی و φ جایی که آن از کنیم. تعریف
□ ͬ باشد. م تعریف خوش ϕ̄ ،(٨) رابطه به باتوجه

n دارای دو هر Rn و C∞(Rn) که آنجایی از حقیقͬ، اعداد خط عنوان به ،R = ℓC∞(R) گرفتن نظر در با اکنون
ℓA = ℓC∞(Rn)/I شͬ هر به متناظر صوری هندسͬ مͺان ،L رسته در پس .Rn ∼= ℓC∞(Rn) داریم لذا ͬ باشند، م مولد

صورت به ͬ توانیم م را
ℓA =

{
x ∈ C∞(Rn)

∣∣ f(x) = ۰ ، f ∈ I هر برای
}

=
{
x ∈ Rn

∣∣ f(x) = ۰ ، f ∈ I هر برای
}

ͬ نامیم. م نیز صوری ∞C‐چندگوناهای رسته اوقات گاهͬ را L رسته دلیل این به دهیم. نمایش نیز
رسته در جلوبرها به معادل طور به یا رسته این در عقب برها به L رسته روی ͷگروتندی توپولوژی تعریف برای

ͬ کنیم. م بیان را زیر لم ابتدا در منظور این برای داریم. نیاز (C∞ − rings)fg

است. L رسته در نهایی شͬ ،ℓC∞(R)/(x) = {x ∈ R | x = ۰} نقطه ای تک مͺان .٧ . ٢ لم

□ [٧٢ ص. ،٩] . ℓC∞(R)/(x) ∼= C∞({∗}) که ͬ آید م دست به حͺم این از نتیجه اثبات.

کانونͬ شمول نگاشت های و A ⊗∞ B صورت به را آنها ضرب حاصل هم شͬ باشند ∞C‐حلقه دو B و A اگر
ͬ دهیم. م نشان A iA−→ A⊗∞ B

iB←− B با را مربوطه
هم شͬ ͬ خواهیم م بعد لم در ، B = C∞(Rm)/J و A = C∞(Rn)/I مولد متناهͬ ∞C‐حلقه دو هر برای حال

کنیم. معرفͬ را آنها ضرب حاصل

شͬ ،(C∞ − rings)fg رسته در B = C∞(Rm)/J و A = C∞(Rn)/I مولد متناهͬ ∞C‐حلقه دو هر برای .٧ . ٣ لم
صورت به آنها ضرب حاصل هم

C∞(Rn)/I ⊗∞ C∞(Rm)/J ∼= C∞(Rn × Rm)/(I, J)

تصویرگرهای با ،{f ◦ π۱; f(w) ∈ I} ∪ {g ◦ π۲; g(x) ∈ J} مجموعه ی  توسط شده تولید ایدال (I, J) آن در که است

Rn π۱←− Rn × Rm π۲−→ Rm

ͬ باشد. م
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□ .[٢٢ ص. ،٩] اثبات.

کنیم فرض آوریم. به دست را (C∞ − rings)fg رسته ی در ریخت دو هم برابرساز ͬ خواهیم م حال

Φ,Ψ : C∞(Rn)/I −→ C∞(Rm)/J

φ(x), ψ(x) : Rm −→ Rn هموار نگاشت دو به متناظر ترتیب به Ψ و Φ ،٧ . ١ لم به بنا باشند. ∞C‐همریختͬ دو
مجموعه توسط تولیدشده ایدال K کنیم فرض هستند.

{f ◦ (φ− ψ)(x) | f(w) ∈ C∞(Rn)} ∪ {g(x) | g(x) ∈ J}

idRm(x) : همانͬ نگاشت توسط القایی ∞C‐همریختͬ ،i∗۱ : C∞(Rm)/J −→ C∞(Rm)/K کنیم فرض باشد.
یعنͬ باشد. Rm −→ Rm

i∗۱(g(x) modJ) = g(x) mod K.

داریم: f(w) mod I هر برای زیرا .i∗۱Φ = i∗۱Ψ همچنین است. خوش تعریف i∗۱ ،K تعریف به توجه با

i∗۱Φ(f(w) mod I) = f ◦ φ ◦ idRm(x) mod K

= f ◦ ψ ◦ idRm(x) mod K

= i∗۱Ψ(f(w) mod I)

است. برقرار دوم تساوی لذا f ◦ (φ− ψ)(x) ∈ K چون که ͬ کنیم م توجه
Θ ،٧ . ١ لم به بنا پس .ΘΦ = ΘΨ که باشد ∞C‐همریختͬ ،Θ : C∞(Rm)/J −→ C∞(Rt)/L کنیم فرض اکنون

داریم f(w) mod I هر برای لذا ،ΘΦ = ΘΨ چون ͬ باشد. م θ(z) : Rt −→ Rm هموار نگاشت ͷی به متناظر

(٩) f ◦ φ ◦ θ(z) mod L = f ◦ ψ ◦ θ(z) mod L.

کنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در را θ(z) : Rt −→ Rm هموار نگاشت حال

η : C∞(Rm)/K −→ C∞(Rt)/L

این صورت در .η(f(x)modK) = f ◦ θ(z)modL داریم f(x)modK برای یعنͬ، باشد. آن با متناظر ∞C‐همریختͬ

h۱(x), . . . , hl(x) ∈ J ،g۱(w), . . . , gr(w) ∈ C∞(Rn) نگاشت های آنگاه f(x) ∈ K اگر زیرا است. خوش تعریف η

ͬ که قسم به موجودند ν۱(x), . . . , νl(x), µ۱(x), . . . , µr(x) ∈ C∞(Rm) و

f(x) =

r∑
i=۱

(gi ◦ (φ− ψ)(x))µi(x) +
l∑

j=۱
hj(x)νj(x).

داشت: خواهیم بنابراین

f(θ(z)) =

r∑
i=۱

gi ◦ (φ− ψ)(θ(z))µi(θ(z)) +
l∑

j=۱
hj(θ(z))νj(θ(z))

ͬ آوریم م به دست (٩) رابطه بر بنا لذا gi(w) ∈ C∞(Rn) چون ،۱ ≤ i ≤ rهر برای آخر سطر در که ͬ کنیم م توجه
،Θ خوش تعریفͬ بنابر لذا hj(x) ∈ J ،۱ ≤ j ≤ l هر برای که آنجایی از ضمن در .gi ◦ (φ − ψ)(θ(z)) ∈ L

بودن ایدال به توجه با بنابراین ͬ باشند. م C∞(Rt) به متعلق νj(θ(z)) و µi(θ(z)) نگاشت های طرفͬ از .hj(θ(z)) ∈ L
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.f(θ(z)) ∈ L داشت خواهیم L

داشت: خواهیم ،f(x) mod J هر برای منظور، این برای .η ◦ i∗۱ = Θ ͬ کنیم م ثابت حال

η ◦ i∗۱(f(x) mod J) = f ◦ idRm(θ(z)) mod L

= f(θ(z)) mod L

= Θ(f(x) mod J).

به C∞(Rm)/K ∞C‐حلقه بنابراین ͬ باشد. م یͺتا η لذا نموده ایم، تعریف Θ ضابطه ی براساس را η آنجایی که از حال
ͬ باشد. م Ψ و Φ هم برابرساز شͬ i∗۱ ∞C‐همریختͬ همراه

قضیه (به موجودند. L = (C∞ − rings)opfg رسته در جلوبرها فوق، توضیحات و ٧ . ٣ ٧ . ٢و لم های به توجه با بنابراین
کنید.) مراجعه [٢] از ۲ · ۸ · ۲

روی را ͬͺزاریس سایت شد، عمل ((k−Alg)fp)
op رسته برای که آنچه همانند ͬ توان م شده بیان مطالب به توجه با اکنون

کنید. توجه زیر قضیه به ساخت. L رسته

K(A) به متعلق یͺریختͬ) تقریب (با {gi : ℓA[a−۱
i ] −→ ℓA}ni=۱ خانواده ی ،A صوری هندسͬ مͺان برای .۴ . ٧ قضیۀ

که طوری به باشند موجود a۱, . . . , an ∈ A عناصر اگر تنها و اگر ͬ باشد، م L رسته روی ͬͺزاریس سایت پایه K که است
باشند. η′i : A −→ A[a−۱

i ] جهانͬ ͬ های ∞C‐همریخت دوگان همان giها ،۱ ≤ i ≤ n هر برای و ۱ ∈ (a۱, . . . , an)

□ .[١ .١ . VI لم ،٩] است ۵ · ۵ قضیه مشابه اثبات اثبات.

وقدردانͬ تشͺر .٨

ͬ نمایند. م سپاس گزاری بسیار ارزنده راهنمایی های به خاطر محترم داور از مقاله نویسندگان
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