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پرتودرمانͬ در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

بندارتͬ بابایی علیرضا

در بیماری این است. سرطان بیماری ͬ سازد، م مواجه جدی خطر با را انسان ها سلامت که بیماری هایی جمله از چͺیده.
این از نوعͬ به نفر ۵ نفر، ١٠٠٠ هر از که طوری به ͬ رود م شمار به میر و مرگ عامل دومین توسعه، حال در کشور های
دی‐إن‐إی بردن بین از درمانͬ، پرتو از هدف است. درمانͬ پرتو سرطان، درمان در مؤثر روش های از ͬͺی مبتلاست. بیماری
انجام نافذ پرتو هایی تابش با کار این که است بدن نقاط سایر به آنها تکثیر و رشد از جلوگیری و آلوده سلول های (DNA)

به رسیدن ضمن که گونه ای به پرتوهاست این تابش شدت و تعداد است، اهمیت حائز فرآیند این در که مسأله ای ͬ گیرد. م
صورت به آنرا ͬ توان م که نشود وارد آسیبی دارند، قرار آلوده سلول های مجاورت در که سالمͬ سلول های به مطلوب، نتیجه
برای که الͽوریتمͬ شده، بندی فرمول مسأله ارائه ضمن مقاله این در نمود. بندی فرمول چندهدفه خطͬ بهینه سازی مسأله ͷی

نمود. خواهیم بررسͬ نیز را است شده مطرح آن حل

مقدمه .١

بنسون” یافته تعدیل ”الͽوریتم عنوان تحت الͽوریتمͬ درمانͬ، پرتو فرآیند در پرتوها شدت بهینه سازی مسأله حل برای
آن پیشامد مجموعه در را چندهدفه بهینه سازی مسأله ͷی مؤثر گوشه ای جواب های بنسون الͽوریتم است. شده طراحͬ
الͽوریتم در تغییراتͬ ایجاد با بنسون یافته تعدیل الͽوریتم ͬ آورد. م دست به خارجͬ تقریب ͷتکنی از استفاده با مسأله
هدفه خطͬ چند بهینه سازی مسأله ͷی ضعیف ϵ‐مؤثر نقاط از خارجͬ و داخلͬ تقریب های که است شده طراحͬ بنسون
در شد. خواهد داده توضیح مثال ͷی با همراه بنسون الͽوریتم خلاصه صورت به دوم بخش در راستا این در کند. پیدا را
بیان پرتو شدت بهینه سازی مسأله حل در الͽوریتم این کاربرد چهارم بخش در و بنسون یافته تعدیل الͽوریتم سوم، بخش

ͬ شود. م

بنسون الͽوریتم .٢

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را چندهدفه خطͬ بهینه سازی مسأله مقاله، این در

max Cx s.t x ∈ X = {x ∈ Rn | Ax ≥ b}(MOLP)

مقاله، این سرتاسر (در .p ⩽ n که ͬ باشد م ci ∈ Rn بردار p شامل آن سطرهای که است ماتریسͬ C ∈ Rp×n آن در که
.b ∈ Rm و A ∈ Rm×n بعلاوه ͬ بریم.) م کار به اعداد برای را ⩽ نماد و بردارها برای را ≤ نماد

ͬ نامیم. م (MOLP ) مسأله پیشامد مجموعه را Y = {Cx | x ∈ X} مجموعه و تصمیم مجموعه Xرا مجموعه

مؤثر. نقاط تصمیم، فضای و پیشامد فضای پرتو، شدت بهینه سازی چندهدفه، خطͬ برنامه ریزی کلیدی. کلمات و عبارات
. ١٣٩۴/١٠/٠۵ پذیرش: تاریخ ١٣٩۴/٠٧/٠٣ دریافت: تاریخ
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١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

به نباشد موجود x ∈ X هرگاه x◦ ∈ XE ͬ نویسیم م و گوییم مؤثر (MOLP ) مسأله برای را x◦ ∈ X نقطه .٢ . ١ تعریف
داریم و ͬ نامیم م پیشامد مجموعه در مؤثر نقطه ͷی را y◦ = Cx◦ نقطه .Cx ≤ Cx◦ که طوری

YE = {y = Cx | x ∈ XE}

است گوشه ای نقطه ͷی x◦ گوییم صورت این در ،α ∈ (۰,۱) و x۱, x۲ ∈ X آن در که x◦ = αx۱ + (۱− α)x۲ اگر
تعریف YeE مجموعه معادل طور به ͬ دهیم. م نمایش XeE با را (MOLP ) مسأله مؤثر گوشه ای نقاط مجموعه .[٨]

ͬ شود. م
به نباشد موجود x ∈ X هرگاه x◦ ∈ XWE ͬ نویسیم م و گوییم ضعیف مؤثر (MOLP ) مسأله برای را x◦ ∈ X نقطه

داریم و ͬ نامیم م پیشامد مجموعه در ضعیف مؤثر نقطه ͷی را y◦ = Cx◦ نقطه .Cx < Cx◦ که طوری

YWE = {y = Cx | x ∈ XWE}

توابع تمام که نقطه ای کردن پیدا است، مجزا معمولا˟ هدف تابع چندین دارای (MOLP ) مسأله که این به توجه با
جواب ها از مجموعه ای تولید به منجر مسأله، این حل روش های کارگیری به رو این از نیست. ممͺن کند بهینه را هدف
توسط که تصمیم گیری فرآیند ͷی در باید پس است، نظر مد جواب ͷی کردن پیدا بهینه سازی، در که آنجا از اما ͬ شود. م
شود. انتخاب فوق مسأله برای جواب بهترین آمده، دست به جواب های مجموعه بین از ͬ گیرد، م صورت تصمیم گیرنده ͷی
به یابد. افزایش آمده دست به جواب مجموعه اعضای تعداد که ͬ شود م ممͺن غیر حتͬ یا و مشͺل زمانͬ تصمیم گیری این
مجموعه زیر ͷی که ͬ گیریم م پیش در را روش هایی تصمیم گیری، فرآیند تسریع و تصمیم گیرنده به ͷکم برای دلیل همین
که است الͽوریتم هایی شامل اول کلاس ͬ شوند، م تقسیم کلاس دو به روش ها این آورد. دست به را جواب ها مجموعه از
را مسأله این مؤثر تصمیم گوشه ای نقاط که است الͽوریتم هایی شامل دوم کلاس و (MOLP ) مسأله مؤثر تصمیم نقاط
دیͽر عبارت به است. اطمینان قابل دارند ͬͺکوچ اندازه که مسائلͬ برای تنها روش ها این از استفاده اما ͬ آورد. م دست به
همین به ͬ شویم. م مواجه دوم و اول کلاس در مجموعه ها اعضای تعداد افزایش مشͺل با مجددا مسأله، اندازه افزایش با
دست به برای الͽوریتم هایی طراحͬ برای تصمیم مجموعه جای به پیشامد مجموعه از محققان اخیر سال های در دلیل
پیشامد، و تصمیم مجموعه های بین خطͬ ارتباط به توجه با ͬ کنند. م استفاده جواب ها مجموعه از زیرمجموعه ای آوردن
ساده تر علاوه به شوند. حذف ندارند، نقشͬ گیری تصمیم فرآیند در که نقاطͬ ͬ شود م موجب پیشامد مجموعه از استفاده
معمولا و طولانͬ محاسبات انجام از ،Rn تصمیم فضای به نسبت Rp پیشامد فضای بعد بودن کوچͺتر و ساختار بودن
فضای در را (MOLP ) مسأله گوشه ای نقاط که است بنسون الͽوریتم الͽوریتم ها، این از ͬͺی ͬ کند. م جلوگیری پیچیده
مطالعه برای ͬ کنیم. م بیان مثال ͷی با را آن کار روش سپس و بنسون الͽوریتم ابتدا ما جا این در ͬ کند. م بیان آن پیشامد

کنید. مراجعه [١] به بنسون الͽوریتم و بیان شده مطالب درباره بیشتر جزئیات

آغازین گام .٢ . ٢ الͽوریتم
قرار دهید: کار این برای بسازید. را S۰ p‐بعدی ابتدایی سادک

β = min⟨e, y⟩ s.t y ∈ Y ′

و است واحد بردار e ∈ Rp آن در که

Y ′ = {y ∈ Rp | Cx ≤ y ≤ ŷ x ∈ X ͷی {برای

،i = ۱,۲, . . . , p برای yAI
i = max{yi | y ∈ Rp} اگر که ͬ شود م انتخاب گونه ای به Y ′ مجموعه تعریف در ŷ نقطه

.ŷ > yAI آنگاه

٢



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پرتودرمانͬ، در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را vj ∈ Rp بردارهای j = ۱,۲, . . . , p برای و v۰ = ŷ ͬ دهیم م قرار حال

vji =

ŷi i ̸= j اگر
β + ŷj − ⟨e, ŷ⟩ i = j اگر

V (S۰) = {vj : j = ۰,۱, . . . , p}رئوس مجموعه با p‐سادک ͷی S۰ = co{vj : j = ۰,۱, . . . , p} صورت این در
است.

شوید. تکرار مرحله وارد و k = ۰ دهید قرار بͽیرید. نظر در را p̄ ∈ int(Y ′) نقطه
k۵ تا k۱ گامهای شامل k ⩾ ۰ تکرار مرحله

:k۱ گام
انتخاب گونه ای به را yk ∈ V (Sk) صورت این غیر در بروید. k۵ گام به ،y ∈ Y ′ باشیم داشته y ∈ V (Sk) هر برای اگر

دهید. ادامه و yk /∈ Y ′ که کنید
:k۲ گام

ͬ توان م اینکار برای بͽیرد. قرار Y ′ مرز روی wk = λky
k + (۱ − λk)p̄ که کنید پیدا گونه ای به را ۰ < λk < ۱ عدد

کرد: حل را زیر مسأله

max λ

s.t λyk + (۱− λ)p̄ ≥ Cx

Ax ≥ b

λ ⩾ ۱
۰ ⩽ λ

دهید قرار :k۳ گام

Sk+۱ = Sk ∩ {y ∈ Rp | ⟨v, y⟩ ⩾ ⟨b, u⟩}

است: زیر خطͬ مسأله بهینه جواب (uk
T
, vk

T
) آن در که

D(wk) min{bTu− yyv | ATu− yT v = ۰, eTw = ۱, u ≥ ۰, v ≥ ۰}

:k۴ گام
به و k = k+۱ دهید قرار کنید. پیدا را V (Sk+۱) مجموعه ،[٣] در خط روی الͽوریتم مانند الͽوریتم هایی از استفاده با

بازگردید. تکرار مرحله
:k۵ گام

کنید. توقف پس YeE = Y ′
eE چون .Y ′

eE = {y ∈ V (Sk) | y < ŷ} با است برابر Y ′ مجموعه مؤثر گوشه ای نقاط
است. رسیده پایان به الͽوریتم

ایجاد قبلͬ سادک در برشͬ ،k۳ گام به توجه با تکرار از مرحله هر در ،S۰ ابتدایی سادک از شروع با بنسون الͽوریتم
که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا جدید سادک های ساخت .Sk ⊇ Sk+۱ که طوری به ͬ کند م تولید را Sk+۱ جدید سادک و ͬ کند م
بعد الͽوریتم ،k۲ گام به توجه با و است وجهͬ چند ͷی Y ′ که این به توجه با .Y ′ = Sk باشیم داشته k ⩾ ۰ مرحله در

شد. خواهد متوقف تکرار متناهͬ از
٣



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

بͽیرید: نظر در را زیر مسأله .٢ . ٣ مثال

min(۳x۱ + x۲,−x۱ − ۲x۲)
s.t − x۲ ≥ −۳

−۳x۱ + x۲ ≥ −۶
x۱ ≥ ۰
x۲ ≥ ۰

است. شده داده نمایش (١) شͺل در فوق مسأله پیشامد مجموعه

.....

۳

.

۱۲

.

۶

.

−۶

.

−۹

.

−۲

.

y۱

.

y۲

.

Y

Y پیشامد مجموعه :١ شͺل

(٢) شͺل در Y ′ مجموعه .ŷ = (۱۳,۱) ͬ دهیم م قرار .yAI = (۱۲,۰) داریم، (١) شͺل از استفاده با و تعریف طبق
است. شده مشخص

.....

۱۳

.

۳

.

۱۲

.

۶

.

۱

.

−۶

.

−۹

.

−۲

.

y۱

.

y۲

.

Y

.

Y ′

Y ′ مجموعه :٢ شͺل

۴



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پرتودرمانͬ، در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

نتیجه: در .v۰ = ŷ = (۱۳,۱) ͬ دهیم م قرار .β = −۳ داریم، (٢) شͺل از استفاده با

v۱ = (−۴,۱) , v۲ = (۱۳,−۱۶)

است. شده رسم S۰ ابتدایی سادک (٣) شͺل در

.....

۱۳

.

−۴

.

۳

.

۱۲

.

۶

.

۱

.
−۱۶

.

−۶

.

−۹

.

−۲

.

y۱

.

y۲

.

S۰

.

Y

.

Y ′

S۰ ابتدایی سادک :٣ شͺل

شͺل مطابق ͬ شویم. م k = ۰ تکرار وارد p̄.اکنون ∈ int(Y ′) که است واضح بͽیرید. نظر در را p̄ = (۱۲,−۱) نقطه
دست به را w۰ مختصات و ͬ گیریم م نظر در را y۰ = v۱ نقطه ما ندارند. قرار Y ′ در S۰ سادک از v۲ و v۱ نقاط ،(۴)

ͬ آوریم. م

.....

۱۳

.

−۴

.

۳

.

۱۲

.

۶

.

۱

. −۱۶.

−۶

.

−۹

.

−۲

.

y۱

.

y۲

.

S۰

.

p̄

.

Y

.

Y ′

p̄ نقطه و S۰ سادک :۴ شͺل

۵



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

داریم: زیر خطͬ مسأله حل به نیاز ،w۰ مختصات آوردن دست به برای

max λ

s.t − ۱۶λ ≥ ۳x۱ + x۲ − ۱۲
۲λ ≥ ۱− x۱ − ۲x۲

−۳x۱ + x۲ ≥ −۶
x۱ ≥ ۰,۰ ≤ x۲ ≤ ۳
۰ ⩽ λ

ͬ کنیم: م حل [١٠] ١ لینگو افزار نرم ͷکم به را مسأله این

model:

max = λ;

(−۱۶) ∗ λ ≥ (۳ ∗ x۱) + x۲ − ۱۲;
(۲ ∗ λ) ≥ ۱− x۱ − (۲ ∗ x۲);

(−۳) ∗ x۲ ≥ −۶;
x۱ ≥ ۰;
x۲ ≥ ۰;
x۲ ≤ ۳;
λ ⩾ ۰;
λ ⩽ ۱;
end

نتیجه: در پس ͬ رسیم. م λ = ۳
۴ جواب به

w۱ = λv۱ + (۱− λ)v۰ ⇒ w۰ = (۰, ۱۲)

ͬ کنیم: م حل را زیر خطͬ مسأله حال

max−۳u۱ − ۶u۲ − ۱
۲w۲

s.t − ۳u۱ + u۳ − ۳w۱ + w۲ = ۰
−u۱ + u۲ + u۴ − w۱ + ۲w۲ = ۰

w۱ + w۲ = ۱
u,w ≥ ۰

1LINGO

۶



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پرتودرمانͬ، در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

model :

max = (−۳) ∗ u۱ − ۶ ∗ u۲ − (۰٫۵) ∗ w۲;

(−۳) ∗ u۱ + u۳ − (۳) ∗ w۱ + w۲ = ۰;
− u۱ + u۲ + u۴ − w۱ = (۲) ∗ w۲ = ۰;
w۱ + w۲ = ۱;
u۱ ≥ ۰;
u۲ ≥ ۰;
u۳ ≤ ۳;
u۴ ≥ ۰;
w۱ ≥ ۰;
w۲ ≥ ۰;
end

لذا: و (u۰
T
, v۰

T
) = ((۰,۰,۳,۱), (۱,۰)) نتیجه در

S۱ = S۰ ∩ {y ∈ R۲ | y۱ ≥ ۰}

ͬ آوریم. م دست به را S۱ سادک رئوس مجموعه ،[٣] خط روی الͽوریتم از استفاده با

V (S۱) = {(۱۳,۱), (۰,۱), (۰,۳), (۱۲,−۹)}

.....

۱۳

.

۳

.

۱۲

.

۶

.

۱

. −۱۶.

−۶

.

−۹

.

−۲

.

y۱

.

y۲

.

S۱

.

p̄

.

Y

.

Y ′

اول برش از پس S۱ سادک :۵ شͺل

شͺل در حال رسیدیم. S۱ سادک به (−۴,۱) نقطه در و S۰ ابتدائͬ سادک در برش ͷی ایجاد با مرحله این در بنابراین
.به ͬ کنیم م ایجاد S۱ سادک در نقطه این در برشͬ و ͬ کنیم م تکرار را قبل روند و y۱ = (۱۳,−۱۶) ͬ دهیم م قرار (۵)

است. شده مشخص (۶) شͺل در که ͬ رسیم م S۲ سادک
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دوم برش از پس S۲ سادک :۶ شͺل

در y۲ نقطه از برش ͷی بار این ͬ کنیم. م تکرار را بنسون الͽوریتم دیͽر بار و y۲ = (۰,−۳) ͬ دهیم م قرار بعدی تکرار در
((٧) (شͺل ͬ کنیم. م تولید را S۳ سادک و ایجاد S۲ سادک
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سوم برش از پس S۳ سادک :٧ شͺل

سادک در برش ͷی (۶,−۹) باقیمانده نقطه تنها از تکرار این در ͬ دهیم. م ادامه دیͽر تکرار ͷی را بنسون الͽوریتم
((٨) است.(شͺل S۴ سادک آن، نتیجه که ͬ کنیم م ایجاد S۳
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چهارم برش از پس S۴ سادک :٨ شͺل

نقاط مجموعه پس است. رسیده پایان به تکرار چهار از پس بنسون الͽوریتم و S۴ = Y ′ ͬ کنید، م مشاهده که ظور همان
: با است برابر شده داده مسأله مؤثر پیشامد گوشه ای

YeE = {(۰,۰), (۳,−۶), (۱۲,−۹)}

بنسون یافته تعدیل الͽوریتم .٣

داریم: را زیر تعریف بخش، این ابتدای در

:ϵ ∈ Rp کنید فرض و بͽیرید نظر در را (MOLP ) مسأله .٣ . ١ تعریف
که طوری به نباشد موجود x ∈ X هرگاه ͬ گوییم م (MOLP ) مسأله برای ϵ‐مؤثر جواب ͷی را x̂ ∈ X موجه جواب (١)

ͬ گوییم. م پیشامد فضای در ϵ‐مؤثر نقطه را ŷ = Cx̂ چنین هم .Cx ≤ Cx̂− ϵ

به نباشد موجود x ∈ X هرگاه ͬ گوییم م (MOLP ) مسأله برای ضعیف ϵ‐مؤثر جواب ͷی را x̂ ∈ X موجه جواب (٢)
ͬ گوییم. م پیشامد فضای در ضعیف ϵ‐مؤثر نقطه را ŷ = Cx̂ مشابه، طور به .Cx < Cx̂− ϵ که طوری

ͷی که ͬ کنیم م طراحͬ را جدیدی الͽوریتم ͬ کنیم، م ایجاد بنسون الͽوریتم k۵ و k۳ ،k۱ گام های در که تغییراتͬ با
دست به داخلͬ تقریب که ͬ دهیم م نشان سپس ͬ آورد. م دست به را Y ′ مجموعه برای خارجͬ تقریب ͷی و داخلͬ تقریب
YE مجموعه برای تقریبی ͬ شود، م ارائه که مباحثͬ به توجه با انتها در و ͬ کند م مشخص را Y ′ ضعیف ε‐مؤثر نقاط آمده،

آوریم. دست به
در را زیر تغییرات بͽیرید. نظر در را I,O = ∅ مجموعه های علاوه به باشد. اقلیدسͬ فاصله d و ϵ ∈ Rp

+ کنید فرض
ͬ کنیم: م اعمال بنسون الͽوریتم

:k۱ گام
yk ∈ نقطه صورت این غیر در بروید. k۵ گام به آنگاه ،y ∈ O یا و y ∈ Y ′ باشیم داشته y ∈ V (Sk) هر برای اگر

دهید. ادامه و yk /∈ Y ′ که کنید انتخاب ای گونه به را V (Sk) \O
: k۳ گام

wk نقطه و O مجموعه به را yk نقطه آنگاه ،d(yk, wk) ⩽ ϵ یعنͬ باشد، ϵ حداکثر Y ′ از wk مرزی نقطه تا yk فاصله اگر
٩
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دهید: قرار صورت این غیر در بروید. k۱ گام به سپس و کنید اضافه I مجموعه به را

Sk+۱ = Sk ∩ {y ∈ Rp | ⟨vk, y⟩ ≥ ⟨b, uk⟩}

:k۵ گام
صورت به ترتیب به را داخلͬ تقریب و خارجͬ تقریب نقاط مجموعه برسد. پایان به تکرار k از بعد الͽوریتم کنید فرض

کنید: تعریف زیر

Vo(S
k) = V (Sk) و Vi(S

k) = (V (Sk) \O) ∪ I

،Vi(S
k) از Y ′i محدب غلاف چنین هم است. Y ′ خارجͬ تقریب نمایش ،Vo(S

k) از Y ′o محدب غلاف صورت این در
کنید. توقف است. Y ′ داخلͬ تقریب نمایش

.ϵ = ۲ کنید فرض و بͽیرید نظر در را (٢٬٣) مثال .٣ . ٢ مثال
داریم: .w۰ = (۰, ۱۲) صورت این در بͽیرید. نظر در را y۰ = (۴,−۱) نقطه .I = O = ∅ دهید قرار

d(y۰, w۰) ≈ ۴٫۲۷۲ ⩽̸ ϵ = ۲

ͬ دهیم م قرار پس
S۱ = S۰ ∩ {y ∈ Rp | y۱ ⩾ ۰}

.V (S۱) = {(۱۳,۱), (۰,۱), (۰,−۳), (۱۳,−۱۶)} نتیجه در
صورت: این در .w۱ = (۱۸۸۱۵ ,−۹) شده، انجام محاسبات طبق بͽیرید. نظر در را y۱ = (۱۳,−۱۶) نقطه اکنون

d(y۱, w۱) ≈ ۷٫۰۱۵ ⩽̸ ϵ = ۲

ͬ دهیم: م قرار لذا
S۲ = S۱ ∩ {y ∈ Rp | y۲ ⩾ ۹

.V (S۲) = {(۱۳,۱), (۰,۱), (۰,−۳), (۶,−۹), (۱۳,−۹)} صورت این در
پس w۲ = (۱۸۱۳ ,

−۳۶
۱۳ ) چون بͽیرید. نظر در را y۲ = (۰,−۳) نقطه حال

d(y۲, y۱) ≈ ۱٫۴۰۳ ⩽ ۲ = ϵ

.O = {y۲} و I = {w۲} ͬ دهیم م قرار پس
بنابراین .w۳ = (۷٫۲, −۳۷

۵ ) حالت این در . بͽیرید نظر در را y۳ = (۶,−۹) نقطه حال

d(y۳, w۳) = ۲ ⩽ ϵ = ۲

.O = {y۳, y۲} و I = {w۳, w۲} بنابراین
تکرار در الͽوریتم پس .O مجموعه در یا دارند قرار Y ′ در یا V (S۳) نقاط تمام که ͬ کنیم م مشاهده بررسͬ ͷی با اکنون

ͬ دهیم م قرار ͬ رویم. م k۵ گام به پس ͬ رسد. م پایان به k = ۳

Vo(S
۲) = V (S۲) = {(۱۳,۱), (۰,۱), (۰,−۳), (۶,−۹), (۱۳,−۹)}

و
Vi(S

۲) = (V (Sk)⧹O) ∪ I = {(۱۳,۱), (۰,۱), (۱۳,−۹), (۱۸۱۳ ,
−۳۶
۱۳ ), (۷٫۲, −۳۷

۵ )}

شده اند. داده نشان داخلͬ و خارجͬ تقریب (٩) شͺل در
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خارجͬ و داخلͬ تقریب :٩ شͺل

ϵ‐مؤثر نقاط مجموعه بنسون، یافته تعدیل الͽوریتم از استفاده با ͬ توان م چͽونه که ͬ دهد م نشان زیر قضیه حال
کرد. مراجعه [۴] به ͬ توان م آن اثبات برای آورد. دست به را Y ′ ضعیف

ضعیف ε‐مؤثر نقاط مجموعه Y ′i
E صورت این در .e = (۱,۱, . . . ,۱) ∈ Rp آن در که ε = ϵe کنید فرض .٣ . ٣ قضیه

است. Y ′

ͬ کنیم: م تعریف ،Y مؤثر مجموعه از تقریبی آوردن دست به برای

Y i
eE = {y ∈ Vi(S

k) | y < ŷ}

Y o
eE = {y ∈ Vo(S

k) | y < ŷ}

وجه ها این اجتماع و ͬ آوریم م دست به را الͽوریتم در یافته برش صفحه از را وجوه هایی فوق، نقاط مجموعه از استفاده با
تقریب Y i با داخل از و Y o با خارج از را YE مجموعه ͬ توان م صورت این در ͬ دهیم. م نمایش Y i

E و Y o
E با ترتیب به را

زد.

داریم: قبل مثال به توجه با .۴ . ٣ مثال

Y o
Ee = {(۰,−۳), (۶,−۹)} Y i

Ee = {(۷٫۲,−۷٫۴), (۱٫۳۸۴,−۲٫۷۶۹)}

و (۷٫۲) نقاط بین خط پاره ،Y i
E مجموعه و (۶,−۹) و (۰,−۳) نقاط بین خط پاره ،Y o

E مجموعه صورت این در
است. (۱٫۳۸۴,−۲٫۷۶۹)

درمانͬ پرتو بهینه سازی مسأله .۴

کشورهای در بیماری این است. سرطان ͬ سازد م مواجه جدی خطر با را انسان سلامت که بیماری هایی از ͬͺی امروزه
آن از نوعͬ به نفر پنج از بیش نفر، هزار هر از که طوری به ͬ رود، م شمار به میر و مرگ عامل دومین توسعه، حال در
برای نافذ پرتوهایی تابش درمانͬ پرتو از هدف است. درمانͬ پرتو سرطان درمان در مؤثر روش های از ͬͺی .[٢] مبتلاست
روش این است. بدن نقاط سایر به آنها تکثیر و رشد از جلوگیری و (تومور) دیده آسیب سلول های DNA بردن بین از
سالمͬ بافت های روش، این در افشانͬ پرتو با ͬ نامند. م ٢ درمانͬ پرتو درمان طراحͬ را آن مجموعه که است مراحلͬ شامل
2Radiotherapy Treatment Planning
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بافت های با مقایسه در تومورها اما ͬ گیرند، م قرار کم) میزان به چند (هر خطر معرض در نیز دارند قرار تومور اطراف در که
نرمال بافت های برای که شود تجویز گونه ای به باید افشانͬ پرتو (دوز) مقدار رو این از حساس ترند. افشانͬ پرتو به نرمال
بین از ضمن که ای گونه به پرتوهاست شدت میزان سازی) (بهینه کنترل اینجا در مطرح مسأله بنابراین باشد. تحمل قابل

شود. محافطت دارند، قرار خطر معرض در که بخش هایی و آنها اطراف سالم بافت های از تومورها، بردن
این است. ٣(IMRT) شده تنطیم شدت با درمانͬ پرتو نام به بعدی سه روشͬ درمانͬ، پرتو روش های مدرن ترین از ͬͺی
با بهینه درمان به رسیدن برای کامپیوتر از استفاده با تصمیم گیری ͷتکنی یعنͬ ۴ معکوس طراحͬ سیستم بر مبتنͬ روش
بافت های و تومور محل که است لازم معکوس طراحͬ سیستم از استفاده برای است. دلخواه دوز مجموعه ͷی از شروع
از استفاده روش، این فرد به منحصر ویژگͬ جمله از .[٧] شود مشخص پرتو ها جهت و تعداد چنین هم و آن اطراف
توسط و کند دریافت کمتری پرتو قسمت کدام و بیشتر پرتو قسمت کدام ͬ کند م مشخص که است لایه چند دستگاهͬ
به برای محاسباتͬ شامل پرتو شدت بهینه سازی ͬ نامند. م ۵ کالیماتور اصطلاح در را دستگاه این ͬ شود. م کنترل کامپیوتر
در با عملͺرد بهترین آوردن دست به برای را افشانͬ پرتو دوز از مناسبی توزیع که طوری به پرتوهاست شدت آوردن دست

دهد. قرار اختیار در بالینͬ و تجربی قیود گرفتن نظر
سعͬ آن در که شد بندی فرمول غیرخطͬ یا و خطͬ برنامه ریزی مدل ͷی صورت به ابتدا پرتو شدت بهینه سازی مسأله
وزن ͷی انتخاب با سالم بافت های از حفاظت و تومور سلول های بردن بین از یعنͬ مسأله این در اهداف تضاد ͬ شد م

ͬ گرفت. م صورت مناسب وزن آوردن دست به برای خطا و آزمون فرآیند ͷی از وزن ها این انتخاب که شوند همساز
شده بیان [۴] در که چه آن طبق شد. معرفͬ غیرخطͬ و خطͬ چندهدفه برنامه ریزی مدل ͷی صورت به مسأله این اخیرا
نقطه چندین کردن پیدا با یا و ͬ آورند م دست به مؤثر پیشامد مجموعه از مجموعه زیر ͷی یا مدل ها این تمامͬ است،
تقریبی مجموعه این معمولا که آورند دست به را مؤثر پیشامد مجموعه کل تقریبی، صورت به ͬ کنند م سعͬ مؤثر، پیشامد
بهره دهͬ وزن روش از حل برای مدل ها این اکثر این، بر علاوه نیست. تضمین قابل تقریب کیفیت نظر از آمده دست به
مدل های با رابطه در بیشتر مطالعه برای باشد. مشͺل ͬ تواند م بزرگ مسائل برای خصوص به وزن ها انتخاب که گیرند مͬ

کرد. مراجعه [۴] به توان مͬ آن ها حل روش و شده طراحͬ
[۶] هولدر مدل اساس بر و هدفه چند خطͬ بهینه سازی مسأله ͷی عنوان به را پرتو شدت بهینه سازی مسأله ما جا این در
بالینͬ حالت چهار برای آن یافته تعدیل الͽوریتم و بنسون الͽوریتم از استفاده با مسأله این حل به سپس ͬ کنیم. م ارائه

کرد. خواهیم مقایسه یͺدیͽر با را آمده دست به نتایج و ͬ پردازیم م
پرتو شدت سازی بهینه برای MONP مدل

پرتو هر و حجم) (عنصر ۶ وکسل m به بیمار بدن پرتو، شدت بهینه سازی مسأله در پرتوافشانͬ دوز محاسبه منظور به
تصویر وضوح و ضخامت وسیله به آن ها ضلع طول و هستند مͺعبی وکسل ها ͬ شود. م تقسیم پرتو) (عناصر بیͺسل٧ n به
و کالیماتور ورقه های تعداد با بیͺسل ها اندازه است. ͬ متر میل چند حدود در و ͬ شود م تعریف بیمار (CT) اسͺن تͬ سͬ

.[٢] ͬ شود م تعریف ورق هر شیارهای تعداد
داریم: و است خطͬ پرتوها شدت و دوز بین ارتباط

d = Ax (۶)

دوز ذخیره ماتریس A ∈ Rm×n ͬ کند. م مشخص را بیمار در دوز گسسته توزیع که است دوز بردار d ∈ Rm آن در که
ذخیره i وکسل در شدت واحد در که است j بیͺسل از دوزی میزان ،A از عضوی عنوان به aij و ͬ شود م گرفته نظر در

ͬ کند. م توصیف را پرتو شدت نیز x ∈ Rn ͬ شود. م
ماتریس های زیر به سطرها حسب بر را A ماتریس هولدر، مدل اساس بر پرتو شدت بهینه سازی مسأله بندی فرمول منظور به

3Intensity Modulated Radio Therapy 4Inverse Planning System 5Collimator 6Voxel 7Bixel
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معرض در بخش های تومور، وکسل های با متناطر ترتیب به که AN ∈ RmN×n و AC ∈ RmC×n ، AT ∈ RmT×n

TUB ∈ RmT کنیم فرض چنین هم .m = mC +mT +mN آن در که ͬ کنیم م تجزیه هستند سالم بافت های و خطر
فرض چنین هم باشند. آن برای پایین کران های بردار TLB ∈ RmT و تومور وکسل های دوز برای بالا کران های بردار
و دارند) قرار خطر معرض در که (قسمت هایی حیاتͬ ارگان وکسل های دوز برای بالا کران های بردار CUB ∈ RmC کنید
ماکزیمم ترتیب به γ و β ،α کنیم فرض حال باشند. نرمال بافت وکسل های دوز برای بالا کران های بردار NUB ∈ RmN

مدل صورت این در باشند. نرمال بافت بالای کران های و حیاتͬ ارگان بالای کران های تومور، پایین کران های از انحراف
است: زیر صورت به هولدر مدل اساس بر پرتو شدت بهینه سازی مسأله هدفه چند خطͬ

min (α, β, γ)

s.t TLB − αe ≦ ATx ≦ TUB

Acx ≦ CUB + βe

ANx ≦ NUB + γe

۰ ≦ α ≦ αu

−minCUB ≦ β ≦ βu

۰ ≦ γ ≦ γu

۰ ≦ x(٧)

برای ͷپزش توسط که ͬ باشند م γ و β ،α برای بالا کران های ترتیب به R در γu βuو ،αu و است واحد بردار e آن در که
است. موجه مسأله ͷی (٧) مسأله که است شده داده نشان [۶] در ͬ شود. م مشخص مرتبط بالینͬ مقادیر کردن محدود

ذخیره دوز نرخ دهنده نشان آن aij مؤلفه و است دوز ذخیره ماتریس A شده تعیین پیش از ماتریس شد بیان که طور همان
داده ها اطلاعات بانک روی از و بیماران از مستقل یا A ماتریس از ai,j مقادیر است. j بیͺسل توسط i وکسل در شده
محاسبه آزمایشͽاه در ٨ مونته‐کارلو نام به سازی شبیه نوعͬ توسط مشخص طور به بیمار هر برای یا و ͬ شود م مشخص
دقت با نتایجͬ پزشͺان حال این با ͬ دهند. م قرار پزشͺان اختیار در را واقعͬ غیر و مبهم نتایج روش دو هر .[۵] ͬ شود م
مقادیر ͬ کنیم م فرض ما جا این در .[۴] ͬ دانند م قبول قابل را ٩ ( (Gy) پرتو دوز برای اندازه (واحد گری ͷی از کوچͺتر

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را بالینͬ حالت چهار و است شده داده A ماتریس

آمده دست به نتایج

چهار منظور این برای کرد. خواهیم حل بنسون یافته تعدیل الͽوریتم و بنسون الͽوریتم از استفاده با را (٧) مسأله
،١٠ (AVM) وریدی شریان های ناهنجاری از، عبارتند که ͬ گیرند م قرار استفاده مورد بالینͬ حالت

8 Monte-Carlo [9] 9Gray 10Arterial Veinous Malformation
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١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

PL و P ، AN ،AVM راست به چپ از :١٠ شͺل

.١٣ (PL) پانکراس ضایعه و ،١٢ (P) پروستات ،١١ (AN) ͷکوستی آ نوروم
استفاده مورد بیͺسل های و وکسل ها تعداد ͬ دهد. م نشان را خطر معرض در ارگان های و تومور از CT تصاویر ،(١٠) شͺل
داده نشان (١) جدول در (٧) مسأله در شده تعریف پارامترهای برای شده تجویز اطلاعات و حالت هر سازی بهینه برای

اند. شده

[۴] بالینͬ حالت چهار هر نیاز مورد های داده :١ جدول

PL P AN AVM Case

۶٧ ٢٢ ٩ ١ تومور های وکسل
٩١ ٨٩ ۴٧ ٠ حیاتͬ ارگان های وکسل

٩٨۶ ١١٨٢ ٩٩٩ ١٢٠۶ نرمال بافت های وکسل
١١۴٠ ٨٢١ ۵٩۴ ٣١٩ ها بیͺسل
٩٠٬۶۴ ٩٠٬۶۴ ٨٧٬۵۵ ٩٠٬۶۴ TUB

٨۵٬٣۶ ٨۵٬٣۶ ٨٢٬۴۵ ٨۵٬٣۶ TLB

۶٠٬۴۵ ۶٠٬۴۵ ۶٠٬۴۵ ‐ CUB

٠٬٠٠ ٠٬٠٠ ٠٬٠٠ ٠٬٠٠ NUB

١٧٬٠٧ ۴٢٬۶٨ ١۶٬۴٩ ١٧٬٠٧ αu

١٢٬٠٠ ٣٠٬٠٠ ١٢٬٠٠ ‐ βu

٩٠٬۶۴ ١٠٠٬۶۴ ٨٧٬۵۵ ٩٠٬۶۴ γu

y۲ = (۱۷٫۰۷,۰,۶۳٫۴۵) و y۱ = (۰,۰,۷۹٫۳۱) مؤثر پیشامد گوشه ای نقطه دو الͽوریتم دو هر ،AVM حالت برای
است عبارت مؤثر پیشامد مجموعه ندارد. وجود حیاتͬ ارگان حالت این در که چرا β = ۰ اینجا در ͬ آورند. م دست به را

است. شده داده نشان (١١) شͺل در که (۱۷٫۰۷,۶۳٫۴۵) و (۰,۷۹٫۳۱) بین واصل خط از

11Acoustic Neuroma 12Prostate 13Pancreatic Lesion
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١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پرتودرمانͬ، در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

.....
۱۷٫۰۷

.

۷۹٫۳۱

.

۶۳٫۴۵

. α.

γ

AVM حالت برای پیشامد مجموعه :١١ شͺل

پایین کران از بیشتر دوزی تومور، در وکسلͬ که وقتͬ برای جواب ͷی که است این (۰,۷۹٫۳۱) نقطه بالینͬ مفهوم
از بیشتر دوزی نرمال، بافت در وکسل ها از بعضͬ که حالͬ در دارد. وجود ͬ کند م دریافت تومور بالای کران از کمتر و

ͬ کند. م دریافت گری ٧٩٬٣١
از کمتر دوزی تومور در وکسل که حالتͬ برای جواب ͷی که است این (۱۷٫۰۷,۶۳٫۴۵) نقطه بالینͬ مفهوم

TLB − ۱۷٫۰۷ = ۸۵٫۳۶− ۱۷٫۰۷ = ۶۸٫۲۹Gy

به ͬ کنند. م دریافت گری ۶٣٬۴۵ از بیشتر دوزی نرمال بافت در وکسل ها از بعضͬ که حالͬ در دارد. وجود ͬ کند م دریافت
کرد. تحلیل توان مͬ نیز نقطه دو این بین مؤثر پیشامد نقاط مشابه طور

برای Y ′ مجموعه (١٢) شͺل در آورد. دست به راحتͬ به را مؤثر پیشامد نقاط بالا مانند ͬ توان نم دیͽر حالت های برای
خارجͬ تقریب Y ′O مجموعه است. شده داده نشان آمده اند دست به بنسون الͽوریتم با که P برای (١٣) شͺل در و AN
داده نشان (١۵) شͺل در P برای و (١۴) شͺل در AN برای ϵ = ۰٫۱ ازای به یافته تعدیل الͽوریتم با آمده دست به

است. شده

AN : Y ′ :١٢ شͺل
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١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

P : Y ′ :١٣ شͺل

AN : Y ′o, ϵ = ۰٫۱ :١۴ شͺل

P : Y ′o, ϵ = ۰٫۱ :١۵ شͺل

١۶



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پرتودرمانͬ، در پرتو شدت بهینه سازی مسأله

ازای به را Y ′O مجموعه های بنابراین کرد. حل دقیق طور به ͬ توان نم محاسبه ساعت ده انجام با حتͬ را PL حالت
برای (١٧) شͺل در ،ϵ = ۰٫۳ برای (١۶) شͺل در نتایج این ͬ آوریم. م دست به تقریبی الͽوریتم با مختلف های ‐ϵ

شده اند. داده نشان ϵ = ۰٫۰۰۵ برای (١٩) شͺل در و ϵ = ۰٫۰۵ برای شͺل(١٨) در ،ϵ = ۰٫۱

PL : Y ′o, ϵ = ۰٫۳ :١۶ شͺل

PL : Y ′o, ϵ = ۰٫۱ :١٧ شͺل

PL : Y ′o, ϵ = ۰٫۰۵ :١٨ شͺل

١٧



١٩–١ (١٣٩۵) ۴ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه بندارتͬ، بابایی علیرضا

PL : Y ′o, ϵ = ۰٫۰۰۵ :١٩ شͺل

به الͽوریتم دو هر اجرای زمان چنین هم و صفحه برش های تعداد مؤثر، پیشامد گوشه ای نقاط تعداد (٢) جدول در
شده اند. مقایسه یͺدیͽر با مختلف ϵ‐ های ازای

مختلف([۴]) های ‐ϵ با آمده دست به اطلاعات :٢ جدول

برش صفحات پیشامدمؤثر ای گوشه نقاط زمان(ثانیه) ϵ حالت
٣ ٢ ٠٬۵١۴ ٠٬١ AVM

٣ ٢ ٠٬۵١۵ ٠
٢١ ٢٧ ۵٬٩٣٨ ٠٬١ AN

٨۵ ۵۵ ١٣٬٩٨۴ ٠
۴٢ ۵۶ ١۴٬٧٨١ ٠٬١ P

٣٢٨٠ ٣١۶۵ ٩٩۵٬٠۵٠ ٠
٣٧ ۵٧ ٧٠٬٧٩۶ ٠٬٣ PL

٩٠ ١۵٢ ١۶۴٬٣۶٠ ٠٬١
١۵٩ ٢٧٨ ٣٠٣٬۶٣٠ ٠٬٠۵

١٠۴١ ١٩٨٩ ٢١۴٧٬۵٣٠ ٠٬٠٠۵

برای ولͬ ͬ کند. م حل دقیقه بیست از کمتر در را بالینͬ حالت سه هر (ϵ = ۰) بنسون الͽوریتم که ͬ دهد م نشان بالا جدول
چهار هر بنسون یافته تعدیل الͽوریتم دیͽر، طرف از ͬ شود. نم متوقف محاسبه ساعت ١٠ از بعد ،PL یعنͬ چهارم حالت

ͬ کند. م حل ٠٬١ خطای با و دقیقه ٣ از کمتر در را مسأله
کوچͺتر پارامتر این چقدر هر که طوری به ͬ دهد م نشان خوبی به را ϵ خطای پارامتر انتخاب تأثیر جدول این چنین هم

ͬ شود. م ͬ تر طولان محاسبات زمان و ͬ یابد م افزایش مؤثر پیشامد گوشه ای نقاط و برش صفحات تعداد باشد،
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